STANOVOVANI IBNR REZERVY S VYUZITIM
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Uvod

DileZitou sowéasti ekonomiky kazdé zenje finartni sektor. Ten je kro#nburz, bank

a jim podobnych instituci tven také pojiovnami. Pojigovnictvi ma ve finatnim
sektoru svoji nezastupitelnou Ulohu zejména jalabitince, kterd snizuje rizika spojena
s kazdodennim zivotem tim, Ze figad vzniku pojistnych udalosti (PU) vyplaci svym
klientam pojistné plgni. Nemusi se nutnjednat pouze o Skody na zdravi a Zévidi,
resp. jejich hmotném nebo nehmotném majetkadPétem pojiSéni mohou byt i iznd
rizika spojena s operacemi na figafm trhu. PojiSovny operu;ji ve finani sfée také
jako dileziti investdi, ktefi do aktiv alokujicast svého fijatého pojistného.

VySe uvedenéfifklady podtrhuji zn&ny vyznam pojigovnictvi pro hladké fungovani
finan¢niho sektoru. Redkladany text si klade za cil stng nastinit problematiku tvorby
rezerv v pojisovnictvi. Snahou autora bylo kombinaci dosavadpitstupi navrhnout
novou alternativni metodu tvorby IBNR rezervy, lteje zaloZzena na aplikaci
zobecrného linearniho modelu (Generalized Linear Mod&L-M) pro modelovani
nahodnych vetiin tvoricich run-off trojuhelnik. Redstavovana metoda je ragsiim
metod odvozenych v 0. Vychazi z podobného pohledzkoumana data, ale diky GLM
je ji mozné aplikovat na&si paet pojistnych kmein GLM je svou univerzalnosti
schopen zvladnout specifika jednotlivych lypojiStni a je schopen se vyrovnat
s realnymi podminkami dané pajid/ny. Je vSakitlezité zkoumat spkni predpokladi
metody a aplikovat ji jenom v situaci, kdy nedodhé&gejich zavaznému poruseni.
Predstavovani metoda t¥spoléné s PTF (Probability Trend Family) metodami (viz.
0) ve stanovovani IBNR rezerv alternativu ke stadda pouzivanym a roz&nym
metodam typu chain ladder (viz. 0 a 0).

Rezervy v poji¥’ovnictvi
Kazda pojisovna si jako racionélni subjekt finartho trhu tvéi rezervy na
predpokladané budouci vydaje. V nezivotnim pdjisse rozliSuji dva typy nardk

* RBNS (Reported But Not Settled) - naroky vznikléjia nahlaSené, ale dosud
nevytizené.
* IBNR (Incurred But Not Reported) - naroky vzniki#de dosud nehlasené.

Celkova rezerva na naroky typu RBNS jeibma sottem rezerv na jednotlivé PU,
které jsou stanovovany likvidatorem na zaklaxpertniho odhadu. Rezerva na naroky
typu IBNR je naopak stanovovana pojistmatematickymi metodami na zakéad
historickych informaci o vyvoji Skod.

! Clanek vznikl s podporou vyzkumného zamMSM 0021622418.
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Pojistné udalosti

U kazdé PU lze rozliSittyti stavy:
e doposud nevznikla,

» vznikla, ale nenahlasena,

» nahlaSend, ale nezlikvidovana,
» zlikvidovana.

Ma smysl analyzovat pouze ty udalosti, které jizylhyebo kdy v budoucnu budou
vyftizeny.

Matematicky model nezivotniho pojis€ni

Posatek pisobeni pojifovny na trhu povazujme z#as t=0. Ukolem pojistnych
matematiki je stanovit rezervu vaset = T > 0. Doba T v praxi f@dstavuje zpravidla
posledni den v kalentiim kvartalu nebo roku. Stanovend IBNR je pakcasti
mési¢nich, resp. kvartalnich nebocrdch uzagrek.

Proces generuijici PU je slozen denedilnych sotésti:

 procesu generujiciho okamziky vzniku PU,
» procesu generujiciho okamziky hlaseni (respizeni) PU,
e procesu generujiciho vySe Skod.

Proces vzniku PU schématicky znaage obrazek. 1.

Obrazek €. 1: Proces vzniku a hlaseni PU
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Tabulka €. 1: Inkrementélni run-off trojuhelnik

vyvojové kvartaly
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Osut; je mozné oznat jako pojistnou osu a vynaSime na ni okamzikyikan-té PU
(g). Osut, mizeme oznét jako vyvojovou osu a vynasSime na ni okamzikylaaénii-

té PU @'). Pokud osyt; at, rozcElime na kvartaly, tak o kvartalech na dsenluvime
jako o pojistnych kvartdlech a o kvartalech na gsenluvime jako o vyvojovych
kvartélech. Ozname | jako pdéet kvartat, bshem nichz mame zaznamenané PU.

Run-off trojahelniky

Nez aby pracovaly s konkrétnimi PUEtSina metod stanovujicich IBNR pracuje s tzv.
run-off trojahelnikem, ktery vznikne kumulaci vyj&dnotlivych Skod podle kvartalu
vzniku a kvartélu hlaSeni. RozliSujeme dva typy-adintrojahelniki:

» nekumulativni (inkrementalni). Tento trojihelniknikne sumaci vSech Skod podle
pojistného a vyvojového kvartalu. Prv&k na [,j]-té pozici (tabulka 1) dostaneme
s&tenim vySi vSech Skodiztého pojistného kvartalu hlaSenych-tém vyvojovém
kvartalu;

e kumulativni. Tento trojuhelnik vznikne z nekumwatho postupnym rigtanim, tj.
na [i,j]-té pozici je sotet r = 1,...,) bugk z i-tého fadku nekumulativniho
trojuhelniku.

Jiz hlaSené Skody tvbhorni trojuhelnikové matice run-off trojuheliKviz. tuéné
zobrazenagtast na obrazku 1). Ukolem pojistnych materatje doplréni hornich
trojuhelnikovych matic n&tvercova schémata a z dolnich trojuhelnikovych engi
z odhad vzniklych, ale dosud nenahladSenych Skod) starny$it IBNR rezervy.

Nahodnéa vetiina §; je ukena jako nahodny sdet nahodnych valin. Uréeni jejiho

rozckleni je tedy znéné komplikované. Bed pouZitim GLM pro modelovasj je nutné

prokézat, ze toto rozeni je exponencialniho typu. V 0 je odvozeno, bésgonovsky

sowet velgin s gama rozélenim je nadhodna veiina s rozdlenim exponenciélniho
typu.

Jsou-li okamziky hlaSeni PU generované Poissonopymaesem (tj. p&et hlaSenych
PU ma pro kazdé uvazované obdobi Poissonovceleidl a maji-li jejich vySe gama
rozckleni, pak rozdleni S; je exponencialnim typem. Zachto gedpoklad tedy Pro

modelovani§; mizeme GLM pouZit.
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Analyza run-off trojuhelniku pomoci zobecrénych linearnich modeii

Nejprve zavdme vektorS = [S;3, Sy,..., S1, S0 S2eeer Sy -y 1] Tento vektor
vznikne greskladanim sloug&t run-off trojuhelniku pod sebe. Teorie zob&wych
linearnich modéi pracuje s pojmem linearni prediktor, ktery ma olyedvar
N = XBrt+... +XBr. Xy,...,Xk jsou regresory, pomoci nichz modelujeme ¥jlswanou
promennou. B4,...,Bx jsou odhadované regresni parametry. PodstatoucmiidEho
linedrniho modelu je vystit chovani zkoumané pronné Y v zavislosti na linearnim
prediktorun.

Zobecrény linearni model vychazi Z@edpokladu, Ze stdni hodnotal = EY zavisi na
n pies linkovaci funkci g(.). Plati tedyE=p = g(n).

Pti praci se zobegmym linearnim modelemipdpokladame, ze ro&dni kazdé ze
slozek vysétlované prominné Y je dané hustotou praygbdobnosti (resp.
pravcEpodobnostni funkci) ve tvaru

(1) fr(y; 0, ¢) = exp{(yd-b(6))/ a(¢) + c(y.¢)}

pro dané funkce a(.), b(.) a c(.) a paraméty@. Pokud na hustotu pragolodobnosti
f\(y;0,¢) pohlizime jako na funkci paramét® a @, tak mluvime o $rohodnostni funkci
promenné Y, kterou zndgme jako 10,@y). Casto se misto&ohodnostni funkce pracuje
s jejim logaritmem. Mluvime pak o logaritmické&ehodnosti funkci.

Odhady parameirv pripac zobecinych linearnich modeél provadime na rozdil od
klasickych modal linearni regrese metodou maximalnérahodnosti. Podrobné
zavedeni zobeéného linearniho modelu najdeme ve specializovaréatire. Jednou
ze zékladnich knih&novanych této problematice je prace O.

NaSi snahou je modelovatiestini hodnotu B = ps nahodného vektoris pomoci
zavislosti naifddkovém a sloupcovém indexu v run-off trojuhelnikwto zavislost
budeme modelovat modelem dvojnélédéni bez iteraci za pouziti kovariat. Tato
technika je jednou z metod pouzivanych v analyzeptsdu a pro klasicky model
linearni regrese je popsana v 0. Veksanusi girozert sphovat gedpoklady kladené
na vysw¥tlovanou proninnou ve zobeamém linearnim modelu (viz. strana 36).

Pro modelovanijis = ES pouzijeme model dvojnéhéidéni bez iteraci ve tvaru

2) g(ps) =p+a+pf i,j=1..

s reparametrizanimi podminkami
Sa=Y A0
i j

Zkoumani realnych run-off trojuhelnikkomplikuje skuténost, Ze s &kolikakvartalnim

zpozdénim je nahldSeno jiz jen velmi malé mnozstvi SKed.zéklad rozctleni doby

do nahlaseni PU irieme s fedem danou pra¥godobnosti ufit okamzik, od kterého
jiz dochazi k ukoeni hlaSeni Skod. Od tohoto okamziku jiispuSnéradky run-off

trojuhelniku obsahuji pouze nuly. V naSem modelddo tyto fadky ze zkoumani
vynechany.
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Jako velmi dobry fistup k potléeni nulovych Skod z vySSich vyvojovych kvaiit&e
ukazuje omezit rozsah sloupcového indgxe vzorci (2) na ¢gjaké gredem danéislo
M<L

Klicovym mistem fi hledani kvalitniho modelu je vg¢b vhodné linkovaci funkce.
Zpravidla se jedna o kanonickou linkovaci funkdég @ kazdém konkrétnimifpad: je
nutné zvazit, zda pouziti ékteré alternativni linkovaci funkce nepovede ke
kvalitngjSimu prolozeni zkoumanych dat a k lepSim vysiaalk

Vektory parametra = [ai], i = 1, ..., 1 aB = [B], j = 1,..., M modeluji linearni trendy v
pojistnych a vyvojovych kvartalech, které zavadmenoci aditivniho firastku

9(si) - 9(Wsqi-1y), resp9tsi) - 9(isig-)-

Jednotlivé slozky obou vektibrmizeme ekonomicky interpretovat a na zaklggjich
odhadi mizeme ukit, k ¢emu ve viasttném pojistném kmeni dochazi.

Redukce pdtu parametri

Model (2) obsahuje 2I+1 (resp. 2I-1 nezavislychhambvanych paramétra je
vzhledem k maximakI(l+1)/2 pozorovanim sikh preparametrizovany. Je tedy nutné
vhodnym zfisobem zavést redukci §to parameti. Toho je mozné docilit zavedenim
piedpokladu linearnich treddv pojistnych a vyvojovych kvartalech. Redukcetoo
parametit je zaloZzena nafpdpokladu existence stejného trenduékatika po soks
néasledujicich kvartdlech. Vektor bude po reparametrizaci mozné zkonstruovat pouze
na zaklad vektorua, ktery obsahuje mensi mnozstvi paraifhésmalogicky je mozné
uvazovat i o vektory8). Ukolem analyzy run-off schématu je identifikackamziki
zmgn trendi a nasledny odhad paramietpotebnych pro konstrukci p@astech
linearnich trend.

Reparametrizaci Ize zavést na zakladtahu:
a=m+(ri—-Da+(ra—rant..+(rs—res-n)ask =1...,1, kders=k

0, je pasateini Urovei trendu,a; je parametr modelujici trend peé zn€né trendu,

ry, ..., Is jsou okamziky zmn trendu. Za nultou zému trendu povazujeme pétek
pozorovani. Za posledni 2Zmu trendu povaZujeme posledni kvartal, &mi jsou
zaznamenana pozorovani. Rozdilrr,.;) udava délku obdobi po v-té #n¢ trendu,
béhem rghoz k Zadné dalSi zmé trendu nedosSlo. Zcela analogicky zavadime redukci
parametit ve sn&ru vyvojovych kvartai.

Okamziky zm¥n trendu wujeme zejména analyzou rezidualnich graf uplat®nim
informaci ziskanych analyzou procesu generujiciio P

Postup @i analyze run-off trojahelniku pomoci GLM
Pti vlastni analyze vyjdeme nejprve z modelu s kackoni linkovaci funkci, ktery bude
piedpokladat pouze neémné linearni trendy v pojistnych a vyvojovych kéeth. Po
reparametrizaci bude model ve tvaru

@)  g(us)=p+ar+(i-Da+pLi+(j-Db, i=1..1j=1..,M

s reparametrizaimi podminkami
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(4) Zm =a1+aZ(i —1)=Z,8-:,81+b2(j -1)=0

Parametry modelu (3) odhadneme metodou maximéfiohednosti a spiteme rezidua.
Tato rezidua vykreslime postuprproti indexu pojistnych a vyvojovych kvardal

a indexu kvartdl placeni. Pokud rezidua kterém smiru vykazuji ®jaky zbytkovy
trend, je vhodné zavést dodatg parametr, pomoci¢hoz budeme schopni modelovat
prisluSnou zrdnu trendu. Takto ziskdme novy model, kteryétompdhadneme

a analyzujeme jeho rezidua. Stejnyniispbem postupujeme tak dlouho, az se z rezidui
odstrani vSechny zbytkové trendy. Pokud se nam zavedenim &Siho pdétu
dodateénych parametr neddi ze zkoumanych dat odstranit zbytkové trendy, ziade
moznost pejit k jinému typu linkovaci funkce a cely postypaovat.

Zavadinim dodateénych regresnich paramétrkteré modeluji identifikované zmy
trendy, ziskavame nové modely ppa. Konstruujeme tak celé posloupnosti mddele
kterych plati, Ze fwodni modely jsou submodely modelovych.

Cilem analyzy run-off trojuhelniku je najit vhodneolbou linkovaci funkce a pouzitim
adekvatnich regresr nejlepSi z mnoziny pouzitelnych model Nejjednodussim
modelem by byl model s pouze jednim odhadovanyrampeatrem. Za ifgdpokladu, ze
mame k dispozicin pozorovani vysstlované prominné Y, lze zkonstruovat tzv.
saturovany model, ktery ntdodhadovanych paraméte gresré vyswtluje zkoumana
data. Jeho odhadované hodnoty se shoduji s vektpaemrovanych hodnot a maji
nulovou variabilitu. Saturovany model ale nema daodtatistické vlastnosti a v praxi je
treba volit gjaky model, ktery se pohybujeékde mezi modelem saturovanym
modelem a modelem s pouze jednim parametrem. Jedkfitérii kvality modelu je
deviace modelu, jezipdpoklada, ze neshoda modelu se zkoumanymi dapyineo
umeérna dvojnasobku rozdilu logaritmickérehodnostni funkce zvoleného modelu
a logaritmické funkce saturovaného modelu. U kaad&bnstruovaného modelu je
mozné na zakladdeviace testovat hypotézu o vhodnosti daného modeltéZz mozno
zkoumat statistickou vyznamnost jednotlivych regfels paramefr a v gipac
zamitnuti hypotézy o statistické vyznamnostejip k submodelu s menSim ¢iem
regresoi.

Na z&vr analyzy je vhodné testovat hypotézu o moznostilkee vysledného modelu
na réktery z dikich submodéil. Popis testovani je popsén v 0.

Zavér - priklad analyzy na simulovanych datech

Jako piklad pouziti modelu nam poslouzi simulované pdidfo které vznikne
dodrzenim nasledujicictrgdpoklad:

» doby vzniku PU jsou generované Poissonovym procesekonstantni intenzitou
a=6. Tento fedpoklad znamena, z&akavana $edni doba mezi nahlasenim
dvou po sob nahlaSenych PU je 1#asové jednotky (n&pdne), tj. v piméru je
hldSeno Sest PU defin

» doba do nahlaSeni PU, definovana jako rozdil oklam#zniku a okamziku hlaseni
PU, ma G(0,00759; 0,07409856). Odpovidaji¢edni hodnota dob do nahlaseni
Skody je zhruba 10 dni;

» vySe Skody PU ma& G(0,00002621; 0,58433). Odpovdajfedni hodnota vySe
Skody je fiblizng 22 300 K.
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Predpoklady byly na zakl&dzkuSenosti autora voleny tak, aby vysledky bylganaé

a dolfe demonstrovaly vlastnosti pouziti zob&wého lineadrniho modelu. Zvolené
predpoklady sotmsré odpovidaji realné situaci v pop&i motorovych vozidel
(u malych pojigoven pisobicich n&eském trhu).

Simulovany byly Skody v pojistném kmeni starégt fet. Simulace byla opakovana
stokrat a pimérna IBNR rezerva byla ve vySi 1 336 026.Klako zkoumany run-off
trojuhelnik byl zvolen trojuhelnik z prvni simulaceleho prvnich 8iadki
obsahuje tabulka 20statni sloup&y tohoto trojuhelniku jiz obsahovaly samé nuly.
Netuiné vyznatené buiky odpovidaji budoucim odhadovanym Skodam.

Tabulka €. 2: Simulovany zkoumany run-off trojuhelnik

11151373 1029493 107054, 59539 18166 0 0 0
9714656 365678 392983 155120 45550 0 0 0
11029204 825682 283885 28742 0 21626 0 0
11141467 589920 131058 45712 29939 0 0 0
12822301 695586 251611 44454 0 0 0 0
9903379 750306 115441 1144 0 1764 0 0
11875481 742966 137806/ 36524 0 0 0 0
11843272 803075 93934 39866 0 1320 199 0
11139543 722036/ 3881 23226 0 0 0 0
11652703 829289 37415 73869 0 0| 22307 0

Pt vlastni analyze byla jako prvni pouzita linkovédecinkce 1j1. Tato funkce je
kanonickou linkovaci funkci gama rageni. Zakladni model s linkovaci funkcipd/
ozn@me jako BMes, Jeho reziduélni grafy obsahuje obrazek2. Hi pouZziti
logaritmické linkovaci funkce na zakladni model)88byl vyp@et numericky stabilni.

Rezidua modelu MB, vykazuji ve smru pojistnych kvartalu vysokou stabilitu.
Neexistence jakéhokoliv trendu v tomto &m je disledkem konstantni intenzity
Poissonova procesu generujiciho okamziky vzniku PU.

Ve sn¥ru vyvojovych kvartdl je patrna vyrazna z¢na trendu mezi prvnim a druhym
vyvojovym kvartalem. Jeeba gistoupit k modelu M., ktery bude pravtuto znénu
predpokladat. Model je tvaru

p+ai+(i-Da+Bi+(j-Dbni=1..1j=12

©) g('USj):{/,HaH(i—1)a+,81+b1+(j—1)bz, i=1,..1,=3,..M

s reparametrizani podminkou analogickou podmince (4) a linkovaokEi 1{1.

Jeho rezidualni grafy zobrazuje obrazek 3.

40



Obrazek €. 2: Rezidudlni grafy zakladniho modelu s linkovacfunkci 1/.

vivojove kvartaly

4 6 1}3 2 4 6 8 10
kvartaly placent fitované hodnoty 40"

Obrazek ¢. 3: Rezidualni grafy modelu gredpokladajiciho jednu znénu trendu ve
vyvojovych kvartalech s linkovaci funkci 1fu.
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Vidime, Zze po zavedeni dod&teho parametru doSlo k odstéah zbytkového trendu
ve snéru vyvojovych kvartdl. Paiet parametft, které bude pdeba na odstrani
trendi ve vyvojovych kvartalech, je &en vlastnostmi rozdleni doby do nahlaSeni PU.
Zavadini dodaténych parametr do modelu provadime tak dlouho, dokud se nam
nepod& odstranit vS8echny zbytkové trendy. Je téZ mozmézih réjakou alternativni
linkovaci funkci. Reziduélni grafy modelu Mg kde byla misto linkovaci funkcel/
pouzita logaritmicka linkovaci funkce, obsahuje &dwk ¢. 4.. Rezidua ofi Zadné
zbytkové trendy nevykazuji. Graf rezidui vykreslempti indexu vyvojovych kvartél
ovSem vykazuje ziay nafist variability. Porovnani vysledkmodeli M1j,q @ Mlecip
obsahuje tabulka 3.

41



Tabulka ¢. 3: Srovnani vysledki modeli M1 e, @ Mg

erecip Mlloq
Odhad IBNR 1374 879 1221 456
deviace 73 65
Xo.0(75) 96,2167 96,2167
' 0.00000990 12.42795961
o, 0.00000000 0.04131092
a' 0.00000000 -0.00434857
B, 0.00000000 3.79436985
b, 0.00000118 -2.77237003
by’ 0.00000739 -1.31372819

Obrazek ¢. 4: Rezidualni grafy modelu gredpokladajiciho jednu znénu trendu ve
vyvojovych kvartalech s logaritmickou linkovaci furkci.
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Pro model Mg, ani pro model M, nezamitame hypotézu, Ze tyto modely jsou pro
vyswtlovana data vhodné. Na zakéadeviace modelu je téZ mozné testovat hypotézu
0 moznosti redukce vysledného modelu na jeho submfd naSem fipac by se
jednalo o redukci modelu M, , resp. M4 na zakladni model MR, resp. MRy).
Prislusna testovaci statistika vySla 67. Odpovide§i¥s kvantil x*(1) rozdsleni ma
hodnotu 3,8415. V souladu gekavanim tedy hypotézu o moznosti redukce modelu
M1cipna zakladni model MB zamitame & ptanoveni IBNR pro zkoumany run-off
trojuhelnik bychom vychéazeli z jeho vysleédkiIBNR by se tedy stanovila ve vysSi
1374 879 K.
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RESERVING PROCESS IN NON-LIFE INSURANCE BY GENERALI ZED
LINEAR MODEL

Miroslav Otéhal
Cesky statisticky fad, Na padesatém 81, 100 82 Praha 10, miroslakal@czso.cz)

Abstrakt: Predkladanyélanek se zabyva aplikacemi zob&sého linearniho modelu

v procesu stanovovani IBNR rezervy v nezivotnimigiji. Striéné popisuje UGlohu
pojistovnictvi v narodnim hospotktvi, nastiuje procesy, ke kterym dochazi
v nezivotnim pojisini, a plynule pechazi k vyznamu pojistnych rezerv a k metodam
jejich stanovovani. Podrobnse ¥nuje aplikaci zobeamého linearniho modelufip
analyze run-off trojuhelniku. Na z&vje cely postup stanovovani IBNR rezervy
demonstrovan naifkladu se simulovanymi daty.

Kli ¢ova slova:nezivotni pojistni, run-off trojuhelnik, IBNR, zobeény linearni model

Abstract: This paper deals with claims reserving in noa-liisurance. The main focus
is on IBNR (Incurred But Not Reported) reserve. hebframework of mathematical
model of non-life insurance is introduced. A detiva of the properties of run-off
triangles is outlined.The most important part & taxt is the application of generalized
linear model to run-off triangle analysis. A shovierview of its properties is provided
and a special 2-way ANOVA model is illustrated. Teole procedure is presented on
a simulated data example.

Key words: non-life insurance, run-off triangle, IBNR, geakzed linear model
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