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Analyza zlozitosti

e \Vypottovy model, zloZitostné kritérium. ZloZitost ako funkcia
dlzky vstupu.

e Asymptotickd zloZitost algoritmu
e Typy zloZitosti

— zloZitost v najlepSom pripade
— zloZitost v najhorSom pripade
— priemernd zloZitost, vaZeny priemer

e ZloZitost problému vs. zloZitost algoritmu.

Analyza zloZitosti 2



Analyza zlozitosti problému

e Dolny odhad zlozitosti problému

e Horny odhad zloZitosti problému — zloZitost konkrétneho
algoritmu pre problém

e ZloZitost problému
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Dolny odhad zlozitosti problému - techniky

Informaéna metdda rieSenie problému v sebe obsahuje isté
mnozstvo informdcie a v kazdom kroku vypoltu sme schopni
urit len ast tejto informacie (ndsobenie matic, cesta v grafe,
triedenie)

Redukcia

Metdda sporu Varianta A: za predpokladu, Ze algoritmus ma
zloZitost mensiu neZ uvaZovand hranicu, vieme skon$truovat
vstup, na ktorom neda korektné riesenie.

Varianta B: za predpokladu, Ze algoritmus najde vzdy korektné
riedenie, vieme skon$truovat vstup, pre ktory zloZitost vypo&tu
presiahne uvazovanu hranicu.

Analyza zloZitosti problémov 4



Problém :-teho prvku postupnosti

Vstup postupnost vzajomne réznych celych &isel © = (x1,...,z,)
a Cislo?z € N
Uloha n&jst i-ty najmensi prvok postupnosti, tj. &islo k t.2.

{z) |2 < o} =i

Ak i = | %] hovorime o medidne.

Problém i-teho prvku postupnosti 5



Dolny odhad

Lema. Nech algoritmus A je algoritmus zaloZeny na porovnavani
prvkov a nech A riesi problém maximalneho prvku. Potom A musi
na kaZdom vstupe vykonat aspofi n — 1 porovnani.

Dokaz. (Varianta A)

Nech x = (x1,...,x,) je vstup dizky n, na ktorom A vykon
menej neZz n — 1 porovnani a nech z, je maximalny prvok v x.
Potom v x musi existovat prvok x, taky, Ze p # r a v priebehu
vypoctu z, nebol porovnavany so Ziadnym prvkom vadsim nez
on sam. Existencia takého prvku plynie z poltu vykonanych
porovnani.

Ak v x zmenime hodnotu prvku x, na z, + 1, tak A uréi ako

maximalny prvok x, — spor.
[]
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Veta. KazZdy algoritmus zaloZeny na porovnavani prvkov, ktory
riesi problém i-teho prvku postupnosti n prvkov pre 1 < 1 <
'n/2], musi urobit pre kaZdu vstupni postupnost aspori n + i — 2
porovnani.

Dokaz. Oznacme M (n, 1) polet porovnani potrebnych na najdenie
1-teho prvku n prvkovej postupnosti Cisel. Dokazeme, ze pre kazdé
n a kazdé 1 <i < [n/2] plati M(n,i) > n+i—2. Prei > [n/2]
plati M (n,i) = M(n,n — i+ 1), stali ak &isla v postupnosti
prenasobime cislom -1.

Nech B je fixovany algoritmus pre problém i-teho prvku a (x,17)
jeho fixovany vstup. Uvazme vypolet B na x a? do okamihu, ked
sa prvy krat porovnavaju prvky x, a z; takeé, Ze aspon jeden z
nich uZ bol porovndvany s niektorym daléim prvkom postupnosti.
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M6%e nastat niekolko pripadov. Porovnidvame maxima dvoch
usporiadanych parov (pripad (b) na obrazku), minima dvoch
usporiadanych parov (pripad (c)), minimum jedného a maximum
druhého usporiadaného paru (pripad (a)), minimum jedného paru
s prvkom, ktory este nebol porovnavany (pripad (d)) a maximum
jedného paru s prvkom, ktory este nebol porovnavany (pripad (e)).

max max max max
Xk O\\ Q O\
~ \
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\ J N
\\ O
\
J ”z ”,O
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min min min min

(@) (b) () (d) (€)
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V pripade (b) sa porovnavaji maxima dvoch predoslych porovnani.
UvaZme postupnost Z ktord vznikne z x tak, Ze &islo x; nahradime
¢islom max, ktoré bude v x maximalnym a ¢islo J nahradime &islo
min, ktoré bude minimalnym. Vypolty B na x a & su az do
uvaZzovaného porovnania zhodné a preto vypocet B na & obsahuje

3 porovnania, v ktorych vystupuji max a min.

UvéZme postupnost , ktord vznikne z & odstrdnenim max a min.
i-ty prvok postupnosti Z je zhodny s (i — 1)-vym prvkom Z. Preto
B na & musi urobif aspoii tolko porovnani prvkov rdznych od max
a min ako B na Z, tj. aspoit M(n —2,i —1).

Spolu dostadvame, Ze B na & musi urobit aspoii 3+ M (n—2,7— 1)
porovnani, tj.

M(n,i) >3+M(n—2,i—1) (1)
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Analogicky vztah plati pre situdcie (a) a (c). Pre pripad (e)
odvodime

M(n,i) >2+ M(n—1,7) (2)

a pre pripad (d)

M(n,i) >2+M(n—1,9—1). (3)

Indukciou dokazeme, ze M (n,i) > n+1i — 2.

Tvrdenie plati pre n = 2 a ¢ = 1, pretoze M(2,1) = 1.
Predpokladajme, Z7e pre vsetky m < n a r < [m/2]| plati
M(m,r) > m+r—2. UkdZeme Ze plati pre n a vetky i < [n/2].
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Pretoze i — 1 < [n/2| — 1= [(n — 2)/2], tak v pripade (1)

[V

M(n,1) M(mn—2,i—1)43
(n—2)+(i—1)—2+3 podla ind.predpokladu

n+1— 2

[V

V pripade (2) ak ¢ < [(n — 1)/2] tak

[V

M (n,i) M(n—1,1) + 2

(n—1)4+i—242 podia ind.predpokladu

[V

> n+1—2
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Ak n jelichéai=(n+1)/2, takn—1=[(n—1)/2] a preto

M(n,i) > Mn—1,i)+ 2
= Mn—1,n—1)+2
> (n—1)4 (n—d)—2+2

2n —1— 1

podla ind.predpokladu

n—+1—2 pretozen =21 —1

V pripade (3) vyuzZijeme i — 1 < [n/2| -1 < [(n—1)/2]

M(n,i) > Mn—1,i—1)+2
m—1)+i—1—2+4+2
n—+1—2

[V

[
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Algoritmus Select pre problém i-teho prvku

Vstupom pre algoritmus SELECT je postupnost x = (x1,...,2,)
vzajomne roznych &isel a Cislo ¢ € N. Algoritmus najde -ty prvok
postupnosti .

Zlo¥itost algoritmu je linedrna vo&i dizke postupnosti.
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1. n prvkov rozdel do | £] skupin , z ktorych kaZzdd (s moZnou
vynimkou jednej skupiny) obsahuje 5 prvkov.

2. ndjdi medidn kazdej z ¢ | skupin

3. rekurzivne volaj SELECT pre postupnost medidnov najdenych
v kroku 2 a hodnotu [|%]|/2] (tj. ndjdi medidn d z [%]
medidnov ndjdenych v kroku 2)

4. prvky postupnosti = (okrem d) rozdel do 2 skupin
skupina 1: prvky mensie neZ d (oznacme ich pocet m)
skupina 2: prvky vacésie nez d (ich pocet je n —m — 1)

5. ak m + 1 = i tak d je hladany i-ty prvok postupnosti x

ak 1 < m tak rekurzivne volaj SELECT pre skupinu 1 a ¢islo ¢
ak 1 > m + 1 tak rekurzivne volaj SELECT pre skupinu 2 a d&islo
1+ m—1
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Analyza zlozitosti

1. O(n)

2. O(n) (median 5-tich prvkov ndjdeme v konStantnom case)
3. T([%]) (T(k) je zloZitost SELECT pre postupnost k prvkov)
4. O(n)

5

. zavisi od poctu prvkov menSich resp. vacsich nez d
bud T'(m) alebo T(n —m — 1).

Problém i-teho prvku postupnosti

15



Odhad poctu prvkov mensich a vacésich nez median d

0] O 0]

J

O —

O =

0] 0]

r'vky vacsie nez

Problém i-teho prvku postupnosti
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Pocet prvkov vacsich nez d — kazda skupina, ktorda ma median
aspofi d, obsahuje (aspofi) 3 prvky vacésie nez d (s vynimkou
skupiny obsahujicej d a skupiny, ktord nemusi byt tiplnd).

Poclet prvkov vacdsich nez d je preto aspon

(Jaf5l1-2) =5

Ndsledne potet prvkov mensich nez d je maximalne % + 6.

Analogicky odvodime, Ze pocet prvkov menSich nez d je aspon
Bn - A4 w NN 7 ~ [
7o — 6. Z toho plynie, Ze poCet prvkov vacSich nez d je
maximalne %+6.

V najhorSom pripade sa v bode 5. procedira SELECT vold pre
postupnost * m 5 1+ 6 prvkov.
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/

J pre n < 80,
T(n) =< f je vhodnd konstanta
T([n/5])+T (/10 4+6) +en n > 80

\

Indukciou k n dokdZeme T'(n) < cn, kde ¢ je vhodna konstanta.

1. pre n < 80 tvrdenie plati

2.

T(n) c|n/5| +¢(Tn/10 +6) + en
cn/b+c+ Ten/10 + 6¢ + en
9en /10 + Tc + en

cn + (—en/10 + Tc + en)

VANVA

Ak zvolime ¢ tak, aby —en/10+7+en < 0, dostdvame T'(n) < cn.
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Amortizovana zlozitost

Technika umoznujuca presnejSie urenie zlozitosti.
UvaZujme vypocet, v ktorom sa postupne vykonaju operacie
Iv,...,I,.

Klasicky pristup Analyzujeme zloZitost kaZdej operacie. Vysledna
zloZitost je stiétom zloZitosti jednotlivych operacii.

Technika amortizacie Analyzujeme postupnost ako celok. Pou-
Zivaju sa metody

e zoskupeni
e Ucltov
e potencidlovych funkcii
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Priklady

Zasobnik

Operdcie PusH(S,z), Por(S), Mururiror(S,k) (vyberie k
prvkov z S resp. vyprazdni zdsobnik ak | S |< k).

UvaZujme postupnost n operdcii, kazda operacia je Por, PusH
alebo MULTIPOP.

PUsH a PoP maju zloZitost 1. V postupnosti n operacii m3
MULTIPOP v najhorom pripade zloZitost n. Preto celd postupnost
md v najhorSom pripade zloZitost n?.
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Binarne pocitadlo

k-bitové pocitadlo implementované ako pole A[0...k — 1].
Hodnota pocitadla je =z = ) . ol o A[i]2°.  Inicidlna hodnota
poditadla je O.
INC(A)
1« 0
while : <k —1 A Ali] =
do A[i] —0; ¢+—1i+1 od
if i <k—1then Ali] — 1 fi

ZloZitost operacie INC je polet preklopenych bitov v A,
tj. maximalne k.

ZloZitost postupnosti n (n < 28+1) operacii INC je 7 - k.
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Metoda zoskupeni

Operacie rozdelime do skupin a analyzujeme zloZitost celej skupiny
operacii sucasne.

Zasobnik

Skupina 1 — operdcie PUSH, sucet ich zloZitosti nepresiahne n

Skupina 2 — operacie Pop a MULTIPOP, sulet ich zloZitosti
(= pocet prvkov vybranych zo zdsobnika) nemdZe byt vacsi nez
polet vykonanych operacii PUSH (= pocet prvkov vloZenych do
zdsobnika). ZloZitost celej skupiny preto nepresiahne n.

Celd postupnost ma v najhorom pripade zloZitost 2n.
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Binarne pocditadlo

Skupina 1 — preklopenie A[0], pri kazdom volani INC. Celkova
zloZitost je n.

Skupina 2 — preklopenie A[l], pri kaZzdom druhom volani INC.
Celkova zloZitost je |%].

Skupina 3 — preklopenie A[2], pri kazdom Stvrtom volani INC.
Celkova zloZitost je [%].

Pocet skupin je k — 1

Postupnost n operacii INC m3 zloZitost Z,L.U:Ognj n/2'] < 2n.
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Metoda uctov

Kazdej operacii priradime kredit (&islo), ktoré mdze byt rézne od
jej skutolnej ceny (zloZitosti). Pri realizacii operdcie zaplatime jej
cenu kreditmi podla nasledovnych pravidiel:

— ak cena operacie < kredit operacie, tak za operaciu zaplatime
tolko kreditov, aka je jej cena, a zvysSné kredity uloZime na ucet,

— ak cena operacie > kredit operacie, tak kredity potrebné na
zaplatenie operacie vezmeme z Uctu.

Pociato¢ny stav uctu je O kreditov. Ak pocas celého vypoltu je
polet kreditov na Ucte nezaporny, tak sicet kreditov vykonanych
operacii je > cena vykonanych operacii.
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Varianta

Kredity priradime objektom datove] Struktdry, nad ktorou sa
operacie realizuju. Cena operdcie sa zaplati kreditmi objektov,
s ktorymi operacia manipuluje.

Terminologia
Amortizovana cena operacie = pocet kreditov priradenych operacii.
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Zasobnik

Opericia Cena Kredity | v okamihu, ked ob-
PusH 1 2 Jjekt vkladame do za-
Pop 1 0 sobnika, si " predpla-

MurtipoP | min{k, |S|} 0 time” jeho vyber

Operaciu PUsH zaplatime 1 kreditom, 1 kredit ddme na ucet.
Operacie PorP a MULTIPOP zaplatime kreditmi z tctu.

Lahko overime, ¥e potas celého vypoltu plati invariant pocet
kreditov na ucte je rovny pocltu prvkov v zasobniku. Z toho plynie,
Ze zostatok na ucte nikdy neklesne pod O.

Celkova zloZitost postunosti m operacii je < shfet kreditov
vykonanych operacii < 2n.
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Binarne pocditadlo

Operacia Cena | Kredity
Nastavenie bitu na 1 1 2
Nastavenie bitu na 0 1 0

Operdciu nastavenie hodnoty premennej Ali] na 1 zaplatime
jednym kreditom, 1 kredit ddme na Gcet premennej Ali].
Nastavenie hodnoty Ali| na O zaplatime kreditom, ktory ma na
ucte premenna Alz].

Pocas celého vypoctu plati invariant ak hodnota premennej Ali| je
1, tak premenna ma na svojom ucte 1 kredit.

PocCas operacie INC sa meni hodnota premennej na 1 maximalne
raz. Preto amortizovana cena operacie INC je 2 a cena zloZitosti
postupnosti n operacii INC je 2n.
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Metdda potencialovej funkcie

Operdcie sa realizuju nad datovou Struktdrou. Potencialova
funkcia ® priradi kazdej hodnote (obsahu) datovej Struktiry &islo.

UvaZujme postupnost n operacii, nech skuto¢nd cena i-tej operacie
v tejto postupnosti je ¢;. Oznacme Dy inicidlnu hodnotu datovej
Struktury a D; jej hodnotu po vykonani i-tej operacie.

Definujeme amortizovanu cenu i-tej operacie, ¢;, predpisom

& e+ ®(D;) — ®(Di_1)
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Sucéet amortizovanych cien operdcii je

N oé =3 (ci+®(D;) — B(Diy))

i — 2?21 C; + (I)(Dn) — (I)(DO)

Za predpokladu ®(D,,) > ®(Dy) plati | > ", ¢ > > " ¢

t.J. sulet amortizovanych cien operacii je hornym odhadom pre

zloZitost celej postupnosti operacii.

Aby sme zabezpetili platnost podmienky ®(D,,) > ®(Dy), de-
finujeme potencidlovid funkciu tak, aby pre kazdi hodnotu D
datovej Struktiry platilo, Ze jej potencidl ®(D) je aspoii tak velky,
ako potencidl pociato¢nej hodnoty Dy datovej Struktdry.
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Zasobnik

Datova Struktudre je zasobnik.
Potencidlova funkcia = podet prvkov v zasobniku.

Amortizovana cena i-tej operacie - rozliSime podla typu operacie

PuUsH ¢ =14+ (S|+1)—|5 =2
k - - p—

MULTIPOP ¢ = + (18] = k) = [5] 0 ak |S|>k
S| +0— 5] =0 ak |S| <k

Pre vietky 1 < ¢ < n plati ®(D;) > ®(Dy).

Preto zloZitost celej postupnostije > " ¢, <> " ¢ < 2n

Amortizovana zloZitost - metdéda potencidlovej funkcie
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Binarne pocditadlo

Datova Struktira je pole A[0...k — 1], potencidlova funkcia je
pocet 1 v poli. Oznaéme b; poet 1 v pocitadle A[0...k — 1] po
vykonani i-tej operacie INC.

Cena i-tej operacie INC je t;+1, kde t; je polet bitov preklopenych
z 1 na 0. Amortizovand cena i-tej operacie je

CAi:ti—Fl—F(bi_l—ti—l—l)—bi_l: :

Potencialova funkcia je vzdy nezapornd, potencidlova funkcia pre
pociato¢ni hodnotu pola je 0.

ZloZitost postupnosti n operdcii INCje > 0 ¢, <> " ¢ < 2n.
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Dynamické tabulky

Do tabulky ukladdme polozky, dopredu nie je zndmy potet polo-
Ziek a teda ani velkost tabulky, ktord mame alokovaf. Dynamické
riefenie: pri naplneni tabulky alokujeme novi, vi&iu tabulku a
poloZky do nej presunieme. Podobne, ak po odobrani poloZiek je
tabulka nenaplnend, alokujeme novii, mengiu tabulku a polozky do
nej presunieme.

Podporované operacie si TABLE INSERT, TABLE DELETE. Pre
neprazdnu tabulku 7' definujeme faktor «(7T) ako pomer pottu
poloZiek uloZenych v tabulke a velkosti tabulky. Prizdna tabuika
(tj. tabulka, ktord nemd Ziadne sloty) ma velkost 0 a jej faktor
je 1.
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Na zatiatku alokujeme prazdnu tabulku. Do tabulky, ktorej faktor
je < 1, mdzeme vloZit novi polozku. Ak chceme vloZit novi
polozku do tabulky s faktorom 1, alokujeme najprv novi tabulku
s dvojnasobnou velkostou, polozky starej tabulku do nej presunieme
a vloZime novii polozku. Naopak, z tabulky, ktorej faktor je > 1/2
moZeme polozky odoberat. Ak je faktor 1/2, tak alokujeme novi
tabulku polovi¢nej velkosti, prvky starej tabuiky do nej presunieme
a polozku odoberieme.

Cena jednej operidcie TABLE INSERT alebo TABLE DELETE je
v najhorSom pripade rovna poctu prvkov, ktoré presivame do
novej tabulky. Cena postupnosti n operacii typu TABLE INSERT
a TABLE DELETE je preto v najhor$om pripade O(n?).
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Analyzujme amortizovand zloZitost postupnosti n  operacii
TABLE INSERT.

Metdédou zoskupeni

Skutolnd cena i-tej operdcie je ¢ ak ¢ je mocninou 2 a je 1 inak.
Prva skupinu tvoria operacie, ktorych skuto€na cena je 1. Druhd
skupinu tvoria operacie, pri ktorych sa alokuje nova tabulka.

n

ZCZ <n-+ ZUOgnJ 2

i=1
<n-+2n

= 3n
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Metodou kreditov

Kazdej operacii priradime 3 kredity. Jeden kredit zaplati vloZenie
polozky do tabulky, 1 kredit dostane na svoj G&et polozka, ktort
sme prave vlozili do tabulky a 1 kredit ddme na Glet polozke,
ktord je u? v tabulke a nem3 na svojom G&te Ziaden kredit.

Predpokladajme, Ze sme prave alokovali novd tabulku velkosti m a
ziadna z m/2 poloziek tabulky nema na svojom d¢te Ziaden kredit.
Ne¥ sa tabulka znovu naplni, tak kazda z tychto m /2 poloZiek ako
aj kazda z m/2 novych poloZiek bude mat na svojom icte 1 kredit.
Tieto kredity sa pouZijd na presun poloZiek do novej tabulky.
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Metddou potencialovej funkcie
Ozna¢me num|T] polet poloZiek tabulky a size[T] velkost tabulky.
Definujeme potencidlovd funkciu predpisom ®(7T') = 2 - num/|T| —
size|T]. Ak 7 nie je mocninou 2, tak amortizovana cena i-te;
operacie je
CAi — C; + (I)z — (I)i—l
=1+ (2num|T;] — size|T;]) — (2num|T;_1] — size|T;_1])
=14+2=3
Pre 2 rovné mocnine 2 je amortizovana cena
CAZ' — C; + (I)z — (I)z'—l
= num|T;| + 2num|T;| — size|T;]) — 2num|T;_1| — size|T;_1])
=3
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ZloZitost postupnosti n  operacii typu TABLE INSERT a
TABLE DELETE je ©(n?). Vysvetlite predo.

Navrhnite lepsiu stratégiu tak, aby amortizovana cena postupnosti
n operacii typu TABLE INSERT a TABLE DELETE bola linearna.

Amortizovana zloZitost - metdéda potencidlovej funkcie 37



Datové Struktury

Reprezentacia dynamicke] mnoZiny objektov spolu s operaciami
nad touto mnoZinou objektov.

e zisobnik, fronta (PusH, Pop)

e spdjané zoznamy jednosmerné a dvojsmerné (SEARCH, INSERT,
DELETE)

e slovniky (SEARCH, INSERT, DELETE)

e vyhladdvacie stromy (+ MINIMUM, MAXIMUM, PREDECESSOR,
SUCESSOR)

— obecny vyhiadévaci strom
— vyvazené vyhladavacie stromy: AVL, bielo-Cierne stromy,
B-stromy, 2-3 stromy
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e haldy (INSERT, DELETE, MINIMUM)

— (binarna) halda
— binomialna halda
— Fibonacciho halda

e reprezentacia dijunktnych mnozin (INSERT, FIND, UNION)

— spajané zoznamy
— UNION-FIND S$truktura

Détové struktiry
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Haldy

Datové Struktury pre reprezentaciu mnoziny prvkov, nad ktorymi
je definované usporiadanie. Podporované operacie:

MAKE HEAP() — vytvori prazdnu haldu

INSERT(H, x) — do haldy H vloZi prvok x

MINIMUM(H') — ndjde minimalny prvok v H

EXTRACT MIN(H) — z haldy H odstrani minimalny prvok
DELETE(H, x) — z haldy H odstrani prvok x

UNION(H1, Hs) — vytvori novi haldu zjednotenim hald Hy, Ho

DECREASE KEY(H, x, k) — zniZi hodnotu vrcholu x na k
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Halda — strom, kaZdy vrchol stromu obsahuje klg& = prvok
reprezentovane] mnoziny. Pre kazdy podstrom haldy plati, ze kluc
korefia je menSi alebo rovny nez klice vsetkych jeho naslednikov.

Binarna Binomialna Fibonacciho
Operacia halda halda halda
MAKE-HEAP O(1) O(1) O(1)
MINIMUM O(1) O(logn) O(1)
INSERT O(logn) O(1) * O(1)
UNION O(n) O(logn) O(1)
EXTRACT-MIN O(logn) O(logn) O(logn) *
DELETE O(logn) O(logn) O(logn) *
DECREASE-KEY O(logn) O(logn) O(1) *

* amortizovand zloZitost
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Binomialna halda

Binomidlny strom Bj — je definovany rekurzivne:
e binomidlny strom By obsahuje jediny vrchol,
e binomidlny strom Bj pozostava z dvoch binomidlnych stromov

Bp_1, ktoré su spojené tak, ze koren jedného z nich Je
najlavej$im synom korefia druhého z nich.

O
Bo
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Binomidlna halda

K-1

k-2

® 06 0
B
B,
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Vlastnosti binomialneho stromu B,

e B, ma 2% vrcholov, jeho hibka je k&

e potet vrcholov hibky i je (%)

1

e koren stromu B ma stupen k

e synovia korena zlava doprava su korene stromov Bi_1,... By

Dékaz: indukciou vzhladom k hodnote k.

Stupen vrchola je polet jeho synov. Stupen stromu je stupeni jeho
korena.
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Binomialna halda

Binomialna halda je les H binomialnych stromov, kde

e kazdy binomidlny strom v H ma vlastnost haldy tj. prvok

"wv\wv/

v jeho otcovi,
e pre lubovolné k existuje v H maximalne jeden strom stupfia k

e korene stromov tvoria zoznam usporiadany vzostupne podla
stupna korerov

>@@ —=

©, (9 ®
5560

P
@
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Vlastnosti binomialnej haldy

e halda s n vrcholmi ma maximélne [logn| stromov

e schematicky méZeme haldu o n prvkoch vyjadrit pomocou
binarneho zapisu d&isla n
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Operacie nad binomialnou haldou

Vrchol stromu
je zaznam s udajmi

key — KlGe " T~
degree — pocet synov degree
stbling — child/i

p — ukazatel na otca /
//
8
1

ukazatel na pravého brata
child — e
ukazatel na najlavejSieho syna 717

Premenna head|H| — ukazatel na strom s minimalnym stupfiom
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_Z2
2
// |
P \ // |
key —— 15 3
degree 1 0
- /|/
child/ ,A
; sibling
11
_9
avd

Binomidlna halda
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Najdenie minimalneho prvku haldy

Minimalny prvok kazdého stromu je uloZeny v koreni. Preto stadi
prejst korefiovy zoznam. Zlozitost O(logn)

BH_MINIMUM(H )

y «— Nil

x «— head|H]

min «— oo

while x # Nil do
if key|xz| < min then min «— keylz]; y «— x fi
x «— sibling|x]

od

return y
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Zjednotenie dvoch hald

1. Korenové zoznamy hdld Hq a H; spojime tak, Ze stupne koreriov
tvoria neklesajicu postupnost. ZloZitost O(lognq + logns)

»O*CP /C|>_>*| //I
O QO 5§
O
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2. Prechadzame vytvoreny korenovy zoznam. Ak narazime na
dva stromy s rovnakym stupiiom korefia, spojime ich (analdgia
s¢itovania bindrnych &isel). Zlozitost O(logn)

NAAA- Bﬂﬂ

k k

AN A= Mﬁ/ﬂi\

k k k

B
k+1
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BH_UNION(H1, Ho)

1 H — MaAKE_BH_HEAP()

2 head|H| +— BH_HEAP_MERGE(H1, H>)
5 if head|H| = Nil then return H fi

4 prev_x «— Nil

5 x «— head|H |

6 next_x < sibling|x|

7 while next_x # N1l do

8 if (degree|zx] # degreelnext_x|) V

9 (sibling|next_x| # Nil N

10 degree|sibling|next_z|] = degree|z])

11 then prev_x «— x; x «+— next_x

12 else if key|x| < key|next_x|

13 then sibling|x] < sibling|next_x]|

14 BH_LINK(next_x, x)

Binomidlna halda
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15 else if prev_xr = Nil

16 then head|H| «+ next_x

17 else sibling|prev_x| < next_x fi
18 BH_LINK(z, next_x)

19 xr «— next_x fi

20 fi

21 next_x <« sibling|x]

22 od

23 return H

BH_LINK(y, 2)

1 ply] 2

2 sibling|y] <« child|z]

3 child|z] <y

1 degree|z| « degree[z] + 1

Binomidlna halda
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BH_HEAP_MERGE(H1, H>)
spoji zoznam korenov haldy H; a haldy H5 do jeného zoznamu tak,
e korene sii usporiadané podia stupiia (ako v algoritme triedenia

spajanim, Mergesort)
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Vlozenie nového prvku do haldy

Operdcia BH_INSERT pripoji k halde H novy vrchol x. Predpokla-
ddme, Ze key|x| je vkladany prvok a Ze pre ostatné parametre plati
plx] = Nil, child|z] = Nil, sibling|x| = Nil, a degree|z] = 0.
Zlozitost O(1) + O(logn)

BH_INSERT(H, )

1 H +— MAKE_BH_HEAP()
2 head|H'| «— x

s H « BH_UNION(H, H')
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Odstranenie minimalneho prvku z haldy

Najdeme korenn k& s minimalnym prvkom. Odstranime k z ko-
renlového zoznamu. Z deti korena k vytvorime novu haldu a
pripojime ju k povodnej halde. ZloZitost O(logn)

BH_EXTRACT_MIN(H)

1 nech z je koreii s minimélnym klic¢om; odstran x z H
> H «— MAKE_BH_HEAP()

3 obrat poradie, v ktorom st spojené deti vrchola z

2 nech head|H'|lukazuje na tento zoznam

s H — BH_UNION(H, H')
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Znizenie hodnoty kluca

Parametrom operdcie je vrchol x a &islo k. Operdcia zmeni hod-
notu kld¢a ulozeného v 2 na k za predpokladu, Ze k je mengie ne?
povodny klg¢ ulozeny v z. BH_DECREASE_KEY zni%i hodnotu
kii¢a a vrchol prestiva smerom nahor (ako v bindrnej halde).
Zlozitost O(logn).

BH_DECREASE_KEY(H, x, k)

1 if k > key|x] then chyba, novy klG¢ je vacs! nez povodny fi
2 keylz] «— k; y — x; 2 < p[y]

s while z #£ Nil N (keyly] < key|z])

4 do exchange keyly| < key|z]

5 Y — 2

6 z < ply] od
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Odstranenie prvku z haldy

Vrcholu, ktory chceme  odstrdnit, znizZime  pomocou
BH_DECREASE_KEY hodnotu kli¢a na —oo a operaciou

BH_EXTRACT_MIN ho odstranime z haldy. ZloZitost O(logn).

BH_DELETE(H, )
1 BH_DECREASE_KEY(H, x, —00)
> BH_EXTRACT_MIN(H)
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Binarna Binomialna Fibonacciho
Operdcia halda halda halda
MAKE-HEAP O(1) O(1) O(1)
MINIMUM O(1) O(logn) O(1)
INSERT O(logn) O(1) * O(1)
UNION O(n) O(logn) O(1)
EXTRACT-MIN O(logn) O(logn) O(logn) *
DELETE O(logn) O(logn) O(logn) *
DECREASE-KEY O(logn) O(logn) O(1) *

Binomidlna halda



Amortizovana cena operacii nad binomialnou hladou

Invariant: kazdy strom v halde ma na svojom ucte 1 kredit.

Amortizovana cena operacie BH_INSERT je O(1). 1 kredit zaplati
vytvorenie nového vrcholu, 1 kredit dame na ucet novovytvorenému
stromu. Spdjanie stromov zaplatime kreditmi stromov, ktoré
spajame.

Amortizovand cena operacie BH_UnioN je O(logn). Kredity
pouzijeme na zaplatenie spdjania korenfiovych zoznamov hald.
Spdjanie stromov zaplatime kreditmi stromov, ktoré spdjame.

Amortizovand cena opericie BH_ExTrACT_MIN je O(logn).
Kredity vloZime na uc&et stromov, ktoré vznikli odstranenim koreria
s minimalnym prvkom. Spdjanie stromov zaplatime kreditmi
stromov, ktoré spajame.
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Fibonacciho halda

Je modifikaciou binomidlnej haldy. Dovoluje efektivnejSiu reali-
zaciu operacii UNION, MINIMUM a DECREASE_KEY; zaroven
nezhorSuje amortizovanu zloZitost ostatnych operacir.

Zakladné principy

e zavedenie ukazatela na minimélny prvok

e $truktira mdZze obsahovat viac stromov rovnakého stuptia

e stromy nie st binomidlne (pri si¢asnom zachovani ich vyvaZenosti)

e operacie, ktoré nie su potrebné, odkladdme a vykoname ich az
ked je to nevyhnutné. Konkrétne, pri UNION a INSERT rea-
lizujeme jednoduché spojenie korefiovych zoznamov (konstantna
zloZitost). Stromy spdjame aZ pri volani operacie
DECREASE_KEY.
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Vrchol stromu je zaznam s ddajmi

p — ukazatel na otca ey — KIGE

degree — pocet synov mark — binarny priznak

le ft — ukazatel na lavého brata right — ukazatel na pravého brata
child — ukazatel na syna

Premenné
min[H| — ukazatel na minimalny prvok Fibonacciho haldy
n|H| — aktualny polet prvkov v halde H

Oznacenie

D(n) — maximalny mozny stupeii vrchola vo Fibonacciho halde
s n prvkami

m(H) — polet stromov v halde H
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Operacie

Vytvorenie prazdnej haldy
MAKE_FIB_HEAP()

vytvori prazdnu haldu H, head|H| = NIL
skutocna cena =1

amortizovana cena = O(1) (2 kredity na et vytvoreného stromu)

Invariant vypodtu: kazdy strom ma na svojom ucte 2 kredity

Najdenie minimalneho prvku
FiB_MINIMUM(H)

udrzujeme ukazatel min|H| na korefi obsahujtci minimalny prvok
skuto¢nda = amortizovana cena =1
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VlozZenie nového prvu do haldy

Operdcia FIB_INSERT pripoji k halde H novy vrchol x. Predpokla-
ddme, Ze key|x| je vkladany prvok a Ze pre ostatné parametre plati
plx] = Nil, child|z] = Nil, left|x| = right|x| = z, mark|x] =
FALSE a degree|x| = 0. Aktualizujeme hodnoty min|H| a n|H|.
skuto€¢nd cena = O(1)

amortizovana cena = O(1) (2 kredity na ulet vytvoreného stromu)

F1B_INSERT(H, x)

1 Spoj zoznam x so zoznamom H

2 if min[H] = NIL V key|x| < key|min|H]]|
3 then min[H] « x fi

sn|H| —nlH|+1
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Zjednotenie dvoch hald

— zoznamy Hy a Hy spojime do jedného
— aktualizujeme hodnoty min|H| a n|H].
skuto€nd = amortizovana cena = O(1)

FiB_UNION(H{, Ho)

1 H — MAKE_FIB_HEAP()

2 spoj zoznamy H; a Hy do zoznamu H

3 if (min[H,] = NIL) V (min[Hs] # NIL A min|Hs] < min|[H1))
4 then min|H] «— min|Hs]

5 else min|H| < min|Hq] fi

6 n|H| «— n|H1| + n|Hs]

7 return H
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Union

Qin[Hl] min[H,]
g 4 6) 62 ®9
© @
min[H ]
H O—O—C—O—O—0@—@—0C
@ @ G @ @

Fibonacciho halda
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Odstranenie minimalneho prvku z haldy

vsetkych synov korenia z obsahujiceho minimalny prvok pripoji-
me do koreniového zoznamu H

odstranime 2

voldme CONSOLIDATE a upravime haldu tak, aby neobsahovala
dva stromy rovnakého stupiia

v upravene] halde prechadzame korefiovy zoznam a hladame
novy minimalny prvok
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Uprava haldy ( CONSOLIDATE)

- vyuZiva pomocné pole rozmerov D(n|H])

- prechiddzame koreiiovy zoznam H, ukazatel na kazdy korefi z
uloZime do Aldegree(x)]. Ak je hodnota Al|degree(x)] # Nil,
tak prevedieme spojenie (LINK) prisludnych stromov a ukazatel
na vysledny strom uloZzime do A|degree(x) 4+ 1]. V pripade
potreby spajanie opakujeme.

- na zaklade informdacii ulozenych v A vytvorime novy korenovy
zoznam.
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F1B_EXCTRACT_MIN(H)
1z +— min|H|

2 if 2z # NIL

3 then for pre kazdého syna x vrcholu z do

4 pridaj x do korenového zoznamu haldy H
5 plx] < NIL od

6 odstran z zo zoznamu H

7 if 2 = right|z]

8 then min|H] « NIL  z bol jediny vrchol haldy
9 else min|H| « right|z]

10 CONSOLIDATE(H) fi

11 n|H| < n[H| -1

12 fi

13 return 2
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CONSOLIDATE(H )

1 for i +— 0 to D(n|H]|) do

> Ali] + NIL od

3 for pre kazdy vrchol w v korenovom zozname haldy H do

4 T — W

5 d <« degree|r]

s  while A|d] # NIL do

7 y «— Ald]

8 if keylz] > keyly]

9 then exchange r < y fi
10 FiB_LINK(H, y, )

11 Ald] + NIL

12 d«—d+ 1 od

13 Ald] «— x

14 od

Fibonacciho halda
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15 min|H| < NIL
16 for i <— 0 to D(n|H]) do
17 if Alr] # NIL

18 then pridaj A[:] do koreniového zoznamu haldy H
19 if min|H| = NIL V key|Ali]] < key|min|H]||
20 then min|H| «— Ali]

21 fi

22 fi

23 od

FiB_LINK(H, y, x)

1 odstran y z korenového zoznamu haldy H
2 sprav y synom x, zvys degree|x]

s mark|y| < FALSE

Fibonacciho halda
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Amortizovana zlozitost operacie Fib_Exctract_Min(H)

Operdécii priradime O(D(n|H])) kreditov.

D(n) — maximalny mozny stupeii vrchola vo Fibonacciho halde
s n prvkami
m(H) — polet stromov v halde H

FiB_EXCTRACT_MIN

- pripojenie synov vrcholu z do korefiového zoznamu =~
konstantna zloZitost, tj. O(1) kreditov

- kazdy novy strom haldy dostane na svoj ucet 2 kredity, tj. spolu
maximalne D(n|H]|) kreditov
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CONSOLIDATE

- inicializacia pola A ~ D(n[H]) + 1 kreditov

- vkladanie stromov do pola A a spajanie stromov (cyklus 1-14):
ozna&me m poclet stromov v halde, ktord mame upravit. Kazdy
strom ma na svojom UcCte 2 kredity. Pocas cyklus vloZime do
pola A m stromov a vykondme k spéjani. Kazdé spajanie znii
pocdet stromov o 1 a preto £ < m. Na zaplatenie vSetkych
operdcii preto postacuju kredity, ktoré maju na svojich uctoch
stromy.

- vytvorenie nového korenového zoznamu na zdklade informdacii
uloZenych v A a hladanie nového minima (cyklus 16-23) ~
D(n|H]) 4+ 1 kreditov

- kaZzdému stromu v zrekonstruovanej halde dame na ucet 2 kredity
tj. spolu maximalne D(n|H]|) 4+ 1 kreditov
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Znizenie hodnoty kluca

Ak sa znizenim kit¢a vo vrchole x porudi vlastnost haldy, tak
namiesto vymeny vrcholov (ako v bindrnej a binomidlnej halde)
odreZeme cely podstrom s korenom x a urobime ho novym
stromom haldy, tj. pripojime ho do korefiového zoznamu (CuUT).

V dosledku prerezdvania sa moZe stat, Ze strom vysokého stupiia
ma velmi mélo vrcholov a nasledne halda obsahuje velmi vela
stromov. Preto pri opakovanom odrezdvani podstromov zaroven
znizujeme stupen stromu.

Konkrétne: ak niektorému vrcholu odrezeme druhého syna
(priznak mark), tak odreZzeme aj tento vrchol od jeho otca a
v pripade potreby postupujeme s odrezavanim smerom ku koreriu
(CascADING_CUT)
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FIB_LDECREASE_KEY(H, x, k)

1 if k > key[z] then chyba, novy klié je vacsi nez povodny fi
2 keylx] «— k

3y < pla]

4 if y # NIL A key|x] < keyly|

5 then CuT(H,z,y)

6 CASCADING_CUT(H, y)
7 fi

s if keylz] < key|min|H]||

o then min|H| «+— x

10 fi

Fibonacciho halda

87



CuT(H,x,y)

1 odstran x zo zoznamu deti vrchola y; zniz degree|y]
2 pridaj z do korenového zoznamu haldy H

3 p[a:] < NIL

4 mark|x] < FALSE

CASCADING_CuUT(H, y)

12« plyl

2 if 2 # NIL

3 then if mark|y] = FALSE then mark|y] < TRUE

4 else CuT(H,y, 2)

5 CAscADING_CUT(H, 2)
6 fi

7 fi
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Amortizovana zloZitost operacie Fib_Decrease_Key

Na zaplatenie operacie postacuje 6 kreditov

- ak za neodrezava Ziaden vrchol, kredity sa nevyuziju

- ak sa odreze x od y
1 kredit zaplati odrezanie
2 kredity dostane na ulet strom s korefiom x (zachovanie
invariantu vypoctu)
3 kredity dostane na ucet vrchol y

- v okamihu, ked potrebujeme odrezat y od jeho otca, ma y na
svojom ucte 6 kreditov, ktorymi zaplatime toto odrezanie
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Odhad hodnoty D(n)

Lema. Ak strom vo Fibonacciho halde ma koreri stupria k, tak
md aspori 2%/21 vrcholov.

Dokaz. Fixujme &asovy okamih. Nech x je lubovolny vrchol haldy
a Yi,...,Ym Jeho synovia v poradi, v akom boli pripajani k x.
UvaZzme vrchol y;. Vo chuili, ked sa stal synom x, tak x mal aspon
synov yi,...,Y;—1. Pri spajani stromov vzdy spdjame stromy
rovnakého stupiia, preto vo chvili ked sa y; stal synom z mal aj y;
asponi 7 — 1 synov. Odvtedy sme mu maximdlne 1 syna odrezali.
Preto vo fixovanom okamihu ma y; stupen aspon 7 — 2.

Ukdzali sme, Ze vo Fibonacciho halde ma i-ty syn kazdého vrchola
aspon —2 synov. Oznaéme f; minimalny podet vrcholov v strome,
ktory ma uvedend vlastnost a jeho stupeii je 3.
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Plati fo=1, /1 =2, far2=fot1+ [n

Postupnost (f;) ma kladné &leny, preto je rastica a fi > 2fx_o.
Dosadenim pre k liché

fro>2 frig>2-2- fr_g>...> 2620 f = olk/2]

Podobne pre k sudé.

[]

Pozn.: presnej&i odhad je fi > ((1+v/5)/2)".
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Dosledok. Fibonacciho halda s n vrcholmi ma nanajvys 2logn
stromov, tj. D(n) < 2logn.

Désledok. Amortizovand zloZitost operdcii F1B_EXTRACT _MIN
a FIB_DELETE v postupnosti n operaciii nad Fibonacciho haldou
je O(logn).

Poznamka: Pod Fibonacciho haldou rozumieme kazdu Strukturu,
ktora vznikne z prazdnej haldy (tj. haldy vytvorenej operaciou
MAKE_F1B_HEAP ) aplikdciou uvedenych operacii.
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Datové Struktury pre disjunktné mnoziny

Datové Struktury pre reprezentaciu disjunktnych mnozin, z ktorych
kazdd ma svojho jednozna&ne urceného reprezentanta.

Podporované operacie:

MAKE_SET(x) — vytvori mnoZinu obsahujlcu prvok x
UNION(H7, H3) — vytvori novi mnoZinu zjednotenim mnozin H,
a H-

FIND_SET(x) — najde reprezentanta mnoZiny obsahujlcej prvok .
Opericia FIND_SET dovoluje efektivne testovaf, & dva prvky
patria do tej istej mnoziny.

Implementacia pomocou spdjanych zoznamov a lesa stromov.
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Spdjané zoznamy

MnoZinu reprezentujeme ako spajany zoznam, prvy prvok zoznamu
je reprezentantom mnoZiny. Kazdy prvok zoznamu obsahuje uka-
zatel na nasledujici prvok zoznamu a na reprezentanta. Repre-
zentant obsahuje udaj o kardinalite mnoZiny.

Y ov— { Tv—
~ —~
llh—v_
—4| P 1 O g Y —| O —| C
~
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Operacia FIND_SET(x) ma konstantni zloZitost.

Operacia UNION(Hq, H3) vyZaduje spojenie zoznamov a aktua-
liziciu ukazatelov na reprezentanta. Vzdy pripdjame mnoZinu
s mensSim poctom prvkov k mnoZine s vacsim poctom prvkov.
ZloZitost je rovna kardinalite mnoZiny, ktord pripajame.
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Lema. Pri reprezentacii mnoZin spajanymi zoznamami je zloZi-
tost postupnosti obsahujicej m operdcii UNION a FIND_SET a n
operacii MAKE_SET rovnd O(m + nlogn).

Dokaz. Metdédou uctov.

Operécii MAKE_SET(x) priradime O(logn) kreditov, ktoré uloZi-
me na ucet prvku x. Operaciam UNION a FIND_SET priradime
O(1) kreditov.

Indukciou k 7 overime, Ze ak prvok x sa zudastnil ¢ zjednocovani
(i-krdt sa zmenil jeho ukazatel na reprezentanta), tak mnoZina
obsahujica = ma kardinalitu aspori 2°. Preto kredity, ktoré dostal
prvok x, stacia na zaplatenie vSetkych operacii, ktorych sa x
ucastni.

[]
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Les stromov

MnoZinu reprezentujeme ako strom. Kazdy vrchol ukazuje na
svojho otca. Reprezentantom mnoziny je prvok uloZeny v koreni
stromu. KaZdy vrchol x obsahuje (daj rank|x|, ktory zhora
ohraniCuje vysku podstromu s korefiom .

UNION — korefl stromu s mensim rankom sa stane synom korefia
stromu s va&im rankom. ZloZitost operacie je konstantna.
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rank=2

rank=2

Disjunktné mnoZziny

UNION
rank=1

P9

O O
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Les stromov

MnoZinu reprezentujeme ako strom. Kazdy vrchol ukazuje na
svojho otca. Reprezentantom mnoziny je prvok uloZeny v koreni
stromu. KaZdy vrchol x obsahuje (daj rank|x|, ktory zhora
ohraniCuje vysku podstromu s korefiom .

UNION — korefl stromu s mensim rankom sa stane synom korefia
stromu s va&im rankom. ZloZitost operacie je konstantna.

FIND_SET(x) — sledujeme cestu od vrcholu obsahujiceho = do
korenia. Nasledne prechadzame cestu eSte raz a kazdy vrchol cesty
urobime synom korenia.
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FIND(x)
rank =5

e
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MAKE_SET(x)
1 pla) —a
2 rank|z] «— 0

UNION(z, y)

1 LINK(FIND_SET(2), FIND_SET(y))

LINK(z, y)

1 if rank|x] > rank|y| then ply| «— x

2 else p|x| — vy

3 if rank|x| = rank|y|

4 then rankly| < rank|y] + 1 fi fi

FIND_SET(x)

1 if x # plx| then p|x| «— FIND_SET(p|z]) fi
2 return p|x|
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Lema. Prireprezentdcii mnoZin stromami je zloZitost postupnosti
obsahujicej m operacii UNION a FIND_SET a n operdcii
MAKE_SET rovnd O(ma(n)).

Definicia funkcie a/(n)
Pre prirodzené &isla k > 0 a j > 1 definujeme funkciu Ax(7)

i+ 1 ore k = 0
Y Ar—1(Ap_1(Ap_1(5)) prek > 1

j—|—Irkra't

\

§) = Ao(Ao(... Ag(j)..)) = 25 + 1
)= A(Ai( Ar(f))) = 2 4+ 1) — 1
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Funkcia a(n) je inverznd k funkcii Ag(n)

Disjunktné mnoZziny

a(n)

y

= W N =k O

 min{k | Ax(1) > n}

pre 0 <n <2

pre n =3

pre 4 <n <7

pre 8 < n < 2047

pre 2048 < n < Ay(1) ~ 10%°
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Datova sStruktura Union-Find a Kruskalov algoritmus

Ulohou je pre dany neorientovany graf G = (V, H) s ohodnotenim
hran w ndjst najlacnejiu kostru. Algoritmus vyuZiva datovi Struk-
tiru UNION-FIND na reprezentdciu disjunktnych mnozin; kazda
mnoZina reprezentuje jeden strom v aktualnom lese. Postupne uva-
7ujeme hrany grafu v neklesajicom poradi podla ich ohodnotenia.
Ak koncové vrcholy hrany (u,v) patria do rbéznych stromov,
tak hranu pridame do kostry a prislusSné mnoZiny zjednotime.
KRUSKAL((V, H), w)

1 for kazdy vrchol v € V do MAKE_SET(v) od

> utried hrany z H do neklesajiicej postupnosti podla w

5 for kazdu hranu (u,v) v danom poradi do

s+ if FIND_SET(u) # FIND_SET(v)

5 then K — K U{(u,v)}; UNION(u,v) fi od

6 return K
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Techniky navrhu algoritmov

e Rozdel a panuj
e Dynamické programovanie
e Hladové algoritmy

e Backtracking
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Rozdel a panuj

1. Problém rozdel na podproblémy
2. Vyrie$ podproblémy

3. Z rieSeni podproblémov zostav rieSenie problému

Rozdel a panuj 106



Maximalny a minimalny prvok

Problém ndajdenia maximalneho a minimalneho prvku postupnosti
S[1..n]. ZloZitostné kritérium - polet porovnani prvkov.

MAX(S)

1 max «— S|1]

2fori=2tondo

s if S|i] > max then max «— S|i] fi
+ od

Minimum ndjdeme medzi zvySnymi n — 1 prvkami podobne.
Celkove (n — 1) + (n — 2) porovnani.
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Pristup Rozdel a panuj

1. Problém rozdel na podproblémy
2. Vyrie§ podproblémy

3. Z rieSeni podproblémov zostav rieSenie problému

1. pole rozdel na dve (rovnako velké) podpostunosti
2. ndjdi minimum a maximum oboch podpostupnosti

3. maximalny prvok postupnosti je vac¢si z maximalnych prvkov
podpostupnosti
podobne minimalny prvok
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1 function MAXMIN(z,y)  **predpoklad x < y

2 if y = x 4+ 1 then return (max(S|z], Sly]), min(S|z], S[y])) fi
sify=o+2

+ then pouzitim 3 porovnani utried S[z], S|z + 1], S[y]

5 return (max, min)

6 fi

rify >ax+2

s then (maxl,minl) «— MAXMIN(z, | (x +y)/2])

9 (max2, min2) «— MAXMIN(|(x 4+ y)/2] + 1,y)
10 return (max(mazl, max2) min(minl.min2))
11 fi

Korektnost: indukciou vzhladom k n = y — z + 1 ukdZeme, Ze
MAXMIN(x,y) vrati maximalnu a minimalnu hodnotu S|z..y]|.
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ZloZitost: (po&et porovnani)

/

1 pre n = 2
T(n)=143 pre n =3
T(|n/2])+T(|n/2])+2 inak

Indukciou k n overime, ze T'(n) < 2n — 2.

1. Pre n = 2 plat.’i 2-2>1="1T(2).
Pren=3plati 2-3—-2>3="T(3).

2. PredpokladaJme platnost nerovnosti pre vietky hodnoty 2 <
i < n, dokdZeme jej platnost pre n.

T(n)=T(|n/2])+T(|n/2])+ induk&ny predp.
D

< 2lnj2) ~ 2+ (n/21_2+2_§n—2
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Dynamické programovanie

1. Charakterizuj Struktiru optimalneho riesenia
optimalne rieSenie problému v sebe obsahuje optimalne rieSenia
podproblémov

2. Rekurzivne definuj hodnotu optimalneho riesenia
3. Vypocitaj hodnotu optimalneho rieSenia zdola-nahor

4. / vypocitanych hodnot zostav optimalne rieSenie

Technika je vhodnd pre rieSenie optimalizatnych problémov,
u ktorych dochadza k prekryvaniu podproblémov.
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Nasobenie matic

Je dand postupnost matic (Aq,...,A,)

Matica A; ma rozmery p;,_1 X p;.

Ulohou je vypoditat ich siéin, zloZitostné kritérium je po&et
skaldrnych ndsobeni. ZloZitost vypodtu zavisi od poradia, v akom
ndsobime matice.

Ulohou je navrhndt algoritmus, ktory urdi, v akom poradi sa maju
matice ndsobit tak, aby celkova zloZitost vypo¢tu bola minimalna.

Poket roznych spdsobov, ako mbéZeme uzatvorkovat postupnost n
matic, P(n), je
1 pren =1

Pln) = " P(k)-P(n—k) pren>1

Indukciou k n overime, e P(n) > 2" 2
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10 x 20 20 x 50

50x 1 1x 100

N7

50 x 100

/

20 x 100

10 x 100

10 x 20 20 x 50

50x 1 1x 100

N7

20x1

10x1

10 x 100

Dynamické programovanie - ndsobenie matic

celkova cena =125 000

cena =5 000

cena = 100 000

cena = 20 000

celkova cena =2 200

cena =1 000

cena =200

cena =1 000
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Struktura optimalneho rieSenia

Oznatme A; ; (i < j) stin matic A;,..., A;.

Pre vypolet A; ; musime najprv vypo&itat A;  a Agy1.,; pre
nejaké k a nakoniec vyndsobit matice A; - Agy1. -

Podproblémami problému ozatvorkovania post. < A4;,...,A; > je
ozatvorkovanie postupnosti < A;,... A >, < Agy1,...,A4; >
pre vietky 1 < k < 7.

Nech optimalne ozatvorkovanie rozdeli A;---A; medzi A a
Ag11. Lahko overime (sporom), Ze aj ozatvorkovanie A;--- Ay a
Ag41 -+ A; musi byt optimdlne.

Preto ak pozname optimalne rieSenia vSetkych podproblémov,
mdZeme zostavit rieSeniu problému.
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Hodnota optimalneho rieSenia

Ozname m/|i, j| minimdlny polet skaldrnych nasobeni potrebny
na vypocet A; ;. Plati

i 0 ak 1 =
mit, j| = : . . L
min;<g<;{m[i, k] +m[k +1,j] + pi—1prp;}  ak i < j

PretoZze mli,j] uréuje len hodnotu optimalneho rieSenia ale

nie optimdlny spbsob ozatvorkovania, definujeme sli,j| ako ti
hodnotu k, pre ktord sa realizuje minimum.
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Vypocet hodnoty optimalneho rieSenia
technikou Rozdel a panuj

1 function m/i, j|

2 if i = j then return (0)

3 else return (min; <, ;{mli, k] + mlk + 1, j] + pi—1prp;})
4 fi

ZloZitost: nech T'(n) je zloZitost vypoctu mli,jl pre j —i + 1 = n.
Pre n > 0 je (d je vhodna konstanta)

T(n)= nz_:(T(k) +T(n—k))+dn = ZET(k) + dn

Plati T'(n) — T(n—1)=2T(n—1)+d a T(n)=06(3")
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Vypocet hodnoty optimalneho rieSenia
technikou Dynamického programovania

1 NASOBENIE MATIC(Aq,...,A,)
> for i =1 to n do mli,i| — 0 od
sfor [ =2 ton do

4 fortc=1ton—-1[(+1do

5 7 —1+1—1;

6 mli, j| < oo

7 fork=1toj—1do

s q < mli, k] +mlk + 1, j| + pi—1pkp;

9 if ¢ < mli, ] then mli, j] < q; sli,j| < k fi
10 od

11 od

2 od

ZloZitost: T'(n) = O(n?).
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Zostavenie optimalneho rieSenia

1 POSTUP NASOBENIA(S, 1, j)
2 if © = 5 then print A;

3 else print “(”

y PosTUuP NASOBENIA(S, 1, s[i, j])

5 PosTuP NASOBENIA(S, s[i, j] + 1, 7)
5 print “)”

7 fi
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Najvadsia spoloéna podpostupnost

Nech X =< z1,...,2,, > a Z =< z1,...,2; > sl postupnosti
symbolov. Z je podpostupnostou X prave ak existuje rastica
postupnost indexov < 41,...,%; > postupnosti X taka, Ze pre

vsetky 7 = 1,...,k plati z;, = z;.

Pre dané dve postupnosti symbolov X a Y hovorime, Ze
postupnost Z je ich spolo&nou podpostupnostou prive ak Z je
podpostupnostou X aj Y.

Problém najdlhSej spolocnej podpostupnosti je pre dané dve
postupnosti symbolov X a Y ndjst ich najdlhdej spolo¢ni
podpostupnost (NSP).
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Struktura optimalneho rieSenia

Oznakenie: pre postupnost X =< z1,...,xz,, > definujeme jej
i-ty prefix (pre : =0,...,m) ako X; =< x1,...,x; >.

Nech X =< 21,...,2,, > aY =< y1,...,y, > sU postupnosti
symbolov a nech Z =< z1,...,z; > je ich NSP.

1. Ak z,, = vy, tak zp = 2, = Yy, 2@ Zj_1 je NSP postupnosti
Xm—l d Yn—l-

2. Ak z,, # y, a 2 # Tm, tak Z je NSP postupnosti X,,_1 a Y.
3. Ak z,,, # yn a 2r # Yn, tak Z je NSP postupnosti X a Y,,_1.
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Hodnota optimalneho rieSenia

Definujme c[i, j] ako dizku NSP postupnosti X; a Y;. Plati

0 ak 1 =0 alebo 7 =0
cli,jl=1<¢cli—1,7 -1 +1 ak 4,7 >0 a x; =y,
max(clt,j — 1],c[i —1,7]) aki,5>0ax; #y;
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Vypocet hodnoty optimalneho rieSenia

NSP(X,Y)

1for 1=1 to m do ¢|i,0] — 0 od
2for j=0 to n do (|0, j] — 0 od

sfor 1=1 tom do
4 for =1 tondo

5 if X; =Y, thencli,j] —cli —1,7—1]+1
6 bli, j| < &

7 else if c[t — 1, 7] > cli,j — 1]

8 then c[i, j| < c|i — 1, j]
9 bli,j] — @

10 else c|i, j| < c|i,j — 1]
11 bli, j| «— ©

12 fi fi od od

13 return ¢, b
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Zostavenie optimalneho rieSenia

PRINT_NSP (b, X, i, j)
1if2 =0V 5 =0 then return fi
2 if bli, j| = & then PRINT_NSP (b, X, — 1,57 — 1)

3 print x;

4 else if bli, j| = M

5 then PRINT_NSP (b, X,i — 1, 7)
6 else PRINT_NSP (b, X, i, —1)

7 fi

s fi
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Dalsie priklady algoritmov dynamického programovania

e Floydov algoritmus
e Warshallov algoritmus

e Konstrukcia vyvaZzeného binarneho vyhladavacieho stromu
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Hladové algoritmy

1. Technika je vhodna pre rieSenie optimalizacnych problémov,
ktoré majd optimalnu substruktdru (optimalne rieSenie problému
v sebe obsahuje optimalne rieSenie podproblémov).

2. Pre ziskanie optimdlneho rie$enia stadi poznat optimalne riedenie
jedného z podproblémov. Tento podproblém vyberame na zakla-
de kritéria lokdlnej optimality (KLO), tj. bez znalosti jeho

riesenia.

3. Vo vypocte postupujeme zhora nadol.

Technika nie je pouZiteind pre vietky optimaliza&né problémy.
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Problem minci

K dispozicii mame mince hodnoty hq,..., hg, pocet minci kazde;
hodnoty je neobmedzeny. Ulohou je pre dané N zaplatit sumu N
za pouzitia ¢o najmensSieho poc¢tu minci.

Problém ma optimalnu substruktiru, pretoZze ak pouZijeme mincu
hodnoty h;, tak na zaplatenie sumy N — h; musime opat pouzit
optimalny pocet minci.

Oznaéme MIN|i| minimalny polet minci, ktoré si potrebné na
zaplatenie sumy 7. Plati

0 pre 1 =10

MIN 1| =
[ ] 1+ minlgjgk{MIN[i — h]]} pre 1 > 0
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Dynamicky pristup: pocitame hodnoty MIN|(1],..., MIN|N].
ZLozitost je O(Nk), algoritmus vZdy vypot&ita optimalnu hodnotu.

Hladovy pristup: KLO = ak mdme =zaplatit hodnotu 7, tak
vyberieme mincu h, maximalnej hodnoty taku, ze h, < 1.

MINCE(%)

1 predpokladame, ze hy > ho > ... > h
28«0

sform=1to k do

4 while: > h,, do ¢t «— 11— h,,; s<— s+ 1 od
5 od

6 return s

Pre mince hodnoty 6, 4, 1 a sumu 8 algoritmus nenajde optimalne
rieSenie!!
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Problém pasky

Je danych n sdborov dizky mq, ms, ..., m,. Sdbory sa maji ulozi¥
na pasku. V3etky sibory sa budi z pasky &itat. Pristupovy &as
k siboru 7 je rovny sictu dizok stborov, ktoré st na paske ulozené
pred nim, plus jeho dizka m;. Ulohou je uloZ¥ stibory na pésku
v takom poradi, aby sa sucet pristupovych €asov k jednotlivym
suborom minimalizoval.

Problém ma optimalnu substrukturu, pretoze ak ako prvy ulozime
na pasku subor i, tak ostatné sibory musime usporiadat optimélne.

Hladovy algoritmus: KLO = vyber spomedzi este neuloZenych
stibor najkratsi a uloZ ho na pdsku (tj. uloZ stibory na pasku od
najkratSieho po najdlhsi).
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Korektnost

Lema 1. KaZda permutacia (iq, ... ,1,) stuborov taka, Ze postup-
nostm;,,...,m;, je neklesajiica, md minimalny sicet pristupovych
casov.

Dokaz. Nech II = (i1,...,%,) je permutacia (1,...,n) taka,
7e postupnost m;,,...,m; nie je neklesajica. Preto existuje
1 < j <mn pre ktoré m;. > m;, . Nech II' je permutdcia ktora
vznikne z II prehodenim i, a ;1. Cena permutdcii II a II" je

n

n k
C(Il) = Z Zmij = Z(n —k+1)m;,

k=1 j=1 k=1
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7—1
C(Il') = Z(n —k+1)m; 4+ (n—7+ 1)m7;jJrl + (n — j)mij
k=1

n

— Z (n —k+4+1)m;,

k=j+2
/ toho

C(H) _ C(H/) — (n —J+ 1)(mij - mij+1) + (n _ j)(mij+1 o mij)

= M, — M, > ()

Preto II nema minimalny sucet pristupovych ¢asov. Naviac lahko
overime, Ze vSetky permutacie poZadovanych vlastnosti maju
rovnaky (a teda minimalny) stéet pristupovych €asov. O
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Rozvrh

Je danych n prednasok, kazda prednaska ¢ ma pevne stanoveny
svoj zaliatok z; a koniec k; (z; < k;). Prednasky i a j nazveme
kompatibilné prave ak z; > k; alebo z; > k;. Ulohou je vybrat
¢o najvacésiu mnoZinu vzajomne kompatibilnych prednasok (tj.
predndsok, ktoré sa mozu konat v jednej posluchérni).

Hladovy algoritmus: KLO = vyber prednasku, ktora ma minimalnu
hodnotu k; a je kompatibilnd s uz vybranymi prednaskami.

1 predpokladame, ze k1 < ko < ... < k,

2 A {1}; j <1

sfori=2tondoif z; > k; then A — AU {i}

4 j 1 fi od

5 return A
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Korektnost

Indukciou vzhladom k velkosti vypotitaneho rozvrhu A.

1. |Al=1
Zrejme A = {1} a z vypoctu plynie, Ze Ziadna z predndsok nie
je kompatibilna s 1. Potom ale Ziadne dve prednasky nie s
kompatibilné a najdené rieSenie je optimalne.

2. |A| =i, predpokladdme platnost pre |A| <i—1
V prvom kroku sa do A zaradi predndska 1. V ndslednom
vypocte sa algoritmus aplikuje na vypocet rozvrhu pre mnozinu
S’ prednasok kompatibilnych s 1 a vypod&ita sa A" = A\ {1}.
Pretoze |A’| = i—1, je podia IP optimalny. Ukad%eme, ¥e potom
aj A je optimalny rozvrh pre vSetky prednasky.
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(a) A zrejme obsahuje kompatibilné dlohy.
(b) A je maximalny — ukdzeme sporom.
Nech by existoval rozvrh B pre S taky, Ze |B| > |A|. Potom
existuje rozvrh B’ taky, Ze |B’| = |B| a B’ obsahuje 1 (B’ =
(B\ {i}) U{1}, kde i je Gloha z B s najmensim k;. Rozvrh
B’ je kompatibilny, pretoZe ki < k;.). Ale potom aj B"\ {1}
B'|—1=|B|—-1>|A|—1=|A
a to je spor s optimalitou A’.

je rozvrhom pre S’. Plati
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Priklady hladovych algoritmov

e Dijkstrov algoritmus pre problém najkratSich ciest z daného
vrchola

e Kruskalov a Primov algoritmus pre najlacnejSie kostry

e Huffmanove kédy

Hladové algoritmy - rozvrh 134



Backtracking

Technika prehladavania priestoru potencialnych rieSeni zalozena

na principe Rozdel a panuj.

- do priestoru potencidlnych rieSeni vnesieme stromovu Strukturu,
(bindrne retazce, k-arne retazce, permutdcie, kombinacie)

- stromovu Struktuaru prehladdvame do hlbky

- prehladdvanie zefektivnime odrezdvanim ciest, ktoré dokazatelne
nevedu k hladanému rieSeniu

Priklady

Batoh — potencialne rieSenia su vsetky podmnoziny predmetov
Hamiltonovsky cyklus — p.r. su vsetky permutacie vrcholov grafu
k-klika — p.r. su vSetky kombinacie k-tej triedy vrcholov grafu
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Navrh backtrackovacieho algoritmu

1. Volba spdsobu reprezentécie potencidlnych riegent.
2. Generovanie potencidlnych riegeni technikou Rozdel a panuj.
3. Testovanie pozadovanej vlastnosti.

4. Odrezavanie neperspektivnych ciest.
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Problém tyc¢i

Danych je n ty&i dizky dy, . ...d, a &slo D € N. Ulohou je vybraf
tyCe tak, aby sudet ich dlzok bol presne D.

1. Potencidlne rieSenia su vSetky sposoby vyberu tyéi. RieSenia
budeme reprezentovat ako bindrne retacze, konkrétne pomocou bi-
narneho pola A[1..n]. Hodnota A[i] = 1 prave ak ty& i je vybrana.
Binarne retazce vytvaraju stromovi Struktdru
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21?20 21?2 1
— -
21010 2111 0 ?210| 1 ?1 1 1
0l o/ o [1]0]|0 0/1]/0 1(11]0 0/o/ 1 |1]0]1 0|11 111] 1

1 TyC(m, 1)

2 if m =0 then if [ = 0 then print A fi

3 else Ajm| — 0

4 TyC(m — 1,1)

5 if d,, <!l then A/m]| «+ 1;

6 Tyc(m — 1,1 —d,,) fi
7 fi

2. Strom prehladdvame do hfbky: pole A napfﬁame zprava dolava.
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3. PoZadovani vlastnost testujeme v okamihu, ked mame vy-
generované celé potencidlne rieSenie (riadok 2, zaklad rekurzie).

4. Cesty odrezdvame, ked dizka vybranych ty&i prekroci dany limit
(riadok 5).

Poznamka: technikou dynamického programovania sa problém da
riesit v Case O(nD).
Zobecnenie pre pripad, Ze danych je k; tyc¢i dizky d;.
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Hamiltonovsky cyklus

Hamiltonovsky cyklus v orientovanom grafe je cyklus, ktory navstivi

kazdy vrchol grafu prave raz. Ulohou je ndjst v danom grafe
G = (V, H) Hamiltonovsky cyklus.

Reprezentacia grafu: polia N[1..n,1..s] a S[1..n|, kde n je pocet
vrcholov grafu a s je maximalny stupef vrcholu v grafe. Hodnota
S|t] je stupeni vrcholu i a N|i| je zoznam susedov vrcholu .

1. Potencidlne riedenia su vsetky cykly dfiky n v grafe.
RieSenia reprezentujeme ako retazce nad abecedou {1,...,n}
(pole A[l..n]), cyklus je A[n] — Aln —1] — --- — A[l] — A[n].

Aby sme mohli prerezdvat neperspektivne cesty, ktoré nie sl
Hamiltonovské, pouZijeme pomocné pole P[1..n|; hodnota P|i] je
false ak aktualna cesta uz navstivila vrchol .
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1 fori=1ton—1do P|i| < true od
> P|n| « false; A[n] < n

3 HAMILTON(n — 1)

4 procedure HAMILTON (m)

5 if m = 0 then KONTROLA(A)

6 else for j =1 to S[A|m + 1]] do

7 w «— N[Am + 1], j]

8 if Plw] then P|w| « false; A|m] «— w
9 HAMILTON(m — 1)

10 P|w] <« true fi od fi

11 procedure KONTROLA(A)

12 ok «+— false
13 for j =1 to S|A[1]] do if N|A[1],j] = A[n] then ok « true fi od
14 if ok then printA
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2. Strom riegeni prehladdvame do hfbky; pole A napliame zprava
3. Po vygenerovani Hamiltonovskej cesty dizky n testujeme (pro-
cediira KONTROLA), & je mozné cestu uzavriet do cyklu.

4. Neperspektivne cesty odrezdvame vidy ked sa nich zopakuje
niektory vrchol druhy krat (riadok 8).

Zlozitost T'(n) algoritmu je (b, ¢ st vhodné kongtanty)

bs ak n =1
T(n) < |
sT(n—1)+c inak

Z toho T'(n) = O(s™).
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Hamiltonovsky cyklus - rieSenie zalozené na permutaciach

Potencidlne rieSenia — permutacie postupnosti (1,...,n). Permu-
tacie st ulozené v poli A[1..n], inicidlne Ali] =i prei=1,...,n
Algoritmus generovania permutacii

1 procedure PERMUTACIE(m)

2 if m = 1 then kontrola vlastnosti

3 else PERMUTACIE(m — 1)

4 for . = m — 1 downto 1 do
5 vymen A[m| a Ali]

6 PERMUTACIE(m — 1)

7 vymen A[m| a Ali]

8 od fi

Algoritmus doplnime o kontrolu, ¢i vygenerovana permutacia tvori
Ham. cyklus. Graf je zadany maticou susednosti M |1..n,1..n].
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1 for i =1 ton do Ali] — 7 od

> HAMILTON_PERM(n — 1)

3 procedure HAMILTON_PERM(m)

4 if m = 0 then KONTROLA_PERM(A)

5 else for : = m downto 1 do

6 if M|Alm + 1], Ali]]

7 then vymen A|m| a Ali]

8 HAMILTON_PERM(m — 1)
9 vymen A|m| a Ali] fi

10 od

11 fi

12 procedure KONTROLA_PERM(A)
13 if M|A[1],n] then print A fi
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Oznacme T'(n) pocet vymen, ktoré urobi poas vypoctu algoritmus

HAMILTON_PERM(n). Potom

0 pren =1

Tn) = nT'(n—1)4+2(n—1) pren>2

Indukciou vzhladom k n sa ukdZe T'(n) < 2n! — 2.

ZloZitost problému Hamiltonovského cyklu je

e O(s™) — algoritmus zaloZeny na retazcoch

e O((n —1)!) — algoritmus zaloZeny na permutdciach
Algoritmus zaloZeny na retazcoch je lepsi ak s < n/e.

Backtracking - Hamiltonovsky cyklus
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Grafové algoritmy

e Prehladévanie (prieskum) grafov a rdzne druhy stvislosti
e Stromy a kostry
e Optimalne sledy

e Toky v sietiach
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Hledani minimalni kostry grafu

Je dan souvisly neorientovany graf G = (V,H) spolu
s ohodnocenim hran (vdhovou funkci) w : H — RT.

Mnozinu K C H nazveme kostrou grafu (7, jestlize je graf G’ =
(V, K) souvisly a acyklicky (kostra je vZdy stromem).

Definujeme vahu kostry /' predpisem

w(K) = Y wlh).

he K

Minimalni kostrou rozumime kostru s minimalni vahou.
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Priklad:

Minimalni kostra X ma vahu

wK)=44+8474+94+2+4+1+2=23T.
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Rust minimalni kostry

Inicializace : K = ()
Do K pfiddvame postupné (po jedné) hrany, dokud nedosdahneme
kostry.

Invariant : K je podmnozinou néjaké minimalni kostry.

Necht K je mnoZina hran, kterad je podmnoZinou n&jaké minimalni
kostry grafu G. Hranu h € H nazveme bezpecnou hranou pro
mnozinu K C H, jestlize h ¢ K a K U {h} je stdle podmnoZinou
néjaké minimalni kostry.
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Obecny algoritmus pro nalezeni minimalni kostry

MIN-KOSTRA((V, H), w)
1 K — ()
2> while K netvori kostru do

3 Vyber hranu h, ktera je bezpecéna pro K
4 K «— K U{h}.

5 od

6 return K

Korektnost algoritmu plyne z definice bezpednych hran.
Algoritmus vzdy zastavi nebot cyklus while prob&hne vzdy pravé
V| — 1 krat.

/7 v 7

Nejobtiznési &asti algoritmu je krok 3 — nalezeni bezpetné hrany
pro aktualni K.
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Hledani bezpeénych hran

Rezem (S,V — S) v grafu rozumime libovolné rozdéleni mnoZiny
vrcholi do dvou podmnoZin.

Rekneme, Ye hrana h kfizuje ez (S,V — S), jestliZe jeden z jejich
koncovych vrcholli lezi v S a druhy v V' — §S.

Rez (S,V — 8) respektuje mnoZinu hran K, pokud Zadnd hrana
z mnoziny K nekFizuje fez (S,V — §).

Hranu h € H nazveme lehkou hranou vzhledem k ¥ezu (S, V —5),
jestlize tento fez kfizi a ma ze vSech takovych hran minimalni

vahu.
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P¥iklad fezu respektujiciho danou mnozinu hran. P¥islusna lehka
hrana je zvyraznéna svétlemodre.
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Nasledujici lemma poskytuje navod jak hledat bezpecné hrany.

Lema 2. Necht G = (V,H) je souvisly neorientovany graf
s vahovou funkci w : H — R*. Ddle necht K C H je mnoZina
hran, ktera je podmnoZinou néjaké minimalni kostry grafu G.
UvaZujme libovolny Fez (S,V — S), ktery respektuje mnoZinu K a
hranu h, ktera je lehkou hranou vzhledem k fezu (S,V — S). Pak
h je bezpe¢nd pro mnozZinu K.
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Dokaz. Necht 7" je n&jakd minimdlni kostra, jejiz podmnoZinou
je K. Pokud h € T, neni co dokazovat. P¥edpoklddejme tedy,
ze h ¢ T'. Sestrojime minimalni kostru, kterd obsahuje K U {h},
¢imz dokazeme, Ze hrana h je bezpetnd pro K.

MnoZina hran T" U {h} jisté obsahuje cyklus, musi tedy existovat
hrana h' # h z tohoto cyklu, kterd k¥izuje fez (S, V —5). Oznaéme
T <7y {h} —{h'}. Z¥Fejmé je (V,T) souvisly graf, a protoze
T| = |T"| =|V|—1, je T kostra grafu G. Z minimality kostry T’
plyne w(T) > w(T) = w(h) > w(h'). Naopak z lehkosti hrany h
plyne w(h) < w(h’). Celkem tedy w(h) = w(h'), odkud mame, Ze
T je minimalni kostra. Navic K U{h} C T a tedy h je bezpetna
pro K. L]

[
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Kruskaluv algoritmus

Mnozina K tvofi les. V kaZzdém kroku Kruskalova algoritmu
vybirame hranu A s minimalni vahou ze vSech hran spojujicich
rizné komponenty z K.

Necht K, K5 jsou stromy, které hrana h spojuje. Je vidét, Ze
hrana h je lehkou hranou vzhledem k Yezu (K;,V — K37), a proto
je podle lemmatu 2 bezpe¢nou hranou pro mnozinu K.

Kruskaluv algoritmus je pfikladem hladového algoritmu. V kazdém
kroku vybirame lokalné nejlepsi variantu.

Implementace algoritmu  vyuZiva struktury UNION-FIND.

V jednotlivych mnoZinach jsou pravé vrcholy ze stejné komponenty
vzhledem ke K.
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KruskarL((V, H),w)

1 K — 0

2 foreach v € V do

5 MAKE-SET(v) od

4 Settid hrany podle w do neklesajici posloupnosti
s foreach (u,v) € H v tomto poradi do

6 if FIND-SET(u) # FIND-SET(v)

7 then K — K U {u,v}

8 UNION(u,v) fi od

9o return K

Inicializace (fadky 1-4) ma sloZitost O(|V]) + O(|H|log |H]).
Cyklus 5-8 probéhne |H| krat, celkové se tedy provede O(|H|)
operaci FIND-SET, UNION, coZ ma slozitost O(|H|a(|V])).
Celkova sloZitost Kruskalova algoritmu je tedy O(|H|log |H|).
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Primuv algoritmus

V pfipadé Primova algoritmu mnozina K vZdy tvofi jediny strom.
Na zacatku zvolime libovolny vrchol r za kofen a postupné budeme
pridavat dalsi vrcholy, resp. hrany. Oznaéme Vi mnoZinu téch
vrcholii ze kterych vede n&jakd hrana h € K (v p¥ipadé K = ()
definujeme Vi = {r}).

V kazdém kroku vybereme néjakou hranu h, ktera je lehka
vzhledem k Yezu (Vi,V — Vi) a pfidédme ji do K. Lemma 2
ndm opét zarucuje korektnost tohoto postupu.

Primav algoritmus je opét prikladem hladového algoritmu.

Efektivni implementace Primova algoritmu vyuzivad strukturu ()
vybavenou operacemi EXTRACT-MIN a DECREASE-KEY.
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Priv((V, H),w,r)
1Q —V

2 foreach v € () do
5 keylv] +— o od

4 keylr] < 0

5 w|r] «— NIL

s while ) # () do

7 u «— EXTRACT-MIN(Q)

8 foreach v takovy, ze (u,v) € H do

9 if v e@ANw(u,v) < keylv]

10 then 7[v] «— u

11 DECREASE-KEY(Q, v, w(u,v)) fi od od

2 return {(7w(v],v) |v € V,v # r}
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mwlv| znadi otce vrcholu v v aktudlnim stromé. Po skondeni
algoritmu je tento strom minimalni kostrou.

NejlepSich vysledki dosahneme, pokud budeme implementovat
strukturu @ jako Fibonacciho haldu. Inicializace (fadky 1-
5) zaberou ¢as O(|V|). Bé&hem while cyklu se provede
V| operaci EXTRACT-MIN a |H| operaci DECREASE-KEY.
V pripadé Fibonacciho haldy je amortizovana slozitost operace
ExXTRACT-MIN O(log|V|) a amortizovand sloZitost operace
DECREASE-KEY konstantni.

Celkové se v algoritmu provede |V| operaci EXTRACT-MIN a
nejvySe |E| operaci DECREASE-KEY. Celkova sloZitost algoritmu
je tedy O(|V|log |V| + |H).
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Optimalne sledy

Dany je orientovany graf G = (V, H) spolu s ohodnotenim hran
w: H — R.

Sled p =< vg,v1,...,v; > symbolicky zna¢ime vy 5 g
Dizkou sledu p =< vy, v1,...,vs > je stcet diZok jeho hrén,
k
def
”UJ(p) — Zw(vz—lavz)
i=1

Dizka sledu p =< v > neobsahujticeho Ziadnu hranu je w(p) = 0.
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N

O,

zaporny cyklus tvoria hrany dfiky -6, 1, 3

vSetky vrcholy v okrem vrcholu s maji d(s,v) = —oc
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Cyklus ¢ =< vg,v1,...,v >, vg = Vi, Nazyvame zaporny cyklus
y UL, s y y cy
prave ak jeho dlzka w(c) < 0.

Ak Ziadna cesta z vrcholu u do vrcholu v neobsahuje vrchol patriaci
zapornému cyklu, tak dlzka najkratSej cesty z u do v je zhodna
s dlzkou najkratSieho sledu z u do v.

Naopak, ak existuje cesta z u© do v obsahujica vrchol patriaci
zapornému cyklu, tak Ziaden sled z u do v nemdZe byt najkratsi.
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Definujeme dizku najkratse| cesty z u do v ako

( . .
00 ak neexistuje cesta z u do v

def | —O0 ak nejaka cesta z u do v obsahuje
o(u,v) = <

vrchol patriaci zapornému cyklu

 min{w(p) | u~>ov}  inak

Ak 6(u,v) je konetné, tak
najkratsia cesta z u do v je lubovolna cesta z u do v dizky §(u,v).
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Problémy

e NajkratSie cesty z daného vrcholu s do ostatnych vrcholov grafu
e NajkratSie cesty zo vSetkych vrcholov grafu do daného vrcholu ¢
e NajkratSia cesta medzi danou dvojicou vrcholov

e Najkratsie cesty medzi vSetkymi dvojicami vrcholov grafu

Ulohou je vypotitaf dizku najkratej cesty medzi uréenymi
dvojicami vrcholov. Naviac, ak §(u, v) je kone¢né, tak pozadujeme,
aby algoritmu nasiel niektoru najkratSiu cestu z u do wv.
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Optimalna substruktiura najkratsSich ciest

Lema 3. Nech p =< vq,...,v; > je najkratsia cesta z vrcholu
v1 do vrcholu vy, a nech pre Jubovolné 1, g také, zel <1 <3 <k,
Jje pi; =< v4,...,0; > podcesta cesty p z v; do v;. Potom p;; je
najkratsia cesta z v; do v;.

Algoritmy su zaloZené na principoch dynamického programovania
resp. na principe hladovych algoritmov.
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NajkratSie cesty z korena s do ostatnych vrcholov grafu

e Bellman-Fordov algoritmus
e Algoritmus pre acyklické grafy

e Dijkstrov algoritmus pre grafy s nezapornymi dizkami hran
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Reprezentacia najkratsich ciest

Pre kazdy vrchol v udrZujeme hodnotu p|v| — otec vrchola wv.
Inicidlna hodnota je plv] = Nil. Na konci vypoltu je graf
G, = (V,, Hy) indukovany hranami (p|v],v) stromom najkratsich
ciest z s do ostanych vrcholov grafu. Pritom

V, = {v e V| plo] £ Nil} U {s}

H, = {(plo],v) € H [ v € V,\ {s}}

Dalej pre kazdy vrchol v udrzujeme hodnotu d[v] — dizka cesty z s
do v v aktudlnom grafe indukovanom hranami (p|v],v). Inicidlna
hodnota je pre v # s rovnd dlv] = oo (v indukovanom grafe
neexistuje cesta z s do v) a d|s| = 0. Na konci vypoltu je d|v] =

o(s,v).
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Bellman-Fordov algoritmus

Algoritmus je zaloZeny na postupnom zlepSovani hodndt d|u].

Ak vrcholu u zlepsime hodnotu d[u], musime ndsledne preskiimat
vietky hrany (u,v) € H a ak je to mozné, zlep3it hodnotu d[v]
(operdcia RELAXACIA).

Algoritmus vrati hodnotu true prave ak graf neobsahuje cyklus
zapornej dlzky dosiahnutelny z korefa s.

NajkratSie cesty z koretia - Bellman-Fordov algoritmus 171



BELLMAN-FORD(G, w, s)

1 INICIALIZACIA(G, s)

cfori=1to |[V|—-1do

s for kazdid hranu (u,v) € H do RELAXACIA(u,v,w) od od
4 for kazdu hranu (u,v) € H do

s if dlv] > d|u] + w(u,v) then return false fi od

6 return true

INICIALIZACIA(G, 8)

1 for kazdy vrchol v € V do

2 d[v] « o0; p|v] + Nil od
5d|s] < 0

RELAXACIA(u, v, w)
1 if dlv] > dlu] + w(u,v)
> then d[v] « dlu] + w(u,v); plv] < u fi
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(d) (e)
Vypocet algoritmu BELLMAN-FORD pre graf s korefiom a. V kaz-
dej iteracii cyklu 2-3 relaxujeme hrany v poradi (¢, e), (d,e), (b,d),

(c,d), (b,c), (a,c), (a,b).
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Korektnost algoritmu Bellman-Ford

Lema 4. Nech v grafe G neexistuje zaporny cyklus dosiahnutel-
ny z koreria s a pre G zavoldme procediru INICIALIZACIA(G, s).
Potom G, je strom s korefiom s a tento invariant zostava v plat-
nosti po vykonani lubovolnej postupnosti relaxdcif.

Dokaz. Tvrdenie trividlne plati bezprostredne po inicializacii.
UvaZujme graf G, ktory dostaneme po vykonani postupnosti re-
laxacii. UkaZeme, Ze je acyklicky a Ze pre kazdy vrchol v € V,
existuje v G, Jedind cesta z s do v.

Predpokladajme, Ze v G, existuje cyklus ¢ =< vg,v1,..., v >,
kde vg = v. Potom plv;] = v;_1 a blino mdZeme predpokladat,
Ye cyklus vznikol potas RELAXACIA(vg_1, v, w). Lahko overime,
e vietky vrcholy cyklu sd dosiahnutelné z vrcholu s.
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Tesne pred volanim RELAXACIA(vg_1, vk, w) plati pre kazdy
vrchol v; cyklu, 2 =1,...,k —1,

d[?}z] Z d[vi_l] -+ w(vi_l,vi).

PretoZe polas uvedenej relaxdcie sa meni hodnota p|vg|, tak bez-
prostredne pred jej vykonanim plati

dlvg] > dlvie_1] + w(vg_1, v).

S¢itanim vSetkych nerovnosti dostdvame

Sidv] > S (dvia] + wlvio1, v;))
— Zf:l d|v;—1] ‘|‘Zf:1w(vi—lavi)
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Pretoze Zle dvi_1] = Zle d[v;], tak dostdvame nerovnost

k
0> Zw(vi_l,vi) = w(c),
i=1

¢o je spor s predpokladom o neexistencii zaporného cyklu v G.

Zostava overit, Ze pre kaZzdy vrchol v € V,, existuje v G, prave
jedna cesta z s do v. Existencia cesty je zreyma. PretoZe hodnota
plv] je uréena jednoznalne, nemdzu v G, viest do Ziadneho vrcholu
dve hrany. Preto v G, neméZu existovat ani dve cesty z s do v.

[
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Lema b. Nech v grafe G neexistuje zaporny cyklus dosiahnu-
telny z korefia s. Predpokladajme, Ze pre G volame
INICIALIZACIA(G, s) a potom relaxujeme hrany v lubovolnom
poradi tak, Ze na konci vypoltu pre kaZdy vrchol v plati
dlv] = d|s,v]. Potom G, je strom najkratsich ciest s koreriom s.

Doékaz. Zrejme V), je mnozina vrcholov dosiahnuteinych z s.
Podia Lemy 4 je G, strom. Zostiva ukazaf, Ye pre kaZdy
vrchol v € V, je jedind cesta s Lovov G, najkratSou cestou
z s do v. Nech p =< vg,v1,...,v >, kde v9 = s a v = w.
Pre kazdé i = 1,2,...,k mame dlv;] = d(s,v;) a w(v;_1,v;) <
6(s,v;) — 0(s,v;_1). Sé&itanim vSetkych nerovnosti dostavame
w(p) = 0(s, vk).

[
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Lema 6. Nech v grafe G neexistuje zaporny cyklus dosiahnutelny
z korefia s. Po tom po |V| — 1 iteraciach cyklu 2-3 algoritmu
BELLMAN-FORD(G, w, s) plati d|v| = d|s,v| pre vSetky vrcholy v
dosiahnutelné z vrcholu s.

Dokaz. Nech p =< vg,v1,...,v >, kde v9g = s a v = v, Je
najkratSia acyklickd cesta z s do v. Potom k < |[V|—1. Indukciou
vzhladom k i (s vyuzitim optimalnej substrukttry najkratsich ciest)
dokdZeme, Ze po i-tej iteracii cyklu 2-3 plati djv;] = (s, v;).
Naviac plati, Ze ak premennd d|v;| nadobudne hodnotu (s, v;),
tak jej hodnota sa uz v priebehu vypoctu nemeni.

[
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Veta. Ak v grafe (G neexistuje Ziaden zadporny cyklus
dosiahnutelny z s, tak algoritmus BELLMAN-FORD(G, w, s) vrati
hodnotu true, pre kaZdy vrchol v plati d|v] = d[s,v]| a G, je strom
najkratsich ciest s koreriom s. Ak v G existuje zaporny cyklus
dosiahnutelny z s, tak algoritmus vrati hodnotu false.

Dokaz. Nech v G neexistuje zaporny cyklus dosiahnutelny z s. Ak
vrchol v je dosiahnuteiny z s, tak podla Lemy 6 na konci vypo&tu
plati d[v] = 6[v]. Ak v nie je dosiahnutelny, tak z invariantu
vypoltu d|v] > d|v] plynie, Ze na konci je d[v] = oo. Na konci
vypoltu pre kazdd hranu (u,v) € H plati

d|v] o(s,v)

o(s,u) + w(u,v)

dlu] + w(u,v)

a preto Ziaden test na riadku 5 nevrdti hodnotu false.

A
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Naopak, nech v G existuje zaporny cyklus ¢ =< vg,v1,..., v, >,
kde vo = v, dosiahnutelny z s. Predpokladajme, Ze algoritmus
vrati true. Potom pre vSetky ¢+ = 1,2,...,k plati

dlv;| < dv;_1] +w(v;_1,v;). S€itame vSetky nerovnosti

Srdv] < S (dlvia] + w(vie1,v;)
= Zf:l dv;—1] +Zf:1w(vi_1,vi)

Pretoze Z,’f:l dlv,_1] = Z,’f:l dlv;] a pre vsetky i je d|v;| < o0,
tak dostdvame nerovnost

vz 1 UZ — ’UJ(C),

IIMw

¢o je spor s predpokladom o zaporne] dizke cyklu c.
[]
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Zlozitost Bellman-Fordovho algoritmu

Inicializacia grafu ma zloZitost ©(|V|). Cyklus 2-3 ma zloZitost
O(|H]|); pocet jeho opakovani je |V | — 1.

Celkovd zlozitost je O(nm), ked n je potet vrcholov a m je pocet
hran grafu.

Varianty Bellman-Fordovho algoritmu
LiSia sa poradim, v akom sa relaxuju hrany grafu a v sposobe, akym
sa zistuje existencia dosiahnutelného zdporného cyklu v grafe.

Pre Specidlne typy grafov existuju efektivnejSie algoritmy.
Prikladom sa algoritmy pre acyklické grafy, pre grafy s malym
ohodnotenim hran a pre grafy s nezdpornym ohodnotenim hran.
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Algoritmus pre acyklické grafy

Optimdlne poradie relaxacie hran v Bellman-Fordovom algoritme
je také, ked vZdy relaxujeme hranu (u,v) pre ktort d[u] = (s, u).
Pre obecny graf urdit poradie relaxacii tak, aby bola dodrzana
uvedend podmienka, modZe byt rovnako ndro&né ako vypoditat
najkratgie cesty. Specidlne pre acyklické grafy sa toto poradie d3
vypoditat jednoducho.

Topologické utriedenie pre orientovany acyklicky graf G = (V, H)
je linearne usporiadanie vrcholov grafu také, Ze ak graf obsahuje
hranu (u,v), tak u predchddza v v usporiadani. Topologické
utriedenie grafu moZeme vypotitat tak, Ze graf prehladdvame do
hfbky a vrcholy usporiadame v poradi, v akom sa v prehladavani
ukoncil ich prieskum.
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NAJKRATSIE-CESTY-V-ACYKLICKOM-GRAFE((V, H), w, s)
1 INICTIALIZACIA((V, H), 8)

2 for kazdy vrchol u v topologickom utriedeni do

s for kazdy vrchol v taky, ze (u,v) € H do

4 RELAXACIA (u, v, w)

5 od od

Kazda hrana grafu sa relaxuje iba raz, celkova zloZitost algoritmu
je O(n+m).
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Dijkstrov algoritmus

Riesi problém najkratSich ciest z korena s do ostatnych vrcholov
grafu pre grafy s nezapornym ohodnotenim hran .

Algoritmus udrZuje mnoZinu S vrcholov, pre ktoré sa uz vypoditala
dlZka najkratSej cesty.

Algoritmus opakovane vybera vrchol u € V'\ S s najkratSou cestou
a relaxuje hrany vychadzajlce z u.
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DIJKSTRA(G, w, s)
1 INICIALIZACIA(G, s)

28 —0; Q«—V

s while Q # () do

4 u<+— (u€Q N dlul =min{dz] |z € Q})

5 S — Su{u}

6 Q — Q\ {u}

7 for kazdy vrchol v taky, ze (u,v) € H do

8 if dlv] > du] + w(u,v)

9 then d[v] «— d|u] + w(u,v); plv] «— u fi
10 od

11 od
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Korektnost Dijkstrovho algoritmu

Veta 1. Pre orientovany graf G = (V,H) s nezdapornym
ohodnotenim hran w a korefiom s Dijkstrov algoritmus skonci
a pre vsetky uw € V plati d|u| = d(s,u).

Dokaz. Ukazeme, Ze invariantom while cyklu algoritmu je

pre kaZzdy vrchol v € S plati d[v] = d(s, v)

Platnost invariantu po inicializacii je zrejma. Nech u je prvy
vrchol, ktory zaradime do S a pritom dlu] # d(s,u). Zrejme
u # s a u je dosiahnutelny z s (v opa&nom pripade by platilo
d(s,u) = oo = d|u]). Nech p je najkratSia cesta z s do u. Cestu
» mdzeme dekomponovaf na dve cesty ako s >z — y A3 u tak,
Ze bezprostredne pred zaradenim u do S vSetky vrcholy cesty py
patriado S ay € S. Potom d|x| = d(s,x) a aj dly| = d(s,y) (pri
zaradeni x do S bola relaxovana hrana (x,y)).
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Cesta py je najkratSou cestou z y do u ¢o spolu s nezidpornym
ohodnotenim hrdn implikuje 6(s,y) < d(s,u). Pretoze ale vrchol
u bol vybrany do S, tak zarovein bezprostredne pred zaradenim u
do S plati dlu] < d|y] = 6(s,y). Spojenim dostavame (s, u) <
dlu] <d(s,y) < d(s,u) a teda d[u] = (s, u).

Vypotet kon&i ked Q = ), tj. V = S a tvrdenie vety je dokdzané.
[]
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Zlozitost Dijkstrovho algoritmu

ZloZzitost zavisi od spbsobu reprezenticie mnoziny @, efekti-
vity vyberu prvku w s minimalnou hodnotou d[u| (operacia
EXTRACT_MIN) a aktualizacie hodndt d|v] pre vrcholy susediace
s u (operdacia DECREASE_KEY).

Ak hodnoty d[v] st uloZené v poli, tak EXTRACT_MIN m3 zloZitost
O(|V]) a DECREASE_KEY md konstantnu zloZitost. Celkov3
zlozitost Dijkstrovho algoritmu je O(|V|? + |H|) = O(|V]?).

Pri reprezentacii pomocou Fibonacciho haldy je amortizovana
cena kazdej EXTRACT_MIN operacie O(log |V|) a amortizovana
cena DECREASE_KEY je konstantnd.  Celkova zloZitost je
O(|V|log |[V] + [H]).

NajkratSie cesty z korefia - Dijkstrov algoritmus 188



Najkratsie cesty medzi vSetkymi dvojicami
vrcholov grafu

e algoritmus zaloZeny na ndsobeni matic — 6(|V|?log |V])
e Floyd-Warshallov algoritmus — 6(|V|?)

e Johnsonov alg. pre riedke grafy — O(|V|?log |V| + |V| - |H])

Prvé dva algoritmy predpokladaji, Ze graf je reprezentovany
maticou susednosti.  Johnsonov algoritmus vyuziva Bellman-
Fordov a Dijkstrov algoritmus.
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Algoritmus zalozeny na nasobeni matic

Dany je orientovany graf G = (V, H) s ohodnotenim hran w : H —
R. Predpokladdme, Ze graf je reprezentovany n x n (n = |V|)
maticou susednosti W = (w;;), kde

0 ak 1 =
w;; € {vaha hrany (4,§) aki#ja(i,j) € H
00 ak i #jal(i,j)¢H

Predpokladdme, Ze graf neobsahuje Ziadne zaporné cykly.

Navrhovany algoritmus pracuje na principoch dynamického
programovania.
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Struktura optimalneho rieSenia

Uvazujme najkratSiu cestu p z 7 do 5. Cesta p je kone¢nd a ma m
hran.

Ak i = j tak p ma dizku 0 a neobsahuje Ziadnu hranu (m = 0).

/

Ak i # j, tak cestu p mdZeme rozloZit na i ~» k — j, kde p’ m3
m — 1 hrdn. Podla Lemy 3 je p’ najkratdou cestou z i do k a
0(2,7) = 0(i, k) + wy;.
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Hodnota optimalneho rieSenia

Oznalme Z(T-n) minimalnu dlzku cesty z 7+ do 7, ktora ma nanajvys
i

m hran. Pre m = 0 plati

Z(O) def 0 ak 1 :j
(/R

oo aki=#£7
Pre m > 0 plati
lg'n) = min(lE?”%minlgkgn{é}?‘” + Wy })
= ming << {17 + wi;}

PretoZe najkratSia cesta z ¢ do j nemdZe mat viac nez |[V| — 1

hran, tak (i, j) = 1\ "),
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Vypocet hodnoty optimalneho rieSenia

Potitame matice LV, ... L»=1 kde L(™) = (lgn))
Zakladom vypoctu je procedira EXTEND(L, W), ktord pre dané
matice L(™) a W vypo&ita maticu L{m+D),

EXTEND(L, W)

1 nech L' = (I};) je n X n matica

2fori=1tondo

3 for ) =1 tondo

4 li; < 00

5 for k « 1 to n do [}, < min{lj;, l;x + ws;} od
6 od

7 od

s return L'

/loZitost EXTEND je 6(n?), zloZitost celého vypottu je 0(n*).
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EfektivnejSia varianta

Nasobenie matic pouzité v procedure EXTEND je asociativne a
p p J
preto mdzeme vypoditat L1 efektivnejdie:

LM . v 74

L = W? — M. M

L™ = Wt _ 1@ . @

2/.(2(log(n—1ﬂ) _ .V.[./(Qﬂog(n—lﬂ) _ 'l';'(2(10g(n—1)1—1) . L(2ﬂog(n—1)1—1)

Pretoze 2/los(n—11 > o 1 tak e pn-1),

/loZitost celého vypoétu je 0(n’logn).
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ALL_PAIRS_SHORTEST_PATH(W)

1 L) — W

om «— 1

s while m <n—1do

4 L2m) EXTEND(L(m), L(m))
5 m «— 2m od

6 return L(™)
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Floyd-Warshallov algoritmus

Dany je orientovany graf G = (V,H), V = {1,2,...,n},
s ohodnotenim hran w : H — R a bez zapornych cyklov.
Predpokladdme, Ze graf je zadany n X nm maticou susednosti

Nech p =< vy,v9,...,9; >, | > 2, je cesta v grafe. Vnutorné
vrcholy cesty p st vrcholy {vs, ..., 0,1},

Pre lubovolnt dvojicu vrcholov 4, j € V uvaZujme vietky cesty 7 i
do j, ktorych vndtorné vrcholy st z mnoZiny {1,2,...,k}, nech
p Je z nich najkratSia. Floydov - Warshallov algoritmus vyuziva
vztah medzi touto mnoZinou ciest z ¢ do j a mnoZinou ciest z ¢
do 7, ktorych vndtorné vrcholy st z mnoziny {1,2,...k — 1}.
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e 2k k nie je vnutornym vrcholom cesty p, tak najkratSia cesta
z 1 do j s vnatornymi vrcholmi z {1,2,...,k — 1} je zdroven
najkratSou cestou i do j s vnutornymi vrcholmi z {1,2,...,k}

e ak k je vndtornym vrcholom cesty p, tak cestu p mozZeme
rozdelif na i & k A3 j. Podla Lemy 3 je p; najkratfou
cestou z ¢ do k s vnutornymi vrcholmi z {1,2,...,k — 1}.
Podobne ps je najkratSou cestou z k do 7 s vnitornymi vrcholmi

z {1,2,...,k—1}.

Oznacme dgf) dizku najkrasej cesty z ¢ do 7 s s vndtornymi
vrcholmi z mnoziny {1,2,...,k}. Plati

(k) def ) Wi ak k=0

& min(dy; V. diy Y+ dl V) akk>1
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FLOYD-WARSHALL(W)
1 DO — W
cfork=1ton

3 dofor:=1ton

4 do for j =1 ton

5 do d;} « min(d{}™ ", dfy Y + i)
6 od

7 od

s od

o return D™

Casova zloZitost algoritmu je O(n?).
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Konstrukcia najkratSej cesty

Spolu s maticou D dizok najkratSich ciest pocitame maticu Il
predchodcov vrcholov na najkratSej ceste.

Presnejdie, potitame postupnost matic I1(0, 1M . 1™ =17,
kde 7'('( ) je definované ako predchodca vrchola 7 na najkrat3ej
ceste z ¢ do j s vnatornymi vrcholmi z {1,2,...,k}. Hodnotu

(k)

m;;  definujeme rekurzivne.

Ak k = 0 tak najkratSia cesta z ¢+ do j neobsahuje Ziaden vnutorny
vrchol a preto

(0) def Nil  ak ¢ = 7 alebo w;; = o0
o
& i ak i # j a wy; < 00
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Pre k£ > 1 rozliSime dva pripady.

e Ak najkratSia cesta obsahuje vnutorny vrchol £, tj. ma tvar ¢ ~»
k ~ 7, tak predchodca vrcholu j na tejto ceste je zhodny s pred-
chodcom vrchola 5 na najkratSej ceste z £ do 5 s vnitormymi
vrcholmi z mnoZiny {1,... k —1}.

e \/ opacnom pripade je predchodca vrcholu 5 zhodny s pred-
chodcom vrchola 7 na najkratSej ceste z £ do 5 s vnitormymi
vrcholmi z {1,... k —1}.

( (k-1 (k=1) _ (k=1) | (k—1)
o T ak dy Y > dly Y + a4t
T =

r T akd Y <dl Y ality

g
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Johnsonov algoritmus

Dany je orientovany graf G = (V, H) s ohodnotenim w : H — R.

Johnsonov algoritmus je zaloZzeny na technike transformacie
ohodnotenia hran a vyuZiva efektivitu Dijkstrovho algoritmu.

Ak ohodnotenie vsetkych hran je nezaporné, tak pre kazdy vrchol
pouzijeme Dijkstrov algoritmus.

Ak G ma hrany so zapornym ohodnotenim, tak zistime, &i graf
ma zaporné cykly.

Ak G nem3d zaporné cykly, tak ohodnotenia hran transformujeme
tak, aby ohodnotenia vsetkych hran boli nezaporné a pre kazdy
vrchol pouzijeme Dijkstrov algoritmus.
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Transformacia ohodnotenia hran

Nové ohodnotenie w musi spliat:

1. pre kazdé u,v € V plati, ze p je najkratSia cesta z u do v pri
ohodnoteni w prave vtedy ak p je najkratSia cesta z u do v pri

ohodnoteni w

2. pre kazdud hranu (u,v) € H plati w(u,v) > 0.
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Lema 7. Nech G = (V, H) je orientovany graf s ohodnotenim
w:H — R. Nech h : V — R je lubovolnd funkcia. Pre kaZdi
hranu (u,v) € V definujeme

w(u, v) d:efw(u, v) 4+ h(u) — h(v).

Potom pre kazdu cestu p z vy do v plati:
w(p) = &(vo, v) vtedy a len vtedy ak @(p) = &(vo, vi)*.

Naviac, G pri ohodnoteni w ma zaporny cyklus vtedy a len vtedy
ak G pri ohodnoteni w ma zaporny cyklus

13\(1)0, vy,) je dizka najkratsej cesty z vy do vy, pri ohodnoteni @.
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Dokaz. Nech p =< vg,v1,...,vr >. Potom

@(Uz'—la Uq;)

|

w(p)

1

(”UJ(”UZ'_l, UZ') + h(vi_l) — h(vz))

]

1=1

w(p) + h(vo) — h(v)

Preto ak p je najkratSia cesta z vy do vi pri ohodnoteni w, tak je
najkratSou cestou aj pri ohodnoteni w a naopak.

Nech ¢ =< vg,v1,...,0x >, v9g = v, Je cyklus. Podobne
odvodime w(c) = w(c) + h(vg) — h(vg) = w(c). Z toho plynie
druhé tvrdenie Lemy. O
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Cielom je rozhodndf, & graf ma zdporny cyklus a ak nie, tak
zvolit funkciu h tak, aby hodnota w(u,v) bola pre kazdi hranu
nezdporna.

1. Skondtruujeme G = (V, H) s ohodnotenim w : H — R, kde
o V=VU{s} sgV
e H=HU{(s,v) |veV}
o W(u,v)=w(u,v) pre (u,v) € H aw(s,v) =0preveV
Plati:
e c je zaporny cyklus v G < ¢ je zdporny cyklus v G
e kazdy cyklus v G je dosiahnutelny z korefia s

e 7iadna najkratsia cesta zu do v (u, v # s) neobsahuje vrchol s.
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2. Definujeme

h(v) = d(s,v) prev eV
Pre kazdid (u,v) € H plati: h(v) < h(u) + w(u,v)
def

w(u,v) = w(u,v) + h(u) — h(v)

Pre kazdid (u,v) € H plati: w(u,v) > 0
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JOHNSON(G)

1 skonstruuj G = (V, H)podla bodu 1.
2 if BELLMAN-FORD(G,w, s) = false
3 then graf ma zaporny cyklus

2+  else foreach vrchol v eV

5 do h(v) < d(s,v) (vypocitané alg. BELL.-FORD) od
6 foreach hranu (u,v) € H

7 do w(u,v) «— w(u,v) + h(u) — h(v) od

8 foreach vrchol u € V

9 do DIJKSTRA(G, w, u)

10 foreach vrchol v € V

1 do dy, — 0(u,v) + h(v) — h(u)

12 od od

13 i

1 return D = (dyy)
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Zlozitost Johnsonovho algoritmu

zlozitost algoritmu Bellman-Ford =~ O(|V] - |H]|)

_l_
|V'|-krét zloZitost Dijkstrovho alg. =~ |V|-O(|V]-log |V |+ |H|)

O(|V[*log [V| + [V[|HI)

Pre riedke grafy je Johnsonov algoritmus efektivnejsi nez Floyd-
Warshallov algoritmus.
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Toky v sietiach

Siet G = (V,H) je orientovany graf, ktorého kaZdd hrana
(u,v) € H ma nezdpornl kapacitu (priepustnost) c¢(u,v) > 0.
Ak (u,v) € H, kladieme c(u,v) = 0. Predpokladdme, Ze v sieti
st vyznatené dva vrcholy — zdroj s a ciel ¢ a %e vietky vrcholy
grafu lezia na nejakej ceste z s do t.

Tok v sieti GG je funkcia [ : V xV — R spfﬁajﬂca

Kapacitné ohranicenia f(u,v) < c(u,v) pre vietky u,v € V
Podmienky symetrie f(u,v) = —f(v,u) pre vietky u,v € V
Podmienky kontinuity pre vietky u € V' \ {s,t} plati

Z f(u,v) = 0.

veV

Toky v sietiach 209



Hodnota f(u,v) sa nazyva tok z u do v. Podmienky kontinuity

vyjadruju, Ze to, €o do vrcholu priteka, to z neho aj odteka.

Hodnota toku f je | f| ey D wey f(8,0).

Problém maximalneho toku v sieti je ndjst tok maximalnej hodnoty.

kapacity tok |f|=10

Znakenie: pre X, Y C V je f(X)Y) = > cx D ey [(@,9).
Podobne pre kapacitu c.
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Ford-Fulkersonova metoda

lterativny algoritmus. Zadina s tokom nulovej hodnoty a postupne
zvySuje hodnotu toku. V kazdej iteracii hlada tzv. zlepSujicu
cestu z s do t, po ktorej moZe zvysit hodnotu toku.

Varianty algoritmu podla spdsobu hiadania zlep3ujiicej cesty.

FORD_FULKERSONOVA_METODA

1 inicializuj tok f na 0

2 while existuje zlepsujuca cesta p do

3 zlepsi hodnotu toku na ceste p od

s return f
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Rezidudlna siet

Nech G je graf a f tok v G.

Rezidudlna kapacita hrany (u,v) je
cr(u.v) = clu,v) — f(u,0).

Rezidualna siet indukovand grafom G a tokom f je Gy = (V, Hy),
H; def {(u,v) e VxV |cs(u,v) > 0}.
/lepsSujica cesta p jecestaz sdot v Gy.

Rezidudlna kapacita cesty p je

cr(p) £ min{c¢(u,v) | (u,v) lezi na p}.
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Ford-Fulkersonov algoritmus

FORD_FULKERSONOV_ALGORITMUS
1 for kazdu hranu (u,v) € H do

2 flu,v] 05 flv,u] <0

3 od

+ while existuje zlepsujuca cesta p do

5 cr(p) < min{cs(u,v) | (u,v) lezi na p}
6 for kazdu hranu (u,v) na p do

7 Flu, ] — flu, o] + c5(p)

8 f[?}, u] A _f[uav]

9 od

10 od

11 return f
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kapacity tok [f|=5

kapacity tok |[f|=8

Toky v sietiach - Ford-Fulkerson

zlepsujuca cesta

2
“ 5 >0,

rezidualna siet rezidualne kapacity

zlepsujuca cesta 5

SO
K‘
3

rezidualna siet rezidualne kapacity
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Korektnost Ford-Fulkersonovej metddy

Lema 8. Nech G je siet, f tok v G a p zlepsujiica cesta v Gy.
Definujme funkciu f, : V. x V. — R predpisom

(cf(p) ak (u,v) leZi na ceste p
fo(u,v) = ¢ —ce(p)  ak (v,u) leZi na ceste p
0 Inak

\

Potom f, je tok v G a jeho hodnota je |f,| = c¢(p).
Naviac f = f+ fp jetok v G ajeho hodnota je £l > |f].

~

Doékaz. Overime, Ze f, v Gy a f v G spfﬁajﬂ kapacitné
ohrani¢enia a podmienky symetrie a kontinuity.
L]
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Rez (S,T) v sieti G je rozdelenie V na S a T také, Ze s € S a
t € T. Kapacita rezu je ¢(S5,T). Minimalny rez je rez, ktorého
kapacita je spomedzi vSetkych rezov grafu najmensia.

Lema 9. Nech f je tok v sieti G a nech (S, T) je rezv G. Potom
fI=f(5.T) <ce(S5,T).

Dokaz. F(S,T) = f(ST S) f(S,S)

Nerovnost plynie z kapacitného ohrani€enia f(u,v) < c(u,v). O
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Veta 2. Ak f je rez v sieti G, tak nasledujice podmienky su

ekvivalentné:
1. f je maximalny tok v sieti G

2. Rezidualna siet G neobsahuje Ziadnu zlep3ujiicu cestu.
3. |f| =¢(S,T) pre nejaky rez (S,T) siete G.

Dokaz. (1) = (2) Plynie z Lemy 8.

(2) = (3) Nech Gy nemd Ziadnu zlepSujicu cestu. Definuj-
me S ={v €V | existujecestazsdovvGs} aT =V\S.
Rozdelenie (S,T) je rezom v G¢. Pre kazdd dvojicu vrcholov u, v
takd, Zeuw € Sav € T plati f(u,v) = ¢(u,v) (v opanom pripade
by (u,v) € Hy) a teda f(S,T) = ¢(S,T). Podia Lemy 9 plati
fl = f(5,T).

(3) = (1) Podla Lemy 9 pre kazdy rez plati | f| < ¢(S,T). Rovnost
| f| = ¢(S,T) preto implikuje maximalitu toku. O
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Zlozitost Ford-Fulkersonovho algoritmu

Ak v sieti G s celoCiselnymi kapacitami je |f*| hodnota maximal-
neho toku, tak pocet iteracii cyklu 2—6 je nanajvys | f*|.

ZloZitost jednej iterdcie je rovna zloZitosti ndjdenia cesty z s do ¢
a je O(|HY).

Celkova zloZitost je O(|f*| - |H]).
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Priklad grafu, pre ktory zloZitost Ford-Fulkersonovho algoritmu je

f*] - O(H]).

Pociato¢ny tok ma hodnotu |f| = 0.
zlepSujuca cesta s,1,2,t = tok |f| = 1.
zlepSujuca cesta s,2,1,t = tok |f| = 2.
zlepSujuca cesta s,1,2,t = tok |f|=3. ...

V pripade, Ze kapacity hrdn su iracionalne &isla, kone¢nost Ford-
Fulkersonove] metddy nie je zarucena.
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Varianty Ford-Fulkersonovej metady

LiSia sa v sposobe, akym sa vybera zlep3ujlca cesta.

Algoritmus Edmonds-Karp Tok zvadSujeme vidy po najkratse]
zlepsujiicej ceste (dizka cesty je rovnd pottu hran cesty).
ZloZitost algoritmu je O(|V| - |H|?) pre grafy s lubovolnymi
kapacitami.

Swe w7/

ceste s maximalnou rezidudlnou kapacitou. ZloZitost algoritmu
je O(|V|? - |H|In|f*|) pre grafy s celo&islenymi kapacitami.

Algoritmus zjemnovania stupnice

Dalgie metédy: metéda “push-relabel” vedie k algoritmu zloZitosti
O(IVP).
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Varianty problému maximalneho toku

e Siete s ndsobnymi zdrojmi a cielmi
e Najlacnejsi maximalny tok
e Viacproduktové toky

e NajpocetnejSie parovania
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Vyhladavacie algoritmy

Algoritmy pre vyhladdvanie, porovndvanie a editaciu retazcov.

Problémy

e vyhiadavanie vzorky v texte

e vzdialenost retazcov a transformdcia retazcov
e spolo&nd podpostupnost

e aproximacia retazcov

e opakujlice sa podretazce
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Vyhladavanie vzorky v texte?

Je dany text T a vzorka® P — retazce nad abecedou X. Ulohou

je vyhladaf vetky vyskyty vzorky v texte. Text je dany ako pole
T'[1..n|, vzorka ako P|[1..m].

Hovorime, Ze vzorka P sa vyskytuje v texte T s posunom s ak
0<s<n—maTlls+1.s+m|]=Pll.m] (tj. T|s+ j| = P[J]
pre 1 < j < m). Cislo s uvedenych vlastnosti sa nazyva platnym
posunom pre text 1" a vzorku P.

Problém vyhladdvania vzorky mozeme formulovat ako tlohu néjst
pre dané T a P vsetky platné posuny.

°String matching
SPattern
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Algoritmy

Algoritmus Predspracovanie Viyhlad3vanie
Uplné prehladévanie 0 O((n—m+1)m)
Karp-Rabin ©(m) O((n —m+1)m)
Kone¢né automaty O(m|X)) O(n)
Knuth-Morris-Pratt ©(m) O(n)
Boyer-Moore O((n—m+4 1)m)

Algoritmy Karp-Rabin a Boyer-Moore maji vyrazne lepSiu prie-
mernt zloZitost
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Uplné prehladavanie

UPLNE_PREHLADAVANIE(T, P)

1 fors=0ton—mdo

> if Pll.m]=T[s+ 1..s + m]

3 then print “s je platny posun fi
+ od

/lozitost: cyklus sa vykonda n — m + 1 krét
v kazdom cykle sa na riadu 2 vykona m porovnani.

Spolu O((n —m + 1)m)

Viyhladdvanie vzorky v texte - tplné prehladdvanie 225



Algoritmus Karp-Rabin

Predpokladajme, ze ¥ = {0,1,...,9}* Kazdy refazec nad abece-
dou X moéZeme chdpat ako &islo zapisané v desiatkovej ststave.

Ozname p C&islo zodpovedjtice retazcu P[1..n] a t, &isla zodpove-
dajice retazcom T'[s + 1..s + m|. Problém overit, & s je platnym
posunom sa redukuje na problém overit, &i t, = p.

Predspracovanie: vypocet ¢isla p Hornerovou schémou (¢as ©(m))
p = P[m]+10(P[m—1]+10(P[m—2]+ - -+10(P[2]+10P[1])...))
Vypocet &isla ty — podobne ako p (¢as O(m))

Vypocet Cisel t1,...,t,_m (¢as O(n —m))
ter1 = 10(ts — 10™ 1T [s +1]) + T[s + m + 1]

*zobecnenie pre ¥ = {0, 1,...,d} je priamotiare
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Algoritmus Karp-Rabin so zvySkami

Algoritmus Karp-Rabin sa nedd pouZit ak &isla p, t, sd prilig velké.
V takom pripade sa pouziva vypocet modulo ¢, kde typicky ¢
je prvocislo také, ze 10q =~ pocitalové slovo. Test t, = p sa
nahradi testom ¢, = p( mod ¢). Cislo s, pre ktoré plati uvedena
rovnost je len potencidlnym posunom, jeho platnost sa musi overit
porovnanim prisludnych retazcov.

ZloZitost predspracovania je opdt ©O(m), zloZitost vypocltu je
v najhorSom pripade (tj. ak pre vdetky s plati skimand rovnost)

O((n—m+ 1)m).

Zlozitost konkrétneho vypo&tu je dand po¢tom platnych posunov.
Ak otakdvany pocet platnych posunov je ¢, tak ocakavana zloZitost
algoritmu je O((n —m + 1) + cm).
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Konec¢né automaty

Pre danu vzorku P[1..m| skonstruujeme kone¢ny automat

A=({0,...,m},%.8,{0}, {m}).

Text T'[1..n] spracujeme automatom A.

FINITE_LAUTOMATON_MATCHER(T), A)
1q+<+—0
2fori=1ton do

3 q < 0(q,Ti))
4 if g = m then print 1 — m je platny posun fi
5 od

ZloZitost spracovania textu je 6(n).
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KonsStrukcia automatu pre danu vzorku P

Oznacenie: P, = P|1]---Plq|, T, =T[1]---|q|

Definujeme sufixovi funkciu o : ¥* — {0,1,...,m} kde o(x) je
dlzka najdlhSieho prefixu vzorky P, ktory je sufixom slova z.

Napr. pre P = popapopa je o(c) = 0, o(papap) = 1, o(papop) =
3 a o(popapo) = 6.

Konecny automat pre P je A = ({0,...,m},%,6,{0},{m}), kde
prechodova funkcia 0 je definovand predpisom

5(q,a) € (P, a)

Koneéné automaty 229



Algoritmus pre vypocet prechodovej funkcie automatu

AuTOMAT(P, X)
1 for g =0 to m do
2 for kazdé a € X do

3 k «— min(m + 1,q + 2)

4 repeat £« k—1 until P je sufixom P, a

5 0(q,a) «— k

6 od od

7 return 9

ZloZitost kondtrukcie automatu:  je O(m3|X|); existuje

efektivnejSia procedira zloZitostiO(m|>]).
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Korektnost algoritmu

Veta. Ak A je automat pre vzorku P a T' je text, tak pre
1 =0,1,...,n plati S(TZ) _ U(Ti).

Dékaz. Indukciou vzhladom k 1.

1. Ty = ¢ a preto 6(Ty) = 0 = o(Tp).

2. Indukény predpoklad — platnost tvrdenia pre 4
0(Tis1) = 0(Tia) nech T[i + 1] = a
= 5(0(T}),a) z definicie 0
, @) nech 6(T}) = ¢
P, a) z definicie o
T; a) indukény predpoklad
Ti_|_1) z definicie Tz’—l—l

1l
Q9 Q9 9 >

[
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Algoritmus Knuth-Morris-Pratt

Vychadza z podobného principu ako kone¢né automaty, ale nekon-
§truuje cely kone¢ny automat. Namiesto neho sa pred samotnym
vyhladavanim vypouta v Case O(m) zo vzorky tzv. prefixova
adavanie vzorky sa realizuje v ¢ase 6(n).

funkcia. Samotné vyh|

v | < v |/
hradveverlneh\o\rl T
] 4
'v\everka P
<q |
v | - h‘v./
hirlald|v|/e|lv|elr|i|n]e Olr |i T
=S +
S=S+2 vielv]el|r |K|a =
<« k —

Algoritmus Knuth-Morris-Pratt
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Pre vzorku P|1..q| zhodni s textom T'[s + 1..s + q| testujeme, aké
je najvacsie s’ > s pre ktoré

Pk = T[s' + 1.8 + k],

kde s + k = s +¢q. K vypoltu s’ nepotrebujeme poznat text,
pretoze T'[s" 4+ 1..s' 4+ k] je prefixom vzorky.

Pre dant vzorku P[1..m| definujeme prefixovi funkciu
m:4{1,2,...,m} — {0,1,...m — 1} predpisom

¢ def maxi{k | k < q a Py je sufixom P,}
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Py |kir olkir
Ps K|
Py
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KMP(T, P)

1 T« PREFIXOVA_FUNKCIA(P); ¢+ 0
2fori=1tondo

5 whileqg>0 A Plg+ 1| #T|i| do q¢ — 7|q| od
s ifPlg+1]=TIi] then ¢ — ¢+ 1 fi

5 if ¢ = m then ¢ — m je platny posun ; q « 7|q] fi
6 od

PREFIXOVA_FUNKCIA(P)

1 1] «—0; k<0

2 for g — 2 to m do

5 whilek >0 A Plk+ 1] # Plq| do

4 k — w|k] od

5 if Pk + 1] = Plq] then k — k + 1 fi

6  mlq] — k od

7 return 7
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Politame 7|q|, pozndme «[1],...,w|q — 1]. Nech w|q — 1] = k.

P

K g-1 ¢
P|1..k] = Plx..q — 1]

ak Plk+ 1| =|q| tak P|l.k+ 1] = Plx..q] a wlg]=k+1

ak Pk +1] # [¢] tak hladdme iny prefix A taky, Ze A je sufixom
P, — kandidatom je prave 7|k| (z rovnosti P[l..k| = P|*..q — 1]
vyplyva, Ze aj sufixy tychto reazcov sa musia zhodovat).

Preto testujeme P|rw|k| + 1] s Plq].

V pripade nerovnosti postupujeme analogicky.
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Casova zlozitost algoritmu Knuth-Morris-Pratt

Pre PREFIXOVA_FUNKCIA pouZijeme metddu uctov.

Kazdy for cyklus z riadkov 2-6 dostane 3 kredity. 2 kreditmi
zaplatime prikazy z riadkov 5 a 6. Zvysny 1 kredit uloZime na ucet.

Pri kazdom vykonani prikazu v riadku 4 sa znizi hodnota k,
lebo 7|k] < k. Sdcasne je w|k] > 0 pre vSetky k a preto pocet
opakovani prikazu nie je vadési nez pocet ukoncenych opakovani
for cyklu. VSetky priradenia v riadku 4 preto mdéZeme zaplatit
kreditmi z uctu.

Zlozitost vypottu PREFIXOVA_FUNKCIA je ©(m).

Analogickym postupom sa ukaZe, Ze zloZitost algoritmu KMP je

O(n).
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