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Obsah prednášky

• Zložitošt, analýza zložitosti problémov a algoritmov

• Dátové štruktúry

– Haldy: binomiálna, Fibonacciho

– Reprezentácia množ́ın

• Techniky návrhu efekt́ıvnych algoritmov

– rozděl a panuj

– dynamické programovanie

– hladové heuristiky

– branch and bound

• Konkrétne algoritmy

– Grafové algoritmy

– Algoritmy pre prácu s rětazcami

NAII 1



Analýza zložitosti

• Výpočtový model, zložitostné kritérium. Zložitošt ako funkcia

d́lžky vstupu.

• Asymptotická zložitošt algoritmu

• Typy zložitosti

– zložitošt v najlepšom pŕıpade

– zložitošt v najhořsom pŕıpade

– priemerná zložitošt, vážený priemer

• Zložitošt problému vs. zložitošt algoritmu.
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Analýza zložitosti problému

• Dolný odhad zložitosti problému

• Horný odhad zložitosti problému — zložitošt konkrétneho

algoritmu pre problém

• Zložitošt problému
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Dolný odhad zložitosti problému - techniky

Informačná metóda riešenie problému v sebe obsahuje isté

množstvo informácie a v každom kroku výpočtu sme schopńı

určǐt len čašt tejto informácie (násobenie mat́ıc, cesta v grafe,

triedenie)

Redukcia

Metóda sporu Varianta A: za predpokladu, že algoritmus má

zložitošt menšiu než uvažovanú hranicu, vieme skonštruovať

vstup, na ktorom nedá korektné riešenie.

Varianta B: za predpokladu, že algoritmus nájde vždy korektné

riešenie, vieme skonštruovať vstup, pre ktorý zložitošt výpočtu

presiahne uvažovanú hranicu.
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Problém i-teho prvku postupnosti

Vstup postupnošt vzájomne rôznych celých č́ısel x = (x1, . . . , xn)

a č́ıslo i ∈ N

Úloha nájšt i-ty najmenš́ı prvok postupnosti, tj. č́ıslo k t.ž.

|{xj | xj ≤ xk}| = i

Ak i = ⌈n2⌉ hovoŕıme o mediáne.
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Dolný odhad

Lema. Nech algoritmus A je algoritmus založený na porovnávańı

prvkov a nech A rieši problém maximálneho prvku. Potom A muśı

na každom vstupe vykonať aspoň n− 1 porovnańı.

Dôkaz. (Varianta A)

Nech x = (x1, . . . , xn) je vstup d́lžky n, na ktorom A vykoná

menej než n− 1 porovnańı a nech xr je maximálny prvok v x.

Potom v x muśı existovať prvok xp taký, že p 6= r a v priebehu

výpočtu xp nebol porovnávaný so žiadnym prvkom va̋čš́ım než

on sám. Existencia takého prvku plynie z počtu vykonaných

porovnańı.

Ak v x zmeńıme hodnotu prvku xp na xr + 1, tak A urč́ı ako

maximálny prvok xr – spor.
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Veta. Každý algoritmus založený na porovnávańı prvkov, ktorý

rieši problém i-teho prvku postupnosti n prvkov pre 1 ≤ i ≤
⌈n/2⌉, muśı urobǐt pre každú vstupnú postupnosť aspoň n + i− 2

porovnańı.

Dôkaz. Označme M(n, i) počet porovnańı potrebných na nájdenie

i-teho prvku n prvkovej postupnosti č́ısel. Dokážeme, že pre každé

n a každé 1 ≤ i ≤ ⌈n/2⌉ plat́ı M(n, i) ≥ n+ i−2. Pre i > ⌈n/2⌉
plat́ı M(n, i) = M(n, n − i + 1), stač́ı ak č́ısla v postupnosti

prenásob́ıme č́ıslom -1.

Nech B je fixovaný algoritmus pre problém i-teho prvku a (x, i)

jeho fixovaný vstup. Uvážme výpočet B na x až do okamihu, keď

sa prvý krát porovnávajú prvky xk a xj také, že aspoň jeden z

nich už bol porovnávaný s niektorým ďaľśım prvkom postupnosti.
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Môže nastať niekǒlko pŕıpadov. Porovnávame maximá dvoch

usporiadaných párov (pŕıpad (b) na obrázku), minimá dvoch

usporiadaných párov (pŕıpad (c)), minimum jedného a maximum

druhého usporiadaného páru (pŕıpad (a)), minimum jedného páru

s prvkom, ktorý ešte nebol porovnávaný (pŕıpad (d)) a maximum

jedného páru s prvkom, ktorý ešte nebol porovnávaný (pŕıpad (e)).

(c)(a) (b)

x j

J

max

minmin

max

kx

max

min min

max

(e)(d)
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V pŕıpade (b) sa porovnávajú maximá dvoch predošlých porovnańı.

Uvážme postupnošt x̃ ktorá vznikne z x tak, že č́ıslo xk nahrad́ıme

č́ıslom max, ktoré bude v x̃ maximálnym a č́ıslo J nahrad́ıme č́ıslo

min, ktoré bude minimálnym. Výpočty B na x a x̃ sú až do

uvažovaného porovnania zhodné a preto výpočet B na x̃ obsahuje

3 porovnania, v ktorých vystupujú max a min.

Uvážme postupnošt ˜̃x, ktorá vznikne z x̃ odstráneńım max a min.

i-ty prvok postupnosti x̃ je zhodný s (i− 1)-vým prvkom ˜̃x. Preto

B na x̃ muśı urobǐt aspoň tǒlko porovnańı prvkov rôznych od max

a min ako B na ˜̃x, tj. aspoň M(n− 2, i− 1).

Spolu dostávame, že B na x̃ muśı urobǐt aspoň 3+M(n−2, i−1)

porovnańı, tj.

M(n, i) ≥ 3 + M(n− 2, i− 1) (1)
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Analogický vžtah plat́ı pre situácie (a) a (c). Pre pŕıpad (e)

odvod́ıme

M(n, i) ≥ 2 + M(n− 1, i) (2)

a pre pŕıpad (d)

M(n, i) ≥ 2 + M(n− 1, i− 1). (3)

Indukciou dokážeme, že M(n, i) ≥ n + i− 2.

Tvrdenie plat́ı pre n = 2 a i = 1, pretože M(2, 1) = 1.

Predpokladajme, že pre všetky m < n a r ≤ ⌈m/2⌉ plat́ı

M(m, r) ≥ m+r−2. Ukážeme že plat́ı pre n a všetky i ≤ ⌈n/2⌉.
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Pretože i− 1 ≤ ⌈n/2⌉ − 1 = ⌈(n− 2)/2⌉, tak v pŕıpade (1)

M(n, i) ≥ M(n− 2, i− 1) + 3

≥ (n− 2) + (i− 1)− 2 + 3 poďla ind.predpokladu

= n + i− 2

V pŕıpade (2) ak i ≤ ⌈(n− 1)/2⌉ tak

M(n, i) ≥ M(n− 1, i) + 2

≥ (n− 1) + i− 2 + 2 poďla ind.predpokladu

> n + i− 2
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Ak n je liché a i = (n + 1)/2, tak n− i = ⌈(n− 1)/2⌉ a preto

M(n, i) ≥ M(n− 1, i) + 2

= M(n− 1, n− i) + 2

≥ (n− 1) + (n− i)− 2 + 2 poďla ind.predpokladu

= 2n− i− 1

= n + i− 2 pretože n = 2i− 1

V pŕıpade (3) využijeme i− 1 ≤ ⌈n/2⌉ − 1 ≤ ⌈(n− 1)/2⌉
M(n, i) ≥ M(n− 1, i− 1) + 2

≥ (n− 1) + i− 1− 2 + 2 poďla ind.predpokladu

= n + i− 2

2
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Algoritmus Select pre problém i-teho prvku

Vstupom pre algoritmus Select je postupnošt x = (x1, . . . , xn)

vzájomne rôznych č́ısel a č́ıslo i ∈ N. Algoritmus nájde i-ty prvok

postupnosti x.

Zložitošt algoritmu je lineárna voči d́lžke postupnosti.
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1. n prvkov rozděl do ⌈n5⌉ skuṕın , z ktorých každá (s možnou

výnimkou jednej skupiny) obsahuje 5 prvkov.

2. nájdi medián každej z ⌈n5⌉ skuṕın

3. rekurźıvne volaj Select pre postupnošt mediánov nájdených

v kroku 2 a hodnotu ⌈⌈n5⌉/2⌉ (t.j. nájdi medián d z ⌈n5⌉
mediánov nájdených v kroku 2)

4. prvky postupnosti x (okrem d) rozděl do 2 skuṕın

skupina 1: prvky menšie než d (označme ich počet m)

skupina 2: prvky va̋čšie než d (ich počet je n−m− 1)

5. ak m + 1 = i tak d je ȟladaný i-ty prvok postupnosti x

ak i ≤ m tak rekurźıvne volaj Select pre skupinu 1 a č́ıslo i

ak i > m + 1 tak rekurźıvne volaj Select pre skupinu 2 a č́ıslo

i + m− 1
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Analýza zložitosti

1. O(n)

2. O(n) (medián 5-tich prvkov nájdeme v konštantnom čase)

3. T (⌈n5⌉) ( T (k) je zložitošt Select pre postupnošt k prvkov)

4. O(n)

5. záviśı od počtu prvkov menš́ıch resp. va̋čš́ıch než d

buď T (m) alebo T (n−m− 1).
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Odhad počtu prvkov menš́ıch a va̋čš́ıch než medián d

d

prvky vacsie nez d
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Počet prvkov va̋čš́ıch než d — každá skupina, ktorá má medián

aspoň d, obsahuje (aspoň) 3 prvky va̋čšie než d (s výnimkou

skupiny obsahujúcej d a skupiny, ktorá nemuśı by̌t úplná).

Počet prvkov va̋čš́ıch než d je preto aspoň

3

(⌈
1

2

⌈
n

5

⌉⌉
− 2

)
≥ 3n

10
− 6

Následne počet prvkov menš́ıch než d je maximálne 7n
10 + 6.

Analogicky odvod́ıme, že počet prvkov menš́ıch než d je aspoň
3n
10 − 6. Z toho plynie, že počet prvkov va̋čš́ıch než d je

maximálne 7n
10 + 6.

V najhořsom pŕıpade sa v bode 5. procedúra Select volá pre

postupnošt 7n
10 + 6 prvkov.
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T (n) =






f pre n ≤ 80,

f je vhodná konštanta

T (⌈n/5⌉) + T (7n/10 + 6) + en n > 80

Indukciou k n dokážeme T (n) ≤ cn, kde c je vhodná konštanta.

1. pre n ≤ 80 tvrdenie plat́ı

2.
T (n) ≤ c⌈n/5⌉+ c(7n/10 + 6) + en

≤ cn/5 + c + 7cn/10 + 6c + en

= 9cn/10 + 7c + en

= cn + (−cn/10 + 7c + en)

Ak zvoĺıme c tak, aby −cn/10+7+en ≤ 0, dostávame T (n) ≤ cn.
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Amortizovaná zložitošt

Technika umožňujúca presneǰsie určenie zložitosti.

Uvažujme výpočet, v ktorom sa postupne vykonajú operácie

I1, . . . , In.

Klasický pŕıstup Analyzujeme zložitošt každej operácie. Výsledná

zložitošt je súčtom zložitost́ı jednotlivých operácíı.

Technika amortizácie Analyzujeme postupnošt ako celok. Pou-

ž́ıvajú sa metódy

• zoskupeńı

• účtov

• potenciálových funkcíı
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Pŕıklady

Zásobńık

Operácie Push(S, x), Pop(S), Multipop(S, k) (vyberie k

prvkov z S resp. vyprázdni zásobńık ak | S |< k).

Uvažujme postupnošt n operácíı, každá operácia je Pop, Push

alebo Multipop.

Push a Pop majú zložitošt 1. V postupnosti n operácíı má

Multipop v najhořsom pŕıpade zložitošt n. Preto celá postupnošt

má v najhořsom pŕıpade zložitošt n2.
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Binárne poč́ıtadlo

k-bitové poč́ıtadlo implementované ako pole A[0 . . . k − 1].

Hodnota poč́ıtadla je x =
∑k−1

i=0 A[i]2i. Iniciálna hodnota

poč́ıtadla je 0.

Inc(A)

i← 0

while i ≤ k − 1 ∧ A[i] = 1

do A[i]← 0; i← i + 1 od

if i ≤ k − 1 then A[i]← 1 fi

Zložitošt operácie Inc je počet preklopených bitov v A,

tj. maximálne k.

Zložitošt postupnosti n (n < 2k+1) operácíı Inc je n · k.
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Metóda zoskupeńı

Operácie rozdeĺıme do skuṕın a analyzujeme zložitošt celej skupiny

operácii súčasne.

Zásobńık

Skupina 1 — operácie Push, súčet ich zložitost́ı nepresiahne n

Skupina 2 — operácie Pop a Multipop, súčet ich zložitost́ı

(= počet prvkov vybraných zo zásobńıka) nemôže by̌t va̋čš́ı než

počet vykonaných operácíı Push (= počet prvkov vložených do

zásobńıka). Zložitošt celej skupiny preto nepresiahne n.

Celá postupnošt má v najhořsom pŕıpade zložitošt 2n.
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Binárne poč́ıtadlo

Skupina 1 — preklopenie A[0], pri každom volańı Inc. Celková

zložitošt je n.

Skupina 2 — preklopenie A[1], pri každom druhom volańı Inc.

Celková zložitošt je ⌊n2⌋.

Skupina 3 — preklopenie A[2], pri každom štvrtom volańı Inc.

Celková zložitošt je ⌊n4⌋.

. . .

Počet skuṕın je k − 1

Postupnošt n operácii Inc má zložitošt
∑⌊logn⌋

i=0 ⌊n/2i⌋ < 2n.
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Metóda účtov

Každej operácii prirad́ıme kredit (č́ıslo), ktoré môže byť rôzne od

jej skutočnej ceny (zložitosti). Pri realizácii operácie zaplat́ıme jej

cenu kreditmi poďla nasledovných pravidiel:

– ak cena operácie ≤ kredit operácie, tak za operáciu zaplat́ıme

tǒlko kreditov, aká je jej cena, a zvyšné kredity ulož́ıme na účet,

– ak cena operácie > kredit operácie, tak kredity potrebné na

zaplatenie operácie vezmeme z účtu.

Počiatočný stav účtu je 0 kreditov. Ak počas celého výpočtu je

počet kreditov na účte nezáporný, tak súčet kreditov vykonaných

operácíı je ≥ cena vykonaných operácíı.
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Varianta

Kredity prirad́ıme objektom dátovej štruktúry, nad ktorou sa

operácie realizujú. Cena operácie sa zaplat́ı kreditmi objektov,

s ktorými operácia manipuluje.

Terminológia

Amortizovaná cena operácie = počet kreditov priradených operácii.
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Zásobńık

Operácia Cena Kredity

Push 1 2

Pop 1 0

Multipop min{k, |S|} 0

v okamihu, keď ob-

jekt vkladáme do zá-

sobńıka, si ”predpla-

t́ıme” jeho výber

Operáciu Push zaplat́ıme 1 kreditom, 1 kredit dáme na účet.

Operácie Pop a Multipop zaplat́ıme kreditmi z účtu.

Ľahko oveŕıme, že počas celého výpočtu plat́ı invariant počet

kreditov na účte je rovný počtu prvkov v zásobńıku. Z toho plynie,

že zostatok na účte nikdy neklesne pod 0.

Celková zložitošt postunosti n operácíı je ≤ súčet kreditov

vykonaných operácíı ≤ 2n.
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Binárne poč́ıtadlo

Operácia Cena Kredity

Nastavenie bitu na 1 1 2

Nastavenie bitu na 0 1 0

Operáciu nastavenie hodnoty premennej A[i] na 1 zaplat́ıme

jedným kreditom, 1 kredit dáme na účet premennej A[i].

Nastavenie hodnoty A[i] na 0 zaplat́ıme kreditom, ktorý má na

účte premenná A[i].

Počas celého výpočtu plat́ı invariant ak hodnota premennej A[i] je

1, tak premenná má na svojom účte 1 kredit.

Počas operácie Inc sa meńı hodnota premennej na 1 maximálne

raz. Preto amortizovaná cena operácie Inc je 2 a cena zložitosti

postupnosti n operácíı Inc je 2n.
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Metóda potenciálovej funkcie

Operácie sa realizujú nad dátovou štruktúrou. Potenciálová

funkcia Φ prirad́ı každej hodnote (obsahu) dátovej štruktúry č́ıslo.

Uvažujme postupnošt n operácíı, nech skutočná cena i-tej operácie

v tejto postupnosti je ci. Označme D0 iniciálnu hodnotu dátovej

štruktúry a Di jej hodnotu po vykonańı i-tej operácie.

Definujeme amortizovanú cenu i-tej operácie, ĉi, predpisom

ĉi
def
= ci + Φ(Di)− Φ(Di−1)
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Súčet amortizovaných cien operácíı je

n∑

i=1

ĉi =
∑n

i=1(ci + Φ(Di)− Φ(Di−1))

=
∑n

i=1 ci + Φ(Dn)− Φ(D0)

Za predpokladu Φ(Dn) ≥ Φ(D0) plat́ı
∑n

i=1 ĉi ≥
∑n

i=1 ci

t.j. súčet amortizovaných cien operácíı je horným odhadom pre

zložitošt celej postupnosti operácíı.

Aby sme zabezpečili platnošt podmienky Φ(Dn) ≥ Φ(D0), de-

finujeme potenciálovú funkciu tak, aby pre každú hodnotu D

dátovej štruktúry platilo, že jej potenciál Φ(D) je aspoň tak vělký,

ako potenciál počiatočnej hodnoty D0 dátovej štruktúry.
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Zásobńık

Dátová štruktúre je zásobńık.

Potenciálová funkcia = počet prvkov v zásobńıku.

Amortizovaná cena i-tej operácie - rozĺı̌sime poďla typu operácie

Push ĉi = 1 + (|S|+ 1)− |S| = 2

Pop ĉi = 1 + |S| − (|S|+ 1) = 0

Multipop ĉi =

{
k + (|S| − k)− |S| = 0 ak |S| > k

|S|+ 0− |S| = 0 ak |S| ≤ k

Pre všetky 1 ≤ i ≤ n plat́ı Φ(Di) ≥ Φ(D0).

Preto zložitošt celej postupnosti je
∑n

i=1 ci ≤
∑n

i=1 ĉi ≤ 2n
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Binárne poč́ıtadlo

Dátová štruktúra je pole A[0 . . . k − 1], potenciálová funkcia je

počet 1 v poli. Označme bi počet 1 v poč́ıtadle A[0 . . . k − 1] po

vykonańı i-tej operácie Inc.

Cena i-tej operácie Inc je ti+1, kde ti je počet bitov preklopených

z 1 na 0. Amortizovaná cena i-tej operácie je

ĉi = ti + 1 + (bi−1 − ti + 1)− bi−1 = 2.

Potenciálová funkcia je vždy nezáporná, potenciálová funkcia pre

počiatočnú hodnotu pǒla je 0.

Zložitošt postupnosti n operácíı Inc je
∑n

i=1 ci ≤
∑n

i=1 ĉi ≤ 2n.
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Dynamické tabǔlky

Do tabǔlky ukladáme položky, dopredu nie je známy počet polo-

žiek a teda ani vělkošt tabǔlky, ktorú máme alokovať. Dynamické

riešenie: pri naplneńı tabǔlky alokujeme novú, va̋čšiu tabǔlku a

položky do nej presunieme. Podobne, ak po odobrańı položiek je

tabǔlka nenaplnená, alokujeme novú, menšiu tabǔlku a položky do

nej presunieme.

Podporované operácie sú Table Insert, Table Delete. Pre

neprázdnu tabǔlku T definujeme faktor α(T ) ako pomer počtu

položiek uložených v tabǔlke a vělkosti tabǔlky. Prázdna tabǔlka

(tj. tabǔlka, ktorá nemá žiadne sloty) má vělkošt 0 a jej faktor

je 1.
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Na začiatku alokujeme prázdnu tabǔlku. Do tabǔlky, ktorej faktor

je < 1, môžeme vložǐt novú položku. Ak chceme vložǐt novú

položku do tabǔlky s faktorom 1, alokujeme najprv novú tabǔlku

s dvojnásobnou vělkoštou, položky starej tabǔlku do nej presunieme

a vlož́ıme novú položku. Naopak, z tabǔlky, ktorej faktor je > 1/2

môžeme položky odoberať. Ak je faktor 1/2, tak alokujeme novú

tabǔlku polovičnej vělkosti, prvky starej tabǔlky do nej presunieme

a položku odoberieme.

Cena jednej operácie Table Insert alebo Table Delete je

v najhořsom pŕıpade rovná počtu prvkov, ktoré presúvame do

novej tabǔlky. Cena postupnosti n operácíı typu Table Insert

a Table Delete je preto v najhořsom pŕıpade O(n2).
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Analyzujme amortizovanú zložitošt postupnosti n operácíı

Table Insert.

Metódou zoskupeńı

Skutočná cena i-tej operácie je i ak i je mocninou 2 a je 1 inak.

Prvú skupinu tvoria operácie, ktorých skutočná cena je 1. Druhú

skupinu tvoria operácie, pri ktorých sa alokuje nová tabǔlka.

n∑

i=1

ci ≤ n +
∑⌊log n⌋

j=0 2j

< n + 2n

= 3n
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Metódou kreditov

Každej operácii prirad́ıme 3 kredity. Jeden kredit zaplat́ı vloženie

položky do tabǔlky, 1 kredit dostane na svoj účet položka, ktorú

sme práve vložili do tabǔlky a 1 kredit dáme na účet položke,

ktorá je už v tabǔlke a nemá na svojom účte žiaden kredit.

Predpokladajme, že sme práve alokovali novú tabǔlku vělkosti m a

žiadna z m/2 položiek tabǔlky nemá na svojom účte žiaden kredit.

Než sa tabǔlka znovu naplńı, tak každá z týchto m/2 položiek ako

aj každá z m/2 nových položiek bude mať na svojom účte 1 kredit.

Tieto kredity sa použijú na presun položiek do novej tabǔlky.
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Metódou potenciálovej funkcie

Označme num[T ] počet položiek tabǔlky a size[T ] vělkošt tabǔlky.

Definujeme potenciálovú funkciu predpisom Φ(T ) = 2 · num[T ]−
size[T ]. Ak i nie je mocninou 2, tak amortizovaná cena i-tej

operácie je

ĉi = ci + Φi − Φi−1

= 1 + (2num[Ti]− size[Ti])− (2num[Ti−1]− size[Ti−1])

= 1 + 2 = 3

Pre i rovné mocnine 2 je amortizovaná cena

ĉi = ci + Φi − Φi−1

= num[Ti] + (2num[Ti]− size[Ti])− (2num[Ti−1]− size[Ti−1])

= 3
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Zložitošt postupnosti n operácíı typu Table Insert a

Table Delete je Θ(n2). Vysvetlite prečo.

Navrhnite lepšiu stratégiu tak, aby amortizovaná cena postupnosti

n operácíı typu Table Insert a Table Delete bola lineárna.
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Dátové štruktúry

Reprezentácia dynamickej množiny objektov spolu s operáciami

nad touto množinou objektov.

• zásobńık, fronta (Push, Pop)

• spájané zoznamy jednosmerné a dvojsmerné (Search, Insert,

Delete)

• slovńıky (Search, Insert, Delete)

• vyȟladávacie stromy (+ Minimum, Maximum, Predecessor,

Sucessor)

– obecný vyȟladávaćı strom

– vyvážené vyȟladávacie stromy: AVL, bielo-čierne stromy,

B-stromy, 2-3 stromy
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• haldy (Insert, Delete, Minimum)

– (binárna) halda

– binomiálna halda

– Fibonacciho halda

• reprezentácia dijunktných množ́ın (Insert, Find, UNION)

– spájané zoznamy

– UNION-FIND štruktúra
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Haldy

Dátové štruktúry pre reprezentáciu množiny prvkov, nad ktorými

je definované usporiadanie. Podporované operácie:

Make Heap() – vytvoŕı prázdnu haldu

Insert(H,x) – do haldy H vlož́ı prvok x

Minimum(H) – nájde minimálny prvok v H

Extract Min(H) – z haldy H odstráni minimálny prvok

Delete(H,x) – z haldy H odstráni prvok x

Union(H1,H2) – vytvoŕı novú haldu zjednoteńım háld H1,H2

Decrease Key(H,x, k) – zńıži hodnotu vrcholu x na k
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Halda – strom, každý vrchol stromu obsahuje ǩlúč = prvok

reprezentovanej množiny. Pre každý podstrom haldy plat́ı, že ǩlúč

koreňa je menš́ı alebo rovný než ǩlúče všetkých jeho následńıkov.

Binárna Binomiálna Fibonacciho

Operácia halda halda halda

Make-Heap Θ(1) Θ(1) Θ(1)

Minimum Θ(1) Θ(log n) Θ(1)

Insert Θ(log n) Θ(1) ∗ Θ(1)

Union Θ(n) Θ(log n) Θ(1)

Extract-Min Θ(log n) Θ(log n) Θ(log n) ∗

Delete Θ(log n) Θ(log n) Θ(log n) ∗

Decrease-Key Θ(log n) Θ(log n) Θ(1) ∗

* amortizovaná zložitošt
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Binomiálna halda

Binomiálny strom Bk – je definovaný rekurźıvne:

• binomiálny strom B0 obsahuje jediný vrchol,

• binomiálny strom Bk pozostáva z dvoch binomiálnych stromov

Bk−1, ktoré sú spojené tak, že koreň jedného z nich je

naǰlaveǰśım synom koreňa druhého z nich.

B

Bk-1

Bk-1

0

kB
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Vlastnosti binomiálneho stromu Bk

• Bk má 2k vrcholov, jeho h́lbka je k

• počet vrcholov h́lbky i je
(
k
i

)

• koreň stromu Bk má stupeň k

• synovia koreňa žlava doprava sú korene stromov Bk−1, . . . B0

Dôkaz: indukciou vzȟladom k hodnote k.

Stupeň vrchola je počet jeho synov. Stupeň stromu je stupeň jeho

koreňa.
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Binomiálna halda

Binomiálna halda je les H binomiálnych stromov, kde

• každý binomiálny strom v H má vlastnošt haldy tj. prvok

uložený vo vrchole je väčš́ı alebo rovný prvku, ktorý je uložený

v jeho otcovi,

• pre ľubovǒlné k existuje v H maximálne jeden strom stupňa k

• korene stromov tvoria zoznam usporiadaný vzostupne poďla

stupňa koreňov

6 2

7
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1

8

11

12

10 13

53
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Vlastnosti binomiálnej haldy

• halda s n vrcholmi má maximálne ⌈log n⌉ stromov

• schematicky môžeme haldu o n prvkoch vyjadrǐt pomocou

binárneho zápisu č́ısla n
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Operácie nad binomiálnou haldou

Vrchol stromu

je záznam s údajmi

p – ukazatěl na otca

key – ǩlúč

degree – počet synov

sibling –

ukazatěl na pravého brata

child –

ukazatěl na naǰlaveǰsieho syna

sibling

0
11

0
3

2
2

8
1

child

degree

key

p

Premenná head[H ] – ukazatěl na strom s minimálnym stupňom
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Nájdenie minimálneho prvku haldy

Minimálny prvok každého stromu je uložený v koreni. Preto stač́ı

prejšt koreňový zoznam. Zložitošt O(log n)

BH Minimum(H)

y ← Nil

x← head[H ]

min←∞
while x 6= Nil do

if key[x] < min then min← key[x]; y ← x fi

x← sibling[x]

od

return y
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Zjednotenie dvoch háld

1. Koreňové zoznamy háld H1 a H2 spoj́ıme tak, že stupne koreňov

tvoria neklesajúcu postupnošt. Zložitošt O(log n1 + log n2)
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2. Prechádzame vytvorený koreňový zoznam. Ak naraźıme na

dva stromy s rovnakým stupňom koreňa, spoj́ıme ich (analógia

sčitovania binárnych č́ısel). Zložitošt O(log n)

B B
kk

2 8 2

8

Bk+1

B B
kk

B
k

9 3 1 9

B
k+1

Bk

1

3
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BH Union(H1,H2)

1 H ←Make BH Heap()

2 head[H ]← BH Heap Merge(H1,H2)

3 if head[H ] = Nil then return H fi

4 prev x← Nil

5 x← head[H ]

6 next x← sibling[x]

7 while next x 6= Nil do

8 if (degree[x] 6= degree[next x]) ∨
9 (sibling[next x] 6= Nil ∧

10 degree[sibling[next x]] = degree[x])

11 then prev x← x; x← next x

12 else if key[x] ≤ key[next x]

13 then sibling[x]← sibling[next x]

14 BH Link(next x, x)
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15 else if prev x = Nil

16 then head[H ]← next x

17 else sibling[prev x]← next x fi

18 BH Link(x, next x)

19 x← next x fi

20 fi

21 next x← sibling[x]

22 od

23 return H

BH Link(y, z)

1 p[y]← z

2 sibling[y]← child[z]

3 child[z]← y

4 degree[z]← degree[z] + 1
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BH Heap Merge(H1,H2)

spoj́ı zoznam koreňov haldy H1 a haldy H2 do jeného zoznamu tak,

že korene sú usporiadané poďla stupňa (ako v algoritme triedenia

spájańım, Mergesort)
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Vloženie nového prvku do haldy

Operácia BH Insert pripoj́ı k halde H nový vrchol x. Predpokla-

dáme, že key[x] je vkladaný prvok a že pre ostatné parametre plat́ı

p[x] = Nil, child[x] = Nil, sibling[x] = Nil, a degree[x] = 0.

Zložitošt O(1) +O(log n)

BH Insert(H,x)

1 H ′←Make BH Heap()

2 head[H ′]← x

3 H ← BH Union(H,H ′)
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Odstránenie minimálneho prvku z haldy

Nájdeme koreň k s minimálnym prvkom. Odstránime k z ko-

reňového zoznamu. Z det́ı koreňa k vytvoŕıme novú haldu a

pripoj́ıme ju k pôvodnej halde. Zložitošt O(log n)

BH Extract Min(H)

1 nech x je koreň s minimálnym ǩlúčom; odstráň x z H

2 H ′←Make BH Heap()

3 obráť poradie, v ktorom sú spojené deti vrchola x

4 nech head[H ′]ukazuje na tento zoznam

5 H ← BH Union(H,H ′)
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Zńıženie hodnoty ǩlúča

Parametrom operácie je vrchol x a č́ıslo k. Operácia zmeńı hod-

notu ǩlúča uloženého v x na k za predpokladu, že k je menšie než

pôvodný ǩlúč uložený v x. BH Decrease Key zńıži hodnotu

ǩlúča a vrchol presúva smerom nahor (ako v binárnej halde).

Zložitošt O(log n).

BH Decrease Key(H,x, k)

1 if k > key[x] then chyba, nový ǩlúč je väčš́ı než pôvodný fi

2 key[x]← k; y ← x; z ← p[y]

3 while z 6= Nil ∧ (key[y] < key[z])

4 do exchange key[y]↔ key[z]

5 y ← z

6 z ← p[y] od
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Odstránenie prvku z haldy

Vrcholu, ktorý chceme odstránǐt, zńıžime pomocou

BH Decrease Key hodnotu ǩlúča na −∞ a operáciou

BH Extract Min ho odstránime z haldy. Zložitošt O(log n).

BH Delete(H,x)

1 BH Decrease Key(H,x,−∞)

2 BH Extract Min(H)
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Binárna Binomiálna Fibonacciho

Operácia halda halda halda

Make-Heap Θ(1) Θ(1) Θ(1)

Minimum Θ(1) Θ(log n) Θ(1)

Insert Θ(log n) Θ(1) ∗ Θ(1)

Union Θ(n) Θ(log n) Θ(1)

Extract-Min Θ(log n) Θ(log n) Θ(log n) ∗

Delete Θ(log n) Θ(log n) Θ(log n) ∗

Decrease-Key Θ(log n) Θ(log n) Θ(1) ∗
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Amortizovaná cena operácíı nad binomiálnou hladou

Invariant: každý strom v halde má na svojom účte 1 kredit.

Amortizovaná cena operácie BH Insert je O(1). 1 kredit zaplat́ı

vytvorenie nového vrcholu, 1 kredit dáme na účet novovytvorenému

stromu. Spájanie stromov zaplat́ıme kreditmi stromov, ktoré

spájame.

Amortizovaná cena operácie BH Union je O(log n). Kredity

použijeme na zaplatenie spájania koreňových zoznamov háld.

Spájanie stromov zaplat́ıme kreditmi stromov, ktoré spájame.

Amortizovaná cena operácie BH Extract Min je O(log n).

Kredity vlož́ıme na účet stromov, ktoré vznikli odstráneńım koreňa

s minimálnym prvkom. Spájanie stromov zaplat́ıme kreditmi

stromov, ktoré spájame.
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Fibonacciho halda

Je modifikáciou binomiálnej haldy. Dovǒluje efekt́ıvneǰsiu reali-

záciu operácíı Union, Minimum a Decrease Key; zároveň

nezhořsuje amortizovanú zložitošt ostatných operácíı.

Základné prinćıpy
• zavedenie ukazatěla na minimálny prvok

• štruktúra môže obsahovať viac stromov rovnakého stupňa

• stromy nie sú binomiálne (pri súčasnom zachovańı ich vyváženosti)

• operácie, ktoré nie sú potrebné, odkladáme a vykonáme ich až

keď je to nevyhnutné. Konkrétne, pri Union a Insert rea-

lizujeme jednoduché spojenie koreňových zoznamov (konštantná

zložitošt). Stromy spájame až pri volańı operácie

Decrease Key.

Fibonacciho halda 63



4 3 1

25

7

9

8

10

6

4 3 1 8

96

7

25

10

Fibonacciho halda 64



Vrchol stromu je záznam s údajmi

p – ukazatěl na otca key – ǩlúč

degree – počet synov mark – binárny pŕıznak

left – ukazatěl na ľavého brata right – ukazatěl na pravého brata

child – ukazatěl na syna

Premenné

min[H ] – ukazatěl na minimálny prvok Fibonacciho haldy

n[H ] – aktuálny počet prvkov v halde H

Označenie

D(n) – maximálny možný stupeň vrchola vo Fibonacciho halde

s n prvkami

m(H) – počet stromov v halde H
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Operácie

Vytvorenie prázdnej haldy

Make Fib Heap()

vytvoŕı prázdnu haldu H , head [H ] = nil

skutočná cena = 1

amortizovaná cena = O(1) (2 kredity na účet vytvoreného stromu)

Invariant výpočtu: každý strom má na svojom účte 2 kredity

Nájdenie minimálneho prvku

Fib Minimum(H)

udržujeme ukazatěl min[H ] na koreň obsahujúci minimálny prvok

skutočná = amortizovaná cena = 1
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Vloženie nového prvu do haldy

Operácia Fib Insert pripoj́ı k halde H nový vrchol x. Predpokla-

dáme, že key[x] je vkladaný prvok a že pre ostatné parametre plat́ı

p[x] = Nil, child[x] = Nil, left[x] = right[x] = x, mark[x] =

false a degree[x] = 0. Aktualizujeme hodnoty min[H ] a n[H ].

skutočná cena = O(1)

amortizovaná cena = O(1) (2 kredity na účet vytvoreného stromu)

Fib Insert(H,x)

1 spoj zoznam x so zoznamom H

2 if min[H ] = nil ∨ key[x] < key[min[H ]]

3 then min[H ]← x fi

4 n[H ]← n[H ] + 1
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Zjednotenie dvoch háld

– zoznamy H1 a H2 spoj́ıme do jedného

– aktualizujeme hodnoty min[H ] a n[H ].

skutočná = amortizovaná cena = O(1)

Fib Union(H1,H2)

1 H ←Make Fib Heap()

2 spoj zoznamy H1 a H2 do zoznamu H

3 if (min[H1] = nil) ∨ (min[H2] 6= nil ∧ min[H2] < min[H1])

4 then min[H ]← min[H2]

5 else min[H ]← min[H1] fi

6 n[H ]← n[H1] + n[H2]

7 return H
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Odstránenie minimálneho prvku z haldy

- všetkých synov koreňa z obsahujúceho minimálny prvok pripoj́ı-

me do koreňového zoznamu H

- odstránime z

- voláme Consolidate a uprav́ıme haldu tak, aby neobsahovala

dva stromy rovnakého stupňa

- v upravenej halde prechádzame koreňový zoznam a ȟladáme

nový minimálny prvok
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Úprava haldy ( Consolidate)

- využ́ıva pomocné pole rozmerov D(n[H ])

- prechádzame koreňový zoznam H , ukazatěl na každý koreň x

ulož́ıme do A[degree(x)]. Ak je hodnota A[degree(x)] 6= Nil,

tak prevedieme spojenie (Link) pŕıslušných stromov a ukazatěl

na výsledný strom ulož́ıme do A[degree(x) + 1]. V pŕıpade

potreby spájanie opakujeme.

- na základe informácii uložených v A vytvoŕıme nový koreňový

zoznam.
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Fib Exctract Min(H)

1 z ← min[H ]

2 if z 6= nil

3 then for pre každého syna x vrcholu z do

4 pridaj x do koreňového zoznamu haldy H

5 p[x]← nil od

6 odstráň z zo zoznamu H

7 if z = right[z]

8 then min[H ]← nil z bol jediný vrchol haldy

9 else min[H ]← right[z]

10 Consolidate(H) fi

11 n[H ]← n[H ]− 1

12 fi

13 return z
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Consolidate(H)

1 for i← 0 to D(n[H ]) do

2 A[i]← nil od

3 for pre každý vrchol w v koreňovom zozname haldy H do

4 x← w

5 d← degree[x]

6 while A[d] 6= nil do

7 y ← A[d]

8 if key[x] > key[y]

9 then exchange x↔ y fi

10 Fib Link(H, y, x)

11 A[d]← nil

12 d← d + 1 od

13 A[d]← x

14 od
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15 min[H ]← nil

16 for i← 0 to D(n[H ]) do

17 if A[i] 6= nil

18 then pridaj A[i] do koreňového zoznamu haldy H

19 if min[H ] = nil ∨ key[A[i]] < key[min[H ]]

20 then min[H ]← A[i]

21 fi

22 fi

23 od

Fib Link(H, y, x)

1 odstráň y z koreňového zoznamu haldy H

2 sprav y synom x, zvýš degree[x]

3 mark[y]← false
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Amortizovaná zložitošt operácie Fib Exctract Min(H)

Operácii prirad́ıme O(D(n[H ])) kreditov.

D(n) – maximálny možný stupeň vrchola vo Fibonacciho halde

s n prvkami

m(H) – počet stromov v halde H

Fib Exctract Min

- pripojenie synov vrcholu z do koreňového zoznamu ≈
konštantná zložitošt, tj. O(1) kreditov

- každý nový strom haldy dostane na svoj účet 2 kredity, tj. spolu

maximálne D(n[H ]) kreditov
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Consolidate

- inicializácia pǒla A ≈ D(n[H ]) + 1 kreditov

- vkladanie stromov do pǒla A a spájanie stromov (cyklus 1–14):

označme m počet stromov v halde, ktorú máme upravǐt. Každý

strom má na svojom účte 2 kredity. Počas cyklus vlož́ıme do

pǒla A m stromov a vykonáme k spájańı. Každé spájanie zńıž́ı

počet stromov o 1 a preto k < m. Na zaplatenie všetkých

operácii preto postačujú kredity, ktoré majú na svojich účtoch

stromy.

- vytvorenie nového koreňového zoznamu na základe informácíı

uložených v A a ȟladanie nového minima (cyklus 16–23) ≈
D(n[H ]) + 1 kreditov

- každému stromu v zrekonštruovanej halde dáme na účet 2 kredity

tj. spolu maximálne D(n[H ]) + 1 kreditov
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Zńıženie hodnoty ǩlúča

Ak sa zńıžeńım ǩlúča vo vrchole x poruš́ı vlastnošt haldy, tak

namiesto výmeny vrcholov (ako v binárnej a binomiálnej halde)

odrežeme celý podstrom s koreňom x a urob́ıme ho novým

stromom haldy, tj. pripoj́ıme ho do koreňového zoznamu (Cut).

V dôsledku prerezávania sa môže stať, že strom vysokého stupňa

má vělmi málo vrcholov a následne halda obsahuje vělmi věla

stromov. Preto pri opakovanom odrezávańı podstromov zároveň

znižujeme stupeň stromu.

Konkrétne: ak niektorému vrcholu odrežeme druhého syna

(pŕıznak mark), tak odrežeme aj tento vrchol od jeho otca a

v pŕıpade potreby postupujeme s odrezávańım smerom ku koreňu

(Cascading Cut)
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Fib Decrease Key(H,x, k)

1 if k > key[x] then chyba, nový ǩlúč je väčš́ı než pôvodný fi

2 key[x]← k

3 y ← p[x]

4 if y 6= nil ∧ key[x] < key[y]

5 then Cut(H,x, y)

6 Cascading Cut(H, y)

7 fi

8 if key[x] < key[min[H ]]

9 then min[H ]← x

10 fi
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Cut(H,x, y)

1 odstráň x zo zoznamu det́ı vrchola y; zńıž degree[y]

2 pridaj x do koreňového zoznamu haldy H

3 p[x]← nil

4 mark[x]← false

Cascading Cut(H, y)

1 z ← p[y]

2 if z 6= nil

3 then if mark[y] = false then mark[y]← true

4 else Cut(H, y, z)

5 Cascading Cut(H, z)

6 fi

7 fi
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Amortizovaná zložitošt operácie Fib Decrease Key

Na zaplatenie operácie postačuje 6 kreditov

- ak za neodrezáva žiaden vrchol, kredity sa nevyužijú

- ak sa odreže x od y

1 kredit zaplat́ı odrezanie

2 kredity dostane na účet strom s koreňom x (zachovanie

invariantu výpočtu)

3 kredity dostane na účet vrchol y

- v okamihu, keď potrebujeme odrezať y od jeho otca, má y na

svojom účte 6 kreditov, ktorými zaplat́ıme toto odrezanie
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Odhad hodnoty D(n)

Lema. Ak strom vo Fibonacciho halde má koreň stupňa k, tak

má aspoň 2⌈k/2⌉ vrcholov.

Dôkaz. Fixujme časový okamih. Nech x je ľubovǒlný vrchol haldy

a y1, . . . , ym jeho synovia v porad́ı, v akom boli pripájańı k x.

Uvážme vrchol yi. Vo chv́ıli, keď sa stal synom x, tak x mal aspoň

synov y1, . . . , yi−1. Pri spájańı stromov vždy spájame stromy

rovnakého stupňa, preto vo chv́ıli keď sa yi stal synom x mal aj yi

aspoň i − 1 synov. Odvtedy sme mu maximálne 1 syna odrezali.

Preto vo fixovanom okamihu má yi stupeň aspoň i− 2.

Ukázali sme, že vo Fibonacciho halde má i-ty syn každého vrchola

aspoň i−2 synov. Označme fi minimálny počet vrcholov v strome,

ktorý má uvedenú vlastnošt a jeho stupeň je i.
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Plat́ı f0 = 1, f1 = 2, fn+2 = fn+1 + fn.

Postupnošt (fi) má kladné členy, preto je rastúca a fk > 2fk−2.

Dosadeńım pre k liché

fk > 2 · fk−2 > 2 · 2 · fk−4 > . . . > 2⌊k/2⌋ · f1 = 2⌈k/2⌉.

Podobne pre k sudé.

2

Pozn.: presneǰśı odhad je fk ≥ ((1 +
√

5)/2)k.
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Dôsledok. Fibonacciho halda s n vrcholmi má nanajvýš 2 log n

stromov, tj. D(n) ≤ 2 log n.

Dôsledok. Amortizovaná zložitosť operácíı Fib Extract Min

a Fib Delete v postupnosti n operáciíı nad Fibonacciho haldou

je O(log n).

Poznámka: Pod Fibonacciho haldou rozumieme každú štruktúru,

ktorá vznikne z prázdnej haldy (tj. haldy vytvorenej operáciou

Make Fib Heap) aplikáciou uvedených operácíı.
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Dátové štruktúry pre disjunktné množiny

Dátové štruktúry pre reprezentáciu disjunktných množ́ın, z ktorých

každá má svojho jednoznačne určeného reprezentanta.

Podporované operácie:

Make Set(x) – vytvoŕı množinu obsahujúcu prvok x

Union(H1,H2) – vytvoŕı novú množinu zjednoteńım množ́ın H1

a H2

Find Set(x) – nájde reprezentanta množiny obsahujúcej prvok x.

Operácia Find Set dovǒluje efekt́ıvne testovať, či dva prvky

patria do tej istej množiny.

Implementácia pomocou spájaných zoznamov a lesa stromov.
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Spájané zoznamy

Množinu reprezentujeme ako spájaný zoznam, prvý prvok zoznamu

je reprezentantom množiny. Každý prvok zoznamu obsahuje uka-

zatěl na nasledujúci prvok zoznamu a na reprezentanta. Repre-

zentant obsahuje údaj o kardinalite množiny.

OP M O C

COMOP
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Operácia Find Set(x) má konštantnú zložitošt.

Operácia Union(H1,H2) vyžaduje spojenie zoznamov a aktua-

lizáciu ukazatělov na reprezentanta. Vždy pripájame množinu

s menš́ım počtom prvkov k množine s va̋čš́ım počtom prvkov.

Zložitošt je rovná kardinalite množiny, ktorú pripájame.
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Lema. Pri reprezentácii množ́ın spájanými zoznamami je zloži-

tosť postupnosti obsahujúcej m operácíı Union a Find Set a n

operácíı Make Set rovná O(m + n log n).

Dôkaz. Metódou účtov.

Operácii Make Set(x) prirad́ıme O(log n) kreditov, ktoré ulož́ı-

me na účet prvku x. Operáciam Union a Find Set prirad́ıme

O(1) kreditov.

Indukciou k i oveŕıme, že ak prvok x sa zúčastnil i zjednocovańı

(i-krát sa zmenil jeho ukazatěl na reprezentanta), tak množina

obsahujúca x má kardinalitu aspoň 2i. Preto kredity, ktoré dostal

prvok x, stačia na zaplatenie všetkých operácíı, ktorých sa x

účastńı.

2
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Les stromov

Množinu reprezentujeme ako strom. Každý vrchol ukazuje na

svojho otca. Reprezentantom množiny je prvok uložený v koreni

stromu. Každý vrchol x obsahuje údaj rank[x], ktorý zhora

ohraničuje výšku podstromu s koreňom x.

Union – koreň stromu s menš́ım rankom sa stane synom koreňa

stromu s va̋čš́ım rankom. Zložitošt operácie je konštantná.
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UNION
rank=2 rank=1

rank=2
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Les stromov

Množinu reprezentujeme ako strom. Každý vrchol ukazuje na

svojho otca. Reprezentantom množiny je prvok uložený v koreni

stromu. Každý vrchol x obsahuje údaj rank[x], ktorý zhora

ohraničuje výšku podstromu s koreňom x.

Union – koreň stromu s menš́ım rankom sa stane synom koreňa

stromu s va̋čš́ım rankom. Zložitošt operácie je konštantná.

Find Set(x) – sledujeme cestu od vrcholu obsahujúceho x do

koreňa. Následne prechádzame cestu ešte raz a každý vrchol cesty

urob́ıme synom koreňa.
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rank = 5

x
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Make Set(x)

1 p[x]← x

2 rank[x]← 0

Union(x, y)

1 Link(Find Set(x),Find Set(y))

Link(x, y)

1 if rank[x] > rank[y] then p[y]← x

2 else p[x]← y

3 if rank[x] = rank[y]

4 then rank[y]← rank[y] + 1 fi fi

Find Set(x)

1 if x 6= p[x] then p[x]← Find Set(p[x]) fi

2 return p[x]
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Lema. Pri reprezentácii množ́ın stromami je zložitosť postupnosti

obsahujúcej m operácíı Union a Find Set a n operácíı

Make Set rovná O(mα(n)).

Defińıcia funkcie α(n)

Pre prirodzené č́ısla k ≥ 0 a j ≥ 1 definujeme funkciu Ak(j)

Ak(j)
def
=






j + 1 pre k = 0

Ak−1(Ak−1(...Ak−1︸ ︷︷ ︸
j+1 krát

(j))) pre k ≥ 1

A1(j) = A0(A0(. . . A0(j)..)) = 2j + 1

A2(j) = A1(A1(. . . A1(j)..)) = 2j+1(j + 1)− 1

A3(1) = 2047

A4(1) = 16512 ≫ 1080
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Funkcia α(n) je inverzná k funkcii Ak(n)

α(n)
def
= min{k | Ak(1) ≥ n}

α(n) =






0 pre 0 ≤ n ≤ 2

1 pre n = 3

2 pre 4 ≤ n ≤ 7

3 pre 8 ≤ n ≤ 2047

4 pre 2048 ≤ n ≤ A4(1) ≈ 1080
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Dátová štruktúra Union-Find a Kruskalov algoritmus

Úlohou je pre daný neorientovaný graf G = (V,H) s ohodnoteńım

hrán w nájšt najlacneǰsiu kostru. Algoritmus využ́ıva dátovú štruk-

túru Union-Find na reprezentáciu disjunktných množ́ın; každá

množina reprezentuje jeden strom v aktuálnom lese. Postupne uva-

žujeme hrany grafu v neklesajúcom porad́ı poďla ich ohodnotenia.

Ak koncové vrcholy hrany (u, v) patria do rôznych stromov,

tak hranu pridáme do kostry a pŕıslušné množiny zjednot́ıme.

Kruskal((V,H), w)

1 for každý vrchol v ∈ V do Make Set(v) od

2 utrieď hrany z H do neklesajúcej postupnosti poďla w

3 for každú hranu (u, v) v danom porad́ı do

4 if Find Set(u) 6= Find Set(v)

5 then K ← K ∪ {(u, v)}; Union(u, v) fi od

6 return K
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Techniky návrhu algoritmov

• Rozděl a panuj

• Dynamické programovanie

• Hladové algoritmy

• Backtracking

• ...
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Rozděl a panuj

1. Problém rozděl na podproblémy

2. Vyrieš podproblémy

3. Z riešeńı podproblémov zostav riešenie problému
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Maximálny a minimálny prvok

Problém nájdenia maximálneho a minimálneho prvku postupnosti

S[1..n]. Zložitostné kritérium - počet porovnańı prvkov.

Max(S)

1 max← S[1]

2 for i = 2 to n do

3 if S[i] > max then max← S[i] fi

4 od

Minimum nájdeme medzi zvyšnými n− 1 prvkami podobne.

Celkove (n− 1) + (n− 2) porovnańı.
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Pŕıstup Rozděl a panuj

1. Problém rozděl na podproblémy

2. Vyrieš podproblémy

3. Z riešeńı podproblémov zostav riešenie problému

1. pole rozděl na dve (rovnako vělké) podpostunosti

2. nájdi minimum a maximum oboch podpostupnost́ı

3. maximálny prvok postupnosti je va̋čš́ı z maximálnych prvkov

podpostupnost́ı

podobne minimálny prvok
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1 function Maxmin(x, y) **predpoklad x < y

2 if y = x + 1 then return (max(S[x], S[y]),min(S[x], S[y])) fi

3 if y = x + 2

4 then použit́ım 3 porovnańı utrieď S[x], S[x + 1], S[y]

5 return (max,min)

6 fi

7 if y > x + 2

8 then (max1,min1)←Maxmin(x, ⌊(x + y)/2⌋)
9 (max2,min2)←Maxmin(⌊(x + y)/2⌋+ 1, y)

10 return (max(max1,max2)min(min1.min2))

11 fi

Korektnošt: indukciou vzȟladom k n = y − x + 1 ukážeme, že

Maxmin(x, y) vráti maximálnu a minimálnu hodnotu S[x..y].
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Zložitošt: (počet porovnańı)

T (n) =






1 pre n = 2

3 pre n = 3

T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉) + 2 inak

Indukciou k n oveŕıme, že T (n) ≤ 5
3n− 2.

1. Pre n = 2 plat́ı 5
3 · 2− 2 > 1 = T (2).

Pre n = 3 plat́ı 5
3 · 3− 2 ≥ 3 = T (3).

2. Predpokladajme platnošt nerovnosti pre všetky hodnoty 2 ≤
i < n, dokážeme jej platnošt pre n.

T (n) = T (⌊n/2⌋) + T (⌈n/2⌉) + 2 indukčný predp.

≤ 5

3
⌊n/2⌋ − 2 +

5

3
⌈n/2⌉ − 2 + 2 =

5

3
n− 2
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Dynamické programovanie

1. Charakterizuj štruktúru optimálneho riešenia

optimálne riešenie problému v sebe obsahuje optimálne riešenia

podproblémov

2. Rekurźıvne definuj hodnotu optimálneho riešenia

3. Vypoč́ıtaj hodnotu optimálneho riešenia zdola-nahor

4. Z vypoč́ıtaných hodnôt zostav optimálne riešenie

Technika je vhodná pre riešenie optimalizačných problémov,

u ktorých dochádza k prekrývaniu podproblémov.
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Násobenie mat́ıc

Je daná postupnošt mat́ıc 〈A1, . . . , An〉
Matica Ai má rozmery pi−1 × pi.

Úlohou je vypoč́ıtať ich súčin, zložitostné kritérium je počet

skalárnych násobeńı. Zložitošt výpočtu záviśı od poradia, v akom

násob́ıme matice.

Úlohou je navrhnúť algoritmus, ktorý urč́ı, v akom porad́ı sa majú

matice násobǐt tak, aby celková zložitošt výpočtu bola minimálna.

Počet rôznych spôsobov, ako môžeme uzátvorkovať postupnošt n

mat́ıc, P (n), je

P (n) =

{
1 pre n = 1
∑n−1

k=1 P (k) · P (n− k) pre n > 1

Indukciou k n oveŕıme, že P (n) ≥ 2n−2.
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10 x 20 20 x 50 50 x 1 1 x 100

50 x 100

20 x 100

10 x 100

cena = 5 000

cena = 100 000

cena = 20 000

celkova cena = 125 000

10 x 20 20 x 50 50 x 1 1 x 100

cena = 1 000

cena = 200

cena = 1 000

celkova cena = 2 200

20 x 1

10 x 1

10 x 100
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Štruktúra optimálneho riešenia

Označme Ai..j (i ≤ j) súčin mat́ıc Ai, . . . , Aj.

Pre výpočet Ai..j muśıme najprv vypoč́ıtať Ai..k a Ak+1..j pre

nejaké k a nakoniec vynásobǐt matice Ai..k ·Ak+1..j .

Podproblémami problému ozátvorkovania post. < Ai, . . . , Aj > je

ozátvorkovanie postupnost́ı < Ai, . . . , Ak >, < Ak+1, . . . , Aj >

pre všetky i ≤ k < j.

Nech optimálne ozátvorkovanie rozdeĺı Ai · · ·Aj medzi Ak a

Ak+1. Ľahko oveŕıme (sporom), že aj ozátvorkovanie Ai · · ·Ak a

Ak+1 · · ·Aj muśı byť optimálne.

Preto ak poznáme optimálne riešenia všetkých podproblémov,

môžeme zostavǐt riešeniu problému.
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Hodnota optimálneho riešenia

Označme m[i, j] minimálny počet skalárnych násobeńı potrebný

na výpočet Ai..j. Plat́ı

m[i, j] =

{
0 ak i = j

mini≤k<j{m[i, k] + m[k + 1, j] + pi−1pkpj} ak i < j

Pretože m[i, j] určuje len hodnotu optimálneho riešenia ale

nie optimálny spôsob ozátvorkovania, definujeme s[i, j] ako tú

hodnotu k, pre ktorú sa realizuje minimum.
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Výpočet hodnoty optimálneho riešenia

technikou Rozděl a panuj

1 function m[i, j]

2 if i = j then return (0)

3 else return (mini≤k<j{m[i, k] + m[k + 1, j] + pi−1pkpj})
4 fi

Zložitošt: nech T (n) je zložitošt výpočtu m[i, j] pre j − i + 1 = n.

Pre n > 0 je (d je vhodná konštanta)

T (n) =
n−1∑

k=1

(T (k) + T (n− k)) + dn = 2
n−1∑

k=1

T (k) + dn

Plat́ı T (n)− T (n− 1) = 2T (n− 1) + d a T (n) = Θ(3n)
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Výpočet hodnoty optimálneho riešenia

technikou Dynamického programovania

1 Násobenie mat́ıc〈A1, . . . , An〉
2 for i = 1 to n do m[i, i]← 0 od

3 for l = 2 to n do

4 for i = 1 to n− l + 1 do

5 j ← i + l − 1;

6 m[i, j]←∞
7 for k = i to j − 1 do

8 q ← m[i, k] + m[k + 1, j] + pi−1pkpj

9 if q < m[i, j] then m[i, j]← q; s[i, j]← k fi

10 od

11 od

12 od
Zložitošt: T (n) = O(n3).
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Zostavenie optimálneho riešenia

1 Postup Násobenia(s, i, j)

2 if i = j then print Ai

3 else print “(”

4 Postup Násobenia(s, i, s[i, j])

5 Postup Násobenia(s, s[i, j] + 1, j)

6 print “)”

7 fi
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Najva̋čšia spoločná podpostupnošt

Nech X =< x1, . . . , xm > a Z =< z1, . . . , zk > sú postupnosti

symbolov. Z je podpostupnosťou X práve ak existuje rastúca

postupnošt indexov < i1, . . . , ik > postupnosti X taká, že pre

všetky j = 1, . . . , k plat́ı xij = zj.

Pre dané dve postupnosti symbolov X a Y hovoŕıme, že

postupnošt Z je ich spoločnou podpostupnosťou práve ak Z je

podpostupnoštou X aj Y .

Problém najdlhšej spoločnej podpostupnosti je pre dané dve

postupnosti symbolov X a Y nájšt ich najdlhšej spoločnú

podpostupnošt (NSP).
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Štruktúra optimálneho riešenia

Označenie: pre postupnošt X =< x1, . . . , xm > definujeme jej

i-ty prefix (pre i = 0, . . . ,m) ako Xi =< x1, . . . , xi >.

Nech X =< x1, . . . , xm > a Y =< y1, . . . , yn > sú postupnosti

symbolov a nech Z =< z1, . . . , zk > je ich NSP.

1. Ak xm = yn tak zk = xm = yn a Zk−1 je NSP postupnost́ı

Xm−1 a Yn−1.

2. Ak xm 6= yn a zk 6= xm, tak Z je NSP postupnost́ı Xm−1 a Y .

3. Ak xm 6= yn a zk 6= yn, tak Z je NSP postupnost́ı X a Yn−1.
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Hodnota optimálneho riešenia

Definujme c[i, j] ako d́lžku NSP postupnost́ı Xi a Yj. Plat́ı

c[i, j] =






0 ak i = 0 alebo j = 0

c[i− 1, j − 1] + 1 ak i, j > 0 a xi = yj

max(c[i, j − 1], c[i − 1, j]) ak i, j > 0 a xi 6= yj

Poradie výpočtu: c[1, 1], . . . , c[1, n],

c[2, 1], . . . , c[2, n],
... ...

c[m, 1], . . . , c[m,n]
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Výpočet hodnoty optimálneho riešenia

NSP(X,Y )

1 for i = 1 to m do c[i, 0]← 0 od

2 for j = 0 to n do c[0, j]← 0 od

3 for i = 1 to m do

4 for j = 1 to n do

5 if Xi = Yj then c[i, j]← c[i− 1, j − 1] + 1

6 b[i, j]← ♣
7 else if c[i− 1, j] ≥ c[i, j − 1]

8 then c[i, j]← c[i− 1, j]

9 b[i, j]← ♠
10 else c[i, j]← c[i, j − 1]

11 b[i, j]← ♥
12 fi fi od od

13 return c, b
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Zostavenie optimálneho riešenia

Print NSP(b,X, i, j)

1 if i = 0 ∨ j = 0 then return fi

2 if b[i, j] = ♣ then Print NSP(b,X, i− 1, j − 1)

3 print xi

4 else if b[i, j] = ♠
5 then Print NSP(b,X, i− 1, j)

6 else Print NSP(b,X, i,−1)

7 fi

8 fi
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Ďaľsie pŕıklady algoritmov dynamického programovania

• Floydov algoritmus

• Warshallov algoritmus

• Konštrukcia vyváženého binárneho vyȟladávacieho stromu
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Hladové algoritmy

1. Technika je vhodná pre riešenie optimalizačných problémov,

ktoré majú optimálnu subštruktúru (optimálne riešenie problému

v sebe obsahuje optimálne riešenie podproblémov).

2. Pre źıskanie optimálneho riešenia stač́ı poznať optimálne riešenie

jedného z podproblémov. Tento podproblém vyberáme na zákla-

de kritéria lokálnej optimality (KLO), tj. bez znalosti jeho

riešenia.

3. Vo výpočte postupujeme zhora nadol.

Technika nie je použitělná pre všetky optimalizačné problémy.
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Problém minćı

K dispoźıcii máme mince hodnoty h1, . . . , hk, počet minćı každej

hodnoty je neobmedzený. Úlohou je pre dané N zaplatǐt sumu N

za použitia čo najmenšieho počtu minćı.

Problém má optimálnu subštruktúru, pretože ak použijeme mincu

hodnoty hi, tak na zaplatenie sumy N − hi muśıme opa̋ť použǐt

optimálny počet minćı.

Označme MIN [i] minimálny počet minćı, ktoré sú potrebné na

zaplatenie sumy i. Plat́ı

MIN [i] =

{
0 pre i = 0

1 + min1≤j≤k{MIN [i− hj]} pre i > 0
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Dynamický pŕıstup: poč́ıtame hodnoty MIN [1], . . . ,MIN [N ].

ZLožitošt je O(Nk), algoritmus vždy vypoč́ıta optimálnu hodnotu.

Hladový pŕıstup: KLO = ak máme zaplatǐt hodnotu i, tak

vyberieme mincu hx maximálnej hodnoty takú, že hx ≤ i.

Mince(i)

1 predpokladáme, že h1 > h2 > . . . > hk

2 s← 0

3 for m = 1 to k do

4 while i ≥ hm do i← i− hm; s← s + 1 od

5 od

6 return s

Pre mince hodnoty 6, 4, 1 a sumu 8 algoritmus nenájde optimálne

riešenie!!
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Problém pásky

Je daných n súborov d́lžky m1,m2, . . . ,mn. Súbory sa majú uložǐt

na pásku. Všetky súbory sa budú z pásky č́ıtǎt. Pŕıstupový čas

k súboru i je rovný súčtu d́lžok súborov, ktoré sú na páske uložené

pred ńım, plus jeho d́lžka mi. Úlohou je uložǐt súbory na pásku

v takom porad́ı, aby sa súčet pŕıstupových časov k jednotlivým

súborom minimalizoval.

Problém má optimálnu subštruktúru, pretože ak ako prvý ulož́ıme

na pásku súbor i, tak ostatné súbory muśıme usporiadať optimálne.

Hladový algoritmus: KLO = vyber spomedzi ešte neuložených

súbor najkraťśı a ulož ho na pásku (tj. ulož súbory na pásku od

najkraťsieho po najdlhš́ı).
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Korektnošt

Lema 1. Každá permutácia (i1, . . . , in) súborov taká, že postup-

nosť mi1, . . . ,min je neklesajúca, má minimálny súčet pŕıstupových

časov.

Dôkaz. Nech Π = (i1, . . . , in) je permutácia (1, . . . , n) taká,

že postupnošt mi1, . . . ,min nie je neklesajúca. Preto existuje

1 ≤ j < n pre ktoré mij > mij+1
. Nech Π′ je permutácia,ktorá

vznikne z Π prehodeńım ij a ij+1. Cena permutácíı Π a Π′ je

C(Π) =
n∑

k=1

k∑

j=1

mij =
n∑

k=1

(n− k + 1)mik
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C(Π′) =

j−1∑

k=1

(n− k + 1)mik + (n− j + 1)mij+1
+ (n− j)mij

+

n∑

k=j+2

(n− k + 1)mik

Z toho

C(Π)− C(Π′) = (n− j + 1)(mij −mij+1
) + (n− j)(mij+1

−mij)

= mij −mij+1
> 0

Preto Π nemá minimálny súčet pŕıstupových časov. Naviac ľahko

oveŕıme, že všetky permutácie požadovaných vlastnost́ı majú

rovnaký (a teda minimálny) súčet pŕıstupových časov. 2
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Rozvrh

Je daných n prednášok, každá prednáška i má pevne stanovený

svoj začiatok zi a koniec ki (zi ≤ ki). Prednášky i a j nazveme

kompatibilné práve ak zi ≥ kj alebo zj ≥ ki. Úlohou je vybrať

čo najva̋čšiu množinu vzájomne kompatibilných prednášok (tj.

prednášok, ktoré sa možu konať v jednej posluchárni).

Hladový algoritmus: KLO = vyber prednášku, ktorá má minimálnu

hodnotu ki a je kompatibilná s už vybranými prednáškami.

1 predpokladáme, že k1 ≤ k2 ≤ . . . ≤ kn

2 A← {1}; j ← 1

3 for i = 2 to n do if zi ≥ kj then A← A ∪ {i}
4 j ← i fi od

5 return A
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Korektnošt

Indukciou vzȟladom k vělkosti vypoč́ıtaneho rozvrhu A.

1. |A| = 1

Zrejme A = {1} a z výpočtu plynie, že žiadna z prednášok nie

je kompatibilná s 1. Potom ale žiadne dve prednášky nie sú

kompatibilné a nájdené riešenie je optimálne.

2. |A| = i, predpokladáme platnošt pre |A| ≤ i− 1

V prvom kroku sa do A zarad́ı prednáška 1. V následnom

výpočte sa algoritmus aplikuje na výpočet rozvrhu pre množinu

S′ prednášok kompatibilných s 1 a vypoč́ıta sa A′ = A \ {1}.
Pretože |A′| = i−1, je poďla IP optimálny. Ukážeme, že potom

aj A je optimálny rozvrh pre všetky prednášky.
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(a) A zrejme obsahuje kompatibilné úlohy.

(b) A je maximálny – ukážeme sporom.

Nech by existoval rozvrh B pre S taký, že |B| > |A|. Potom

existuje rozvrh B′ taký, že |B′| = |B| a B′ obsahuje 1 (B′ =

(B \ {i}) ∪ {1}, kde i je úloha z B s najmenš́ım ki. Rozvrh

B′ je kompatibilný, pretože k1 ≤ ki.). Ale potom aj B′ \ {1}
je rozvrhom pre S′. Plat́ı |B′| − 1 = |B| − 1 > |A| − 1 = |A′|
a to je spor s optimalitou A′.
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Pŕıklady hladových algoritmov

• Dijkstrov algoritmus pre problém najkraťśıch ciest z daného

vrchola

• Kruskalov a Primov algoritmus pre najlacneǰsie kostry

• Huffmanove kódy
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Backtracking

Technika preȟladávania priestoru potenciálnych riešeńı založená

na prinćıpe Rozděl a panuj.

- do priestoru potenciálnych riešeńı vnesieme stromovú štruktúru,

(binárne rětazce, k-árne rětazce, permutácie, kombinácie)

- stromovú štruktúru preȟladávame do h́lbky

- preȟladávanie zefekt́ıvnime odrezávańım ciest, ktoré dokázatělne

nevedú k ȟladanému riešeniu

Pŕıklady

Batoh – potenciálne riešenia sú všetky podmnožiny predmetov

Hamiltonovský cyklus – p.r. sú všetky permutácie vrcholov grafu

k-klika – p.r. sú všetky kombinácie k-tej triedy vrcholov grafu
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Návrh backtrackovacieho algoritmu

1. Vǒlba spôsobu reprezentácie potenciálnych riešeńı.

2. Generovanie potenciálnych riešeńı technikou Rozděl a panuj.

3. Testovanie požadovanej vlastnosti.

4. Odrezávanie neperspekt́ıvnych ciest.
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Problém tyč́ı

Daných je n tyč́ı d́lžky d1, . . . , dn a č́ıslo D ∈ N. Úlohou je vybrať

tyče tak, aby súčet ich d́lžok bol presne D.

1. Potenciálne riešenia sú všetky spôsoby výberu tyč́ı. Riešenia

budeme reprezentovať ako binárne rětacze, konkrétne pomocou bi-

nárneho pǒla A[1..n]. Hodnota A[i] = 1 práve ak tyč i je vybraná.

Binárne rětazce vytvárajú stromovú štruktúru
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0    0    0 1    0   0 0    1   0 1   1    0

?   0    0 ?    1    0

?   ?   0

?    ?   ?

?    ?   1

?   0    1

0    0    1 1    0   1

?    1    1

0    1   1 1    1    1

1 Tyč(m, l)

2 if m = 0 then if l = 0 then print A fi

3 else A[m]← 0

4 Tyč(m− 1, l)

5 if dm ≤ l then A[m]← 1;

6 Tyč(m− 1, l − dm) fi

7 fi

2. Strom preȟladávame do h́lbky: pole A naṕlňame zprava dǒlava.
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0    0    0 1    0   0 0    1   0 1   1    0

?   0    0 ?    1    0

?   ?   0

?    ?   ?

?    ?   1

?   0    1

0    0    1 1    0   1

?    1    1

0    1   1 1    1    1

3. Požadovanú vlastnošt testujeme v okamihu, keď máme vy-

generované celé potenciálne riešenie (riadok 2, základ rekurzie).

4. Cesty odrezávame, keď d́lžka vybraných tyč́ı prekroč́ı daný limit

(riadok 5).

Poznámka: technikou dynamického programovania sa probĺem dá

riešǐt v čase O(nD).

Zobecnenie pre pŕıpad, že daných je ki tyč́ı dĺžky di.
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Hamiltonovský cyklus

Hamiltonovský cyklus v orientovanom grafe je cyklus, ktorý navšt́ıvi

každý vrchol grafu práve raz. Úlohou je nájšt v danom grafe

G = (V,H) Hamiltonovský cyklus.

Reprezentácia grafu: polia N [1..n, 1..s] a S[1..n], kde n je počet

vrcholov grafu a s je maximálny stupeň vrcholu v grafe. Hodnota

S[i] je stupeň vrcholu i a N [i] je zoznam susedov vrcholu i.

1. Potenciálne riešenia sú všetky cykly d́lžky n v grafe.

Riešenia reprezentujeme ako rětazce nad abecedou {1, . . . , n}
(pole A[1..n]), cyklus je A[n]→ A[n− 1]→ · · · → A[1]→ A[n].

Aby sme mohli prerezávať neperspekt́ıvne cesty, ktoré nie sú

Hamiltonovské, použijeme pomocné pole P [1..n]; hodnota P [i] je

false ak aktuálna cesta už navšt́ıvila vrchol i.
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1 for i = 1 to n− 1 do P [i]← true od

2 P [n]← false; A[n]← n

3 Hamilton(n− 1)

4 procedure Hamilton(m)

5 if m = 0 then Kontrola(A)

6 else for j = 1 to S[A[m + 1]] do

7 w ← N [A[m + 1], j]

8 if P [w] then P [w]← false; A[m]← w

9 Hamilton(m− 1)

10 P [w]← true fi od fi

11 procedure Kontrola(A)

12 ok ← false

13 for j = 1 to S[A[1]] do if N [A[1], j] = A[n] then ok ← true fi od

14 if ok then printA
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2. Strom riešeńı preȟladávame do h́lbky; pole A naṕlňame zprava

3. Po vygenerovańı Hamiltonovskej cesty d́lžky n testujeme (pro-

cedúra Kontrola), či je možné cestu uzavrieť do cyklu.

4. Neperspekt́ıvne cesty odrezávame vždy keď sa nich zopakuje

niektorý vrchol druhý krát (riadok 8).

Zložitošt T (n) algoritmu je (b, c sú vhodné konštanty)

T (n) ≤
{

bs ak n = 1

sT (n− 1) + c inak

Z toho T (n) = O(sn).
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Hamiltonovský cyklus - riešenie založené na permutáciach

Potenciálne riešenia – permutácie postupnosti (1, . . . , n). Permu-

tácie sú uložené v poli A[1..n], iniciálne A[i] = i pre i = 1, . . . , n

Algoritmus generovania permutácíı

1 procedure Permutácie(m)

2 if m = 1 then kontrola vlastnost́ı

3 else Permutácie(m− 1)

4 for i = m− 1 downto 1 do

5 vymeň A[m] a A[i]

6 Permutácie(m− 1)

7 vymeň A[m] a A[i]

8 od fi

Algoritmus doplńıme o kontrolu, či vygenerovaná permutácia tvoŕı

Ham. cyklus. Graf je zadaný maticou susednosti M [1..n, 1..n].
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1 for i = 1 to n do A[i]← i od

2 Hamilton Perm(n− 1)

3 procedure Hamilton Perm(m)

4 if m = 0 then Kontrola Perm(A)

5 else for i = m downto 1 do

6 if M [A[m + 1], A[i]]

7 then vymeň A[m] a A[i]

8 Hamilton Perm(m− 1)

9 vymeň A[m] a A[i] fi

10 od

11 fi

12 procedure Kontrola Perm(A)

13 if M [A[1], n] then print A fi

Backtracking - Hamiltonovský cyklus 144



Označme T (n) počet výmen, ktoré urob́ı počas výpočtu algoritmus

Hamilton Perm(n). Potom

T (n) =

{
0 pre n = 1

nT (n− 1) + 2(n− 1) pre n ≥ 2

Indukciou vzȟladom k n sa ukáže T (n) ≤ 2n!− 2.

Zložitošt problému Hamiltonovského cyklu je

• O(sn) – algoritmus založený na rětazcoch

• O((n− 1)!) – algoritmus založený na permutáciach

Algoritmus založený na rětazcoch je lepš́ı ak s ≤ n/e.
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Grafové algoritmy

• Preȟladávanie (prieskum) grafov a rôzne druhy súvislosti

• Stromy a kostry

• Optimálne sledy

• Toky v sietiach

• ....
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Hledáńı minimálńı kostry grafu

Je dán souvislý neorientovaný graf G = (V,H) spolu

s ohodnoceńım hran (váhovou funkćı) w : H → R
+.

Množinu K ⊆ H nazveme kostrou grafu G, jestliže je graf G′ =

(V,K) souvislý a acyklický (kostra je vždy stromem).

Definujeme váhu kostry K předpisem

w(K)
def
=

∑

h∈K

w(h).

Minimálńı kostrou rozuḿıme kostru s minimálńı váhou.

Minimálńı kostry 147



Př́ıklad:

4

8 7

9

4

2

1 2

11

8
7 6

10

14

Minimálńı kostra K má váhu

w(K) = 4 + 8 + 7 + 9 + 2 + 4 + 1 + 2 = 37.
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Růst minimálńı kostry

Inicializace : K = ∅
Do K přidáváme postupně (po jedné) hrany, dokud nedosáhneme

kostry.

Invariant : K je podmnožinou nějaké minimálńı kostry.

Nechť K je množina hran, která je podmnožinou nějaké minimálńı

kostry grafu G. Hranu h ∈ H nazveme bezpečnou hranou pro

množinu K ⊆ H , jestliže h 6∈ K a K ∪ {h} je stále podmnožinou

nějaké minimálńı kostry.
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Obecný algoritmus pro nalezeńı minimálńı kostry

Min-kostra((V,H), w)

1 K ← ∅
2 while K netvoř́ı kostru do

3 Vyber hranu h, která je bezpečná pro K

4 K ← K ∪ {h}.
5 od

6 return K

Korektnost algoritmu plyne z definice bezpečných hran.

Algoritmus vždy zastav́ı neboť cyklus while proběhne vždy právě

|V | − 1 krát.

Nejobt́ıžněǰśı část́ı algoritmu je krok 3 – nalezeńı bezpečné hrany

pro aktuálńı K.
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Hledáńı bezpečných hran

Řezem (S, V − S) v grafu rozuḿıme libovolné rozděleńı množiny

vrchol̊u do dvou podmnožin.

Řekneme, že hrana h ǩrižuje řez (S, V − S), jestliže jeden z jejich

koncových vrchol̊u lež́ı v S a druhý v V − S.

Řez (S, V − S) respektuje množinu hran K, pokud žádná hrana

z množiny K neǩrižuje řez (S, V − S).

Hranu h ∈ H nazveme lehkou hranou vzhledem k řezu (S, V −S),

jestliže tento řez ǩŕıž́ı a má ze všech takových hran minimálńı

váhu.
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Př́ıklad řezu respektuj́ıćıho danou množinu hran. Př́ıslušná lehká

hrana je zvýrazněna světlemodře.
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Následuj́ıćı lemma poskytuje návod jak hledat bezpečné hrany.

Lema 2. Nechť G = (V,H) je souvislý neorientovaný graf

s vahovou funkćı w : H → R
+. Dále nechť K ⊆ H je množina

hran, která je podmnožinou nějaké minimálńı kostry grafu G.

Uvažujme libovolný řez (S, V −S), který respektuje množinu K a

hranu h, která je lehkou hranou vzhledem k řezu (S, V − S). Pak

h je bezpečná pro množinu K.

K

T ’h

h’
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Dôkaz. Nechť T ′ je nějaká minimálńı kostra, jej́ıž podmnožinou

je K. Pokud h ∈ T ′, neńı co dokazovat. Předpokládejme tedy,

že h 6∈ T ′. Sestroj́ıme minimálńı kostru, která obsahuje K ∪ {h},
č́ımž dokážeme, že hrana h je bezpečná pro K.

Množina hran T ′ ∪ {h} jistě obsahuje cyklus, muśı tedy existovat

hrana h′ 6= h z tohoto cyklu, která ǩrižuje řez (S, V −S). Označme

T
def
= T ′ ∪ {h} − {h′}. Zřejmě je (V, T ) souvislý graf, a protože

|T | = |T ′| = |V | − 1, je T kostra grafu G. Z minimality kostry T ′

plyne w(T ) ≥ w(T )⇒ w(h) ≥ w(h′). Naopak z lehkosti hrany h

plyne w(h) ≤ w(h′). Celkem tedy w(h) = w(h′), odkud máme, že

T je minimálńı kostra. Nav́ıc K ∪ {h} ⊆ T a tedy h je bezpečná

pro K. ¨

2
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Kruskal̊uv algoritmus

Množina K tvǒŕı les. V každém kroku Kruskalova algoritmu

vyb́ıráme hranu h s minimálńı vahou ze všech hran spojuj́ıćıch

r̊uzné komponenty z K.

Nechť K1,K2 jsou stromy, které hrana h spojuje. Je vidět, že

hrana h je lehkou hranou vzhledem k řezu (K1, V −K1), a proto

je podle lemmatu 2 bezpečnou hranou pro množinu K.

Kruskal̊uv algoritmus je př́ıkladem hladového algoritmu. V každém

kroku vyb́ıráme lokálně nejlepš́ı variantu.

Implementace algoritmu využ́ıvá struktury Union-Find.

V jednotlivých množinách jsou právě vrcholy ze stejné komponenty

vzhledem ke K.
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Kruskal((V,H), w)

1 K ← ∅
2 foreach v ∈ V do

3 Make-Set(v) od

4 Setřiď hrany podle w do neklesaj́ıćı posloupnosti

5 foreach (u, v) ∈ H v tomto pořad́ı do

6 if Find-Set(u) 6= Find-Set(v)

7 then K ← K ∪ {u, v}
8 Union(u, v) fi od

9 return K

Inicializace (̌rádky 1-4) má složitost Θ(|V |) + Θ(|H | log |H |).
Cyklus 5-8 proběhne |H | krát, celkově se tedy provede Θ(|H |)
operaćı Find-Set, Union, což má složitost O(|H |α(|V |)).
Celková složitost Kruskalova algoritmu je tedy O(|H | log |H |).
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Primův algoritmus

V př́ıpadě Primova algoritmu množina K vždy tvǒŕı jediný strom.

Na začátku zvoĺıme libovolný vrchol r za kǒren a postupně budeme

přidávat daľśı vrcholy, resp. hrany. Označme VK množinu těch

vrchol̊u ze kterých vede nějaká hrana h ∈ K (v př́ıpadě K = ∅
definujeme VK = {r}).

V každém kroku vybereme nějakou hranu h, která je lehká

vzhledem k řezu (VK, V − VK) a přidáme ji do K. Lemma 2

nám opět zaručuje korektnost tohoto postupu.

Primův algoritmus je opět př́ıkladem hladového algoritmu.

Efektivńı implementace Primova algoritmu využ́ıvá strukturu Q

vybavenou operacemi Extract-Min a Decrease-Key.
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Prim((V,H), w, r)

1 Q← V

2 foreach v ∈ Q do

3 key[v]←∞ od

4 key[r]← 0

5 π[r]← Nil

6 while Q 6= ∅ do

7 u← Extract-Min(Q)

8 foreach v takový, že (u, v) ∈ H do

9 if v ∈ Q ∧ w(u, v) < key[v]

10 then π[v]← u

11 Decrease-Key(Q, v,w(u, v)) fi od od

12 return {(π[v], v) | v ∈ V, v 6= r}
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π[v] znač́ı otce vrcholu v v aktuálńım stromě. Po skončeńı

algoritmu je tento strom minimálńı kostrou.

Nejlepš́ıch výsledků dosáhneme, pokud budeme implementovat

strukturu Q jako Fibonacciho haldu. Inicializace (̌rádky 1-

5) zaberou čas Θ(|V |). Během while cyklu se provede

|V | operaćı Extract-Min a |H | operaćı Decrease-Key.

V př́ıpadě Fibonacciho haldy je amortizovaná složitost operace

Extract-Min O(log |V |) a amortizovaná složitost operace

Decrease-Key konstantńı.

Celkově se v algoritmu provede |V | operaćı Extract-Min a

nejvýše |E| operaćı Decrease-Key. Celková složitost algoritmu

je tedy O(|V | log |V |+ |H |).
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Optimálne sledy

Daný je orientovaný graf G = (V,H) spolu s ohodnoteńım hrán

w : H → R.

Sled p =< v0, v1, . . . , vk > symbolicky znač́ıme v0
p
; vk.

Dĺžkou sledu p =< v0, v1, . . . , vk > je súčet d́lžok jeho hrán,

w(p)
def
=

k∑

i=1

w(vi−1, vi)

D́lžka sledu p =< v > neobsahujúceho žiadnu hranu je w(p) = 0.
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záporný cyklus tvoria hrany d́lžky -6, 1, 3

všetky vrcholy v okrem vrcholu s majú δ(s, v) = −∞
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Cyklus c =< v0, v1, . . . , vk >, v0 = vk, nazývame záporný cyklus

práve ak jeho d́lžka w(c) < 0.

Ak žiadna cesta z vrcholu u do vrcholu v neobsahuje vrchol patriaci

zápornému cyklu, tak d́lžka najkraťsej cesty z u do v je zhodná

s d́lžkou najkraťsieho sledu z u do v.

Naopak, ak existuje cesta z u do v obsahujúca vrchol patriaci

zápornému cyklu, tak žiaden sled z u do v nemôže byť najkraťśı.
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Definujeme d́lžku najkraťsej cesty z u do v ako

δ(u, v)
def
=






∞ ak neexistuje cesta z u do v

−∞ ak nejaká cesta z u do v obsahuje

vrchol patriaci zápornému cyklu

min{w(p) | u p
; v} inak

Ak δ(u, v) je konečné, tak

najkraťsia cesta z u do v je ľubovǒlná cesta z u do v d́lžky δ(u, v).
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Problémy

• Najkraťsie cesty z daného vrcholu s do ostatných vrcholov grafu

• Najkraťsie cesty zo všetkých vrcholov grafu do daného vrcholu t

• Najkraťsia cesta medzi danou dvojicou vrcholov

• Najkraťsie cesty medzi všetkými dvojicami vrcholov grafu

Úlohou je vypoč́ıtať d́lžku najkraťsej cesty medzi určenými

dvojicami vrcholov. Naviac, ak δ(u, v) je konečné, tak požadujeme,

aby algoritmu našiel niektorú najkraťsiu cestu z u do v.
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Optimálna subštruktúra najkraťśıch ciest

Lema 3. Nech p =< v1, . . . , vk > je najkraťsia cesta z vrcholu

v1 do vrcholu vk a nech pre ľubovǒlné i, j také, že 1 ≤ i ≤ j ≤ k,

je pij =< vi, . . . , vj > podcesta cesty p z vi do vj. Potom pij je

najkraťsia cesta z vi do vj.

Algoritmy sú založené na prinćıpoch dynamického programovania

resp. na prinćıpe hladových algoritmov.
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Najkraťsie cesty z koreňa s do ostatných vrcholov grafu

• Bellman-Fordov algoritmus

• Algoritmus pre acyklické grafy

• Dijkstrov algoritmus pre grafy s nezápornými d́lžkami hrán
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Reprezentácia najkraťśıch ciest

Pre každý vrchol v udržujeme hodnotu p[v] – otec vrchola v.

Iniciálna hodnota je p[v] = Nil. Na konci výpočtu je graf

Gp = (Vp,Hp) indukovaný hranami (p[v], v) stromom najkraťśıch

ciest z s do ostaných vrcholov grafu. Pritom

Vp = {v ∈ V | p[v] 6= Nil} ∪ {s}
Hp = {(p[v], v) ∈ H | v ∈ Vp \ {s}}

Ďalej pre každý vrchol v udržujeme hodnotu d[v] – d́lžka cesty z s

do v v aktuálnom grafe indukovanom hranami (p[v], v). Iniciálna

hodnota je pre v 6= s rovná d[v] = ∞ (v indukovanom grafe

neexistuje cesta z s do v) a d[s] = 0. Na konci výpočtu je d[v] =

δ(s, v).
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Bellman-Fordov algoritmus

Algoritmus je založený na postupnom zlepšovańı hodnôt d[u].

Ak vrcholu u zlepš́ıme hodnotu d[u], muśıme následne preskúmať

všetky hrany (u, v) ∈ H a ak je to možné, zlepšǐt hodnotu d[v]

(operácia Relaxácia).

Algoritmus vráti hodnotu true práve ak graf neobsahuje cyklus

zápornej d́lžky dosiahnutělný z koreňa s.
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Bellman-Ford(G,w, s)

1 Inicializácia(G, s)

2 for i = 1 to |V | − 1 do

3 for každú hranu (u, v) ∈ H do Relaxácia(u, v, w) od od

4 for každú hranu (u, v) ∈ H do

5 if d[v] > d[u] + w(u, v) then return false fi od

6 return true

Inicializácia(G, s)

1 for každý vrchol v ∈ V do

2 d[v]←∞; p[v]← Nil od

3 d[s]← 0

Relaxácia(u, v, w)

1 if d[v] > d[u] + w(u, v)

2 then d[v]← d[u] + w(u, v); p[v]← u fi
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Výpočet algoritmu Bellman-Ford pre graf s koreňom a. V kaž-

dej iterácii cyklu 2-3 relaxujeme hrany v porad́ı (c, e), (d, e), (b, d),

(c, d), (b, c), (a, c), (a, b).
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Korektnošt algoritmu Bellman-Ford

Lema 4. Nech v grafe G neexistuje záporný cyklus dosiahnutěl-

ný z koreňa s a pre G zavoláme procedúru Inicializácia(G, s).

Potom Gp je strom s koreňom s a tento invariant zostáva v plat-

nosti po vykonańı ľubovǒlnej postupnosti relaxácíı.

Dôkaz. Tvrdenie triviálne plat́ı bezprostredne po inicializácii.

Uvažujme graf Gp, ktorý dostaneme po vykonańı postupnosti re-

laxácíı. Ukážeme, že je acyklický a že pre každý vrchol v ∈ Vp

existuje v Gp jediná cesta z s do v.

Predpokladajme, že v Gp existuje cyklus c =< v0, v1, . . . , vk >,

kde v0 = vk. Potom p[vi] = vi−1 a búno môžeme predpokladať,

že cyklus vznikol počas Relaxácia(vk−1, vk, w). Ľahko oveŕıme,

že všetky vrcholy cyklu sú dosiahnutělné z vrcholu s.
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Tesne pred volańım Relaxácia(vk−1, vk, w) plat́ı pre každý

vrchol vi cyklu, i = 1, . . . , k − 1,

d[vi] ≥ d[vi−1] + w(vi−1, vi).

Pretože počas uvedenej relaxácie sa meńı hodnota p[vk], tak bez-

prostredne pred jej vykonańım plat́ı

d[vk] > d[vk−1] + w(vk−1, vk).

Sč́ıtańım všetkých nerovnost́ı dostávame

∑k
i=1 d[vi] >

∑k
i=1(d[vi−1] + w(vi−1, vi))

=
∑k

i=1 d[vi−1] +
∑k

i=1 w(vi−1, vi)
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Pretože
∑k

i=1 d[vi−1] =
∑k

i=1 d[vi], tak dostávame nerovnošt

0 >
k∑

i=1

w(vi−1, vi) = w(c),

čo je spor s predpokladom o neexistencii záporného cyklu v G.

Zostáva overǐt, že pre každý vrchol v ∈ Vp existuje v Gp práve

jedna cesta z s do v. Existencia cesty je zrejmá. Pretože hodnota

p[v] je určená jednoznačne, nemôžu v Gp viešt do žiadneho vrcholu

dve hrany. Preto v Gp nemôžu existovať ani dve cesty z s do v.

2
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Lema 5. Nech v grafe G neexistuje záporný cyklus dosiahnu-

tělný z koreňa s. Predpokladajme, že pre G voláme

Inicializácia(G, s) a potom relaxujeme hrany v ľubovǒlnom

porad́ı tak, že na konci výpočtu pre každý vrchol v plat́ı

d[v] = δ[s, v]. Potom Gp je strom najkraťśıch ciest s koreňom s.

Dôkaz. Zrejme Vp je množina vrcholov dosiahnutělných z s.

Poďla Lemy 4 je Gp strom. Zostáva ukázať, že pre každý

vrchol v ∈ Vp je jediná cesta s
p
; v v Gp najkraťsou cestou

z s do v. Nech p =< v0, v1, . . . , vk >, kde v0 = s a vk = v.

Pre každé i = 1, 2, . . . , k máme d[vi] = δ(s, vi) a w(vi−1, vi) ≤
δ(s, vi) − δ(s, vi−1). Sč́ıtańım všetkých nerovnost́ı dostávame

w(p) = δ(s, vk).

2
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Lema 6. Nech v grafe G neexistuje záporný cyklus dosiahnutělný

z koreňa s. Po tom po |V | − 1 iteráciach cyklu 2-3 algoritmu

bellman-Ford(G,w, s) plat́ı d[v] = δ[s, v] pre všetky vrcholy v

dosiahnutělné z vrcholu s.

Dôkaz. Nech p =< v0, v1, . . . , vk >, kde v0 = s a vk = v, je

najkraťsia acyklická cesta z s do v. Potom k ≤ |V |− 1. Indukciou

vzȟladom k i (s využit́ım optimálnej subštruktúry najkraťśıch ciest)

dokážeme, že po i-tej iterácii cyklu 2-3 plat́ı d[vi] = δ(s, vi).

Naviac plat́ı, že ak premenná d[vi] nadobudne hodnotu δ(s, vi),

tak jej hodnota sa už v priebehu výpočtu nemeńı.

2
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Veta. Ak v grafe G neexistuje žiaden záporný cyklus

dosiahnutělný z s, tak algoritmus Bellman-Ford(G,w, s) vráti

hodnotu true, pre každý vrchol v plat́ı d[v] = δ[s, v] a Gp je strom

najkraťśıch ciest s koreňom s. Ak v G existuje záporný cyklus

dosiahnutělný z s, tak algoritmus vráti hodnotu false.

Dôkaz. Nech v G neexistuje záporný cyklus dosiahnutělný z s. Ak

vrchol v je dosiahnutělný z s, tak poďla Lemy 6 na konci výpočtu

plat́ı d[v] = δ[v]. Ak v nie je dosiahnutělný, tak z invariantu

výpočtu d[v] ≥ δ[v] plynie, že na konci je δ[v] = ∞. Na konci

výpočtu pre každú hranu (u, v) ∈ H plat́ı
d[v] = δ(s, v)

≤ δ(s, u) + w(u, v)

= d[u] + w(u, v)
a preto žiaden test na riadku 5 nevráti hodnotu false.
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Naopak, nech v G existuje záporný cyklus c =< v0, v1, . . . , vk >,

kde v0 = vk, dosiahnutělný z s. Predpokladajme, že algoritmus

vráti true. Potom pre všetky i = 1, 2, . . . , k plat́ı

d[vi] ≤ d[vi−1] + w(vi−1, vi). Sč́ıtame všetky nerovnosti

∑k
i=1 d[vi] ≤

∑k
i=1(d[vi−1] + w(vi−1, vi))

=
∑k

i=1 d[vi−1] +
∑k

i=1 w(vi−1, vi)

Pretože
∑k

i=1 d[vi−1] =
∑k

i=1 d[vi] a pre všetky i je d[vi] < ∞,

tak dostávame nerovnošt

0 ≤
k∑

i=1

w(vi−1, vi) = w(c),

čo je spor s predpokladom o zápornej d́lžke cyklu c.

2
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Zložitošt Bellman-Fordovho algoritmu

Inicializácia grafu má zložitošt Θ(|V |). Cyklus 2–3 má zložitošt

Θ(|H |); počet jeho opakovańı je |V | − 1.

Celková zložitošt je O(nm), keď n je počet vrcholov a m je počet

hrán grafu.

Varianty Bellman-Fordovho algoritmu

Ĺı̌sia sa porad́ım, v akom sa relaxujú hrany grafu a v spôsobe, akým

sa zištuje existencia dosiahnutělného záporného cyklu v grafe.

Pre špeciálne typy grafov existujú efekt́ıvneǰsie algoritmy.

Pŕıkladom sú algoritmy pre acyklické grafy, pre grafy s malým

ohodnoteńım hrán a pre grafy s nezáporným ohodnoteńım hrán.
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Algoritmus pre acyklické grafy

Optimálne poradie relaxácie hrán v Bellman-Fordovom algoritme

je také, keď vždy relaxujeme hranu (u, v) pre ktorú d[u] = δ(s, u).

Pre obecný graf určǐt poradie relaxácíı tak, aby bola dodržaná

uvedená podmienka, môže by̌t rovnako náročné ako vypoč́ıtať

najkraťsie cesty. Špeciálne pre acyklické grafy sa toto poradie dá

vypoč́ıtať jednoducho.

Topologické utriedenie pre orientovaný acyklický graf G = (V,H)

je lineárne usporiadanie vrcholov grafu také, že ak graf obsahuje

hranu (u, v), tak u predchádza v v usporiadańı. Topologické

utriedenie grafu môžeme vypoč́ıtať tak, že graf preȟladávame do

h́lbky a vrcholy usporiadame v porad́ı, v akom sa v preȟladávańı

ukončil ich prieskum.
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Najkratšie-cesty-v-acyklickom-grafe((V,H), w, s)

1 Inicializácia((V,H), s)

2 for každý vrchol u v topologickom utriedeńı do

3 for každý vrchol v taký, že (u, v) ∈ H do

4 Relaxácia(u, v, w)

5 od od

Každá hrana grafu sa relaxuje iba raz, celková zložitošt algoritmu

je Θ(n + m).
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Dijkstrov algoritmus

Rieši problém najkraťśıch ciest z koreňa s do ostatných vrcholov

grafu pre grafy s nezáporným ohodnoteńım hrán .

Algoritmus udržuje množinu S vrcholov, pre ktoré sa už vypoč́ıtala

d́lžka najkraťsej cesty.

Algoritmus opakovane vyberá vrchol u ∈ V \S s najkraťsou cestou

a relaxuje hrany vychádzajúce z u.
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Dijkstra(G,w, s)

1 Inicializácia(G, s)

2 S ← ∅; Q← V

3 while Q 6= ∅ do

4 u← (u ∈ Q ∧ d[u] = min{d[x] | x ∈ Q})
5 S ← S ∪ {u}
6 Q← Q \ {u}
7 for každý vrchol v taký, že (u, v) ∈ H do

8 if d[v] > d[u] + w(u, v)

9 then d[v]← d[u] + w(u, v); p[v]← u fi

10 od

11 od
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Korektnošt Dijkstrovho algoritmu

Veta 1. Pre orientovaný graf G = (V,H) s nezáporným

ohodnoteńım hrán w a koreňom s Dijkstrov algoritmus skonč́ı

a pre všetky u ∈ V plat́ı d[u] = δ(s, u).

Dôkaz. Ukážeme, že invariantom while cyklu algoritmu je

pre každý vrchol v ∈ S plat́ı d[v] = δ(s, v)

Platnošt invariantu po inicializácii je zrejmá. Nech u je prvý

vrchol, ktorý zarad́ıme do S a pritom d[u] 6= δ(s, u). Zrejme

u 6= s a u je dosiahnutělný z s (v opačnom pŕıpade by platilo

δ(s, u) = ∞ = d[u]). Nech p je najkraťsia cesta z s do u. Cestu

p môžeme dekomponovať na dve cesty ako s
p1
; x → y

p2
; u tak,

že bezprostredne pred zaradeńım u do S všetky vrcholy cesty p1

patria do S a y 6∈ S. Potom d[x] = δ(s, x) a aj d[y] = δ(s, y) (pri

zaradeńı x do S bola relaxovaná hrana (x, y)).
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Cesta p2 je najkraťsou cestou z y do u čo spolu s nezáporným

ohodnoteńım hrán implikuje δ(s, y) ≤ δ(s, u). Pretože ale vrchol

u bol vybraný do S, tak zároveň bezprostredne pred zaradeńım u

do S plat́ı d[u] ≤ d[y] = δ(s, y). Spojeńım dostávame δ(s, u) ≤
d[u] ≤ δ(s, y) ≤ δ(s, u) a teda d[u] = δ(s, u).

Výpočet konč́ı keď Q = ∅, tj. V = S a tvrdenie vety je dokázané.

2
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Zložitošt Dijkstrovho algoritmu

Zložitošt záviśı od spôsobu reprezentácie množiny Q, efekti-

vity výberu prvku u s minimálnou hodnotou d[u] (operácia

Extract Min) a aktualizácie hodnôt d[v] pre vrcholy susediace

s u (operácia Decrease Key).

Ak hodnoty d[v] sú uložené v poli, tak Extract Min má zložitošt

O(|V |) a Decrease Key má konštantnú zložitošt. Celková

zložitošt Dijkstrovho algoritmu je O(|V |2 + |H |) = O(|V |2).

Pri reprezentácii pomocou Fibonacciho haldy je amortizovaná

cena každej Extract Min operácie O(log |V |) a amortizovaná

cena Decrease Key je konštantná. Celková zložitošt je

O(|V | log |V |+ |H |).
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Najkraťsie cesty medzi všetkými dvojicami

vrcholov grafu

• algoritmus založený na násobeńı mat́ıc – θ(|V |3 log |V |)

• Floyd-Warshallov algoritmus – θ(|V |3)

• Johnsonov alg. pre riedke grafy – O(|V |2 log |V |+ |V | · |H |)

Prvé dva algoritmy predpokladajú, že graf je reprezentovaný

maticou susednosti. Johnsonov algoritmus využ́ıva Bellman-

Fordov a Dijkstrov algoritmus.
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Algoritmus založený na násobeńı mat́ıc

Daný je orientovaný graf G = (V,H) s ohodnoteńım hrán w : H →
R. Predpokladáme, že graf je reprezentovaný n × n (n = |V |)
maticou susednosti W = (wij), kde

wij
def
=






0 ak i = j

váha hrany (i, j) ak i 6= j a (i, j) ∈ H

∞ ak i 6= j a (i, j) 6∈ H

Predpokladáme, že graf neobsahuje žiadne záporné cykly.

Navrhovaný algoritmus pracuje na prinćıpoch dynamického

programovania.
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Štruktúra optimálneho riešenia

Uvažujme najkraťsiu cestu p z i do j. Cesta p je konečná a má m

hrán.

Ak i = j tak p má d́lžku 0 a neobsahuje žiadnu hranu (m = 0).

Ak i 6= j, tak cestu p môžeme rozložǐt na i
p′

; k → j, kde p′ má

m − 1 hrán. Poďla Lemy 3 je p′ najkraťsou cestou z i do k a

δ(i, j) = δ(i, k) + wkj.
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Hodnota optimálneho riešenia

Označme l
(m)
ij minimálnu d́lžku cesty z i do j, ktorá má nanajvýš

m hrán. Pre m = 0 plat́ı

l
(0)
ij

def
=

{
0 ak i = j

∞ ak i 6= j

Pre m > 0 plat́ı

l
(m)
ij = min(l

(m−1)
ij ,min1≤k≤n{l(m−1)

ik + wkj})
= min1≤k≤n{l(m−1)

ik + wkj}

Pretože najkraťsia cesta z i do j nemôže mať viac než |V | − 1

hrán, tak δ(i, j) = l
(n−1)
ij .
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Výpočet hodnoty optimálneho riešenia

Poč́ıtame matice L(1), . . . L(n−1), kde L(m) = (l
(m)
ij ).

Základom výpočtu je procedúra Extend(L,W ), ktorá pre dané

matice L(m) a W vypoč́ıta maticu L(m+1).

Extend(L,W )

1 nech L′ = (l′ij) je n× n matica

2 for i = 1 to n do

3 for j = 1 to n do

4 l′ij ←∞
5 for k ← 1 to n do l′ij ← min{l′ij, lik + wkj} od

6 od

7 od

8 return L′

Zložitošt Extend je θ(n3), zložitošt celého výpočtu je θ(n4).
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Efekt́ıvneǰsia varianta

Násobenie mat́ıc použité v procedúre Extend je asociat́ıvne a

preto môžeme vypoč́ıtať L(n−1) efekt́ıvneǰsie:

L(1) = W

L(2) = W 2 = L(1) · L(1)

L(4) = W 4 = L(2) · L(2)

... ... ...

L(2⌈log(n−1)⌉) = W (2⌈log(n−1)⌉) = L(2⌈log(n−1)⌉−1) · L(2⌈log(n−1)⌉−1)

Pretože 2⌈log(n−1)⌉ ≥ n− 1, tak L(2⌈log(n−1)⌉) = L(n−1).

Zložitošt celého výpočtu je θ(n3 log n).
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All Pairs Shortest Path(W )

1 L(1) ←W

2 m← 1

3 while m < n− 1 do

4 L(2m)← Extend(L(m), L(m))

5 m← 2m od

6 return L(m)
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Floyd-Warshallov algoritmus

Daný je orientovaný graf G = (V,H), V = {1, 2, . . . , n},
s ohodnoteńım hrán w : H → R a bez záporných cyklov.

Predpokladáme, že graf je zadaný n × n maticou susednosti

W = (wij).

Nech p =< v1, v2, . . . , vl >, l ≥ 2, je cesta v grafe. Vnútorné

vrcholy cesty p sú vrcholy {v2, . . . , vl−1}.

Pre ľubovǒlnú dvojicu vrcholov i, j ∈ V uvažujme všetky cesty z i

do j, ktorých vnútorné vrcholy sú z množiny {1, 2, . . . , k}, nech

p je z nich najkraťsia. Floydov - Warshallov algoritmus využ́ıva

vžtah medzi touto množinou ciest z i do j a množinou ciest z i

do j, ktorých vnútorné vrcholy sú z množiny {1, 2, . . . k − 1}.
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• ak k nie je vnútorným vrcholom cesty p, tak najkraťsia cesta

z i do j s vnútornými vrcholmi z {1, 2, . . . , k − 1} je zároveň

najkraťsou cestou i do j s vnútornými vrcholmi z {1, 2, . . . , k}

• ak k je vnútorným vrcholom cesty p, tak cestu p môžeme

rozdelǐt na i
p1
; k

p2
; j. Poďla Lemy 3 je p1 najkraťsou

cestou z i do k s vnútornými vrcholmi z {1, 2, . . . , k − 1}.
Podobne p2 je najkraťsou cestou z k do j s vnútornými vrcholmi

z {1, 2, . . . , k − 1}.

Označme d
(k)
ij d́lžku najkrašej cesty z i do j s s vnútornými

vrcholmi z množiny {1, 2, . . . , k}. Plat́ı

d
(k)
ij

def
=

{
wij ak k = 0

min(d
(k−1)
ij , d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj ) ak k ≥ 1

Najkraťsie cesty medzi všetkými dvojicami - Floyd-Warshall 197



Floyd-Warshall(W )

1 D(0) ←W

2 for k = 1 to n

3 do for i = 1 to n

4 do for j = 1 to n

5 do d
(k)
ij ← min(d

(k−1)
ij , d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj )

6 od

7 od

8 od

9 return D(n)

Časová zložitošt algoritmu je O(n3).
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Konštrukcia najkraťsej cesty

Spolu s maticou D d́lžok najkraťśıch ciest poč́ıtame maticu Π

predchodcov vrcholov na najkraťsej ceste.

Presneǰsie, poč́ıtame postupnošt mat́ıc Π(0), Π(1), . . . , Π(n) = Π,

kde π
(k)
ij je definované ako predchodca vrchola j na najkraťsej

ceste z i do j s vnútornými vrcholmi z {1, 2, . . . , k}. Hodnotu

π
(k)
ij definujeme rekurźıvne.

Ak k = 0 tak najkraťsia cesta z i do j neobsahuje žiaden vnútorný

vrchol a preto

π
(0)
ij

def
=

{
Nil ak i = j alebo wij =∞
i ak i 6= j a wij <∞
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Pre k ≥ 1 rozĺı̌sime dva pŕıpady.

• Ak najkraťsia cesta obsahuje vnútorný vrchol k, tj. má tvar i ;

k ; j, tak predchodca vrcholu j na tejto ceste je zhodný s pred-

chodcom vrchola j na najkraťsej ceste z k do j s vnútormými

vrcholmi z množiny {1, . . . , k − 1}.

• V opačnom pŕıpade je predchodca vrcholu j zhodný s pred-

chodcom vrchola j na najkraťsej ceste z k do j s vnútormými

vrcholmi z {1, . . . , k − 1}.

π
(k)
ij

def
=






π
(k−1)
kj ak d

(k−1)
ij > d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj

π
(k−1)
ij ak d

(k−1)
ij ≤ d

(k−1)
ik + d

(k−1)
kj
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Johnsonov algoritmus

Daný je orientovaný graf G = (V,H) s ohodnoteńım w : H → R.

Johnsonov algoritmus je založený na technike transformácie

ohodnotenia hrán a využ́ıva efektivitu Dijkstrovho algoritmu.

Ak ohodnotenie všetkých hrán je nezáporné, tak pre každý vrchol

použijeme Dijkstrov algoritmus.

Ak G má hrany so záporným ohodnoteńım, tak zist́ıme, či graf

má záporné cykly.

Ak G nemá záporné cykly, tak ohodnotenia hrán transformujeme

tak, aby ohodnotenia všetkých hrán boli nezáporné a pre každý

vrchol použijeme Dijkstrov algoritmus.
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Transformácia ohodnotenia hrán

Nové ohodnotenie ŵ muśı sṕlňať:

1. pre každé u, v ∈ V plat́ı, že p je najkraťsia cesta z u do v pri

ohodnoteńı w práve vtedy ak p je najkraťsia cesta z u do v pri

ohodnoteńı ŵ

2. pre každú hranu (u, v) ∈ H plat́ı ŵ(u, v) ≥ 0.
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Lema 7. Nech G = (V,H) je orientovaný graf s ohodnoteńım

w : H → R. Nech h : V → R je ľubovǒlná funkcia. Pre každú

hranu (u, v) ∈ V definujeme

ŵ(u, v)
def
= w(u, v) + h(u)− h(v).

Potom pre každú cestu p z v0 do vk plat́ı:

w(p) = δ(v0, vk) vtedy a len vtedy ak ŵ(p) = δ̂(v0, vk)
1.

Naviac, G pri ohodnoteńı w má záporný cyklus vtedy a len vtedy

ak G pri ohodnoteńı ŵ má záporný cyklus

1bδ(v0, vk) je d́ľzka najkraťsej cesty z v0 do vk pri ohodnoteńı bw.
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Dôkaz. Nech p =< v0, v1, . . . , vk >. Potom

ŵ(p) =

k∑

i=1

ŵ(vi−1, vi)

=
k∑

i=1

(w(vi−1, vi) + h(vi−1)− h(vi))

= w(p) + h(v0)− h(vk)

Preto ak p je najkraťsia cesta z v0 do vk pri ohodnoteńı w, tak je

najkraťsou cestou aj pri ohodnoteńı ŵ a naopak.

Nech c =< v0, v1, . . . , vk >, v0 = vk, je cyklus. Podobne

odvod́ıme ŵ(c) = w(c) + h(v0) − h(vk) = w(c). Z toho plynie

druhé tvrdenie Lemy. 2
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Ciělom je rozhodnúť, či graf má záporný cyklus a ak nie, tak

zvolǐt funkciu h tak, aby hodnota ŵ(u, v) bola pre každú hranu

nezáporná.

1. Skonštruujeme G = (V ,H) s ohodnoteńım w : H → R, kde

• V = V ∪ {s}, s 6∈ V

• H = H ∪ {(s, v) | v ∈ V }
• w(u, v) = w(u, v) pre (u, v) ∈ H a w(s, v) = 0 pre v ∈ V

Plat́ı:

• c je záporný cyklus v G ⇔ c je záporný cyklus v G

• každý cyklus v G je dosiahnutělný z koreňa s

• žiadna najkraťsia cesta z u do v (u, v 6= s) neobsahuje vrchol s.

Najkraťsie cesty medzi všetkými dvojicami - Johnsonov algoritmus 205



2. Definujeme

•
h(v)

def
= δ(s, v) pre v ∈ V

Pre každú (u, v) ∈ H plat́ı: h(v) ≤ h(u) + w(u, v)

•
ŵ(u, v)

def
= w(u, v) + h(u)− h(v)

Pre každú (u, v) ∈ H plat́ı: ŵ(u, v) ≥ 0
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Johnson(G)

1 skonštruuj G = (V ,H)poďla bodu 1.

2 if Bellman-Ford(G,w, s) = false

3 then graf má záporný cyklus

4 else foreach vrchol v ∈ V

5 do h(v)← δ(s, v) (vypoč́ıtané alg. Bell.-Ford) od

6 foreach hranu (u, v) ∈ H

7 do ŵ(u, v)← w(u, v) + h(u)− h(v) od

8 foreach vrchol u ∈ V

9 do Dijkstra(G, ŵ, u)

10 foreach vrchol v ∈ V

11 do duv ← δ̂(u, v) + h(v)− h(u)

12 od od

13 fi

14 return D = (duv)
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Zložitošt Johnsonovho algoritmu

zložitošt algoritmu Bellman-Ford ≈ O(|V | · |H |)
+

|V |-krát zložitošt Dijkstrovho alg. ≈ |V | ·O(|V | · log |V |+ |H |)
=

O(|V |2 log |V |+ |V ||H |)

Pre riedke grafy je Johnsonov algoritmus efekt́ıvneǰśı než Floyd-

Warshallov algoritmus.
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Toky v sietiach

Sieť G = (V,H) je orientovaný graf, ktorého každá hrana

(u, v) ∈ H má nezápornú kapacitu (priepustnošt) c(u, v) ≥ 0.

Ak (u, v) 6∈ H , kladieme c(u, v) = 0. Predpokladáme, že v sieti

sú vyznačené dva vrcholy — zdroj s a ciěl t a že všetky vrcholy

grafu ležia na nejakej ceste z s do t.

Tok v sieti G je funkcia f : V × V → R sṕlňajúca

Kapacitné ohraničenia f(u, v) ≤ c(u, v) pre všetky u, v ∈ V

Podmienky symetrie f(u, v) = −f(v, u) pre všetky u, v ∈ V

Podmienky kontinuity pre všetky u ∈ V \ {s, t} plat́ı

∑

v∈V

f(u, v) = 0.
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Hodnota f(u, v) sa nazýva tok z u do v. Podmienky kontinuity

vyjadrujú, že to, čo do vrcholu priteká, to z neho aj odteká.

Hodnota toku f je |f | def
=

∑
v∈V f(s, v).

Problém maximálneho toku v sieti je nájšt tok maximálnej hodnoty.

4

8 7

2

3

4

-7

6

4 1

3

kapacity tok      |f|=10

7
s

t

Značenie: pre X,Y ⊆ V je f(X,Y ) =
∑

x∈X

∑
y∈Y f(x, y).

Podobne pre kapacitu c.
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Ford-Fulkersonova metóda

Iterat́ıvny algoritmus. Zač́ına s tokom nulovej hodnoty a postupne

zvyšuje hodnotu toku. V každej iterácii ȟladá tzv. zlepšujúcu

cestu z s do t, po ktorej môže zvýšǐt hodnotu toku.

Varianty algoritmu poďla spôsobu ȟladania zlepšujúcej cesty.

Ford Fulkersonova metóda

1 inicializuj tok f na 0

2 while existuje zlepšujúca cesta p do

3 zlepši hodnotu toku na ceste p od

4 return f
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Reziduálna sieť

Nech G je graf a f tok v G.

Reziduálna kapacita hrany (u, v) je

cf(u, v)
def
= c(u, v)− f(u, v).

Reziduálna siět indukovaná grafom G a tokom f je Gf = (V,Hf),

Hf
def
= {(u, v) ∈ V × V | cf(u, v) > 0}.

Zlepšujúca cesta p je cesta z s do t v Gf .

Reziduálna kapacita cesty p je

cf(p)
def
= min{cf(u, v) | (u, v) lež́ı na p}.
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Ford-Fulkersonov algoritmus

Ford Fulkersonov algoritmus

1 for každú hranu (u, v) ∈ H do

2 f [u, v]← 0; f [v, u]← 0

3 od

4 while existuje zlepšujúca cesta p do

5 cf(p)← min{cf(u, v) | (u, v) lež́ı na p}
6 for každú hranu (u, v) na p do

7 f [u, v]← f [u, v] + cf(p)

8 f [v, u]← −f [u, v]

9 od

10 od

11 return f
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Korektnošt Ford-Fulkersonovej metódy

Lema 8. Nech G je sieť, f tok v G a p zlepšujúca cesta v Gf .

Definujme funkciu fp : V × V → R predpisom

fp(u, v) =






cf(p) ak (u, v) lež́ı na ceste p

−cf(p) ak (v, u) lež́ı na ceste p

0 inak

Potom fp je tok v Gf a jeho hodnota je |fp| = cf(p).

Naviac f̃ = f + fp je tok v G a jeho hodnota je |f̃ | > |f |.

Dôkaz. Oveŕıme, že fp v Gf a f̃ v G sṕlňajú kapacitné

ohraničenia a podmienky symetrie a kontinuity.

2
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Rez (S, T ) v sieti G je rozdelenie V na S a T také, že s ∈ S a

t ∈ T . Kapacita rezu je c(S, T ). Minimálny rez je rez, ktorého

kapacita je spomedzi všetkých rezov grafu najmenšia.

Lema 9. Nech f je tok v sieti G a nech (S, T ) je rez v G. Potom

|f | = f(S, T ) ≤ c(S, T ).

Dôkaz.
f(S, T ) = f(S, T ∪ S)− f(S, S)

= f(S, V ) = f(s, V ) + f(S − s, V )

= f(s, V ) = |f |

Nerovnošt plynie z kapacitného ohraničenia f(u, v) ≤ c(u, v). 2

Toky v sietiach - Ford-Fulkerson 216



Veta 2. Ak f je rez v sieti G, tak nasledujúce podmienky sú

ekvivalentné:
1. f je maximálny tok v sieti G

2. Reziduálna sieť Gf neobsahuje žiadnu zlepšujúcu cestu.

3. |f | = c(S, T ) pre nejaký rez (S, T ) siete G.

Dôkaz. (1)⇒ (2) Plynie z Lemy 8.

(2) ⇒ (3) Nech Gf nemá žiadnu zlepšujúcu cestu. Definuj-

me S = {v ∈ V | existuje cesta z s do v v Gf} a T = V \ S.

Rozdelenie (S, T ) je rezom v Gf . Pre každú dvojicu vrcholov u, v

takú, že u ∈ S a v ∈ T plat́ı f(u, v) = c(u, v) (v opačnom pŕıpade

by (u, v) ∈ Hf) a teda f(S, T ) = c(S, T ). Poďla Lemy 9 plat́ı

|f | = f(S, T ).

(3)⇒ (1) Poďla Lemy 9 pre každý rez plat́ı |f | ≤ c(S, T ). Rovnošt

|f | = c(S, T ) preto implikuje maximalitu toku. 2
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Zložitošt Ford-Fulkersonovho algoritmu

Ak v sieti G s celoč́ıselnými kapacitami je |f∗| hodnota maximál-

neho toku, tak počet iterácíı cyklu 2–6 je nanajvýš |f∗|.
Zložitošt jednej iterácie je rovná zložitosti nájdenia cesty z s do t

a je O(|H |).
Celková zložitošt je O(|f∗| · |H |).
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Pŕıklad grafu, pre ktorý zložitošt Ford-Fulkersonovho algoritmu je

|f∗| · O(|H |).

s

M

M

1 t

1

2

M

M

Počiatočný tok má hodnotu |f | = 0.

zlepšujúca cesta s, 1, 2, t ⇒ tok |f | = 1.

zlepšujúca cesta s, 2, 1, t ⇒ tok |f | = 2.

zlepšujúca cesta s, 1, 2, t ⇒ tok |f | = 3. . . .

V pŕıpade, že kapacity hrán sú iracionálne č́ısla, konečnošt Ford-

Fulkersonovej metódy nie je zaručená.
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Varianty Ford-Fulkersonovej metódy

Ĺı̌sia sa v spôsobe, akým sa vyberá zlepšujúca cesta.

Algoritmus Edmonds-Karp Tok zva̋čšujeme vždy po najkraťsej

zlepšujúcej ceste (d́lžka cesty je rovná počtu hrán cesty).

Zložitošt algoritmu je O(|V | · |H |2) pre grafy s ľubovǒlnými

kapacitami.

Algoritmus naǰsiřśıch ciest Tok zva̋čšujeme vždy po zlepšujúcej

ceste s maximálnou reziduálnou kapacitou. Zložitošt algoritmu

je O(|V |2 · |H | ln |f∗|) pre grafy s celoč́ıslenými kapacitami.

Algoritmus zjemňovania stupnice

Ďaľsie metódy: metóda “push-relabel” vedie k algoritmu zložitosti

O(|V |3).
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Varianty problému maximálneho toku

• Siete s násobnými zdrojmi a ciělmi

• Najlacneǰśı maximálny tok

• Viacproduktové toky

• Najpočetneǰsie párovania

Toky v sietiach - Ford-Fulkerson 221



Vyȟladávacie algoritmy

Algoritmy pre vyȟladávanie, porovnávanie a editáciu rětazcov.

Problémy

• vyȟladávanie vzorky v texte

• vzdialenošt rětazcov a transformácia rětazcov

• spoločná podpostupnošt

• aproximácia rětazcov

• opakujúce sa podrětazce
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Vyȟladávanie vzorky v texte2

Je daný text T a vzorka3 P – rětazce nad abecedou Σ. Úlohou

je vyȟladať všetky výskyty vzorky v texte. Text je daný ako pole

T [1..n], vzorka ako P [1..m].

Hovoŕıme, že vzorka P sa vyskytuje v texte T s posunom s ak

0 ≤ s ≤ n−m a T [s + 1..s + m] = P [1..m] (tj. T [s + j] = P [j]

pre 1 ≤ j ≤ m). Č́ıslo s uvedených vlastnost́ı sa nazýva platným

posunom pre text T a vzorku P .

Problém vyȟladávania vzorky možeme formulovať ako úlohu nájšt

pre dané T a P všetky platné posuny.

2String matching
3Pattern
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Algoritmy

Algoritmus Predspracovanie Vyȟladávanie

Úplné preȟladávanie 0 O((n−m + 1)m)

Karp-Rabin Θ(m) O((n−m + 1)m)

Konečné automaty O(m|Σ|) Θ(n)

Knuth-Morris-Pratt Θ(m) Θ(n)

Boyer-Moore O((n−m + 1)m)

Algoritmy Karp-Rabin a Boyer-Moore majú výrazne lepšiu prie-

mernú zložitošt
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Úplné preȟladávanie

Úplné Prehľadávanie(T, P )

1 for s = 0 to n−m do

2 if P [1..m] = T [s + 1..s + m]

3 then print “s je platný posun fi

4 od

Zložitošt: cyklus sa vykoná n−m + 1 krát

v každom cykle sa na riadu 2 vykoná m porovnańı.

Spolu O((n−m + 1)m)
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Algoritmus Karp-Rabin

Predpokladajme, že Σ = {0, 1, . . . , 9}4. Každý rětazec nad abece-

dou Σ môžeme chápať ako č́ıslo zaṕısané v desiatkovej sústave.

Označme p č́ıslo zodpovedjúce rětazcu P [1..n] a ts č́ısla zodpove-

dajúce rětazcom T [s + 1..s + m]. Problém overǐt, či s je platným

posunom sa redukuje na problém overǐt, či ts = p.

Predspracovanie: výpočet č́ısla p Hornerovou schémou (čas Θ(m))

p = P [m]+10(P [m−1]+10(P [m−2]+· · ·+10(P [2]+10P [1]) . . .))

Výpočet č́ısla t0 – podobne ako p (čas Θ(m))

Výpočet č́ısel t1, . . . , tn−m (čas Θ(n−m))

ts+1 = 10(ts − 10m−1T [s + 1]) + T [s + m + 1]
4zobecnenie pre Σ = {0, 1, . . . , d} je priamočiare
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Algoritmus Karp-Rabin so zvyškami

Algoritmus Karp-Rabin sa nedá použǐt ak č́ısla p, ts sú pŕılǐs vělké.

V takom pŕıpade sa použ́ıva výpočet modulo q, kde typicky q

je prvoč́ıslo také, že 10q ≈ poč́ıtačové slovo. Test ts = p sa

nahrad́ı testom ts ≡ p( mod q). Č́ıslo s, pre ktoré plat́ı uvedená

rovnošt je len potenciálnym posunom, jeho platnošt sa muśı overǐt

porovnańım pŕıslušných rětazcov.

Zložitošt predspracovania je opa̋ť Θ(m), zložitošt výpočtu je

v najhořsom pŕıpade (tj. ak pre všetky s plat́ı skúmaná rovnošt)

O((n−m + 1)m).

Zložitošt konkrétneho výpočtu je daná počtom platných posunov.

Ak očakávaný počet platných posunov je c, tak očakávaná zložitošt

algoritmu je O((n−m + 1) + cm).
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Konečné automaty

Pre danú vzorku P [1..m] skonštruujeme konečný automat

A = ({0, . . . ,m},Σ, δ, {0}, {m}).
Text T [1..n] spracujeme automatom A.

Finite Automaton Matcher(T,A)

1 q ← 0

2 for i = 1 to n do

3 q ← δ(q, T [i])

4 if q = m then print i−m je platný posun fi

5 od

Zložitošt spracovania textu je θ(n).
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Konštrukcia automatu pre danú vzorku P

Označenie: Pq = P [1] · · ·P [q], Tq = T [1] · · · [q]

Definujeme sufixovú funkciu σ : Σ∗ → {0, 1, . . . ,m} kde σ(x) je

d́lžka najdlhšieho prefixu vzorky P , ktorý je sufixom slova x.

Napr. pre P = popapopa je σ(ε) = 0, σ(papap) = 1, σ(papop) =

3 a σ(popapo) = 6.

Konečný automat pre P je A = ({0, . . . ,m},Σ, δ, {0}, {m}), kde

prechodová funkcia δ je definovaná predpisom

δ(q, a)
def
= σ(Pq a)
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Algoritmus pre výpočet prechodovej funkcie automatu

Automat(P,Σ)

1 for q = 0 to m do

2 for každé a ∈ Σ do

3 k ← min(m + 1, q + 2)

4 repeat k ← k − 1 until Pk je sufixom Pq a

5 δ(q, a)← k

6 od od

7 return δ

Zložitošt konštrukcie automatu: je O(m3|Σ|); existuje

efekt́ıvneǰsia procedúra zložitostiO(m|Σ|).
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Korektnošt algoritmu

Veta. Ak A je automat pre vzorku P a T je text, tak pre

i = 0, 1, . . . , n plat́ı δ̂(Ti) = σ(Ti).

Dôkaz. Indukciou vzȟladom k i.

1. T0 = ε a preto δ̂(T0) = 0 = σ(T0).

2. Indukčný predpoklad – platnošt tvrdenia pre i
δ̂(Ti+1) = δ̂(Tia) nech T [i + 1] = a

= δ(δ̂(Ti), a) z defińıcie δ̂

= δ(q, a) nech δ̂(Ti) = q

= σ(Pq a) z defińıcie σ

= σ(Ti a) indukčný predpoklad

= σ(Ti+1) z defińıcie Ti+1

2
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Algoritmus Knuth-Morris-Pratt

Vychádza z podobného prinćıpu ako konečné automaty, ale nekon-

štruuje celý konečný automat. Namiesto neho sa pred samotným

vyȟladávańım vypoč́ıta v čase θ(m) zo vzorky tzv. prefixová

funkcia. Samotné vyȟladávanie vzorky sa realizuje v čase θ(n).

i T

P
s

h r a d e v e r i n e h o rv

v e v e r ak
q

i

s = s + 2

k

T

P

h r a d v e v e r i n e o r

v e e a

h

v r k
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Pre vzorku P [1..q] zhodnú s textom T [s+1..s+ q] testujeme, aké

je najva̋čšie s′ > s pre ktoré

P [1..k] = T [s′ + 1..s′ + k],

kde s′ + k = s + q. K výpočtu s′ nepotrebujeme poznať text,

pretože T [s′ + 1..s′ + k] je prefixom vzorky.

Pre danú vzorku P [1..m] definujeme prefixovú funkciu

π : {1, 2, . . . ,m} → {0, 1, . . . m− 1} predpisom

π[q]
def
= max{k | k < q a Pk je sufixom Pq}
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k r o k r k r

k r o k r o k r o y

k r o r o k r o k y

o o k y

k

k

P9

P6

P3

π[9] = 6

π[6] = 3

π[3] = 0
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KMP(T, P )

1 π ← Prefixová Funkcia(P ); q ← 0

2 for i = 1 to n do

3 while q > 0 ∧ P [q + 1] 6= T [i] do q ← π[q] od

4 if P [q + 1] = T [i] then q ← q + 1 fi

5 if q = m then i−m je platný posun ; q ← π[q] fi

6 od

Prefixová Funkcia(P )

1 π[1]← 0; k ← 0

2 for q ← 2 to m do

3 while k > 0 ∧ P [k + 1] 6= P [q] do

4 k ← π[k] od

5 if P [k + 1] = P [q] then k ← k + 1 fi

6 π[q]← k od

7 return π
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Poč́ıtame π[q], poznáme π[1], . . . , π[q − 1]. Nech π[q − 1] = k.

k q-1 q

P

P [1..k] = P [⋆..q − 1]

ak P [k + 1] = [q] tak P [1..k + 1] = P [⋆..q] a π[q] = k + 1

ak P [k +1] 6= [q] tak ȟladáme iný prefix △ taký, že △ je sufixom

Pq — kandidátom je práve π[k] (z rovnosti P [1..k] = P [⋆..q − 1]

vyplýva, že aj sufixy týchto reazcov sa musia zhodovať).

Preto testujeme P [π[k] + 1]
?
= P [q].

V pŕıpade nerovnosti postupujeme analogicky.
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Časová zložitošt algoritmu Knuth-Morris-Pratt

Pre Prefixová Funkcia použijeme metódu účtov.

Každý for cyklus z riadkov 2-6 dostane 3 kredity. 2 kreditmi

zaplat́ıme pŕıkazy z riadkov 5 a 6. Zvyšný 1 kredit ulož́ıme na účet.

Pri každom vykonańı pŕıkazu v riadku 4 sa zńıž́ı hodnota k,

lebo π[k] < k. Súčasne je π[k] ≥ 0 pre všetky k a preto počet

opakovańı pŕıkazu nie je va̋čš́ı než počet ukončených opakovańı

for cyklu. Všetky priradenia v riadku 4 preto môžeme zaplatǐt

kreditmi z účtu.

Zložitošt výpočtu Prefixová Funkcia je Θ(m).

Analogickým postupom sa ukáže, že zložitošt algoritmu KMP je

Θ(n).
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