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1. Integrace na obdélniku

Dvojny integral na obdélnikové oblasti Q) = [a,b] x [c, d]

/ / f(x,y) dxdy
Q

predstavuje objem télesa pod plochou f(x,y) na oblasti Q.

Podle Fubiniovy véty je roven integralu

/ub ( /Cdf (%) dy) dx
[ ([ sy ax)ay.

Je-li funkce f(x,y) souc¢inem funkce proménné x a funkce proménné y, pak plati

respektive integralu
b d
[/ 8Gn) dxdy = [ g(x) ax [“n(y) ay.
Q
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Quiz Vypottéte integral / / x?y dxdy, kde Q = [0,1] x [1,3].
(@)

1. PfepiSeme na dvojnasobny integral

:-E <E xzydy)dx |:|

2. Najdeme primitivni funkci k x%y vzhledem k proménnél:l |:|
3

1
- [l « (s ]
JO 1
3. Dosadime meze

= E— S

4. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménnél] I:l
1

-— (A=)
0

5. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — P
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Quiz Stejny integral / / x%y dxdy, kde Q = [0,1] x [1,3] fe¥me pomoci opatné dvojndsobné
: Q
integrace.

1. PfepiSeme na dvojnasobny integral

- £ (7 =ve)e o

2. Najdeme primitivni funkci k x%y vzhledem k proménnél:l |:|
1

%!
) ) — [ans ]
¢ 0
3. Dosa3dime meze
= A E—" s

4. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménné I:l |:|

3

-—1 [
1

5. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — T
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Quiz TentyZ integral // x%y dxdy, kde Q = [0,1] x [1,3] fe¥me pomoci rozkladu na soutin
Q
dvou jednoduchych integralt.
1L Prep1seme na soucin dvou integralt

hxdeydy |:|

2. Najdeme pr1m1t1vn1 funkce

| s

1
3. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

] [AnsT]
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Quiz Vypoctéte integral / / % dxdy, kde Q) = [1,¢] x [2,4].
o)

1. PfepiSeme na dvojnasobny integral
-5 (f Lav)a (=]
2. Najdeme primitivni funkci k % vzhledem k proménnél] I:l

4
= ) — s ]
2
3. Dosaedime meze
) A —r [ans ]

4. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménnél] I:l

@

-— [
1

5. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — T
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Quiz Stejny integral / / % dxdy, kde Q) = [1,¢] x [2,4] feSme pomoci opa¢né dvojndsobné
o}

integrace.

1. PfepiSeme na dvojnasobny integral

-G 1)

2. Najdeme primitivni funkci k Y yzhledem k proménnél]

4 e x

= —1Jad

)
3. Dosadime meze

= A —""

4. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménné[l

—
—
5. Vysledek dostaneme dosazenim mezi
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T
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T
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Quiz TentyZ integral // % dxdy, kde Q) = [1, ¢] x [2,4] feSme pomoci rozkladu na soudin dvou
Q
jednoduchych integralti.

1. PfepiSeme na soucin dvou integralt

—Eidxjgydy [ans ]

2. Najdeme primitivni funkce
4
|] (AT

=

3. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — (A=l
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Quiz Vypoctéte integral / / In(xy) dxdy, kde Q) = [1,¢] x [1,¢].
Q

1,
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PrepiSeme na dvojnasobny integral

= E <E In(xy) dy)dx

. Najdeme primitivni funkci k ln(x%) vzhledem k proménnél:l

integraci per partes, kde u = , v =

Dostavame tedy

Ja[ ]

[nGya0=| I - /1 I

u v u’
S —

. Dosadime meze

|dx

//ln(xy) dxdy = /16 {l:ﬂidx = /1€|

. Najdeme primitivni funkci vzhledem k promérmél]

y 'I

. Vysledek dostaneme dosazenim mez{

T

Ans
Ans

T
T
T

(AT
(AT ]

[ans ]
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Quiz TentyZ integral / / In(xy) dxdy, kde Q) = [1,¢] X [1, ¢] feSme pomoci rozkladu na soucin
Q

dvou jednoduchych integralt.

1. Nejprve upravime integrovanou funkci pomoci vzorce na soucet

/ / In(xy) dxdy = / / [ Jdrdy+ / / [ Jdxdy [Ans ]

Q
2. Oba integraly prepiSeme na soucin jednoduchych in|t:e|gréh°1

O o PR P e P =
3. Najdeme primitivni funkci k In(x) integraci per partes, kde

i = T

Dostdvame tedy

[ n(x)dx =| [ - /1 [ Jax [Ans ]
u 0 u' 0

S — T

4. Dosadime meze . . . .
e e e W s R S

5. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

= — [AnsT]
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2. Integrace na elementirni mnoziné

Elementarni mnoZinou se rozumi uzavfena a omezena mnoZzina typu

O = {[x,y} cR?*:a<x<b f(x) gygg(x)}resp.

Q, = {[x,y] €ER*:a<y<b, f(y) Sng(J/)},

kde a,b € R a funkce f(x) < g(x) na celém intervalu [a, b]. Na mnoZziné typu (), je pofadi
integrace nejprve podle y a pak podle x, na mnoZziné (), je pofadi opacné.

Quiz Jsou mnoziny uréené néasledujicimi nerovnostmi, resp. omezené nasledujicimi k¥ivkami

elementarni? V pfipadé, Ze ano, jaké bude poradi integrace?

1.1 <x <2, x§y§x2
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezaleZi na poradi

2.0<x <2, x§y§x2
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezaleZi na poradi

3.0< x> +y2 <1
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezaleZi na poradi

4.sin(y) <x<cos(y), 0<y< %

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na poradi
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(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne
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5.sin(y) < x <cos(y), 0<y< g

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na pofadi

1
6.0 <x<1, xéyS;

(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezaleZi na pofadi
7.x=5 y=2x, y=x
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na pofadi
8.x—-2y=1 x—-2y=3, y=1 y=2
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na pofadi
9.x+y =1, x=1?
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na pofadi
10.y=1-x% x=1y°
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na pofadi
1L.y=¢", y=x+1, x=e
(a) Ano, nejprve podle x, pak podle y
(c) Ano, nezalezi na pofadi
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(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne

(b) Ano, nejprve podle y, pak podle x
(d) Ne
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Podle Fubiniovy véty plati:
Dvojny integral na elementarni mnoziné

0= {loyl e R ia<r<t, [0 <y<glo)]

//CID(x,y) dxdy
Oy

/ﬂb (/fé()i?) D(x,y) dy> dx.

Dvojny integral na elementarni mnoziné

Qy:{[x,y]eleiﬂSySb/ f(y)gxég(y)}

//CID(x,y) dxdy
Qy

je roven integralu

je roven integralu
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Quiz Vypottéte integral / / x?y dxdy,
kde Q) je uréena nerovnostrgi 1<x<2 x<y< x2.
1. MnoZina () je typu (‘1] I:l
2. PfepiSseme na dvojndsobny integral se spravnym pofadim integrace
-5 (5 »0a —
3. Najdeme primitivni funkci k x*y vzhledem k proménnél:l |:|

[ ]
- [IE—— (B )]
! [ 1
4. Dosadime meze

= 4 E— % (e 1]

5. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménnél] |:|

2
- | q s
1

6. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — (AT

Lenka Pfibylova — Dvojné integraly oFirst «Prev «Next .Last «Go Back «Full Screen «Close «Quit



Quiz Vypoctéte integral / / cos(x +y) dxdy,
kde ) je urcena nerovnostrgi 0<x<y, 0<y<m
1. MnoZina () je typu (D |:|
2. PfepiSeme na dvojndsobny integral se spravnym poradim integrace
- = (= eote 9 aD)a [T )

3. Najdeme primitivni funkci ke cos(x + y) vzhledem k proménné |:| I:l

7T
— A
) ——" [(Fes]]
4. Dosadime meze

7T
= [ |dy [ans ]
5. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménné[l |:|

7T
- | q (s
0

6. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — (AT
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Quiz Vypoctéte integral / / xyﬂ dxdy,
0
kde () je omezena pfimkami y =3x, y=1, x+y=2.

1. MnoZina () je typu (D |:|
2. PfepiSseme na dvojndsobny integral se spravnym pofadim integrace
| |
-(S(EF50a —
3. Najdeme primitivni funkci ke o ;_ Y vzhledem k promérmél:l I:l

d — s ]
— A
Il = .
4. Dosadime meze

S5 —" (A=l

5. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménné I:l |:|
&)

2
- | q s
1

6. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

7 ! T
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Quiz Vypoctéte integral / / xy dxdy,
Q
kde Q) je omezené kiivkami y = x, x =21
1. MnoZina () je typu (E |:|
2. PfepiSseme na dvojndsobny integral se spravnym pofadim integrace

:A/I ||(J1/I ||"yd']>d':' —

3. Najdeme primitivni funkci ke xy vzhledem k proménné I:l |:|

[ ]

1

-/ [l_l]:ldy (s ]
4. Dosadime meze

1
-/ Jay [T
5. Najdeme primitivni funkci vzhledem k proménnél] |:|
1
- | | A
-2

6. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

S — (AT
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3. Transformace do polarnich soufadnic

V nékterych ptipadech je pro vypocet dvojného integralu vhodné provést transformaci
proménnych. Jde vpodstaté o substitu¢ni metodu integrace. Zavedeme-li nové proménné
regularni transformaci

P:x=g(uv), y=h(uno),

pak plati

J[ Few) dxay = [[ flstu,0),hw,0) 1w, 0)ldude,
Q o(Q)

_ | &u(wo) gh(u0)
kde J(u,v) = ' hi{(ulv) h;(u,v) ’

je Jakobidn zobrazeni ® a mnozina () je zobrazena na mnoZzinu ®(().

Nejcastéji uzivanou transformaci je transformace do polarnich soufadnic. Jde o pfipady, kdy je
mnozina () kruh, mezikruZi nebo kruhovéa vysec¢ apod.

Polarni soufadnice zavedeme pomoci zobrazeni
O:x=rcos¢p, y=rsing,
které je regularni a jeho Jakobian je
cos¢ —rsin
J,0) = | ot eeed | =

sing rcos¢
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V nasledujicich prikladech je polomér v polarnich soufadnicich znacen r a thel ¢ se zapisuje jako
fi.
Quiz Vypoctéte integral / / ; dxdy,

Q

kde () je uréena nerovnostmi 1 < 2+ y2 <4, y>x, x>0.

1. Zavedeme polarni soufadnice a pfepiSseme na dvojnasobny integral

_ A/I || (A/I ||| |dr> d¢ [Ans ]

2. RozepiSeme na dva jednoduché integraly
= | |dg EI lar  [Ans]
3. Najdeme primitivni funkce
/2
]|
/4

y

4. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

~ — [AnsT]

I =]
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Quiz Vypoctéte integral / / x*y + y° dxdy,
0

kde () je uréena nerovnostmi s y2 <1l y>0 x>0

1. Zavedeme polarni soufadnice a prepiSeme na dvojnasobny integrél

| |
_ A/I I (A/I | |dr) dg [Ans ][]
2 Rozeﬁiéeme na dva jednoduché integraly

! 0 [ L
3. Najdeme primitivni funkce

/2

, |

0

-

4. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

= — [AnsT]

| =]
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Quiz Vypottéte integral / / \/ *% + y? dxdy,
o

kde Q) je uréena nerovnostmi x*> +y> <1, x*+ (y—1)*> <1.
1. Zavedeme polarni soufadnice a pfepiSseme na dvojnasobny integral

:Aﬂ l'(f |'| ) ¥ —

2. Najdeme primitivni funkci vzhledem kl:'

)

3. Dosadime meze
= I |d| I

4. Najdeme primitivni funkci vzhledem kI:I

s pouZitim substituce t = I:l:

-|! —

5. Vysledek dostaneme dosazenim mezi

(AT ]
(AT

T

T

T
(AT ]

(AT
(AT
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Pripominky a komentéfe zaslete prosim na emailovou adresu pribylova@math.muni.cz.
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