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Hodnost

Definice (hodnost matice): Bud” A matice. Hodnosti matice rozu-
mime maximdlni pocet linedrné nezavislych fddké matice. Hod-
nost matice A oznatujeme h(A).

Pozniamka 1 (linedrni zavislost a nezavislost algebraickych vektorti).
Bud A matice o m fadcich.

e Je-li h(A) = m, jsou fadky tvoreny linearné nezavislymi vektory.
e Je-li h(A) < m, jsou fadky tvoreny linearné zavislymi vektory.

e 11(A) > m nenastane.
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Definice (schodovity tvar): Rekneme, Ze matice A je ve schodovitém
tvaru, jestlize p¥ipadné nulové ¥adky jsou uspotfddany na konci
matice a nenulové jsou uspofddany tak, Ze kazdy nésledujici fadek
zacina vétsim poctem nul nez fadek predchozi.

Véta 1 (hodnost matice ve schodovitém tvaru). Hodnost matice, ktera
je ve schodovitém tvaru je rovna poétu jejich nenulovych radka.

Ptiklad 1. Matice A = 8 8 (1) _01 g 2 je ve schodovitéem
0 00 O 0 0
2 22 3 —-15
tvaruah(A) =3.Matice B= |0 0 1 0 0 3] nenive scho-
0 03 -1 2 1
i

dovitém tvaru a jeji hodnost na prvni pohled nepozname.
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Véta 2 (operace zachovdvajici hodnost matice). Néasledujici operace
nemeéni hodnost matice:

z s~z z s~z

e vynechanifadku sloZeného ze samych nul, nebo vynechanifadku,
ktery je totozny s jinym Ffadkem, nebo vynechéani rfadku, ktery je
nasobkem jiného rfadku

e vynasobeni nebo vydéleni libovolného fadku nenulovym cislem

e zaména poradi libovolného poctu radka

e ponechani jednoho fadku beze zmény a opakované pricteni libo-
volnych nasobkd tohoto Fadku k nenulovym nasobkdim ostatnich
fadkd matice

Véta 3. Libovolnou matici Ize konecnym poctem Uprav z Véty 2 prevést
do schodovitého tvaru.

Véta 4. Transponovani neméni hodnost matice.
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Najdéte hodnost matice A. |

3 -1 0 1 -2
2 1 -1 2 -3
3 =2 -1 1 -2
2 -5 1 -2 2

A=
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Najdéte hodnost matice A. ‘

3 -1 0 1 -2 2 1 -1 2 -3
1 -1 2 -3
-2 -1 1 -2
-5 1 -2 2

A=

N W N

e Zvolime ¢erveny fadek jako klicovy:.

o Tento radek ziistava a piSeme ho jako prvni.




Najdéte hodnost matice A. ‘

3 -1 0 1 -2y
1 -1 2 -3/(3[0 -5 3 -4 5

-2 -1 1 =2 |~
-5 1 -2 2

)\2 2 1 -1 2 -3
A=

N W N

2R; — 3Ry = ... I




Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1

2 1 -1 2
A= 3 =2 -1 1
2 -5 1 -2

) \
)Y
2 )

2
0
0

1
=5
=7

-1
3
1

2
—4
—4

-3
5
5

2R3 — 3Ry = ...




[Najdéte hodnost matice A. ‘

[solN TolN oy Ie}

0 1 -2\ 2 1 -1 2
-1 2 -3\(-1)] 0 -5 3 —4
-1 1 —2) o -7 1 —4

1 -2 2 0 -6 2 —4

-1

1
=72
-5

3
2
3
2

Ri—Ry=...




Najdéte hodnost matice A.

3 -1 0 1

2 1 -1 2

A= 3 =2 -1 1
2 -5 1 -2

2 1 -1 2 -3

2
3
2
2

o onN

=5
-7

-1 2 -3
3 -4 5
1 -4 5 |7
2 -4 5

Prvni faddek ztstava.




Najdéte hodnost matice A. ‘

3 -1 0 1 -2

2 1 -1 2 -3
A— 2 1 -1 2 31 |10 =5 3 —4 51 .
3 =2 -1 1 -2 0 —7 1 —4 5
2 -5 1 -2 2 0 —6 2 —4 5
2 1 -1 2 -3
0 -5 3 4 5
-

~

s Nz

o Dalsi klicovy fadek bude jeden z ¢ervenych radki.
e ProtoZe by vytvareni dalSich nul bulo sloZitéjsi, udélame me-
zikrok — vytvofime nejprve jednicku.

s Nz

e Druhy fadek ponechdme na svém misté.

wmmﬁ




Najdéte hodnost matice A. ‘

3 -1 0 1 -2 2 1 -1 2 -3
4-|2 1 -1 23| [0 -5 3 -4 5)\‘
3 -2 -1 1 -2 0 -7 1 —4 5%(-1
2 -5 1 -2 2 0 -6 2 -4 5]
2 1 -1 2 -3
0 -5 3 -4 5
0 2 2 0 0

Zvolime Cerveny radek jako klicovy a provedeme R, — R3 = ... I




Najdéte hodnost matice A. ‘

3 -1 0 1 -2

2 1 -1 2 -3

A= 3 =2 -1 1 -2

2 -5 1 -2 2
1 -1 2 -3
-5 3 4 5
2 2 0 0
1 1 0 0

1 -1 2 -3
=5 3 —4 SN\| -
-7 1 —4 5)

—6 2 -4 54(-1

S o ODPN

SO ON

Vytvotime jednicku i v dal§im fadku: R — Ry = ... I




Najdéte hodnost matice A.

3 -1

0 1 -2 2 1 -1 2 3

A— 2 1 -1 2 -3 0 -5 3 4 5

3 =2 -1 1 -2 0 —7 1 4 5

2 -5 1 -2 2 0 —6 2 4 5
2 1 -1 2 -3
0 -5 3 4 5
0 2 2 0 0
0 1 1 0 0

e Radek R je ndsobkem fadku Ry.

¢ Jeden z nich miizeme tedy odstranit.




Najdéte hodnost matice A. |

3 -1

0 1 -2 2 1 -1 2 -3
a-|12 1 -1 2 =3\ (05 3 -4 5
{3 -2 -1 1 =2 0o -7 1 -4 5
2 -5 1 =2 2 0 6 2 —4 5
oL o 21 -1 2 -3
~| 01 1 0 0
o 1 1 0 O
4 )
e Odstranili jsme tfeti fadek.
e Prvni fadek ztstava.
e Novy klicovy faddek bude fadek s jednickou. PiSeme jej jako
druhy.
@mmm*




Najdéte hodnost matice A. ‘

3 -1 0 1 -2

2 1 -1 2 -3
a2 1 -1 23] [0-5 3 -4 5|
3 -2 -1 1 =2 0 -7 1 -4 5
2 -5 1 -2 2 0 -6 2 —4 5
ﬁ_é_é_i_g 21 -1 2 -3
>~01100
0 1 1 0 0’5 D088 =45

Vytvorime nulu misto ¢isla —5. Provedeme tedy 5R3 + Ry = . .. I




Najdéte hodnost matice A. |

3 -1

2 1

4l = 3 -2

2 =5

2 1 -1

0 -5 3

0 1 1
h(A) =3

0
—1
—1

1

2
—4

0

1
2
1
=72
-3
5

0

=2
-3
=72

j
cooN

SO
O = =

-1 2
3 —4
1 —4
2 —4

Q1 O1 O1 W

e h(A)=3.

e Matice je ve schodovitém tvaru.

e Schodovity tvar ma tfi fadky.




Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2
p_| 31 -4 6 -2
-1 2 -1 1 6
01 3 -4 1
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Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
p_| 31 -4 6 2|

-1 2 -1 1 6

01 3 —4 1

e Radek R; bude kli¢ovy.

e Zustane jako prvni a pomoci néj budeme nulovat zbyla ¢isla v
prvnim sloupci.




Najdéte hodnost matice B. l

1 2 -5 1 —2,-3 1 2 -5 1 -2
2

B— 31 —4 6 0 -5 11 3 4
Sl -1 2 -1 1 6
0 1 3 —4 1

Vynulujeme prvek bp;. Provedeme —3R; + R». I




Najdéte hodnost matice B. l

1 2 =5 1 =2 1 2 =5 1 -2
B— 31 —4 6 —2> o0 =5 11 3 4
-1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4

0 1 3 —4 1

Vynulujeme prvek b3;. Provedeme R; + R3. I




Najdéte hodnost matice B.

1 2 =5 1 =2 1 2 =5 1 -2

B— 31 4 6 -2 |0 =5 11 3 4
-1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4

0 1 3 —4 1 0 1 3 —4 1

Prvek b4 je nulovy a tento fadek tedy staéi pouze opsat. I




Najdéte hodnost matice B.

B =

12 -5 1 -2 1 2
31 -4 6 -2 0 -5
-1 2 -1 1 6] 7|0 4
01 3 —4 1 0 1

1 2 -5 1 -2

0 1 3 -4 1

11
—6

BN W =
= ok RN

e Prvni fddek (ptivodné klicovy) zistane.

s Nz

e Cervené oznaceny fadek obsahuje jedni¢ku na za¢atku a zvo-
lime jej jako dalsi klicovy fadek. To je nejSikovnéjsi, protoze

by =1, zatimco byy; = —5a byz = 4.

\ 3

@W




Najdéte hodnost matice B.

2 5 1 -2
31—4 6 —2
-1 2 -1 1 6|7
1
1
0
0

2 =5 1 -2
-5 11 3 4
—6 2 4)
5

SO O
e~

0 3 —4 1
2 =5 1 -2
1 3 —4 1
0 26 -17 9

~

Vynulujeme prvek by,. Provedeme 5R4 + R;. I




Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
B 31 -4 6 2| [0 -5 11 3 4
-1 2 -1 1 6 04—624)
01 3 —4 1 0 1 3 -4 1/
1 2 -5 1 -2
0 1 3 -4 1
“l oo 26 -17 9
00 —18 18 0

Vynulujeme prvek bz,. Provedeme —4R4 + R». I




Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
B 31 -4 6 2| [0 -5 11 3 4
-1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4
01 3 —4 1 0 1 3 -4 1
1 2 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
0 1 3 -4 1 01 3 -4 1
“l oo 26 =17 9|70 o0 26 -17 9
00 —18 18 0 00 -1 1 0

o Posledni fddek mtizeme vydélit ¢islem 18.

2 Nz

e Ostatni fadky zlistanou.




Najdéte hodnost matice B.

1 2 -5 1 2 -5 1 -2
B 31 -4 0 -5 11 3 4
—12—116 0 4 -6 2 4
01 3 1 0 1 3 -4 1
1 2 -5 1—2 1 2 -5 1 -2
0 1 3 -4 1 01 3 -4 1
“loo 26 =17 9] |00 26 -17 9
00 —18 18 0 00 -1 1 0
12 -5 1 -2
01 3 —4 1
“loo 1 -1 o0

e Prvni dva fadky ztstanou.

e Prvek b3y = —1 je Sikovnéjsi pro dalsi dpravy, nez bsz = 26.
Proto jako dalsi klicovy volime fadek Ry.




[Najdéte hodnost matice B. l

o O

7__190
— N AN <t
_1471
|
IO — O |
| = |
o o \O
2:_J4.1_ al |
N — O O
— O O O
S o O O O
/I\
2
S
~
AN AN \O
[ N~ oo/
! o
— O — <H |
[ — <t DN o
_11
| — <t
YT |
O O \O o0
| AN — OO
AN — AN | |
131_.0210021
~ o O O O - O

o O

Vynulujeme prvek bzs. Provedeme 26R4 + R3.




Najdéte hodnost matice B.

12 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
B 31 -4 6 2| [0 -5 11 3 4
-1 2 -1 1 6 0 4 -6 2 4

01 3 —4 1 0 1 3 -4 1
1 2 -5 1 -2 1 2 -5 1 -2
0 1 3 -4 1 01 3 -4 1
“loo 26 =17 9] |00 26 -17 9
00 —18 18 0 00 -1 1 o0
12 -5 1 -2

01 3 -4 1
“loo 1 -1 o0

00 0 9 9

-
o]
L
S

e Matice je ve schodovitém tvaru.

e Schodovity tvar ma ¢tyfi fadky. Hodnost je ¢tyfi.




Determinant
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(" Definice (determinant): Bud A € R™" &vercové matice Fadu
n. Determinant matice A je redlné ¢islo det A pfitfazené matici A
nasledujicim zptisobem:

e Je-li A matice fadu 1, tj. A = (a17), je det A = ay;.

e Mame-li definovén determinant z matice ¥adu (n — 1) ozna-
¢me symbolem M;; determinant matice fadu (n — 1), ktera
vznikne z matice A vynechdnim i-tého faddku a j-tého
sloupce. Definujme algebraicky doplnék A;; prvku a;j jako sou-
¢in Al] = (—1)1+]M1]

o Kone¢né, definujme determinant ¥adu n nasledovné: zvolime
libovolny index i € {1,2,...n} a definujeme

detA =apAq +apAp+ - +ai, A (1)

PiSeme té7 | A| aje-li A = (a;), piSeme zkrécené |a;;|.

B EBE (©Robert Mafik a Lenka P¥ibylova, 2007 B



[ Najdéte nasledujici determinant

= a(=1)""Yj| +b(=1)"*2]i| = aj — bi

a b
ij

Determinant 2 x 2 tedy pocitdme tak, Ze nasobime prvky v hlavni
diagondle a odecteme soucin prvki ve vedlejsi diagonale.




[ Najdéte nasledujici determinant

a b c " P P
i ] kl = a(_1)1+1 ] +b(_1)1+2 +C(_1)1+3 ]‘
y z X z X y
X Yy z
=a(jz — ky) — b(iz — kx) + c(iy — jx)
= ajz — aky — biz + bkx + ciy — cjx
a b c
i j k |=ajz+iyc+ xbk — (cjx + kya + zbi)
X Yy z
a b c
i j k

Sarussovo pravidlo I




Definice (regularni a singularni matice): Bud' A étvercova matice.
Je-li det A = 0, fikdme, Ze matice A je singulirni, v opa¢ném pii-
padé fikame, Ze je requldrni.

Véta 5 (determinant matice ve schodovitém tvaru). Determinant matice,
ktera je ve schodovitém tvaru je roven souéinu prvki v hlavni diagonale.

Véta 6 (operace zachovavajici hodnotou determinantu). Nasledujici
operace neméni hodnotu determinantu matice:

e pricteni linearni kombinace ostatnich fadkl (sloupct) k jinému
fadku (sloupci)

e ponechani jednoho fadku (sloupce) beze zmény a opakované
pricteni libovolnych nasobkl tohoto fadku (sloupce) k ostatnim
radkdim (sloupctim) matice

e transponovani matice
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Véta 7 (dalsi operace s determinantem). Nasledujici operace méni hod-
notu determinantu popsanym zptisobem:

e prehozenim dvou radki (sloupctl) determinant méni znaménko

e vydélime-li jeden fadek (sloupec) nenulovym cislem a, zmensi se
hodnota determinantu a-krat

Pozndmka 2. Podle pfedchozi véty, plati

2 4 8 1 2 4 1 21
-1 2 4|=2|-1 2 4|=24.|-1 2 1
0 1 12 0 1 12 0 1 3

Pozndmka 3 (Laplaceova véta pro sloupce).
det A = {11jA1]' S {ZQjAz]' S anjAnj/

Poznamka 4. Radek nebo sloupec, podle kterého provadime rozvoj, je
vhodné volit tak, aby obsahoval co nejvice nulovych prvkd.
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

—_ O N =
|

NN WN

_ O -

= O O N
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Vypoctéte nasledujici determinant. ‘

; _} g 1 -1 2
5 =(-2)-(-=1)°72-|2 1 0
1 1 —4 1 1 -4

Rozvoj: prvek - (—1)fdekssloupec  (Jeterminant nizsiho fadu) I




Vypoctéte nasledujici determinant. ‘

1 2 -1 2
2 -3 1 0 s |2 7L 2
0 2 0 o= 2 1 0
1 2 1 -4 L1 -4
= (<2)-(-1)- (~4+4+0-(2+0+8))
=20
-
1 -1 2
2 1 0
1 1 -4
1 -1 2
2 1 0




Vypoctéte nasledujici determinant. |

—_ O N =
|

NN WN

_ O -

= O O N

Vypocteme ten stejny determinant rozvojem podle posledniho
sloupce.




Vypoctéte nasledujici determinant. |

>3 1o
0> 0 o =2.(-1)*.10 —2 0
- 1 21
1 2 1 —4
% —l
+(—4)-(-D***. |2 -3 1
0-2 0

Posledni sloupec obsahuje dva nenulové prvky a rozvoj tedy bude
obsahovat dva determinanty nizstho fadu.




Vypoctéte nasledujici determinant. ‘

23 1o
i —» 0 0 =2.(-1)*.10 =2 0
B 1 21
1 2 1 —4
1 2 -1
+(—4)- (- |2 -3 1
0-2 0

= (=2)-[-440+0—(—2+0+0)]
—4-[0+4+0—(0—2+0)]
=(=2)-(=2)—4-6= —20

Determinanty tfettho fadu dopocitdme Sarussovym pravidlem. I




Vypoctéte nasledujici determinant. |

O R =, N
|
Wk O
— 0 W W
|
N O~ W
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

O~ = N
|
Wk = O
— 0o W W
|
N O — W

Druhy tadek bude klicovy.




Vypoctéte nasledujici determinant. |

Upravime prvni fadek. Pozor! Rédky neptehazujeme. I




Vypoctéte nasledujici determinant. |

Upravime tieti fadek.




Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 0-3 3 0 -8 -9 5
1 4 3-1| |1 4 3 -1
1-4 8 0| |0-8 5 1
0 3 -1 2 0 3 -1 2

Posledni fadek pouze opiSeme. I




Vypoctéte nasledujici determinant. |

-8 -9 5

2 0-3 3 G 9
e o] ! =1-(-1)*"1.| -8 51
1 -4 8 0 -8 5 1| 5 05
0 3-1 2 3 -1 2

4 A

o Vytvofime Laplace@iv rozvoj podle prvniho sloupce.

o Cerveny prvek ztstane, bude vynasoben vyrazem
(_ 1 )fédek + sloupec .

s vz

e Vynechdme prvni sloupec a druhy fadek.

W




O — N
o\ O
| |
O O N
[
i
IT
S
—
—
L
—
I
O — — N
|
— o\ h O
o [
g
(o] O <H O O
g _ _
m O — O O
)
Bl
Q I
o]
N
RS 0 — O o
..m ™ H 0
- [
\©
c O <H <t n
5} |
-
2 N~ — O
Y
g,
S
>

:—1[—8-5-2+(—8)~(—1)~5—|—3~(—9)~1

—(5:5:3+1-(-1)- (-8) +2- (-9) - (-8))]

IO — N LO

5

-8
3 -1
5

-8 -9
-8 -9
-8




Vypoctéte nasledujici determinant. |

0 -8 -9 5

2 0 -3 3 -
1 4 3-1| |1 4 3-1| . , o
1 -4 8 o|=lo-s 5 1|=1(1

0 3-1 2| |o 3-1 2

:—1[—8~5-2+(—8)~(—1)~5+3~(

-8

8 —95
51
3 -12

—9)-1

~(5:5:3+1-(-1)- (-8) +2- (-9) - (-8))]

- —1[—80+4o—27— (75+8+144)}

[ << I < > >
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

0 -8 -9 5

2 0-3 3
14 31| |1 4 31|, jon _S _g?
1-4 8 0| |0-8 5 1| 2 15
0 3-1 2| [0 3-1 2

:—1[—8-5-2+(—8)~(—1)~5—|—3~(—9)~1
~(5:5:3+1-(-1)- (-8) +2- (-9) - (-8))]
= —1[—80+40—27—(75+8+144)}

= [—67 - 227}
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Vypoctéte nasledujici determinant. |

0 -8 -9 5

2 0-3 3
14 31| |1 4 31|, jon _S _g?
1-4 8 0| |0-8 5 1| 2 15
0 3-1 2| [0 3-1 2

:—1[—8-5-2+(—8)~(—1)~5—|—3~(—9)~1
~(5:5:3+1-(-1)- (-8) +2- (-9) - (-8))]
= —1[—80+40—27—(75+8+144)}

— [—67 - 227} — 294

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 3 0 4
1 21 1
341 1
1 2 2 -1

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 30 4 2 3 0
121 1| |1 2 1
341 1|
122 -1

-

opiSeme.

e Druhy fadek bude klicovy a budeme vytvaret nuly ve tfetim
sloupci (obsahuje uz jednu nulu a obsahuje nejmensi ¢isla).

e Prvni fadek uz nulu ve tfetim soupci m4, takZe jej jenom

e Davame pozor na to, abychom nezaménili pofadi fadkii.

~

vz vz

s vz

wmmm#-




Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 3 0 4 |2 3 0 4
1 2 1 1y(11 2 1 1
341 14 (2 2 0 0
1 2 2 -1

Vytvofime nulu z prvku ass. I




Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 3 0 4 |2 3 0 4
1 2 1 14(-21 2 1 1
341 1)\ (2 2 0 0
1 2 2 -1 -1 -2 0 -3

Vytvorime nulu z prvku ays. I




Vypoctéte nasledujici determinant. |

121 1 1 2ol
— _ 2+3

341 1 2 2 o=t (D _21_22_03
122 -1 |[-1 -2 -3

Rozvineme determinant podle ttetiho sloupce. ‘
prvek - (—1)fdekssloupec | (Jeterminant nizsiho fadu)




Vypoctéte nasledujici determinant. |

2 30 4 3 0 4
1211:1211:1(_1>2+3§§g
341 1 2 2 0 0 S
122 -1 |[-1 -2 0 -3
2 3 4
=-1.2-/1 1 0
-1 -2 -3

Vytkneme ¢islo 2 ve druhém fadku. I




Vypoctéte nasledujici determinant. ‘

2

2 30 4 3 0 4
121 1| |1 2 1 1 1.(—1)2+3 ; ; g
341 1 2 2 0 0f 1 o _3
122 -1 =il =2 U =8
2 3 4
=-1.2-{1 1 0
=il =2 =8
= 2. 6-8410-(—410-09)]
@ouiijeme Sarusovo pravidlo: N
2 3 4
1 1 0
=i =2 =8
2 3 4
1 1 0




Vypoctéte nasledujici determinant. |

2

2 30 4 3 0 4
1211:1211:1(_1)2+3§§g
341 1 2 2 0 0 5
122 -1 |[-1 -2 0 -3
2 3 4
=-1.2-/1 1 0
-1 -2 -3

—2.[-6—8+0—(—44+0-9)]=—-2-(-1)=2
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Inverzni matice

Definice (inverzni matice): Bud’' A € R™*" &tvercova matice fadu
n. Jestlize existuje ¢tvercova matice A~! ¥adu n, splitujici vztahy

A 1A =1=AA 1 nazy’véme matici A 1 inverzni matici k matici
A.

Pozniamka 5 (metoda vypoctu). Ctvercovou matici A prevedeme po-
moci fadkovych Gprav totoznych s Gpravami zachovavajicimi hodnost
matice na matici jednotkovou. TytéZz Upravy soucasné provadime na
jedr110tkové matici a z jednotkové matice takto vznikne matice inverzni
A

Véta 8 (existence inverzni matice). Necht matice A je Ctvercova. Potom
inverzni matice A~ existuje pravé tehdy, kdy? je matice A regularni, tj.
det(A) # 0.
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Inverzni matice je “protijed” k maticovému nésobeni

A-X=B

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Inverzni matice je “protijed” k maticovému nésobeni |

A-X=B8B
Al (A-X)=A"1.B

Vynésobime zleva matici inverzni. I




Inverzni matice je “protijed” k maticovému nésobeni ‘

A-X=B
Al (A-X)=A"1.B
(A1 A)-X=A"1B

PouZzijeme asociativni zakon pro nédsobeni. I




Inverzni matice je “protijed” k maticovému nésobeni ‘

A-X=B8B
Al (A-X)=A"1.B
(A1 A).X=A"1B

I-X=A1.B

Pouzijeme definici inverzni matice. I




Inverzni matice je “protijed” k maticovému nésobeni ‘

A-X=B8B
Al (A-X)=A"1.B
(A1 A).X=A"1B

I-X=A1.B

X=A1B
4 )

¢ Jednotkova matice je neutrdlnim prvkem vzhledem k nasobeni.

e Ted uz vidime, Ze pokud bychom nasobili inverzni matici
zprava, obdrzeli bychom vztah

A-X-A1=B-A"1

ze kterého hledané X nelze tak snadno vyjadfit.

WMM




K dané matici A urcete matici inverzni A~ .

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6
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K dané matici A urcete matici inverzni A~ .

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6
6 —4 —-17|1 0 O
-1 1 3]0 1 0
2 -1 —-6|0 0 1

ZapiSeme matici A a jednotkovou matici vedle sebe. I




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6

Druhy fadek volime jako klicovy, protoZe ¢islo —1 je vhodnéjsi pro
vytvareni nul neZ ¢isla 6 a 2. Klicovy fadek piSeme jako prvni.




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 —17
A=[-1 1 3
2 -1 -6
6 —4 —17/1 0 0y -1 1 3|0 10
-1 1 3|01 0’6~ 02 1|1 60
2 -1 —6|0 0 1)

Upravime prvek a1; = 6 na nulu. I




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 —17
A=[-1 1 3
2 -1 -6
6 -4 —17[1 0 0 -1 1 3|0 10
(—11 3010)2~(021160>
2 -1 —6|0 0 14 010[0 21

Upravime prvek a3; = 2 na nulu. I




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6

Novy klicovy fadek bude tieti fddek. NapiSeme jej jako druhy v
poradi.




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6
6 —4 —-17|1 0 O -1 1 3{0 1 0
-1 1 310 1 0 |~ 021160)\
2 -1 —-6|0 0 1 01 0|0 2 17(-1
1
2

Upravime prvek ajp = 1 na nulu. I




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6
6 —4 —-17|1 0 O -1 1 3{0 1 0
—1 1 310 1 0 |~ 0 2 1|1 6 O\
2 -1 —-6|0 0 1 01 0|0 2 17,(-2
-1 0 3({0 -1 -1
~ 01 0(0 2 1
0 0 1|1 2 =2

Upravime prvek a;; = 2 na nulu. I




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6

6 —4 —-17|1 0 O -1 1
—1 1 310 1 0 |~ 0 2
2 -1 —-6|0 0 1 0 1
-1 0 3({0 -1 -1
~ 01 0(0 2 1 |~
0 0 1|1 2 -2 0 0

—_

—_

N =

Novy klicovy fadek bude faddek posledni.




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6
6 —4 —-17|1 0 O -1 1
—1 1 310 1 0 |~ 0 2
2 -1 —-6|0 0 1 0 1
-1 0 3({0 -1 -1
~ 01 0(0 2 1 |~ 01
0 0 1|1 2 -2 0 0

Druhy fadek ztistane, ma nulu na misté ay3.




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

)
1)

0 1 0(0 2 1
1 0 0|3 7
01 0(0 2
00 1|1 2

-1 1 3{0 1 0
0 2 1|1 6 0

(

—— |
D ==
136
[ | o o —
W36
| v o —
<# — |
i
_ _ o — o
<H —
|

3 na nulu.

Upravime prvek a3




[K dané matici A uréete matici inverzni A~ 1.

6 —4 -—-17
A=1-1 1 3
2 -1 -6

_ O O

_ o WwWoRr o
NN NN O
| |
N = Ul _

v

oL O R, DN
—_o o O W

Matice vlevo je ve schodovitém tvaru a inverzni matice je tedy
napravo.




K dané matici A najdéte matici inverzni A~1.

1 0 4
A= 1 -1 1
1 2 6
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K dané matici A najdéte matici inverzni A~1.
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1({0 1 0
1 2 6 1 2 6|0 0 1

Zacéneme se zadanou matici a s 3 x 3 jednotkovou matici. I




K dané matici A najdéte matici inverzni A~1.
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1{0 1 0
1 2 6 1 2 60 0 1

1 -1 10 1 0
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‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘

1 0 4 104100)\
A=|(1 -1 1 1 -1 1|0 1 0/
1 26 1 26(00 1)
-1 1|0 1 0
~l0 131 -10

Upravime a1; = 1 na nulu. I




‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘
1 0 4 1 0 4|1 0 0
A—(l—l 1) (1—11010)(1)
1 26 1 260 0 1%
1 -1 1{]0 10
~| 0 1 3|1 -1 0
0 3 5|0 -1 1

Upravime a3z; = 1 na nulu. I




‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1{0 1 0
1 2 6 1 2 60 0 1
1 -1 1{]0 10
~(0 131 -1 0}|~101 3| 1 =10
0 3 5|0 -1 1
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‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1{0 1 0
1 2 6 1 2 6(0 0 1
1 -1 1]0 ) 0O 4 1 00
~1 0 1 3|1 —1 0 1 3] 1 -1 0
0 3 5|0 -1 1

Upravime a1, = —1 na nulu. I




‘ K dané matici A najdéte matici inverzni

1 0 4
A= 1 -1 1
1 2 6

N\ [j>

Upravime prvek az; = 3 na nulu. I




‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1{0 1 0
1 2 6 1 2 60 0 1
1 -1 1{]0 10 10 4| 1 00
~(0 131 -1 0|~101 3| 1 -10
0 3 5|0 -1 1 0 0 4|-3 21

|
i
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‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1.
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1{0 1 0
1 2 6 1 2 60 0 1
1 -1 1{]0 10 10 4| 1 00
~(0 131 -1 0|~101 3| 1 -10 )
0 3 5|0 -1 1 0 0 —4|-3 2 1/3
~| 040/ -5 2 3
00 4] 3 -1 -1

Upravime a3 = 3 na nulu.




‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘

O O
S —H o
e
OO~ 4
|
(=R )
_IAOOA:.,;JA__.A
—
< 6010
—
0_2100
SN~———
— 2
~ — —~

— O O

o oA
— — M
| o Yo

4 na nulu.

Upravime prvek a3




‘ K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘

O O
O — N
—
OO~ 4w
|
o~ O
_IAOOA:.,;JA_»A
—
i 6010
—
0_2100
SN~———
— 2
( Ve ~
e S oD
o O [

2/4 3/4
—-1/4 —-1/4

—5/4
3/4

O — O AL M
e ol
— N O
i
0_2 o o o -
— — N
_ o o )
o

Vydélime.




K dané matici A najdéte matici inverzni A~1. ‘
1 0 4 1 0 4(1 0 O
A= 1 -1 1 1 -1 1{0 1 0
1 2 6 1 2 60 0 1
1 -1 1{]0 10 10 4| 1 00
~(0 131 -1 0|~101 3| 1 -10
0 3 5|0 -1 1 0 0 4|-3 21
100 -2 2 1
~| 0 40/ -5 2 3
00 4] 3 -1 -1
1 0 0 =2 2 1
~| 01 0|-5/4 2/4 3/4 | ;
0 0 1| 3/4 —-1/4 -1/4

1(—8 8 4\
A"l | g5 ) P}

Inverzni matice vznikla v pravé poloviné. Z této matice I1ze

vytknout spole¢ny jmenovatel 1




Soustavy linedrnich rovnic

Uvazujme nasledujici tfi problémy: Najdéte vSechna redlna ¢isla x1, xo,
spliujici:

4x1 +5xp =7
Xl—ZJCz:4

Uloha?2 : G) %1 + (52> 1 = (Z)
donas (1 3) ()= (3)

Vsechny problémy jsou ekvivalentni a jedna se o jiny zapis téhoz.

Uloha1 :
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(" Definice (soustava linedrnich rovnic): Soustavou m linedrnich rovnic
o0 n nezndmijch nazyvame soustavu rovnic

a11X1 + appxy +a13x3 + - - - + a1, X, = by
ax1X1 + axpXxy +a3xz + - -+ +ay Xy = by
a31x1 + azpXxy + aszxz + - -+ +az,xy = b3 (S)

A1 X1 + AppX2 + Ap3X3 + - - -+ AnXy = by

Proménné xq, xy, . .., X, nazyvame neznimé. Redlna ¢isla ajj nazy-
vame koeficienty levijch stran, redlna &isla b; koeficienty pravych stran
soustavy rovnic. Resenim soustavy rovnic rozumime uspofddanou
n-tici realnych &isel [ty to, . . ., ty] po jejichZz dosazeni za neznamé
(v tomto potadi) do soustavy dostaneme ve vSech rovnicich iden-
tity.
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(" Definice (matice soustavy): Matici
ain 4 a3 A1n
az1 Ay a3 2n
A= (2)
Am1l  Am2  Am3 Amn
nazyvame matici soustavy (S). Matici
ayr a4 a3 - Ay | by
axy axp a3 - Ay | by
Ar - . . (3)
Al A2 Am3 - Amn | b

nazyvame rozsitenou matici soustavy (S).

B EBE (©Robert Mafik a Lenka P¥ibylova, 2007 B



Pozndmka 6 (vektorovy zapis soustavy linedrnich rovnic).

an ar a3 a1n by

as a a3 azp by
|t et s et [ =

Aml Am2 Am3 Amn bm

Pozndmka 7 (maticovy zapis soustavy linearnich rovnic).

ann a4 o A X1 by

ay1 dxpp - dyy X by

Aml Am2 - Amn Xn by,
AX¥ =D

B B (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Véta 9 (Frobeniova véta, Kronecker—Capelliho véta). Soustava (S) je
feSitelna praveé tehdy, kdyz jeji matice soustavy (2) a rozSifena matice
soustavy (3) maji stejnou hodnost, tj. h(A) = h(A;).

e Soustava nemad feseni, pokud h(A) # h(A;).
e Soustava ma pravé jedno feseni, pokud h(A) = h(A,) = n.

e Soustava ma nekone¢né mnoho feseni, pokud h(A) = h(A,) < n.
Tato feSeni 1ze vyjad¥it pomoci (n — h(A)) nezavislych parametrti.

Definice (homogenni soustava linedrnich rovnic): Plati-li v sou-

stavé (S) ‘ by=by=---=by = OL nazyva se soustava (S) homo-
genni.

Poznamka 8 (trividlni feSeni). Homogenni soustava linearnich rovnic je
vzdy feSitelna. Po dosazeni okamzité vidime, ze n-tice x; = 0, x, = 0,
..., x, = 0 je feSenim. Toto feSeni nazyvame trivialni. U homogennich
soustav linearnich rovnic tedy bud existuje pouze trivialni feSeni, nebo
existuje nekonecné mnoho feseni.
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6x14+2x2— x3+7x4 =0

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0
X1 + X3 =3

Reste soustavu
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6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
6 2 -1 7| 0
4 2 -3 5|4
Arl 11 21 —1 o
10 1 0| 3

NapiSeme rozsifenou matici soustavy A;.




6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4

Reste soustavu
X1+ xp— x3— x4 =0

X1 + X3 =3
6 2 -1 7| 0 10 1 0 3
4 2 -3 5|4
Arvl g1 21 Z1] o | ™
10 1 0 3

o Jako klicovy fadek zvolime fadek posledni.

o Tento fadek napiSeme jako prvni.




Reste soustavu

6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x142xy—3x3+5x4 =
X1+ xp— x3— x4 =0

X1 + X3 =3

6 2 -1 7| 0 1

4 2 -3 5—4 0
Arl 11 21 1 0
10 1 0] 3

/

)

—2

Rs—Ry=...




Reste soustavu

6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2x0—3x3+5x4 =
X1+ Xp— x3— x4f0
X1 + X3 =3
6 2 -1 7 1 O 3
A~42_3 5—4N01—2—1 -3
r 1 1 -1 -1 0) 0o 2 -7 5| —16
1 0 1 0 37,(—4)

Ry — 4Ry = ... I




6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4

Reste soustavu
X1+ xp— x3— x4 =0

(6]

X1 + X3 =
6 2 -1 7 0 1 1 0 3
A~ 4 2 -3 5| —4 - 0 -2 —-1| -3
r 11 -1 -1 0 0 -7 5| —16
1 0 1 0 37,(-6) \ 0 =7 7| —18

Ry —6Ry = ... I




6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
6 2 -1 71 0 1 1 0 3
A 4 2 -3 5/-4 | |0 -2 1| =3 |
’ 1 1 -1 -1 0 0 -7 5| —16
1 0 1 0] 3 0 -7 7|18
1 0 1 0 3
01 -2 —-1| -3

Prvni faddek ztistane a druhy fddek bude novym klicovym fadkem. I
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7
5
-1
0
3
-3
—10

6 2 -1
4 2 -3
1 1 -1
1 0 1
1 0
=2 =il
-3 7

N~ O —H O

— O O

ArN

—2R, + Rz =...




este soustavu

{R

<t
o | oo
(1 I |
t <
8 o8 =
N 18
+ 4+ |
(o NN <o NN « o NN 0o}
ROoR R OR
A
[ O A
N N
RoROR
N
+ + +
Ao e B e B |
T P
O <f

6 2 -1 7
-3 5

-1 -1

1 0

4 2
1 1
1 0

-1

=7
-3
-3

01

—10
—12

7

0 0

0 0

—2R, + Ry = ...




6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4

Reste soustavu
X1+ xp— x3— x4 =0

W

X1 + X3 =

6 2 -1 7] 0 1 1 0] 3
Aol 423 54 |o -2 -1 =3 | _
g 11 -1 —-1| 0 0 —7 5|-16

10 1 0| 3 0 -7 7| -18
10 1 0] 3 10 o] 3
01 —2 —-1| -3 01 -2 —-1| -3
00 3 7/-10 |7 o0 -3 7|-10
00 -3 9|-12

e Prvni dva fadky ziistanou.

o Tieti fddek bude novym klicovym fddkem a zfistane také.
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6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
10 1 0 3
01 -2 —-1| -3
A~ g 0 23 7] -10
00 0 2| -2

Rozsifena matice soustavy je fadkoveé ekvivalentni modré matici,
ktera je ve schodovitém tvaru.




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
10 1 0 3
01 -2 —-1| -3
A~ o 0 23 7] -10
00 0 2| -2
4 N\

e Soustava ma feSeni, nebot'h (A) = h(A,) = 4. Navic n =
4 (pocet nezndmych) a soustava ma tedy jediné feSeni (nula
parametri).

e Zacneme dopocitdvat nezndmé. Napiseme rovnici odpovidajici
poslednimu fadku . ..

W




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
10 1 0 3
01 -2 —-1| -3
A~ o 0 23 7] -10
00 0 2| -2

ZX4 = -2
X4 = —1

a feSime vzhledem k xy.




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4

Reste soustavu
X1+ xp— x3— x4 =0

X1 + X3 =3
1 0 1
_ 2x4 = —2
A, ~ 0 1 2 4
0 0 -3 x4 = —1
0 0 0

—3x3 +7x4 = —10

NapiSeme rovnici odpovidajici pfedposlednimu fadku. I




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1 -3 2x4 = —2
r 0 0 -3 7| —10 g — —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10
—3x3—7=-10

Dosadime x4 = —1... I




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1 -3 2x4 = —2
r 0 0 -3 7| —10 g — —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10
—3x3—7=-10
X3 = 1

a feSime vzhledem k x3.




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3

1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1} -3 2xy = =2
’ 0 0 -3 7| —10 o = =1l

0 0 0 2| =2

—3x3+7x4 = —10 Xp —2x3 — x4 = —3
—3x3 —7 = —10
X3 = 1

NapiSeme rovnici odpovidajici druhému fadku. I




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1 -3 2x4 = —2
r 0 0 -3 7| —10 g — —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10 Xop —2X3 — X4 = —3
—BX3—7=—10 XQ—2+1=—3
X3:1

Dosadime x4y = —laxz=1... I




Reste soustavu

6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

~N

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1 -3 2x4 = —2
r 0 0 -3 7| —10 g — —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10 Xop —2X3 — X4 = —3
—BX3—7=—10 XQ—2+1=—3
X3:1 x2:—2

a vyfesime vzhledem k x,.




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

X1 + X3 =3

o 1 0] 3 \
1 =2 =i =3 2x4 = —2
0 -3 7 | =10 _
0 0 0 2| =2 \1
—3x3 +7x4 = —10 Xop —2X3 — X4 = —3 X1 +x3=3
—3X3—7=—10 XQ—2+1=—3
X3 = 1 Xy = —2

ArN

o O =

NapiSeme rovnici odpovidajici prvnimu fddku. I




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4

Reste soustavu
X1+ xp— x3— x4 =0

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1 -3 2x4 = —2
r 0 0 -3 7 | =10 x4 = —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10 Xop —2X3 — X4 = —3 X1 +x3=3
—3x3—7=-10 Xp—2+1=-3 x1+1=3
X3:1 x2:—2

Dosadime x3 = 1.




6x14+2x2— x3+7x4 =0 )

4x1+2xp—3x3+5x4 = —4

Reste soustavu
X1+ xp— x3— x4 =0

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
A~ 01 -2 -1 -3 2x4 = —2
r 0 0 -3 7 | =10 x4 = —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10 Xop —2X3 — X4 = —3 X1 +x3=3
—3x3—7=-10 Xp—2+1=-3 x1+1=3
x3=1 Xy = —2 X1 =2

Najdeme x; = 2. I




6x14+2x2— x3+7x4 =0
4x1+2xp—3x3+5x4 = —4
X1+ xp— x3— x4 =0

Reste soustavu

~N

X1 + X3 =3
1 0 1 0 3
0 1 -2 -1 -3 2x4 = —2
Ay ~
0 0 -3 7| —10 x4 = —1
0 0 0 21 -2
—3x3 +7x4 = —10 Xop —2X3 — X4 = —3 X1 +x3=3
—3x3—7=-10 Xp—24+1=-3 x1+1=3
Jediné feSenije [x1 = 2,xp = —2,x3 = 1,x4 = —1].

Vypocitali jsme vSechny neznadmé.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 26 2 —4]5
1 02 -1 2|3
A~ 1 22 0 0|1
2 -6 4 2 —415

NapiSeme rozsifenou matici soustavy. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 -2 6 2 —45
1 02 -1 2|3
A~ 1 22 0 0 ~
2 —6 2 4
1 02 -1 2| 3

Druhy fddek bude klicovy a opiSeme jej na prvni misto. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 -2 6 2—45)\
a1 02 -1 213/
’ 1 22 0 01
2 —6 4 2—45)
1 02 -1 2| 3
0 20 5 —10|—4

Spravime prvni fadek. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 26 2 —4|5)
102 -1 2|3,(Y
Al g 9 5 )
2 —6 4 2—45)
1 0 2 -1 2| 3
0 -2 0 5 —10]| -4
0 20 1 -2|-2

Spravime tfeti fadek. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 26 2 —4|5)
Aol 02 -1 213(2
r 122001)'”
2 —6 4 2—45)
1 0 2 -1 2| 3
0 -2 0 5 —10|—4
0 20 1 -—-2|-2
0 -6 0 4 —-8|-1

Spravime posledni Fadek. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 26 2 —4]5
1 02 -1 2|3
A~y 9 0 0 o1 |
2 6 4 2 —4|5
1 02 -1 2| 3 102 -1 2| 3
0 20 5 —10|-4 020 1 -2|-2
0 20 1 -2|-2|7
N 6 0 4 1 1

e Prvni fadek ztstane.

e Cerveny fadek bude novy klicovy fddek a napiseme jej jako
druhy.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 -2 6 2 —-4]|5
1 02 -1 2|3
A~y 9 0 0 o1 |

2 -6 4 2 —-4]5
1 0 2 -1 2| 3 10 2 -1 2
0 -2 0 5—10—4)N0201—2
0 20 1 -2|-2 000 6 —12
0 -6 0 4 -8|-1

3
=2
—6

Spravime druhy fadek. I




3x1—2x2+6x3+2x4—4x5
X1 +2x3— X4+2x5
X1+2xp42x3

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5

Reste soustavu rovnic

=5

3 26 2 —4]5
1 02 -1 2|3
A~y 22 0o o1 |7

2 -6 4 2 —4]|5
1 02 -1 2| 3 10 2
0 -2 0 5—10—4\ 0 2 0
0201—2—2)3N000
0 60 4 -8|-1% 000

=3
=1
=5
-1 2
1 -2
6 —12
7 —14

3
=2

=7

Spravime posledni fadek.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 26 2 —4]5
1 02 -1 2|3
A~y 9 0 0 o1 |
2 -6 4 2 —4|5
1 02 -1 2| 3 10 2 -1 2| 3
0 -2 0 5 —10|-4 020 1 -2|-2
0 20 1 2|27l o0oo0o0 6 -12|-6 |5
0 -6 0 4 -8|-1 000 7 —14|-7]
102 -1 2| 3
020 1 —2|-2
000 1 —2|-1
000 1 —2]-1

Zelené fadky muZeme vydélit ¢isly 6 a 7. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +2x3— x4+2x5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

3 26 2 —4]5
1 02 -1 2|3
A~y 9 0 0 o1 |
2 -6 4 2 —4|5
1 02 -1 2| 3 10 2 -1 2| 3
0 -2 0 5 —10|-4 020 1 -2|-2
0 20 1 —2/-2"1ooo0o 6 —-12|-6 |~
0 -6 0 4 -8|-1 000 7 —14|-7
102 -1 2| 3
020 1 —2|-2
000 1 —2|-1

Posledni dva fadky jsou stejné a staci dale pracovat jenom s jednim
z nich.
< | G .




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

1 0 2 -1 21 3
Ar~1 0 2 0 1 =2| =2
0 00 1 =2| =1
4 )

e Rozsifend matice soustavy ma hodnost 3, matice soustavy také.
Systém proto ma feSeni.

e Pocet parametrii je

nezndmé — hodnost =5 —3 = 2.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 Xy —2x5 = —1
A~ 020 1 —2|-2
000 1 —2|-1

NapiSeme rovnici pfislusnou poslednimu fadku. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 =2x5=—1
A~l020 1 —2]=2 X5 =t
000 1 —2|-1 o= 2t—1

e Jsou zde dvé nezndmé, ale jenom jedna rovnice. Jednu z nezna-
mych volime rovnu parametru.

2 vz

e Bud'tedy x5 = t, kde t je libovolné redlné ¢islo. Vypocteme x4.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 Xy —2x5 = —1
A~ 020 X5 =t
000 Xy =2t—1

2%y + x4 — 2x5 = —2

NapiSeme rovnici odpovidajici dalsimu faddku. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2x5=—1
A~ 020 1 —2|-2 x5 =t
000 1 —2|-1 Xa=2%—1

2%y + x4 — 2x5 = —2
2xp+ (2t —1) -2t = -2

Dosadime za x4 a x5. Zistava pouze nezndma x,. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2x5=—1
A~ 020 1 —2|-2 x5 =t
000 1 —2|-1 Xa=2%—1

2%y + x4 — 2x5 = —2
2xp+ (2t —1) -2t = -2
1

X2:—§

Nalezneme x,. Dostavame 2x, = —2 — 2t + 1 + 2t a odsud urdime I
X3.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

2 1 2 8 xg—2x5=—1

0 1 —2|-— \ x5 =t

0 1 -2|-1 Ntﬁ
X1 +2x3 —x4 +2x5 =3

2%y + x4 — 2x5 = —2

2xy+ (2t—1)—2t=—2
1

X2:—§

Reste soustavu rovnic

NapiSeme rovnici odpovidajici prvnimu fddku. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2x5 = —1
A~ 020 1 —2|-2 x5 =t
000 1 —2|-1 Xy =2t—1

X1 +2x3 — x4 +2x5 =3

2o+ x4 =205 ==2| | 4oy, (2t—1)42¢=3
2+ (2t —1)—2t = —2

X2 = U

e Dosadime. Po dosazeni ztstanou nezndmé x; a x3. Jedna z
téchto neznamych musi byt parametr.

2 vz

e Volme napft. x3 = u, kde u je libovolné redlné ¢islo.




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2x5=—1
A~ 020 1 —2|-2 x5 =t
000 1 —2|-1 Xa=2%—1

X1 +2x3 — x4 +2x5 =3

x1+2x3—(2t—1)+2t=3

2xp+ (2t —1) -2t = -2 X3 =1u
1

xzz—i X1+2M—(2f—1)+2t:3

2%y + x4 — 2x5 = —2

Vypocteme x;. I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +ZX3— X4+ZX5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

102 -1 2| 3 X4 —2x5=—1
A~ 020 1 —2|-2 x5 =t
000 1 —2|-1 Xa=2%—1

X1 +2x3 — x4 +2x5 =3

2x2+X4_2-X'5:_2 X1+ZX3—(2t—1)+2t:3

2xy+ (2t—1)—2t=—2

X3 =1U
xz:_% X 42u—(26—1)+2t =3
X1 =2-—2u

ReSeni i

VyfeSeno! Jsme Sikovni.

I




3x1—2xp+6x3+2x4—4x5 = 5
X1 +2x3— x4+2x5 =3
X1+2xp42x3 =1

2x1—6xp+4x3+2x4—4x5 =5

Reste soustavu rovnic

1 0 2 -1 2| 3 X4 —2x5=—1
000 1 —2|-1 Xy =2t—1

X1 +2x3 — x4 +2x5 =3
x1+2x3—(2t—1)+2t=3

2%y + x4 — 2x5 = —2
2xp+ (2t —1) -2t = -2

X3 = U
xz:_% X+ 2u— (26—1)+2t =3
x1 =2—2u

u, 2t —1, t], kde t a u jsou parametry.

. 1
Reseni je [2 — 2u, ~5

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

2 2 2 1]1
12 1 —2|1
Ar~lg 4y 21 215
13 3 —2/4

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

1 2 1 -2 1

2 2 -2 1]1
12 1 =21
Arlig g 1 25 | ™
1 3 3 —24

Druhy fadek bude klicovy, protoZe ay; = 1. I




Reste soustavu

2x142x,—2x3+ x4 =1}

X14+2xp4+ x3—2x4 =1
3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

2 2 —2 )\ 1 2 1 -2 1
A~ 1 e —2 1 0 —2 -4 5| -1
r 3 4 —l 215 -

1 3 3 214
(=2)Ry + Ry




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

22—2 11\ 1 2 1 —2| 1
1 2 —21 0 -2 —4 5|1

ATN341 ) 0 2 -4 8| 2
1 3 3—24

(=3)Ra +R3 I




Reste soustavu

2x142x,—2x3+ x4 =1}

X14+2xp4+ x3—2x4 =1
3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

2 2 =2 1 1\ 1 2 1 -2 1
a2 1 2)1yew[0 2 -2 5|
r 3 4 -1 2 5) W 0 -2 -4 8 2

1 3 3 -2|4 0 1 2 0 3
(=1)Ry + Ry




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

2 2 =2 111 1 2 1 -2 1
A 1 2 r 2911 .10 =2 -4 5/-1]_
’ 3 4 -1 2|5 0 -2 —4 8 2
1 3 3 2|4 0 1 2 0 3
1 21 -2|1
01 2 0|3

Dalsim klicovym fddkem bude posledni faddek, protoze a4, = 1je
lepsinez apy; = ay; = —2.




2x1+2xp—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

2 2 -2 1|1 1 2 1 -2] 1
a2 1201 | o 2 -4 5]-1y|
4 34 -1 2|5 0—2—482)
13 3 -2|4 0 1 2 0| 372
121 2|1
012 0f3
000 5|5

2R4 + Ry I




2x1+2xp—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

2 2 =2 111 1 2 1 -2 1

A 1 2 1T =211 1 10 -2 -4 5 -1

’ 3 4 -1 2|5 0 -2 —4 8 2

1 3 3 2|4 0 1 2 0 3/

1 21 -2|1
01 2 0|3
0 00 5|5
0 0 O 818

2R4 + R3 I




2x1+2xp—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

2 2 -2 1]1 1
Aol 12 1 2/1] |0 2
g 34 -1 215 0 -2
13 3 -2|4 0 1
121 —2]1 12 1 -2
012 0|3 012 0
000 5|5 |~
000 8|8

1 2] 1

—4 5| -1

-4 8] 2|7
2 0| 3

Prvni dva fadky ztistanou.




2x1+2xp—2x3+ x4 =1}

X14+2xp4+ x3—2x4 =1
3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

2 2 -2 1]1 1

12 1 -2]1 0
A~lsy 21 205 |~ o

13 3 -2|4 0
121 —2]1 1 2 1
012 0|3 01 2
000 5|5 ]3]l 000
000 8/8/)=s\000

_ = O N

— =

1 2] 1

—4 5| -1

-4 8] 2|7
2 0| 3

Posledni fadky mtizeme vydélit.




2x1+2xp—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

222 1 2 1 -2/ 1
Aol 12 —21 0 -2 -4 5[-1|
g 341 0 -2 —4 8| 2

1 3 3—24 0 1 2 o0 3
121 —2]1 121 —2]1
012 0|3 012 0|3
000 5|57 1000 11
000 8|8

Posledni dva fadky jsou stejné a staci uvazovat pouze jeden z nich.
Vynechame tedy posledni fadek.




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

1 21 -2|1
Ar~1 01 2 0|3
000 1|1

e Rozsifend matice soustavy je ve schodovitém tvaru.
e h(A)=3h(A)=3n=4

e Soustava méd nekone¢né mnoho feSeni s jednim parametrem.




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

NapiSeme rovnici odpovidajici poslednimu fddku. Tim zndme x4. I




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

+xp) +2x3 =3

NapiSeme rovnici odpovidajici prosttednimu fadku. I




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

1 2 1 —21]1 Xp+2x3=23
A~ 012 0]3 x3 =t
0 0 O 1(1

e Ze dvou nezndmych bude jedna rovna parametru.

2 vz

e Necht'naptiklad x3 = t, kde t je libovolné realné ¢islo.




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

121 —2]1 Xy +2x3=3
A~ 012 o0/3 x3 =t
000 1|1 Xy =32t

Nalezneme x5. I




2x142x,—2x3+ x4 =1}
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

121 —2]1 Xy +2x3=3
A~ 012 o0f3 x3 =t
000 1|1 Xy =32t

X1 +2x +x3—2x4 =1

Pokracujeme k dal$i rovnici. I




2x1+2xp—2x3+ x4 = 1)

X14+2xp4+ x3—2x4 =1
3x1+4x,— x3+2x4 =5

Reste soustavu

X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

121 —2]1
A~ 012 03
000 1|1

X1 +2x +x3—2x4 =1
x1+2(3=2t)+t—2-1=1

Xp+2x3=23
X3 =1
XZ:?)—Zf

Dosadime za x5, x3 a x4.




2x1+2xp—2x3+ x4 = 1)
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

121 —2]1 Xy +2x3=3
A~ 012 o0f3 x3 =t
000 1|1 Xy =32t

X1 +2x +x3—2x4 =1
¥ +283-2t)+t—2-1=1
x1—4t+t+4=1

Upravime. I




2x1+2xp—2x3+ x4 = 1)
X14+2xp4+ x3—2x4 =1

3x1+4x,— x3+2x4 =5
X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

Reste soustavu

121 —2]1 Xy +2x3=3
A~ 012 o0f3 x3 =t
000 1|1 Xy =32t

X1 +2x +x3—2x4 =1
¥ +283-2t)+t—2-1=1
x1—4t+t+4=1

x1 —3t=-3

Upravime. I




2x1+2xp—2x3+ x4 = 1)

X14+2xp4+ x3—2x4 =1
3x1+4x,— x3+2x4 =5

Reste soustavu

X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

121 —2]1
A~ 012 03
000 1|1

X1 +2x +x3—2x4 =1
¥ +283-2t)+t—2-1=1
x1—4t+t+4=1
x1—3t=-3
x1=3t—3

Xp+2x3=23
X3 =1
XZ:?)—Zf

Nalezneme x;.




2x1+2xp—2x3+ x4 =1}

X14+2xp4+ x3—2x4 =1

Reste soustavu
3x1+4x,— x3+2x4 =5

X1+3xp4+3x3—2x4 = 4

121 —2]1
A~ 012 03
000 1|1

X1 +2x +x3—2x4 =1
¥ +283-2t)+t—2-1=1

x1—At+t+4=1
X1—3t:—3
X1 =3t-3

teR.

[ << I < > >

Xp+2x3=23
X3 =1
XZ:?)—Zf
X1:—3+3t
v . X2:3—2t
ReSeni je
x3 =1
X4:1

kde

(©Robert Mafik a Lenka Ptibylov4, 2007 [E§



X1 — X3+3x4 =0}

X1+x2 — x4— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



X1 — X3+3x4 =0}
xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0
X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0
0 —1 3 00
1 0 -1 —-1]0
1 —4 3 -9]0
-1 -2 1 —5|0

Reste soustavu

— U1 = =

NapiSeme rozsifenou matici soustavy. I




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

0 -1 3 00 1 1 0 -1 —-1]0
1 0 -1 —-110
1 4 3 9|0
=1 =2 1 5|0

— g1 = =

Zvolime klicovy fadek (s jedni¢kou na zacatku a nejnizsimi ciframi

na dal$ich pozicich). Tento fadek opiSeme jako prvni.




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

Reste soustavu

X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

0 -1 3 7 1 1
10—1—10_1 0 -1
1 —4 3—90)

— Ul = =

=1 =2 1 5|0

0
-1

Vynulujeme prvek ay;.




X1 — x34+3x4 =0}

X1+Xx2 — x4— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

0 -1 3 0/0) 1 1 0 -1 —-1]0
1 0 -1 -1|0y-5 |0 -1 -1 4 10
1 —4 3—90) 0 -4 -4 8 —410

= U1 = =

=1 =2 1 5|0

Vynulujeme prvek as;. I




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

Reste soustavu

X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

1 0 -1 3 0]0) 1 1
1 1 0 -1 —-1|0y-1 [0 -1
5 1 —4 3—90)“0—4
1 -1 -2 1 -5/0 0 —2

0
-1
—4
=2

—1
4
8
2

—1

1
—4
—4

oo e e

Vynulujeme prvek a4;.




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

1 0 -1 3 0]0 1 1 0 -1 —-1]0
1 1 0 -1 —-1]0 0 -1 -1 4 1|0
5 1 -4 3 —9]/0 ]| |0 -4 -4 8 —4|0 |51
1 -1 -2 1 -5/0 0 -2 -2 2 4]0/ =
1 1 0 -1 —-1]0

0 -1 -1 4 1]0

0 -1 -1 2 -1/0

0 -1 -1 1 -210

Prvni dva fadky opiSeme, posledni dva vydélime spole¢nym
délitelem vSech ¢isel v fadku.




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

1 0 -1 3 0]0 1 1 0 -1 —-1]0
1 1 0 -1 —-1]0 0 -1 -1 4 1|0
5 1 -4 3 —9/0 ]| |0 -4 -4 8 —4|0 |~
1 -1 -2 1 -5/0 0 -2 -2 2 —410
1 1 0 -1 —-1]0 1 1 0 -1 —-1]0
0 -1 -1 4 1]0 0 -1 -1 4 1]0
0 -1 -1 2 —-1]0 |~

0 -1 -1 1 -21|0

Prvni fddek opiSme, druhy fddek bude klicovy a opisme jej také. I
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0
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=1l

Vydélime posledni dva fadky spole

rfadku.

0 -1

0

délitelem vsech &isel v

<nym




Reste soustavu

X1

— x3+3x4
— x4— x5=0

X1+Xx2

5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0
X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

1 0 -1 3 0]0 1 1 0 -1 —-1]0
1 1 0 -1 —-1]0 0 -1 -1 4 1|0
5 1 —4 3 —9]0 0 -4 —4 8 —4]0 |~
1 -1 -2 1 -5/0 0 -2 -2 2 —410
1 1 0 -1 —-1]0 1 1 0 -1 —-1]0
0 -1 -1 4 1]0 0 -1 -1 4 1]0
0 -1 -1 2 —1]0 0 0 0 -2 —2]0 |~
0 -1 -1 1 -21|0 0 0 0 -3 -3|0
1 1 0 -1 —-1]0

0 -1 -1 4 1|0

N0 0 1 110

Posledni dva fadky jsou shodné a sta¢i uvazovat pouze jeden z
nich. Tim je matice pfevedena do schodovitého tvaru.
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X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

1 1 0 -1 —1]0
A~ 0 -1 -1 4 1|0
0 0 0 -1 -1]0

UvaZujeme matici ve schodvitém tvaru. I




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

—x4 — x5 =0
1 1 0 -1 —-1]0
A~ 0 -1 -1 4 110
0 0 O =1 =i

PfepiSeme posledni fddek jako klasickou rovnici. I




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

-x4—x5=0
1 1 0 -1 —-1]0
A~ 0 -1 -1 4 110
0 0 O =1 =i

X5 =1

ProtoZe nezndmé v jedné rovnici jsou dvé, musi se jedna z nich
rovnat parametru. Necht'napfiklad x5 je parametr.




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

—x4 —x5 =0
1 1 0 -1 -11]0 -
-
A~ 0 -1 =1 4 1]0
0 0 0 -1 —11]0 Xy —t=0
X4:—t

Dosadime parametr a vypocteme xy4. I




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

—x4 —x5 =0
1 1 0 -1 -11]0 -
-
A~ o0 -1 -1 4 1/0
0 0 0 -1 -1 —Xy—t=0
X4:—t

—xp —x3+4x4+x5=0

PfepiSeme dalsi fadek do tvaru rovnice. I




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0
X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

1 1 0 -1 -1]0
A~ 0 -1 -1 4 1]0
0 0 0 -1 —-1]0

—Xp—x3+4xg+x5=0
—Xz—X3+4(—t)+f:0

—x4 —x5 =0
X5 =1
—X4—t:0
X4 = —t

Dosadime vSechno co jsme vypocetli dfive.




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

—x4 —x5 =0
1 1 0 -1 -11]0 -
-
A~ 0 -1 -1 4 1/0
0 0 0 -1 —1]0 Xy —t=0
X4:—t

—Xp—x3+4xg+x5=0
—Xz—X3+4(—t)+f:0
X3 =S

Zlstaly dvé nezndmé, jedna z nich musi byt parametr. I




X1 — X3+3x4
xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

1 1 0 -1 -1]0
A~ 0 -1 -1 4 1]0
0 0 0 -1 —-1]0

—xp —x3+4x4+x5=0
—xp —x3+4(—fH)+t=0
X3 =S5

—xp—s—3t=0

—x4 —x5 =0
X5 =1
—X4—t:0
X4 = —t

Dosadime parametr.




X1 — X3+3x4
xX1+x3 — x4— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

1 1 0 -1 —-110
Ay~ 0 -1 -1 4 110
0 0 0 -1 —-1]0

—Xp —x3+4x4+x5=0
—xp —x3+4(—fH)+t=0

X3 =S
—xp—s—3t=0
5 = —§ = 3

—x4 —x5 =0
X5:t

—X4—t:0
X4:—t

Vypocteme xj.




X1 — X3+3x4 =0}

xX1+x3 — x3— x5=0
5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0

X1—Xp—2x3+ x4—5x5 =0

Reste soustavu

—x4 —x5 =0
1 1 0 -1 —-1(0 o
5 =
A~ 0 -1 -1 4 110
0 0 0 -1 —1]0 ==
X4 = —t
—xp —x3+4x4+x5=0
—Xz—X3+4(—t)+f:0 X1 +x—x4—x5=0
X3 =S
—xp—s—3t=0
5 = —§ = 3

PfepiSeme zbyvajici fddek do tvaru rovnice. I




X1 — X3+3x4

. X1+Xx2
Reste soustavu

— x4— x5=0

5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0
X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

—x4 —x5 =0
X5 =1
—x4—t=0
X4 = —t

X1+ x —x4—x5=0
X1+ (—=s—=3t))— (=) —t=0
X1:S+3t

1 1 0 -1 —-1]0

A~ 0 -1 -1 4 110

0O 0 0 -1 —-1]0
—xp —x3+4x4+x5=0
—xy—x3+4(—t)+t=0
X3 =S5
—xp—s—3t=0

5 = —§ = 3

Dosadime vypoctené hodnoty a vyjafime x;. I




X1 — X3+3x4

. X1+Xx2
Reste soustavu

— x4— x5=0

5x1+xp—4x34+3x4—9x5 =0
X1—Xxp—2x3+ x4—5x5 =0

—x4 —x5 =0
X5 =1
—x4—t=0
Xq4 = —t

X1+ x —x4—x5=0

x1+ (—s—=3t)—(—t)—t=0

X1 = s + 3t

1 1 0 -1 —-1]0
A~ 0 -1 -1 4 110
0O 0 0 -1 —-1]0
—xp —x3+4x4+x5=0
—xy—x3+4(—t)+t=0
X3 =S5
—xp—s—3t=0
Xp= —s—23t

Soustava je vyfeSena (viz. cervené vztahy)




X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Reste soustavu

X1+ X2+ X3+ X4 ZO\

Xo+ x3+ x4+ x5=0
X14+2x7+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

Ay~

S O = O

[ << I < > >

O R, N =R

—_ N W R R

N WO
DO = O
o e e
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X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

1 1 1 1 0

Ay ~

OO~k O

O R N R =

=N W= =

N WO = -

Wk O~ O

OO O OO
2

Prvni faddek bude klicovy fadek. I




X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

1 1 1
01 1

=
_= O
o O

Ay ~

OO~k O

O R N = =

=N W= =

N WO =

Wk O~ O

OO O OO
2

Druhy fadek zistdv4, m4 uz nulu na zacatku. I




Reste soustavu

X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0
X14+2x7+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0
x3+2x44+3x5 = 0

111 1o0l0y-D/1T 11 1 0]0

011110) 011 1 1]0
A~ 1 23 0 0]04|~] 012 -1 010

012 3 4|0

001 2 3|0




X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111100 1 11 1 00
011110 011 1 1]0

A~ 1 2 3 0 0|0 |~ 012 -1 00
01 2 3 4|0 01 2 3 4|0
0 01 2 3|0

Ctvrty fadek zfistdva, méa uz nulu na zacatku. I




X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111100 1 11 1 00
011110 011 1 1]0
A~ 1 2 3 0 0|0 |~ 012 -1 00
01 2 3 4|0 01 2 3 4|0
0 01 2 3|0 0 01 2 3|0

Posledni fadek ztistdva, ma uz nulu na zacatku. I




X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

1 11 10]|0 1 11 1 00
011110 01 1 1 1]0
A~ 1 2 3 0 0|0 |~ 01 2 -1 0(0 [~
01 2 3 4|0 01 2 3 4|0
0 01 2 3|0 0 01 2 3|0
1 1 1 1 0|0
011 1 110

Prvni fddek ztistane a druhy fddek bude novy klicovy fadek. I
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X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

1 1 1 1 00 1 1 1 1 0]0
01 1 1 1]0 01 1 1 1|0
A~ 1 2 3 0 0(0 |~] 01 2 =1 0|0 [~
01 2 3 4]0 01 2 3 4|0
0 01 2 3|0 0 0 1 2 3|0
1 1 1 1 0|0
01 1 1 10
0 01 -2 —-1]0
0 0 1 2 310
A0 0 1 2 310
Posledni fadek jiz ma dvé nuly na za¢atku a ponechame jej tedy
beze zmény.
<> o> Q .




Reste soustavu

X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0
X14+2x7+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0
x3+2x44+3x5 = 0

Ay ~

OO O

S O O
SO R

g Y

O~ N R =

NN =P 0wk -

1 0]0 111 10]0
1 10 011 1 1|0
00lo|~lo012 -1 o0]0]|~
3 4|0 012 3 4|0
2 3|0 001 2 3|0
(1)8 111 1 0]0
el forr 110
N 001 -2 —-1]0

Posledni dva fadky jsou stejné a jeden z nich 1z

e vynechat. Prvni tfi
tadky ztistanou a tfeti z nich bude novy klicovy fadek.

<> o>



\OOOOO
| I |
Lo 0 1o
= = =

<t o
+  ++
< < <
=2 X = =

o
++ 4+
(S I <o BN <O BN SO NN o 0}
Lo R = R < S o SR
o
+ + + +
(o I o\ NN o\ I o\ |
R R R
[o\]
+ O+
— —
= =
———————————

=]

>

[

-—

n

=]

o

(2}

]

-

>N

Q

[R

o O O OO o O O
O—H O M O -
|
— o~ —~ O N
[ — — N
|
— —~ AN N
—
— = O
— — O
— o O OO
~ o — O O
/I\
2 —
i
— —~ |
[eNeNoNeNol —
o O O O
O —= O <
O - —
—— O NN |
O N NN
[
— AN O
—
— O OO
~_ OO
2 — O O O
~
(\
<<




X1+ X2+ x3+ X4 :O\

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111100 111 1 0|0
011110 011 1 1|0
Ar~| 1 2 3 0 0|0 |~] 012 -1 0[{0 |~
01 2 3 4|0 01 2 3 4|0
001 2 3|0 001 2 3|0
L1t 1070 111 1 0]0
011 1 1/0
011 1 1|0
001 -2 1|0 |~
001 2 13lo 001 -2 —-1]|0
000 4 4|0
[Matice je ve schodovitém tvaru, h(A) = h(A,) = 4 asoustavamé |
nekonedné mnoho feseni zavislych na (5 — 4) = 1 parametru.
X< <> o> Q .




X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111 1 0]0
011 1 1]0
A~ 0001 =2 —1]0
000 4 4]0
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X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111 1 0]0 4xg +4x5 =0
A~ 011 1 110 X4 +x5 =0
001 -2 —1]0 X5 = t
000 4 4]0 Ya= —t
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X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111 1 0]0 4xg +4x5 =0
A~ 011 1 110 X4 +x5 =0
001 -2 —1]0 X5 = t
000 4 4]0 o= _t

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111 1 00 4xg +4x5 =0
A 011 1 1|0 X4 +x5 =0
r 001 —2 —1/0 x5 =t
000 4 4]0 Ya= —t
X3 —2x4 —x5=0 Xp+x3+x4+x5=0
x3—2(—t)—t=0 Xo+(—t)+ (=t)+t=0
X3 = —t Xo =1t
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X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111 1 0]0 4xg +4x5 =0
A 011 1 1|0 X4 +x5 =0
7 001 -2 —-110 x5 =t
000 4 4|0 I
X3 —2x4 — x5 =0 Xp+x3+x4+x5 =0
x3—2(—t)—t=0 15 A () s (=) =i =]
X3 = —t Xo =1t

X1 +x2+x3+x4=0
x1+t+(—t)+(—t)=0

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



X1+ X4 X3+ X4 =0)

Xp+ x34+ x4+ x5 =0

Reste soustavu { x1+2x2+3x3 =0
Xp+2x34+3x4+4x5 =0

x3+2x44+3x5 = 0

111 1 00 4xg +4x5 =0
A 011 1 1|0 X4 +x5 =0
r 001 -2 —-110 x5 =t
000 4 4|0 I
X3 —2x4 — x5 =0 Xp+x3+x4+x5 =0
x3—2(—t)—t=0 15 A () s (=) =i =]
X3 = —1 Xo =1t

X1+xp+x3+x4=0
x1+t+(=t)+(—t)=0

B EBE (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Shrnuti
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Véta 10. Bud A étvercova matice fadu n Nasledujici vyroky jsou ekvi-
valentni:

o Radky matice jsou tvoreny linearné nezavislymi vektory z R”.

e Sloupce matice jsou tvoreny linearné nezavislymi vektory z IR".

e Hodnost matice A je rovna n, tj. h(A) =n

e Matice A je invertibilni, tj. existuje matice A~! k ni inverzni.

e Matice A je regularni, tj. det A # 0.

e Soustava linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je matice A, ma
pro libovolnou volbu koeficientll na pravych stranach rovnic jediné
feseni.

e Homogenni soustava linearnich rovnic, jejiz matice soustavy je
matice A, ma pouze trivialni FeSeni.

e Kazdy algebraicky vektor z R" Ize vyjadfit jako linearni kombinaci
vektord tvofenych radky (sloupci) matice A, a to jednoznacéné, az
na poradi.

B B (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§



Véta 11. UvaZujme soustavu linearnich rovnic v maticovém tvaru

. Predpokladejme, Zze k matici A existuje inverzni matice

A~!. Potom ma soustava jediné fedeni, jeho? jednotlivé slozky jsou
prvky sloupcového vektoru A~!. D, kde uvedeny sou&in chapeme
v maticovém smyslu.

B B (©Robert Maitk a Lenka Pfibylova, 2007 [E§
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