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UvoD

Prace predkladd moznosti vyuziti matematicko-statistického aparatu pro analyzu
casovych tad, které¢ 1ze identifikovat v kinantropologickém vyzkumu na Fakulté sportovnich
studii. Tato data pochazi zejména z trojdimenzionalnich kinematickych analyz provadénych
za uCelem identifikace a diagnostiky technického provedeni daného pohybu, dale
z pedobarometrickych ploSin v rdmci analyzy plantarniho tlaku nebo z ptistroji EEG, EKG
nebo EMG. Specidlni vyuziti ¢asovych fad lze nalézt ve vyzkumu, ktery se zabyva
problematikou identifikace osob podle dynamického stereotypu chtize.

Analyza Casovych tad se tak v posledni dobé stala velmi dynamicky rozvijejici
disciplinou. Kromé standardnich postupii analyzy casovych fad vznikla fada novych
efektivnich a netradi¢nich postupli a metod modelovani Casovych fad. S rostouci dostupnosti
vykonné méfici a vypocetni techniky se sofistikované metody zacaly ve stale vétSim métitku
prosazovat v kinantropologické praxi. Smyslem analyzy c¢asovych fad je porozumét
mechanismu, na jehoz zéklad¢ jsou hodnoty Casové tfady vytvareny. Cilem analyzy je pak
konstrukce vhodného modelu a konstrukce piedpovédi vyvoje casové tady. Jednotlivé
piistupy maji pfi aplikaci své vyhody a nevyhody, které jsou na vybranych problémech
popsany.

Predkladany text se sklada z 5 kapitol — Zékladni pojmy casovych fad, Analyza
neperiodickych ftad, Zaklady a aparat Boxovy-Jenkinsonovy metodologi a Wavelet
transformace ve zpracovani signali a Ptipadové studie. V prvnich 5 kapitolach ptevazuje
zejména teoreticky aparat, ktery je doplnén tematickymi piiklady, posledni kapitola je
zaméfena vyhradn€ na konkrétni vyuziti a analyzy casovych fad v kinantropologickém
vyzkumu.

Predlozené vypocty a grafické vystupy pochdzeji zvypocetnich systémil
STATISTICA verze 10 firmy Statsoft a software pro komplexni matematické vypocty
MATLAB firmy MathWorks.
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1 ZAKLADNI POJMY

Analyza ¢asovych fad je jednou z dilezitych oblasti soucasné statistiky. S daty, ktera
jsou usporadéana chronologicky v Case, se setkdvame snad ve vSech oblastech lidské Cinnosti,
sport nevyjimaje. Jako ptiklady miizeme uvést:

e sledovani fyziologickych parametr (zména tepové frekvence, teploty kize, hladiny
laktatu pti zatézi aj.)
e zaznam EMG pfi zatézi urcité svalové skupiny,

e sledovani jednotlivych bifurkac¢nich bodii definovanych z 3D kinematické analyzy

Smyslem analyzy casovych fad je porozumét mechanismu, na jehoz zakladé jsou
hodnoty ¢asové fady vytvareny. Cilem analyzy je:
e konstrukce vhodného modelu
e konstrukce ptredpovédi vyvoje casové fady
e zjednoduseni ¢asové fady pro dalsi analyzu
e transformace Casové fady do jiné datové struktury vhodné pro dalsi analyzu (napf.

porovnani)

1.1 Definice a druhy ¢asovych fad

Casovou fadou rozumime fadu vécnd a prostorové srovnatelnych hodnot uréitého
statistického znaku (ukazatele), usporadanou z hlediska ¢asu ve sméru od minulosti do
pritomnosti.

Casovou fadu lze nejjednodusiim zptisobem vyjadiit jako soubor pozorovani

V1, Y2y «-er Y, (1.1)
kde y, je hodnota posuzovaného znaku Y, ¢ = I, ..., n, zna¢i Casovou proménnou (asovy
interval nebo okamzik) a n je pocet pozorovani (délka fady). Dale se predpoklada, ze ¢asova
vzdalenost mezi sousednimi pozorovanimi je shodna.

Casové fady délime podle rtiznych hledisek:
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Jestlize se hodnota zkoumaného znaku vztahuje k ur¢itému ¢asovému intervalu nenulové
délky, pak se casova iada nazyva intervalova (napt. pii cyklickém pohybu chiize to je
zména definovand zacatkem kazdého krokem). Pro tento typ cCasové tady je
charakteristicka scitatelnost hodnot za jednotlivé intervaly.

Jestlize se hodnota zkoumaného znaku vztahuje k uréitému okamziku, pak se ¢asovd Fada
nazyvéa okamZikova (napt. aktualni tepova frekvence na zacatku tréninkové jednotky).
Typickym rysem okamzikovych casovych fad je nescitatelnost hodnot pro jednotlivé
casové okamziky.

Podle délky casovych usekd sjakymi jsou data sledovana délime casové Fady na
dlouhodobé (délka intervalu nebo Casové rozpéti mezi rozhodnymi okamziky je alespon
jeden rok, napft. vyvoj svétového rekordu za jednotlivé roky) a na casové rady krdatkodobé
(délka intervalu nebo ¢asové rozpéti mezi rozhodnymi okamziky je mensi nez jeden rok,
napt. vykonnost v motorickém testu béhem piipravného obdobi daného roku).

Podle druhu sledovanych dat délime ¢asové fady na casové Fady pitvodnich hodnot (napt.

2%

A%

Pfi zpracovani statistickych dat typu ¢asovych fad se vyskytuje rFada specifickych

problému, které je tieba pfi jejich statistické analyze zohlednit:

V prvni fadé jde o problém srovnatelnosti. Chceme-li v intervalovych kratkodobych
casovych fadach porovnavat jednotlivé hodnoty, musi se tyto hodnoty vztahovat ke stejné
dlouhym casovym intervalim, ¢ili pfistupuji problémy s kalendafem (rtizna délka
kalendainich mésicti, 4 nebo 5 vikendii v mésici, riizny pocet pracovnich dnii v mésici,
pohyblivé svatky).

Pted analyzou tad, které jsou srovnatelné vécné i prostorove, je nutné provést ocisteni

casove rady o disledky kalendarnich variaci.

a) ocisténi na standardni mésic provedeme podle vzorce

e 12

t

kde y, je hodnota oc¢istovaného ukazatele, &, je pocet kalendarnich dnti v ptislusném obdobi,

k,= 30 nebo 365/12 = 30,4167 dnii je praim&rny pocet kalendainich dni.
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b) Obdobn¢ jako v ptipadé (1.2) provadime ocisténi na pracovni dny podle vzorce
Ve —
v ===Dp (1.3)
P,
kde y, je hodnota oc¢iStovaného ukazatele, p, je pocet kalendarnich dnli v ptislusSném obdobi,

P, je prumérny pocet pracovnich dnii ve stejném obdobi.

Piiklad 1.1
Laboratof podpory zdravi na FSpS ma otevieno 7 dni v tydnu s oteviraci dobou:
Po—Pa: 7-18 hod., So: 7—11 hod., Ne: 14 — 18 hod.
Pravidelné sleduje trzby v jednotlivych dnech. Primérné trzby jsou uvedeny v tab. 1.1.
Zjistéte, ktery ze dnl v tydnu je zhlediska trzeb ,nejefektivnéjsi“. Co byste na zakladé

zjisténych skutecnosti vedeni laboratofe poradili?

Tab. 1 Primérné denni trzby (tis. K¢)

Dny |Po|Ut|St| Ct |Pa|So|Ne
Trzby [2333]28[30,8]52|28|4,5

Reseni:

Abychom mohli porovnat efektivnost trzby z hlediska ,,dne v tydnu®, je tfeba ocistit
velikost trzeb od zavislosti na délce oteviraci doby. V tydnu je otevieno 11 hod. denné, proto
pfepocitame trzby v So a v Ne také na 11-ti hodinovou oteviraci dobu.

28 4,5
ySo:T'11=77’ yNe=

A1=124.

Porovname-li pfepocitané trzby, zjistime, Ze ,,obchodné nejefektivnéjSim* dnem
v tydnu je sobota, nejméné ,,obchodné efektivnim® dnem je ned€le. Vedeni laboratoie by
se m¢l zamyslet nad tim, zda by stalo za to v sobotu prodlouzit oteviraci dobu a pokud chce

mit otevieno 1 v ned¢li, oteviraci dobu posunout.
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V mnoha piipadech je nutné porovnavat tdaje ¢asové fady pomoci relativnich hodnot.
Napt. v ptikladech z finan¢ni matematiky vzhledem ke zménam cen je nutné cCasto
udaje vyrovnat pomoci cenovych indexti na tzv. relativni udaje, srovnatelné ceny.
Cenové zmény jsou eliminovany prostfednictvim tzv. stalych cen (napi. ceny z roku
1995, ceny z roku 2010, atd.).

Dal§im problémem pii analyze casovych tad je zastardvdani udajii, projevujici se
predevs§im v ¢asovych fadach zna¢né délky. V téchto piipadech je tfeba hledat
optimdlni délku Ccasové Fady. Pii volbé délky casovych tad se stietavaji dvé
protichiidné tendence: Pii nizké hustoté riskujeme, ze ndm unikne charakteristicky rys
fady, pfi velkém mnozstvi udaja, které nékteré metody vyzaduji, je nebezpeci, ze se
s pribéhem ¢asu zméni obsahova napln ukazatele.

Specifickym problémem casovych tad je autokorelace, kdy kazdé pozorovani je
statisticky zavislé na predchozim. Naptiklad kladna autokorelace znamena, Ze po sobé
jdouci pozorovani maji sklon podobat se svym predchiidciim a tudiz ptinéseji jen velmi
regresni model, ve kterém jsou jednotlivd pozorovani navzajem nezavisla. Test pro
zjisténi, zda data vykazuji autokorelaci uvedeme pozdéji.

Dalsim rysem, ktery se miize u ¢asovych fad vyskytnout, je sezonnost. Jestlize fada
vykazuje sezonni chovéani, musime mit tento fakt stale na paméti, hlavné pii hodnoceni
jednotlivych pozorovani a pii predikci. Témito problémy se budeme zabyvat

v nasledujicich kapitolach.

1.2 Graficka analyza €asovych rad

Prvnim krokem pii analyze cCasovych fad je grafické znazornéni jejich prubéchu.

Z grafu lze vétSinou vycist spoustu dulezitych informaci. V prvni fadé lze z obrazku
odhadnout typ trendové funkce, zda fada vykazuje periodicitu apod. Neékdy lze z obrazku
vycist, zda mame pouzit aditivni nebo multiplikativni model. Nej€astéji se zndzornuji ptivodni

hodnoty ¢asové fady pomoci spojnicovych a plosnych graf.

Spojnicové grafy

Princip spojnicovych grafii spoCiva v zakresleni jednotlivych hodnot ¢asové fady do

soutfadnych os, na kterych jsou vyznaceny piislusné stupnice. Na osu horizontdlni se vynasi
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casova proménnd ¢ a na osu vertikalni hodnoty y, cCasové fady. Takto vzniklé body jsou

spojeny lomenou ¢arou — viz obr. 1.3.

Tab. 2 Vyvoj svétového rekordu v desetiboji muzii

Hodnota | Jméno Rok
8466 | Nikolaj Avilov 1972
8634 Bruce Jenner 1976

8648 | Daley Thompson | 1980
8667 Quido Kratchmer | 1980
8730 | Daley Thompson | 1982
8741 Jurgen Hingsen | 1982
8774 | Daley Thompson | 1982
8825 Jurgen Hingsen | 1983
8832 | Jurgen Hingsen | 1984
8847 Daley Thompson | 1984
8891 Dan O'Brien 1992
8994 | Tomas Dvorak 1999
9026 | Roman Sebrle | 2001

Graf proménne: desetibo
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Obr. 1 Vyvoj svétového rekordu v desetiboji muzii
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Plo$né grafy
Pro zobrazeni a nasledné porovnani dvou a vice casovych fad pouzivame plosné grafy — viz
tab. 1.3 a obr. 1.4.

Tab..3 Srovnani pohybu tézisté v ose y dvou testovanych osob (TO) pii chiizi

cas TO1 TO2 cas TO1 TO2 cas TO1 TO2
1 2922 305,1 54 336,6 371,1 107 | 400,8 4227
2 288,2 306,8 55 3352 369,0 108 | 402,0 | 421,8
3 286,0 307,1 56 3329 365,8 109 | 403,3 420,5
4 284,7 309,2 57 330,7 363,8 110 | 403,9 419,1
5 283.4 311,8 58 329.,6 360,5 111 404,5 418,6
6 2833 312,6 59 326,7 357,5 112 | 404,6 | 417,8
7 283,5 313,3 60 3247 3552 113 404,8 416,7
8 283,0 314,9 61 3227 352,5 114 | 405,1 415,8
9 282,7 316,4 62 321,2 351,6 115 405,7 4144
10 283,6 318,4 63 318,8 350,2 116 | 406,3 413,6
11 282,9 319,9 64 317,3 349,0 117 | 407,4 | 412,5
12 285,0 3227 65 314,8 348,6 118 | 408,0 | 410,8
13 2843 324,1 66 312,6 348,5 119 | 409,1 409,9
14 285,9 326,9 67 310,6 348,7 120 | 410,1 408,1
15 286,9 329,0 68 308,1 348,6 121 410,8 406,6
16 288,5 331,7 69 305,5 349,0 122 | 411,1 405,2
17 288.,9 334,3 70 304,7 349,5 123 411,9 404,3
18 290,6 3374 71 303,6 350,7 124 | 412,2 403,1
19 292,7 340,2 72 303,4 352,1 125 412,0 | 4023
20 295,2 3443 73 303,9 353,1 126 | 412,4 | 401,1
21 297,5 3484 74 304,8 354,6 127 | 412,5 400,2
22 2993 352,1 75 305,0 356,0 128 | 411,9 399,7
23 301,8 356,8 76 305,4 357,3 129 | 411,7 398,7
24 305,0 361,0 77 306,9 359,3 130 | 411,0 398,6
25 307,9 365,4 78 308,2 361,3 131 409,6 398,1
26 312,2 369,5 79 309,1 363,6 132 | 408,5 398,7
27 316,1 374,1 80 310,7 365,6 133 406,9 399,5
28 3189 378,8 81 312,1 367,9 134 | 406,0 | 401,1
29 3229 382,8 82 313,7 370,6 135 404,7 402,8
30 326,5 385,5 83 316,0 373,2 136 | 403,6 | 404,7
31 331,2 388,0 84 318,2 376,6 137 | 402,2 406,8
32 334,6 390,2 85 319,9 380,2 138 | 400,0 | 409,6
33 338.,6 391,0 86 320,3 383,5 139 397,8 412,7
34 343,0 391,6 87 324.6 387,7 140 395,7 415,0
35 346,5 392,4 38 327,1 391,8 141 392,8 418,0
36 349,7 392,3 89 329,7 396,6 142 3904 | 4212
37 351,0 392,1 90 332,6 | 401,7 143 3873 424 4
38 3523 391,6 91 3356 | 406,1 144 | 385,2 427,6
39 353,3 390,7 92 338,7 410,5 145 3829 430,5
40 353.4 390,0 93 3426 | 4154 146 381,2 4339
41 352,5 389,6 94 346,4 | 419,5 147 3804 | 437,5
42 351,8 389,1 95 350,4 | 423,3 148 379,1 441,0
43 351,1 388,9 96 3543 426,3 149 378,6 | 4444
44 3499 388,1 97 358,6 | 4283 150 3784 | 4478
45 3494 387,4 98 363,2 429.,8 151 3783 451,1
46 3474 386,0 99 368,2 430,6 152 3783 4545
47 346,3 384,9 100 373,5 431,1 153 378.,5 457,8
48 345,1 383,4 101 378,0 | 430,7 154 | 378,8 461,2
49 343,6 382,3 102 3829 430,0 155 379,3 4644
50 342,1 379,7 103 387,9 428.,8 156 379,9 467,9
51 340,9 378,5 104 | 392,2 427,7 157 380,0 | 4714
52 3394 376,3 105 3954 | 4257 158 380,6 | 4752
53 3382 374,1 106 398,5 424.8 159 381,1 478,9
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cas TO1 TO2 cas TO1 TO2 cas TO1 TO2
160 382,3 482,8 164 | 388,4 | 497,6 168 399,6 5104
161 383,1 486,6 165 390,9 501,2 169 | 403,0 513,1
162 384,2 490,2 166 393,2 504,7 170 | 406,3 515,5
163 386,1 494,2 167 396,4 507,8
srovnani pohybu 258 v ose Y
460 | 540
440 124
- 500
420 |
1 480
400 | 1 460
200 | 1440
1420
O 360 | O
- 1400
340 | 1amn
320 | 1 360
1340
300 |
1320
230 i
R 1
1 17 33 43 8BS 81 97 M3 129 145 161 177 B To1(L)
89 2 M &7 F3 83 105 121 13 153 169 B TO2(F)

1.3 Zakladni charakteristiky ¢asovych rad

1.3.1 Priméry

Prosty aritmeticky prumér

Vv v

pocitame pouze u intervalovych ¢asovych fad, protoze v intervalovych casovych fadach ma

soucet hodnot znaku vécny smysl. Primérna hodnota intervalové ¢asové fady

>y,

y ==, kde n je pocet ¢asovych intervald.
n

(1.4)

12/129



Chronologicky priamér
poc¢itame z hodnot okamzikové Casové tady. Primérnd hodnota okamzikové casové tady
v,, t=L..,n, kde vzdalenost mezi jednotlivymi ¢asovymi okamZiky je stejnd, ma tvar

+ v + 1 S 1
yl y2+y2 y3+ +yN71 yn 7yl+zyt+7yn

y=—2 2 2 2 = 2 (1.5)
n-—1 n-—1

Pti rizné délce mezi jednotlivymi okamziky se pouziva vazeny chronologicky primér

+ + +
VitV d2+y2 Y3 d3+...+yN_l Y d,

= 2 2
= , 1.6
4 d,+d, +..+d, (16)

kde d., i=2,.,n, je délka jednotlivych casovych intervald sledovani daného

1

okamzikového ukazatele.

Klouzavé priméry

Klouzavé pruméry jsou urcitou linearni kombinaci vzdy m ptivodnich hodnot v ¢asové fadé.

Prosté klouzavé priméry

Casovou fadu rozdélime na tseky po lichém poétu hodnot. Obdobi m = 2p+I nazyvame
klouzavou casti, kterou posunujeme (klouzeme) po ¢asové ose tak, ze z prvnich 2p+1 hodnot
vypustime prvni hodnotu a pfibereme nasledujici hodnotu. Z lichého poc¢tu (m=2p+1) hodnot

pocitame prosty aritmeticky primer.

t

Zytﬂ’ t:p+lﬁp+27~":n_p' (17)
2p+1

Protoze klouzava ¢ast ma lichy pocet ¢lent, je potadi prostiedniho z nich celoCiselné. Primér

(1.7) ptitadime prostfedni empirické hodnoté y, .

Centrované klouzavé priuméry
Ma-li klouzava cast sudy pocet hodnot, tj. m = 2p, pak prostfedni hodnota nema

celociselné potadi a musime prosté klouzavé priméry centrovat.

1
yt :E(yt—p +2yt—p+l +"'+2yt+p—l +yt+p)9 t:p+19p+2’ ...,n—p : (18)

Pocitame aritmeticky primér dvou sousednich klouzavych priméri a hodnotu centrovaného

klouzavého priméru (1.8) pfifadime empirické hodnoté y,, t=p+1, p+2,...,n—p.
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ViazZené klouzavé pruméry
Pii uvziti klouzavych priméri pocitame pro kazdy klouzavy tusek Casové tfady vazeny

aritmeticky pramér

P
§22wl.ym, t=p+L,p+2,..n—p, (1.9)
i=—p

P
kde w, jsou vahy, pro které plati Zwl. =1 a mohou byt konstruoviny riznym
i==p

zpusobem. Podrobnéji se budeme zabyvat vazenymi klouzavymi primeéry v ¢asti vénované
popisu trendu ¢asové fady.

Rady klouzavych priméra maji vzdy o 2p hodnot méné (chybi p hodnot na zacatku a p
hodnot na konci fady), nez ¢asové fady absolutnich ukazatell. Rady centrovanych klouzavych

prumért jsou dokonce o 2p+1 hodnot kratsi.

Priklad 1.2

Urcete prumérné hodnoty pohybu tézisté TO 1 a TO 2 (tab. 1.3).
Reseni:

Protoze uvedend Casova fada je intervalova, vypocitame prosty aritmeticky pramér
(1.4).

65323 73911,1

Voo = ——— =356,9 a Vioy = ———— =403,9.

Yror 183 Yro2 183
Priklad 1.3

Vypoctéte primérny mésicni pocet vysetienych osob v laboratoti biomotoriky na FSpS

v roce 2012 (stav ke konci obdobi). Vstupni tidaje jsou v tab. 4.

Tab. 4 Pocet vySetifenych osob v laboratofi biomotoriky na FSpS v roce 2011

Obdobi | Pocet uchazecu . Delka
intervalu
leden 151 31
unor 111 28
bfezen 442 31
duben 200 30
kvéten 243 31
cerven 196 30
cervene 128 31
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C
srpen 264 31
Zati 272 30
fijen 174 31
listopad 232 30
prosinec 169 31

Reseni:
Pro vypocet pouZijeme vazeny chronologicky primér (1.6), protoZe pocet osob tvofi
okamzikovou ¢asovou fadu s nestejn¢ dlouhymi useky mezi okamziky zjist'ovani.

I151+111 111+442 232 +169
#. + et/

28 31+ 31

=220,6

<
I

28+31+...+31
V roce 2011 bylo primérny pocet vysetienych osob 220,6.

Priklad 1.4
Z tab. 1.4 vypocitame Ctvrtletni klouzavé prameéry.
I51+111+442 111+442+200 174+232+169
3 ; 3 jeed 3
Nova ¢asova fada je pak 234,7; 251,0; 295,0; 213,0; 189,0; 196,0; 221,3; 236,7; 226,0; 191,7

1.3.2 Miry dynamiky

Dynamikou vyvoje Casové fady rozumime zmény hodnot sledovaného ukazatele
v ¢ase, a to bud’ v absolutnim nebo v relativnim pojeti. Charakteristiky dynamiky vyvoje
Casovych tad lze pocitat jak u intervalovych, tak u okamzikovych fad. Nutnou podminkou pro
vécny smysl a spravnou interpretaci charakteristik je shoda délky casovych intervali, resp.

shoda vzdalenosti mezi okamziky zjiStovani.

Prirastky (1. diference)

Absolutni priristek

AV y (=23, .m0, (1.10)
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Primérny absolutni prirtistek

K:LZ&,‘) —Yn TN (1.11)

n-14 n—1

Relativni pFiristek

A(l) —
5,: t :yt Yia — Vi _1, t:2,3,.,.,l’l, (112)

Vi Vi Yia
Relativni pfirtstek vyjadieny v % se nazyva tempo ristu sledovaného ukazatele
v piivodni Casové fade.
Prvni diference umoziuji charakterizovat smér, velikost absolutnich zmén zkoumaného
znaku. Radu sloZenou z prvnich diferenci lze dale diferencovat a ziskame fadu druhych

diferenci atd.

Druhé diference
A([Z) :Alz _A1[—17 t:39 4,...,7’1 (113)

Koeficienty ristu

koeficient rustu

k=2 £=2,3,...n. (1.14)

yt—l

Koeficienty rlstu vyjadiené v % se oznacuji jako tempa riistu.

primérny koeficient ristu

k =ik k. k, =n1/“;" . (1.15)
1

Charakteristiky (1.11) a (1.15) zavisi bez ohledu na délku fady jen na krajnich
hodnotéch. Proto je uzivame jen na fady s monoténnim vyvojem. V ostatnich piipadech tyto

charakteristiky vyvoj zkresluji.
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Priklad 1.5
Pro &asovou fadu hodnot primémé mésiéni hrubé mzdy v Ceské republice v letech
1989 az 2000 vypocitame:
a) absolutni ptirtstky a primérny absolutni pfirastek,
b) koeficienty ristu a prumérny koeficient rastu.

Vstupni hodnoty i vypocty jsou v tab. 1.6.

Tab. 5 Pramérna hruba mzda zaméstnanct v CR v letech 1989 aZ 2000

Rok Ve AWM k,

1989 3170 - -

1990 3286 116 1,037
1991 3792 506 1,154
1992 4644 852 1,225
1993 5817 1173 1,253
1994 6894 1077 1,185
1995 8172 1278 1,185
1996 9676 1504 1,184
1997 10696 1020 1,105
1998 11693 997 1,094
1999 12666 973 1,083
2000 13490 824 1,065

Reseni:
a) Prvni diference jsou ve tietim sloupci tab.1.6. Primérny absolutni ptirastek (1.11) fika,
ze mésicni hruba mzda stoupala v letech 1989-2000 priimérné o 938 K¢ rocné.

b) Koeficienty rustu (1.14)jsou v poslednim sloupci tabulky 1.6.

¢) Pramérny koeficient riistu k= 11/ 133 147900 = 1,141 tika, Ze hruba mzda rostla v letech

1989- 2000 v priméru ro¢né o 14%.

177129



1.4 Metody analyzy ¢asovych rad

Pro analyzu Casovych tad existuje dnes velmi rozsahla teorie, kterd popisuje velké
mnozstvi metod a postupt. Volba vhodné metody zavisi na nasledujicich faktorech, které
analyzu podminuji:

e ucel analyzy — musime védét, zda nam jde pouze o tvorbu modelu, o konstrukci
ptedpovédi, o vzajemné vztahy s jinymi fadami atd.

e typ Casové Fady — ne vSechny metody jsou vhodné pro vSechny fady.

e znalosti statistika — nc¢které metody jsou teoreticky nenaro¢né, jiné kladou na vzdélani
statistika nemalé naroky.

e softwarové vybaveni - analyza ¢asovych fad se dnes neobejde bez vybaveni vypocetni

technikou a hlavné programy vhodnymi pro analyzu.

Analyza Casové fady vychdzi z ptredstavy, Ze kazdou empirickou hodnotu y, pro

t =1,..., n, Ize vyjadrit ve tvaru

v, =f,¢), t=1..,n, (1.15)
kde Y ,t=1,..,n, predstavuje teoretickou (systematickou) sloZku casové fady a ¢,,
t =1,..., n,nahodnou (nepravidelnou) sloZku.

Zakladni obtizi pfi analyze Casové fady je tGsudek o funkci f{). Nejjednodussi je
predpoklad, Zze obé slozky ¢asové fady empirickych hodnot — systematicka a ndhodné — jsou
ve vztahu souctu., kde

v, =Y +¢g, t=1..,n. (1.16)

V takovém ptipad¢ mluvime o aditivnim modelu ¢asové tady.

V ptipadé multiplikativniho modelu ptedpokladame, ze ob¢ slozky (systematicka a
nahodna) jsou ve vztahu soucinu, kde

v, =Y.¢, t=1..,n. (1.17)

Multiplikativni model (1.17) za pfedpokladu, ze empirické hodnoty y,) 0, miZeme

logaritmovanim pfevést na aditivni model Casové tady logaritmii. ProtoZze zndme pouze
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empirické hodnoty y,, nahrazujeme systematickou slozku Y, v aditivhim modelu (1.16)

odhadem Y, a rozdil

: t=1..n (1.18)

>

e =Y -

nazyvame reziduem. Reziduum e, = ¢, je odhadem nahodné slozky ¢, .

1.4.1 Dekompozi¢ni metoda

Dekompozicni metoda je klasickou metodou analyzy c¢asovych ftad. Vychazi
ptedpokladu, Ze ¢asovou fadu lze rozlozit na Ctyti slozky:

e trendovou slozkuT, , ktera vyjadiuje dlouhodobou zménu v chovani asové rfady,
e cyklickou slozkou C,, kterd popisuje dlouhodobé pravidelné se opakujici vykyvy kolem

trendu v ramci n€kolika let,

e sezonni slozku S,, ktera vyjadiuje pravidelné se opakujici vykyvy v rdmci jednoho roku,
e ndhodnou sloZku ¢&,, ktera je tvofena ndhodnymi vykyvy. Pod tuto slozku fadime vSechny

vlivy, které na ¢asovou fady ptsobi a které nedokdzeme systematicky podchytit a popsat.

Hodnoty systematické slozky lze tedy zapsat jako funkci trendu, cyklické slozky
a sezonni slozky, tj.

Y, = f(T,,C,.S,), t=1,..n. (1.19)

M¢éfeni a matematicky popis systematické slozky se nazyvd vyrovmdnim
(vwhlazovinim) &asovych fad. Casovou fadu, ktera ma pouze trendovou slozku nazyvame
neperiodickou &asovou fadou. Radu, ktera kromé trendu obsahuje pravidelné se opakujici
vykyvy hodnot zkoumaného znaku od hlavniho vyvojového sméru, nazyvame periodickou
casovou fadou.

Dekompozicni metoda tedy spocivd vizolovani trendu a periodické (nejCastéji
sezonni) slozky jako neménnych prvki vyvoje v celém pribéhu zkoumané ¢asové fady. Tento
aparat modelovani vyvoje je Casto pfili§ zjednoduSujici a tudiZz nedostatecny k zachyceni

slozitejsiho vyvoje.
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Regresni metoda

Regresni pristup objastiuje vyvoj jedné veli¢iny prostfednictvim zmén jiné nebo jinych
veli¢in. Uplatnéni regresniho piistupu piedpoklada eliminaci ruSivych faktord tak, aby mohla
byt odhalena skutecna zavislost mezi vysvétlovanou a vysvétlujici veli¢inou. K popisu vyvoje
se nejcastéji pouziva néjaka spojitd funkce casu.

Pokud jde o funkci linedrni v parametrech, pouzivame k vypoctu jejich parametra
metodu nejmensich ¢tvercii. Vedle jednoduchych linearnich funkci (polynomickd, lomena,
logaritmickd) se pouzivaji funkce nelinedrni vzhledem k parametritm (exponencidlni,
logisticka ktivka, Gompertzova kiivka, S-kiivky), jejichz parametry mozno pocitdime riznymi
iteraénimi metodami.

Linearni regresni funkce ma tvar
Y=ftx, B) = Bofo () + B f () + Brfr(X) +...+ ﬂpfp (%), (1.20)
kde B,,j = 0.1,..., p, jsou regresni parametry a regresory f;(x) jsou zndmé funkce

proménné X.

Nejcastéji pouzivané funkce linedrni 7 hlediska parametrii jsou:

e regresni piimka Y=p5,+pBx,
e regresni parabola Y =B, +Bx+B,x°,
e regresni log. funkce Y=p5,+phx,
1
o regresni hyperbola Y=8,+5—.
X

V opacném piipadé, kdy regresni funkce ma tvar rozdilny od (1.20), mluvime

o nelinearni regresni funkei. Naptiklad:

o regresni exponencidlni funkce Y = [, ,
e regresni mocninnd funkce Y= ,Boxﬁ ',

e posunutd exponencidlni funkce Y = B, + f3,.

Exponencialni regrese

Mezi nejuzivanéjsi nelinearni regresni modely patii exponencidlni regresni funkce

Y= 8,87, (1.21)
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kde ¥ = ( Vyseens yn) je ndhodny vektor pozorovanych hodnot, £, 5, jsou neznamé parametry,

!
x=(x,,...,x,) je vektor znamych &isel.

Logaritmovanim (linearizaci) exponencialni funkce Y = S, 5, ziskame tvar linearni
vzhledem k parametrtim, tj.

InY =In g, +xIn g, (1.22)

Odhady parametrt In B, a In f, ziskdme feSenim soustavy rovnic

nlnb, +1nb > x,=> Iny,, (1.23)

i=1 i=l1

lnboixi +lr1blixi2 = ixi Iny, .
i=l1 i=1 i=l1

Priklad 1.6
Data v nasledujici tabulce predstavuji tepovou frekvenci (Y) po anaerobnim tréninku
v zavislosti na ¢ase (X). Vyrovnejte data exponencialni regresni funkci a tepovou frekvenci

v Case 120 s.

x, (Cas vs) 100| 110|140 (160|200
v, (tepova

120 89 | 56 | 41 | 22

frekvence)
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Bodovy graf z tepova frekvence proti
tepova frekvence = 577 10056%exp(-0,0165%x)
140 . . : .

120 SO i

100 .

80 .

60 T T

tepova frekvence

a0 | o ]

20 | e ]

80 100 120 140 160 180 200 220

[V = 577,101%799% | ¥(120) = 79,6]

Mocninna regrese

Vedle exponencialni regresni funkce se ¢asto pouzivd mocninna funkce
Y =B, x” (1.24)
Multiplikativni model Y = B, x” je nelinearni zhlediska parametr, vSak

logaritmovanim jej mizeme linearizovat. Rovnice

InY =In g, + B, Inx,

je rovnici pfimky v logaritmickych soufadnicich a parametry In 5, a fS,.

Odhady parametri In 8, a f, ziskdme feSenim soustavy rovnic

nlnb, +b, Y Inx, => Iny, (1.25)

i=1 i=l1
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lnboilnxi +bli(lnxi ) = ilnxi Iny,.
i=1 i=1 i=1

Priklad 1.7
Data zpiikladu 1.6 vyrovnejte mocninnou regresni funkci. Na zéklad¢ tohoto

multiplikativniho modelu odhadnéte velikost tepové frekvence pii 20 s.

x;, (Cas v s) 100| 110|140 (160|200
v, (tepova

120| 89 | 56 | 41 | 22

frekvence)

Resenim soustavy (1.25) ziskame odhady
Inb, =15,646, b, =-2,361,¢li In¥'=15,646—2,361Inx.
Po zpétné transformaci
Y =exp(15,646 — 2,361Inx), Y(120)=exp(15,646 —2,3611n120) =76,917..

Pti case 120 s mliizeme ocekavat tepovou frekvenci 77.

Vzhledem ktomu, Ze hodnoty regresnich koeficientii byly odhadnuty pomoci
vyberovych (naméfenych) hodnot, 1ze vysledky pouZivat k odhadiim pouze v rozsahu téchto

naméienych hodnot!
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1.4.2 Adaptivni metody

Nékdy neni mozné vyrovnat ¢asovou fadu jedinou funkci v celé délce fady. Nelze-li
vyrovnat delS§i Casovou fadu jedinou kiivkou, lze opravnéné piedpokladat uspesnost
vyrovnani dil¢ich ¢asti této fady systémem kiivek, které se ptizplsobuji (adaptuji) lokalnimu
prabéhu casové tady.

Zakladni metodou adaptivniho ptistupu k systematické slozce je technika klouzavych
pruméri, kdy se vyrovnavani ¢asovych fad provadi po kratsich klouzavych usecich.

Dalsi adaptivni technikou je skupina metod tzv. exponencidlniho vyrovndavani, které
jsou zaloZeny na zohlednéni procesu starnuti dat. Nazev maji tyto metody podle toho, Ze vaha
pozorovani je exponencialné klesajici funkci v€ku pozorovani. Tyto metody se rozliSuji podle

piedpokladaného trendu a pfitomnosti €1 nepfitomnosti sezonni slozky.

1.4.3 Boxovy-Jenkinsovy metody

Tyto metody piedstavuji jisté pokracovani a zdokonaleni adaptivniho pfistupu.
Boxova-Jenkinsova metodologie je zalozena na hypotéze, ze vSechny slozky ¢asové fady maji
nahodny (stochasticky) charakter. VéEtSina z téchto metod (ARMA, ARIMA, SARIMA) je
pocetné narocna, vyzaduje pomérn¢ vysoky pocet pozorovani a predpoklada vyuziti pocitace.

Podrobnéji se o této metod€ zminime v dalsi kapitole.

1.4.4 Metoda spektralni analyzy

Tyto metody pfistupuji k Casové tad¢ jako ke smési urcitého kone¢ného nebo
nekonecného poctu sinusovych a kosinosuvych kiivek s riznymi frekvencemi, amplitudami
a fdzovymi posuny. Hlavnim nastrojem spektralni analyzy je peridiogram umoziujici
grafickou formou identifikovat nejvyznamnégjs$i frekvence, obsaZené v Casové tfadé. Tato
metoda umoznuje vystopovat vyznamné slozky periodicity, které se podili na vécnych
vlastnostech zkoumaného procesu. Spole¢né s fourierovskou transformaci popiSeme Wavelet

transformaci (WT), kterd predstavuje novy matematicky prostfedek pro analyzu signala

24 /129



pomoci Wavelet funkci s aplikaci na Siroké spektrum realnych signali, které zahrnuje
technologické Casové fady, biomedicinské signaly a obrazy, druzicové snimky, ekonomicka
data 1 lidskou fe¢. V tad¢ ptipadu je problémem efektivni kddovani, komprese, potlaCovani
rusivych slozek, modelovani a detekce dil¢ich slozek signalu. Wavelet transformace
predstavuje alternativni pfistup k diskrétni Fourierové transformaci (FFT) pro analyzu
nestacionarnich signala a detekci bodi, pro které signal méni vlastnosti. Hlavni vyhoda WT
spoc¢iva v jeji schopnosti analyzy signala s proménnym casové-frekvencnim rozliSenim.

Podrobnéji se o téchto metodach zminime v kapitole 4.
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2 ANALYZA NEPERIODICKYCH CASOVYCH RAD

Neperiodickou ¢asovou fadou nazyvame fadu, kterd ma pouze trendovou a ndhodnou
slozku, tj. fadu

v, =T +¢, t=1,..,n. (2.1)

V neperiodické fadé je systematické slozka ¥, = T, a jeji odhad ¥, =T

2.1 Popis trendu analytickymi modely

Analytickym modelovanim rozumime nalezeni funkce, ktera nejlépe popisuje trend
casov¢ tady. Pii této metod¢ vyrovnadvame jednou trendovou funkci vSechna empiricka
pozorovani.

2.1.1 Trendové funkce

Pti popisu trendu vyuzivame spojité funkce ¢asu. Mezi nejcastéji pouzivané patii

» piimka (linedrni trend)

T =B, +pit, t=1,..,n, 2.2)

» parabola druhého iadu (kvadraticky trend)
T =, + B+ Bt t=1,..n, (2.3)

» parabola k-tého iadu (polynomicky trend)
T =B, + it + Pot” +..+ Bit*, 1<k(n, (2.4)

» dvouparametrickd exponencidla (ryzi exponencidlni trend)

T, = Bye”, kde 8,0, t=1,..,n, (2.3)
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» tiiparametrickda exponencidla (modifikovany exponencidalni trend)

T;zﬂﬂ—l—ﬂleﬂh[’ kde ﬁ2>0’ t=1>"'7n7 (26)

» logisticka funkce (logisticky trend)
T, =p, | 1+ BS,), kde f,) 0,,) 0, t=1,..,n. 2.7)

2.1.2 Metody odhadu parametra trendovych funkci

Pro odhad parametrii trendové funkce, kterd je linedrni z hlediska parametrt, se
pouziva:
o Metoda nejmensich Ctvercil.

Tuto metodu jsme pouzivali v regresni analyze, kdy jsme minimalizovali vyraz

S, -7 ), (2.8)

t=l1

kde y, je naméfena hodnota a funkce

Y =0, +b,f,()+ b, f, () +...4 b, [, (1) (2.9)

je odhad trendové funkce, ktera je linearni vzhledem k parametriim.

Z regresni analyzy plyne, ze odhad metodou nejmensich ¢tvercl vychéazi z nasledujicich
Predpokladii o ndhodné slozce:

» Nahodné slozka ¢, mé v kazdém pozorovani ma nulovou stfedni hodnotu, ¢ili

E(g,)=0, t=1,..n (2.10)

» Rozptyl ndhodné slozky modelu je konstantni, tj.

E(el)=07, t=1,..n. (2.11)

» Hodnoty ndhodné slozky z riiznych pozorovani jsou nekorelované, t;.

Cov(s, €,)=0prot=1..,n aj#0. (2.12)

t+j

» Nahodné slozka ¢, ma normélni rozdéleni.
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V ostatnich ptipadech (2.5) — (2.7), kdy trendova funkce neni linearni v parametrech,

pouzivame k ziskani odhadl parametrt nasledujici metody:

e Metoda vybranych bodu

spociva vtom, Ze na cCasové ose zvolime tolik bodl, kolik ma trendova funkce
parametrti, a v téchto bodech polozime empirické hodnoty casové fady rovny teoretickym
hodnotam trendové funkce. Ziskame soustavu rovnic, kterou vyfesime vzhledem k nezndmym
p aram etrim. ReSenim ,po¢ateéni® odhady, které pak pomoci iteraénich metod
zptesiiujeme.

Chceme-li napt. odhadnout 3 parametry logistické funkce, zvolime na Casové ose 3

body ¢, t+m, t+2m a ze soustavy

bO bO 0
_ , y=— oy =————  (2.13
Y T b b, e b Vi =1 1)
pomoci zakladnich matematickych uprav vypocitame b,,b,,b, .
L b
m __ yt+2m yt+m
by = S 1 (2.14)
yt+m yt
= Jem (2.15)
bz(bz Yitm _yz)
by =y, (1+bb;). (2.16)

o Metoda cCdastecCnych souctii
spoc¢iva v tom, ze ¢asovou osu na tolik stejné velkych disjunktnich ¢asti, kolik ma trendova
funkce parametri. Nékdy je nutné nékolik hodnot na poc¢éatku fady vynechat, aby mohly byt
vytvoieny stejné velké ¢asti. V jednotlivych Castech secteme empirické hodnoty a tyto soucty
polozime rovny souctim teoretickych hodnot trendové funkce. Ziskame soustavu rovnic,
kterou vyfeSime vzhledem k neznamym parametrim. Rovnéz tato metoda poskytuje

»pocatecni“ odhady, které pak pomoci itera¢nich metod zpiesiiujeme.
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Chceme-li napt. odhadnout parametry modifikované exponencidaly, zvolime pocatecni
bod ¢ a tii na sebe navazujici disjunktni ¢asova obdobi délky m=n/3. Utvorime tii ¢astecné

soucty empirickych hodnot a poloZime tyto soucty rovny souctiim teoretickych hodnot.

Sl

Zyt = (b0+b1b£), >
=1

t=l1

Il
NgE

Sy =D Viem = 2, (by + Db, 2.17)
t=1

Il
—_

t

Sy = Zszm = Z(bo +b1b§+2m)-
=1 =1

Resenim soustavy (2.17) ziskame odhady jednotlivych parametri.

1/m
bZ:[S3_S2] , (2.18)
SZ_SI
b, -1
T (s,-8), 2.19
lbz(b;_l)z(z ) (2.19)
_blbz(bzm_l)
1
pp=— 2l (2.20)
m

e [teracni metody
postupné zlepsSuji vychozi odhad parametrt, které jsme ziskali napt. metodou ¢astecnych
souctll nebo metodou vybranych bodu. Pfitom si bud’ pfedem stanovime pocet krokt (iteraci),
které pro zlepSeni odhadii provedeme, nebo ukoncime proces postupného zlepSovani
v okamZiku, kdy je absolutni hodnota rozdilu vektorli parametrii ve dvou po sobé
nasledujicich iteracich mensi, nez pfedem zvolené ¢islo ¢ .

Uziti iteranich metod (jsou velmi slozité) je podminéné statistickym softwarem.

Pti volbé trendové funkce i pii nasledném hodnoceni vystiznosti konkrétni vypoctené

funkce vychazime z nasledujicich informaci:

29/129



e vécny rozbor vyvoje sledovaného jevu,
e vizualni posouzeni grafu, srovnani prub¢hu ¢asové fady a pribchu trendové cary,
o analyza popisnych charakteristik vyvoje Casové fady,

e hodnoty interpolacnich a extrapolacnich kritérii.

2.1.3 Volba vhodného modelu trendové funkce

Jak bylo uvedeno v minulém odstavci, pii vybéru modelu trendu bychom méli
vychdazet piedev§im 7 vécné analyzy udajn v Casové tadé. Vybér vhodného modelu trendu

usnadni analyza diferenci a popisnych charakteristik zkoumané Casové fady — viz tab. 6.

Tab. 6 Popisné charakteristiky jako kritérium volby trendu ¢asové fady

Trend Test
o, Prvni diference jsou
Linearni ORI .
pfiblizné konstantni.
. Druhé dift j
Kvadraticky ruhé diference jsou

piiblizn¢ konstantni.

Ryzi exponencialni,
resp. modifikovana exponencidln
i

Koeficienty rlstu jsou
pfiblizné konstantni.

Kiivka prvnich diferenci se podoba
Logisticky kiivce hustoty normalniho
rozdéleni.

Testy uvedené vtab. 6 jsou sice vypocetné jednoduché, ale malo pouZitelné pii
rozhodovani mezi slozitéj§imi typy trendovych kiivek. Pokud analyza popisnych
charakteristik nevede k jednozna¢nému vysledku, vybereme nékolik trendovych funkei
a jejich vhodnost ovéfujeme az po odhadnuti parametrd. Pouzivame dva druhy kritérii -

interpolac¢ni kritéria a indexy popisujici kvalitu vytvofeného modelu.

Interpolacni kritéria jsou zaloZena na zkoumani vztahu skutecnych hodnot y, a tzv.

hodnot interpolovanych }i , tj. hodnot odhadnutych na zaklad€ dané trendové funkce.
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»  stiedni chyba odhadu (primér hodnot rezidui — M.E.)

Zn:(yt _YAt)
ME ="
n

: 2.21)

»  sti‘edni kvadratickd chyba odhadu (praimér ¢tvercti rezidui — M.S.E.)

Sy -7f

MSE=——— (2.22)
n
Protoze kritérium (2.22) zvyhodiiuje viceparametrické funkce, uziva se
» upravend stiedni kvadratickda chyba (M.S.E. ;)
2 A \2
>l 1)
MSE., =- , (2.23)

n—c
kde ¢ je pocet parametrt trendové funkce. Podle vzorce (2.23) provadi vypocet MSE program

STATISTICA 10.

»  stiedni absolutni chyba odhadu (M.A .E.)

Z‘yz - i}t
MAE-5__ (2.24)
n

»  sti‘edni procentudlni chyba odhadu (M.P.E.)

M.PE.= li(f—_yf).loo : (2.25)
n t=1 yt

»  stifedni absolutni procentudlni chyba (M.A.P.E.)

A

v, —Y

1 n
M .APE.=—
"

.100. (2.26)
Cim mensi je hodnota statistik (2.21) — (2.26), tim je model lepsi. Z uvedenych kritérii
se nejcastéji pouziva kritérium (2.23). Obecné davame piednost modelu, u néhoz je hodnota

M.S.E. s nejniZsi.
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Dalsi interpolacni kritérium, které pouzivame u funkci linedrnich v parametrech, je

> index determinace (R")

S -5y
RP=£L (2.27)

n

>, -y

t=1

vvvvvvvvvv

indexu determinace je jeho zavislost na poctu parametri zvolené funkce.
Proto pii rozhodovani mezi riznymi (nejcastéji polynomickymi) funkcemi poc¢itame

» upraveny index determinace (Rjdj)

-1
R2, =1—(1—R2)Z_ : (2.28)
kde n je pocet pozorovani a ¢ = p+1 je pocet parametrl regresni funkce.
Dal$im interpolac¢nim kritériem je
» celkovy F-test.
Testové kritérium
o\
> (7, -5)
t=1
F= nc‘;l , (2.29)
~\2
Z (y o Yt )
t=1
n—c

ma pii platnosti nulové hypotézy F- rozdélenis v, =c—1 a v, = n—c stupni volnosti.
Kritérium (2.29) je podil vysvétlené variability a nevysvétlené variability. Pri

srovnavani vice modelil vybereme ten, pro ktery je F- statistika (2.22) nejvétsi.

Pii testovani hypotézy, ze rezidua (odhady ndhodnych poruch) nejsou autokorelovana
pouzivame

» Durbiniiv-Watsoniy test.
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Testové kritérium ma tvar

z (et € )2

DW =2 (2.30)

kde e, =y, — ?t Jjsou rezidua.

Statistika (2.30) nabyva hodnot od 0 do 4. V piipad¢ nezavislosti rezidui se pohybuje
okolo ¢isla 2, v pfipad€ ptimé zavislosti jsou jeji kladné hodnoty blizké 0 a v ptipad€ nepiimé
zéavislosti se blizi zleva 4. Kritické hodnoty testového kritéria (2.22) jsou uvedeny ve
specialnich tabulkach.

Chceme-li konstruovat prognozy vyvoje sledovaného ukazatele, pouzivame pfti
rozhodovani o modelu trendové funkce extrapolacni kritéria. NejCastjSi zplsob pouziti
extrapolacnich kritérii je zalozen na simulaci. Zkoumand Casovd fada se nejprve zkrati
aprovede se volba trendové funkce. Zvolend trendova funkce se pouzije pro vypocet
pfedpovédi, jenz se ndsledné porovnaji se skutecnymi hodnotami Casové fady. Nejcastéji

pouzivané extrapolaéni kritérium je

» Theiluv koeficient nesouladu
Z(yn—m+j - f)j)z
Jj=1

5 -
T =
m
2
Zy n—m+ j
J=1

: (2.31)

kde (n-m) je délka zkracené casové fady, j=1, 2, ..., m, f’j je predpovéd na j-obdobi dopiedu

modelem vypoétenym z (n-m) hodnot. Je-li 0<T° <1, je dany model z extrapolacniho
hlediska vhodny. Je-li T°) 1, je tfeba volit jiny model. P¥i srovnani vice modelii preferujeme

model, ktery méa mensi koeficient nesouladu.
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Piiklad 2.1

Bylo zméfeno procentudlni zlepSeni startovni reakce v zdvislosti na poctu
tréninkovych jednotek. Sestavte regresni model, a vyjadiete pfesnost modelu.
Tab. 7 Vstupni data kvadratického regresniho modelu
Poradové ¢isl | pocet trénink | reakc
0 u e
1 0 1,000
2 10 1,000
3 20 0,997
4 30 0,996
5 40 0,993
6 50 0,985
7 60 0,983
8 70 0,978
9 80 0,973
10 90 0,961
11 100 0,958
Tab. 8 Vysledky kvadratické regrese
Odhady parametrl (reakce)
Sigma-omezena parametrizace
reakce reakce | reakce | reakce | -95,00% | +9500% reakce reakce | -9500% [ 495 ,00%
Efekt Param. | Sm.Ch. t [ LmtSpol. | LmtSpol. | Beta (B) | Sm.Ch. & | LmtSpol. | LmtSpol.
Abs. élen (10005451 0,001395 ) 715 5962 0,000000] 0,997321] 1,003770
pocet tréninko 0000076 0000065 -1,1739 0274204 0000226 0000074 -0168101 0,143201 -048832 0162122

pocet tréninkds2 | -0,000004 0000001 -5 8038 0000403 -0,000005 -0000002 -0831113 0143201

-1,16134 | -0,500830

v

Nejvyhodnéjsi je kvadraticky regresni model ve tvaru:
r=1,0005 (+ 1,3982.107) - 3,64.10° (6,3.107) t*
s koeficientem determinace R’= 0,98813, MEP = 5,0464.10°, s, = 1,8353.10~

Test SC celého madelu vs. SC rezidui (reakce)
Lavisle Vicenas. | Vicenas. | Upraveng S sV P SC SV P F p
Framénna R R2 B2 Model | Model | Model Rezid. [Rezid. | Rezid.
reakce 09940470 0 985130 0985162 0 002243 2 0001122 0000027 g 0,000003) 332 9771 0,000000
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Bodovy graf zavislosti reakce na poctu tréninki
teakce = 1,0005 - 3 B4E-E*x2
1,005 . . .

1,000 ¢
0995
0990 ¢
0985

0930

reakce

0975
0970
0965

0260 ¢

05955 +

0,950 - - - - - -
20 0 20 40 B0 80 100 120

padet tréninki

Obr. 3 Graf kvadratického regresniho modelu

Priklad 2.2
Uspésnost v podavani grantt na FSpS MU v letech 2004 - 2011 (v % z celkového
poctu vSech podanych grantl)

Tab. 9 Vstupni data

rok | ispésnost
2004 3,52
2005 3,19
2006 2,93
2007 3,31
2008 4,94
2009 7,48
2010 9,37
2011 8,78
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Tab. 10 Vysledky kubické regrese

Odhady parametrd (data-regrese-3)
Sigma-omezena parametrizace
pocet pocet pocet pocet | -9500% | +9500% | pocet pocet -95 00% | +395,00%
Efekt Param. | Sm.Ch. t B LmtSpol. | LmtSpol. | Beta (31 | Sm.Ch. 3| LmtSpol. | LmiSpol.
Abs. élen [ 7153571 1,704605 421421/ 0013540 245083 11,91631
rok -4 AZ256] 1 542414 -2 86730 0045583 -870499) 014013 -4 02932 1405268 -7 93100 -012767
rok2 120852 0,396893 ) 3,11847 0035579 013233 2.23070|10,13445 3 249516 11115 1915739
rok"3 0077830028385 -2,74190 0051804 -0,15664) 000093 -5 32667 1942690 -107204 006710
Test SC celého modelu vs, SC rezidui (data-regrese-3)
Lavislé Vicenas. | Yicenas, | Upraveng ot g PC =1 s PC F B
Froménna R R2 R2 hWlodel | Model | hodel Rezid. |Rezid. | Rezid.
pocet (05803010 0 562186 0,933700) 43 Ba367 3 1622789 1914329 4 0,473532 33905825 0002650
Bodovy graf dspésnosti
Ospésnost = 7 ,1836-4 42068%x+1 2065%x"2-0 07753
10 T T T T T T T
g | i
gl i
F 7 '
e
2 6| :
=
Elin)
plak)
pr
2 £l ]
4| )
3t i
2 1 1 1 1 1 1 1 1

v

rok

Nejvyhodnéjsi je kubicky regresni model ve tvaru:
Gisp&snost = 7,1836 - 4,4226 x + 1,2065 x> - 0,0778 x°

s koeficientem determinace R’= 0,962

Obr. 4 Graf kubického regresniho modelu
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3 ZAKLADY A APARAT BOXOVY-JENKINSONOVY METODOLOGIE

Tato kapitola se zabyvad jednim z mnoha zpisobll rozboru casovych fad. V prvni
kapitole je popsana Boxova-Jenkinsonova metodologie. Tato je zaloZena na myslence, ze
casova fada muze byt chdpana jako fada stochastického charakteru. Na jejim zaklade lze
modelovat systemati¢nosti v rezidudlni slozce. Na druhé stran¢ je mozné kazdou Casovou
fadu chapat jako realizaci stochastického procesu a Boxova-Jenkinsonova metodologie se

stava relativné samostatnym piistupem k analyze ¢asovych fad.

3.1 Zakladni pojmy

Stochasticky proces {X;, t =0, £1, £2, ...}, resp. {X;} je tfida v Case ¢ usporadanych
nédhodnych veli¢in. Casovou radou rozumime v &ase ¢ uspofddanou fadu hodnot
stochastického procesu. Je to tedy ndhodny vybér ziskany tak, Ze zkazdého rozdéleni
nahodné veliCiny je vybrana pravé jedna hodnota. Nékdy se hovoti o vybérove funkci nebo

také realizaci daného stochastického procesu.

3.1.1 Stacionarita

Kazda ndhodné veli¢ina ma jisté pravdépodobnostni rozdéleni, soucasné vsak také
kazda kombinace ndhodnych veli¢in ma jisté pravdépodobnostni rozdéleni, a tak i skupina
nahodnych veli¢in ma pravdépodobnostni rozd€leni (n-rozmérné). Pravdépodobnostni
rozdéleni lze charakterizovat distribuéni funkci, takZe napiiklad n-rozmérnd distribu¢ni
funkce je dana vztahem

F(x, ,x_ ,....x, )=P(X, <x,,X <x_,..X, <x),

tj. pravdépodobnosti, Ze v§echny ndhodné veli¢iny nabudou souc¢asné hodnoty mensi nez jsou

hodnoty x, ,i=1, ..., n.

1
Stochasticky proces se nazyva striktné stacionarni, jestlize pro jakoukoliv indexni ¢ast
(tr,t2, ..., ty) zT={0,%1,£2, ...} ajakékoliv realné Cislo k, prokteré ¢, + k €T, i=1,2, ...,

n plati
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F(th’th""’Xt”) :F(thJrk’thJrk""’thJrk)’

kde F() je n-rozmérna distribuéni funkce. Striktni stacionarita tedy fikda, ze
pravdépodobnostni chovani daného stochastického procesu je ¢asove invariantni.
Pro stochasticky proces {X;, =0, £1, £2, ...}definujme funkci stfednich hodnot
#, = E(X))
variacni funkci
ol =D(X,)=E(X, - )’

kovarian¢ni funkcimezi X, a X, ,i,j=1,2,..,n;i#]
i J

7(ti’tj) :E(Xt, _/uz,.)(le. _:uzj.)

a korela¢ni funkci mezith_ alX, ,i,j=12,..,ni#]j
y(tmt)
Pl 1)) =

o

e

Plati-li pro vSechna ¢, %¢ x4, = u, o) =oc’ a kovarianéni a korela¢ni funkce zavisi
pouze na Casové vzdalenosti ndhodnych veli€in, tj. pro t; =t — k a t; = t, pak

]/(ti,fj):]/(Z—k,t):]/(t,t+k):]/k

p,t,)=pt—kt)=ptt+k)=p,
potom se dany proces nazyva slabé staciondrni nebo také kovariancné stacionarni.
Striktn€ staciondrni proces, ktery méd prvni dva obecné momenty konecné, je také
slabé staciondrni proces. V praktické analyze ¢asovych fad se operuje vyhradné se slabou
stacionaritou, nebot’ je relativn¢ snadné odhadovat prvni dva momenty. V ptipadé, Ze budeme

dale hovofit o stacionarité, budeme mit na mysli prave stacionaritu slabou.

3.1.2 Autokorela¢ni funkce (ACF)

V piipad¢ stacionarniho stochastického procesu {X;} lze vyjadfit autokovariancni
funkci mezi veli¢inami X; a X, jako
Vi = C(XtaXt_k) = E(Xt _/u)(Xt—k —,U)

a autokorelacni funkei jako
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_ C(X,,X,,) _ Tk
VD) DX L) 7o
kde vzhledem ke stacionarité procesu D(X;) = D(X.+) = y». Autokorela¢ni funkce se oznacuje

jako ACF.

Pk

V piipad¢ stacionarniho stochastického procesu ma autokorelacni funkce nésledujici
vlastnosti:
a) po=1.
DAY VAR
) 7.,=7, a p, =p, pro vSechna k, autokovarian¢ni a autokorela¢ni funkce je tedy

symetricka kolem k = 0. Graf autokorela¢ni funkce se nazyva korelogram.

3.1.3 Parcialni autokorelaéni funkce (PACF)

Korelace mezi dvéma nahodnymi veli¢inami je Casto zplisobena tim, ze ob¢ tyto
veli¢iny jsou korelovany s veli¢inou treti. Velka cast korelace mezi veli¢inami X; a X, mize
byt tedy zpusobena jejich korelaci s veli¢inami X,.;, X2, ..., Xix+;. Parcidlni autokorelace
podévaji informaci o korelaci veli¢in X; a X, ocisténé o vliv veli¢in lezicich mezi nimi.

Parcialni autokorelaci se zpozdénim k vyjadiuje parcialni regresni koeficient @y
v autoregresi k-tého fadu

Xe =t Xet + 2o Xeo + oo + e Xt + ey
kde veli¢ina e, je nekorelovana s veli¢inami X,;, j > 1. Tato matice je vzdy regularni,
v disledku ¢ehoz muzu pouzit Cramerovo pravidlo. Vynasobime-li obé strany rovnice
veliinou X, ;, potom stfedni hodnota této rovnice ma tvar

Y= Pk Pr1 t P2 P2t T Pk Pk
takze plati

P = ki Pr1 T P2 P2t ot Gr Pk
Proj=1,2, ..., k dostaneme nasledujici systém rovnic

P1 = G Po+ G2 P17+ T Dk Prer

P2= G P17+ G2 Po T o T Pk Pr2
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Pk = Gk1 Pre1 T G2 P2 + oo T Gk Po

Pouzijeme-li postupné pro k=1, 2, ... Cramerovo pravidlo, ziskame

P11 = pi,
‘ 1 p
¢ — P P> — P _/012
22 1 pl‘ 1_ p12 b
P 1
1 Pi Py Pra P
P 1 P Pz P
_Pra Pr2 P P P
Du
1 P P Pr—2  Pra
P 1 P Pis Pra
Pi1 Pra Prs 0 P 1

V literatufe se Casto parcialni autokorelace oznacuje jako ¢, . Jako funkce zpozdéni

k je ¢ nazyvana parcialni autokorelacni funkci (PACF).

3.1.4 Vybérové ACF a PACF

Stacionarni stochastické procesy umoziuji provést odhady ACF a PACF, nebot
Casova tfada se vtomto ptfipadé stava vybérem zjednoho pravdépodobnostniho rozdéleni.
Ptedpokladejme ¢asovou fadu X;, t=1, 2, ..., n.

Odhadem stedni hodnoty je vybérovy pramér

.

Podobné¢ I1ze odhadnout autokovarianéni funkci pomoci vybérové autokovariancni funkce

A 1 n—k _ _
Vi ZHZ(Xz _X)(Xt+k -X)

t=1

Vybérova autokorelaéni funkce (vybérova ACF) je definovéna jako
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DX, - X) (X, - X)
P, =4 Jk=1,2, ...

i(Xt _)?)2

Graf p, proti k se nazyva vybérovy korelogram.

Pro vypocet vybérové parcidlni autokorelacni funkce navrhl Durbin rekurzivni vztah

k—

/bk - z¢k—1,j lak—j

. —
¢kk = /:_1 .
1=D ¢, P,
Jj=1
D =P~ Pu Pirs, j=1,2, .., k1

Jako pocatecni odhad se bere ¢3” =P,

3.2 Zakladni reprezentace stochastickych procesu
3.2.1 Proces bilého Sumu

Jestlize je stochasticky proces {a,} tadou nekorelovanych ndhodnych veli¢in

s konstantni stfedni hodnotou E(a;) = u, (obvykle nulovou), konstantnim rozptylem D(a;)
=c’ a y = Clas, aix) = 0, pro viechna k # 0, potom se oznaluje jako proces bilého Sumu.

Z této definice vyplyva, ze proces bilého Sumu {a,} je stacionarni, s autokorela¢ni funkci

1 k=0
P£700 k=0
a parcialni autokorela¢ni funkci
4 = 1 k=0
“0 k=0

Vzhledem k tomu, Ze podle definice plati py = @y9 = 1 pro jakykoliv proces, budeme
uvazovat autokorelace a parcialni autokorelace pro k # 0. Zakladnim rysem procesu bilého
Sumu tedy je, ze ACF a PACF jsou identicky nulové. I kdyz se tento proces prakticky
nevyskytuje, hraje dualezitou roli jako zakladni stavebni prvek pii vystavbé modelt casovych

fad.
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3.2.2 Woldova a Box-Jenkinsova reprezentace stochastického procesu

Wold (1938) dokazal, ze stacionarni proces, ktery neobsahuje Zadnou deterministickou
slozku (rozumi se slozku, kterou by bylo mozné ptesné predikovat na zaklad¢ jejiho minulého
vyvoje néjakou funkci) lze vyjadrit jako linedrni kombinaci fady nekorelovanych ndhodnych
veli¢in ve formée

X,:y+a,+y/1at_l+y/2a,_2+...:y+z%a,_j (3.1)

Jj=0

kde wo, w1 v .. jsou parametry, vy = 1, {a,} je proces bilého Sumu a Zioz//f. <. Jestlize

zavedeme tzv. operdtor zpétného posunuti B, ktery je definovan jako BX, = X,.; a tedy BX, =
X.j, potom lze vztah (3.1) zapsat zkracené jako

X, = u+y(B)a,
kde

o0

w(B)=1+y, B+y,B*+...=1+> vy, B’

j=1

Vztah (3.1) se nazyva MA (,,moving average®) reprezentace stochastického procesu
(reprezentace klouzavych pruméri) nebo také linedrni proces.

Linearni proces miize byt také vyjadien ve formé AR (,,autoregressive®) reprezentace

(autoregresivni reprezentace), které se n¢kdy také tikd Box-Jenkinsova reprezentace. Tato

reprezentace ma tvar

X, —p=m(X, - +7m,(X_, - p)+...+q, (3.2)
resp.
n(B) (X, —p)=a,
kde m;, m, ... jsou parametry autoregresivniho modelu, 7z(B)=1- Z; T, B’

o0
a Zj:1|7zj |<o0.

Linearni proces (proces MA) lze zapsat také ve tvaru (3.2), tj. jeho soucasnou hodnotu
lze vyjadfit pomoci minulych hodnot a soucasné hodnoty bilého Sumu, takovy proces se

nazyva invertibilni. AvSak ne kazdy linearni (staciondrni) proces muze byt invertibilni. Aby
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bylo mozné zapsat MA reprezentaci ve formé AR reprezentace, musi kofeny polynomu y(B),

coz jsou hodnoty proménné B, lezet vné jednotkového kruhu, tj. jestlize S je kofenem

polynomu y(B), potom | > 1. A naopak, aby byl AR proces staciondrni, musi jej byt mozné

zapsat ve form¢é MA reprezentace, tj.

7 (B)=y(B)

piicemz musi byt splnéna podminka z; z//_/z. <oo. Aby toto bylo splnéno, je nutné, aby

kotfeny polynomu 7(B) lezely vn¢ jednotkového kruhu.

3.3 Modely stacionarnich €asovych rad

3.3.1 Autoregresni proces fadu p [AR(p)]

Autoregresni model fadu p je mozné zapsat ve formé
Xi=¢1 X+ ...+ 9, Xy tay
kde ¢, ..., ¢, jsou parametry autoregresivniho modelu.
Pomoci operatoru zpétného posunuti jej 1ze zapsat jako
(1-¢;B-...-$, B X, = a,
t].
$(B) X, = ai,

kde ¢,(B)=(1-¢; B - ... - ¢, B).

Proces AR(p) je staciondrni, jestlize kofeny polynomidlni rovnice

(1-¢; B -...-¢, B”) = 0 lezi vn¢ jednotkového kruhu.

Rozptyl procesu AR(p) mé formu

2
o

a

- 1_¢1p1 _"'_¢ppp

Yo

Hodnoty autokorela¢ni funkce lze ziskat na zadkladé diferen¢ni rovnice

Pk = G1 Pt F oot Bp Preps

k=1,2, ...

ACF tvoii kombinace exponencidln¢ klesajicich pohybu (v piipadé realnych kotfent

rovnice ¢,(B) = 0) a exponencidln¢ klesajicich sinusoidnich pohybii (v ptipadé¢ komplexnich
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kofent rovnice @,(B) = 0). Hodnoty PACF pro zpozdéni k=1, 2, ..., p jsou rlizné od nuly,

pro dalsi zpozdéni se potom rovnaji nule (viz obr. 5).
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Obr. 5 Vybérova ACF a PACF procesu AR(2)

3.3.2 Proces klouzavych praméra fadu q [MA(q)]

Proces klouzavého priméru fadu ¢ je mozné zapsat ve forme
Xi=a,-01a.;-...- 0, a.
kde 6, ..., 6, jsou parametry modelu klouzavych priméri, nebo také
X;=(1-6,B-...-04BY a,= 0,(B) a,
Proces MA(q) je vzdy stacionérni, protoze Zf:l 0] < . Jeho stfedni hodnota je nulova
arozptyl jeroven y, =(1+6; +...+6,)o., kde o je rozptyl bilého Sumu.
Autokorelacni funkce procesu MA(g) ma tvar

-0, +0,0,,+...+0,,0,
1467 +...+6;

k=12,...,q9

Pk

0. k>q
Hodnoty ACF jsou tedy pro hodnoty k=1, 2, ..., g rizné od nuly, pro dalsi zpozdéni se
potom rovnaji nule. PACF tvofi kombinace exponencidlné klesajicich pohybl (v ptipadé

realnych kofenti rovnice 6,(B) = 0) a exponencidlné¢ klesajicich sinusoidnich pohybt

(v ptipad€ komplexnich kofenti rovnice 6,(B) = 0) (viz obr. 6).
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Obr. 6 Vybérova ACF a PACF procesu MA(2)

3.3.3 Smisené procesy ARMA [ARMA(p, q)]

Proces ARMA(p, g) je mozné vyjadrit ve tvaru
$p(B)X, = Oy(B)a,

Lineéarni proces MA(x) Ize vyjadfit jako

X = w(B) a;, kde w(B) 0y (B)
t= a; Kde =
A7)
proces AR(o0) lze vyjadfit jako
_ _ 6B
n(B) X; = a,, kde n(B) = 6,(8) =w(B)

Aby byl proces ARMA(p, ¢g) staciondrni, musi kofeny rovnice ¢,(B) = 0 leZzet vné
jednotkového kruhu, aby byl invertibilni, musi kofeny rovnice 6,(B) = 0 lezet vné
jednotkového kruhu.
Autokovariance a autokorelace se ziskaji z rovnic
Ve= @1 Vit = . —Pp Vip =0 prok>gq
a

Pk =1 P — .. — @p Prp =0 prok>gq
Z téchto rovnic plyne, ze tvar ACF procesu ARMA(p, ¢) bude obdobny jako v ptipadé
procesu AR(p), tj. bude mit formu kombinace exponencidln¢ klesajicich pohybt
a exponencialné klesajicich sinusoidnich pohybti. Tento tvar vSak bude nasledovat az po

prvnich g — p hodnotach jestlize g > p. Hodnoty po, pi, ..., p4-p tento tvar mit nebudou.
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Pro k> p se PACF u procesu ARMA(p, ¢g) bude v ptipadé, ze p > ¢, chovat stejné jako
u procesu MA(q). Pro k < p — g je vSak tvar této funkce odlisny.

3.4 Modely nestacionarnich a sezénnich €asovych rad
3.4.1 Nestacionarni procesy ve stfedni hodnoté

Az dosud jsme vSechny uvahy vedli o procesech stacionarnich v kovariancich, tj.
o procesech s konstantni stifedni hodnotou a rozptylem a s kovarianci zavisejici pouze na
vzdalenost |t — k|. Staciondrni procesy se vSak vrealit¢ vyskytuji zfidka, zejména
v ekonomické praxi existuji téméf vzdy procesy nestacionarni. Nestacionarita procesu miize
byt zplisobena v Case se ménici stfedni hodnotou procesu ¢i v €ase se menicim rozptylem
procesu.

Procesy AR a ARMA jsou stacionarni, lezi-li vSechny kofeny polynomu @4 B) vné
jednotkového kruhu. Neni-li tato podminka splnéna, tj. lezi-li alesponn jeden kofen na
jednotkovém kruhu, proces neni stacionarni, ale obsahuje stochasticky trend. Plati nasledujici:
lezi-li jeden koten na jednotkové kruznici a ostatni jsou vné€, proces je staciondrni po prvni
diferenci, lezi-li dva kofeny na jednotkové kruznici a ostatni jsou vné, proces je stacionarni po
druh¢ diferenci atd.

Nestaciondrni procesy se stochastickym trendem mohou byt na stacionarni prevedeny
diferencovanim. Proces, ktery neobsahuje po d-té diferenci zddnou deterministickou slozku
(trend, sezénni slozku) a kterd 1ze popsat stacionarni a invertibilni reprezentaci ARMA, se
nazyva integrovanym procesem d-t¢ho fadu a znaci se I(d).

Proces, jenz je mozné po d-té diferenci popsat staciondrni a invertibilni reprezentaci
ARMA(p, q) lze zapsat jako

#p (BY(1-B)' X, = 0y + O,(B)a, (33)

kde ¢,(B) = 1- ¢;B - ... - ¢, B’ je autoregresni operator, 8,(B) = 1- 6,B - ... - 6, B’ je
operator klouzavych pramérd, (1-B)? X, je stacionarni stochasticky proces dosaZeny d-tou
diferenci. Je ziejmé, ze polynom (1-B) X, = (1-B) (1-B) ... (1-B) X, ma d jednotkovych
kotenti (kofenil lezicich na jednotkovém kruhu), takZe pro d > 1 proces obsahuje stochasticky

polynomicky trend fadu d. 6, je volny parametr, ktery ma riznou Glohu prod=0a d > 1.
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V ptipadé¢ d = 0 (stacionarni proces) je 6 stfedni hodnotou daného procesu. V piipadé
nestacionarity (d > 1) se tato stfedni hodnota stavd ménlivou v zavislosti na Case a stava se tak
linedrnim, parabolickym atd. deterministickym trendem. Model (3.3) se oznacuje jako
ARIMA(p, d, q) (Autoregressive Integrated Moving Average). Jestlize d = 0, ARIMA(p, d, q)
se redukuje na ARMA(p, q), v ptipad¢, Ze p = 0, redukuje se na IMA(d, q) a v ptipadé g = 0
na ARI(p, d).

3.4.2 Proces nahodné prochazky (,random walk")

Zvlastnim ptipadem je proces ARIMA(p, d, g), kde p = 0, g = 0. Je charakteristickym
tim, Ze po d-té diferenci z n¢ho vznikne proces bilého Sumu. Lze jej zapsat jako
(1-B)* X, =a,
Prakticky je vyznamny zejména proces ndahodné prochazky, kdy d = 1, takze k ziskani
procesu bilého Sumu sta¢i prvni diference. M4 formu
(1-B) X; = a,
tedy
X=X ta;
Vzhledem k tomu, Ze
(1-B'=(1+B+B’+..)
1ze proces (1-B) X, = a, ptepsat do formy
X,=(1+B+B+.)ay=a,+ac; +a+...
Proces nahodné prochazky je limitnim pfipadem procesu AR(1) pro ¢ — 1. Hodnoty
ACF procesu ndhodné prochazky budou klesat velmi pomalu. Proces ndhodné prochazky je

tvofen kumulovanim nahodnych veli€in tvoficich proces bilého Sumu. Ndhodné prochézka je

. , , . .., . . . . , t
nestacionarni proces. Zdrojem jeji nestacionarity je stochasticky trend z/__l a.

Parcialni autokorela¢ni funkce procesu AR(1) blizici se procesu ndhodné prochazky je

logicky velmi podobna parcidlni autokorelacni funkci procesu AR(1).
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3.4.3 Procesy nestacionarni v rozptylu

Neni-li splnéna podminka neménnosti rozptylu v ¢ase, je proces nestacionarni
v rozptylu. Mize se stat, ze i kovariance zavisi na Case (nejen na k), staciondrni proces ve
sttedni hodnot¢ tak mize mit Casoveé zavisly rozptyl i kovarianci.

V nékterych piipadech lze stacionarity (Casové nezavisld stfedni hodnota, rozptyl,
kovariance) dosdhnout pouze diferencemi. V mnoha ptipadech tomu ale tak neni. Potom je
tfeba provést vhodné transformace procesu. Casto se stava, ze stabilizaci rozptylu je
stabilizovéna i kovariance.

Obecné je mozné pouzit Box-Coxovu transformaci (Box-Cox, 1964), ktera ma

nasledujici tvar

X/ -1

X = A#0
In(X,) A=0

r(X,)=

kde A je tzv. transformacni parametr. Tento parametr je odhadovan metodou maximalni
vérohodnosti (Andél, 1976): jde o to odhadnout takové A, které vede k transformaci Casové

fady minimalizujici rezidudlni soucet ctvercli zvoleného modelu.

3.4.4 Sezonni procesy

Myslenka sezénniho procesu je nasledujici: jako v pfipadé klasického procesu
ARIMA predpokladame vzijemnou zavislost mezi veliCinami ..., X.3, X2, X1, Xiy Xis1,
Xi+2, Xi+3,.... Protoze tento proces obsahuje jeste¢ sezonni kolisani, 1ze ocekavat 1 zavislost
mezi sobé odpovidajicimi veli¢inami v jednotlivych sezénach, tj. mezi veli¢inami ..., X 2, X
Iss Xisy Xiv1sy Xp4255 ..., kde sje délka sezdnni periody (u mési¢nich ¢asovych fad 12, u
Ctvrtletnich 4 atd.).

Predpokladejme, ze proces obsahuje oba typy zavislosti. Zavislost uvniti period je
potom zachycena klasickym ARIMA modelem

4, (BY(1-BY'X, = 6, + 6,(B) b, (3.4)

kde 6, charakterizuje deterministicky trend v pfipadé, ze d # 0. Proces {b,} obsahuje

zévislost mezi periodami, tento proces miize byt popsan modelem
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@p (B’) (1-B°)° b, = O,(B’) a, (3.5)

kde @p (B)=1- @, B’ - ... - @, B™ je sezonni autoregresivni operator a @,(B’) = 1- OB’ -

.- @qBPS je sezénni operator klouzavych priméri. Prostiednictvim ¢&lenu (1-B°) se
konstruuji sezonni diference, {a;} je proces bilého Sumu. Jestlize se procesy (3.4) a (3.5)
spoji, ziska se proces

@, (B") $,(B) (1-B)' (1-B)° X, = 6y + 0,(B) O,(B) a, (3.6)

ktery je oznaCovan jako SARIMA(p, d, q)(P, D, Q)s, kde p je tad procesu AR, ¢ je tad
procesu MA, d je tad prosté diference, P je fad sezoénniho procesu AR, Q je tad sezénniho
procesu MA, D je tad sezonni diference, s je délka periody.

Zakladni rysy autokorelacni a parcialni autokorela¢ni funkce procesu (3.6) jsou
podobné jako v pfipadé procesu ARIMA s tim rozdilem, ze tvar ACF a PACF se periodicky
opakuje v modifikacich odpovidajicich klasickému modelu ARIMA. Jestlize tedy v bodech
ki, které se pravidelné opakuji po s sezénach, dosahuje ACF vyznamnych hodnot, jenz se od
sebe 1i8i jen malo (pozvolné klesaji), je tieba uvazovat piisluSnou sezonni diferenci. Pokud
jsou 1 ostatni hodnoty vyznamné, je tieba diferenci nesezénnich, prostych. Jestlize je proces
diferencovan sezénné i prosté, tvoii ACF a PACF v prvni periodé¢ stejné tvary jako v piipade
procest nesezonnich, v ostatnich periodach se pak transformuji v zavislosti na typu sezénniho
procesu (SAR, SMA, SARMA, SARIMA). Tvary ACF a PACF jsou pomérn¢ komplikované
a lze je tézko obecné jednoznacné popsat. Slozitost ACF a PACF je dana tim, Ze se zde
soucasn¢ projevuje pusobeni ¢tyi druhli parametri (AR, MA, SAR, SMA) a navic se né¢kdy

jedna o procesy jenz jsou nestacionarni.

3.5 Identifikace a ovérovani modelu, odhady parametru, konstrukce

predpovédi

3.5.1 Identifikace modelu

v Vv

identifikace. Tato uloha spociva v rozhodnuti, jaky typ modelu vybrat. Identifikace je pouze
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prvni fazi konstrukce Boxovych-Jenkinsovych modeld. Vysledny model je dost ¢asto odlisny

od modelu identifikovaného (tento model je tfeba jeste¢ ovéfit a upravit). Jednotlivé kroky

identifikace modelu ARIMA(p, d, q) jsou:

1)

2)

3)

Prozkoumani grafu casové fady. V mnoha ptipadech je mozné jiz na prvni pohled
rozpoznat pritomnost trendu, ¢asto lze vidét 1 ,,outliers” (odlehld pozorovani). V této fazi
jde predevS§im o subjektivni zhodnoceni situace. Nicméné, jiz nyni je vhodné
stacionarizovat ¢asovou fadu Ci provést jiné upravy. PfedevSim je tieba odstranit odlehla
pozorovani jejich vynechanim a provést transformaci, jez stabilizuje rozptyl. Nasledn¢ se
musi fada diferencovat a stabilizovat ve stfedni hodnoté. Vhodné je provést transformace
jesté pred stanovenim fadu diferencovani a vlastnich diferenci.
Dalsim krokem je vypocet odhadit ACF a PACF. Na jejich zakladé je mozné revidovat,
zda je fada diferencovana dostatecné. Jak jiz bylo vySe poznamenano, pro fadu, ktera
obsahuje trend, je charakteristické, ze odhady hodnot ACF jsou vysoké a klesaji velmi
pomalu, zatimco u PACF je vysokych pouze n€kolik mélo prvnich hodnot.
Po stacionarizaci fady se pouziji odhady ACF a PACF pro identifikaci modelt AR a MA
(nalezeni hodnot p a ¢). Tato identifikace je zalozena na principu podobnosti odhadnutych
ACF a PACEF s teoretickymi ACF a PACF. Nasledujici tabulka obsahuje popis tvari ACF
a PACF pro modely AR, MA a ARMA

Tab. 11 Tvary ACF a PACF modelu AR, MA a ARMA

Model ACF PACF

AR(p) exponencialné klesajici nebo sinusoida

. o . o p posunutich vyrazné klesa
s exponencidlné klesajici amplitudou poprp Y

exponencialné klesajici nebo sinusoida

MA(g) po ¢ posunutich vyrazné klesa s exponencidlné klesajici amplitudou

ARMA(@, 9) po ¢ posunutich jako AR(p) po p posunutich jako MA(gq)

Aby bylo mozné konstruovat vérohodny model, je tfeba mit alespon 7= 50 pozorovani a je

vhodné mit odhad ACF a PACF tvoteny asi 7'/ 4 hodnotami.

Obsahuje-1i ¢asova fada také sezénni slozku, je tfeba identifikovat model typu

SARIMA tvaru (3.6). Princip je stejny jako v piredchozim ptipadé.

1)

2)

Nejprve je tieba ¢asovou fadu stacionarizovat. Pokud je to nutné, stabilizuje se fada
z hlediska rozptylu. Poté se fada diferencuje: nejprve se provadi sezénni diference
(sezénni vykyvy jsou Casto patrné jiz na obrazku casové fady) a potom diference prosté.

V dalsi fazi se vypocitaji odhady ACF a PACF, pomoci kterych se ur¢i typ sezénnich
modeli SAR, SMA, ¢i SARMA. Identifikaci téchto modeld se vSak jesté nekonci. Po

50/129



identifikaci a modelovani sezonni slozky zustava dale stacionarni tada, kterda mutZze
obsahovat jest¢ dalsi systemati¢nosti. Je tedy tieba jesté jednou vypocitat odhady ACF
aPACF pro takto transformovanou fadu a posoudit, zda ji lze dale modelovat

nesezéOnnimi AR, MA, ¢i ARMA modely.

3.5.2 Odhady parametrii modelu

Pro identifikaci ARIMA modelu, tj. pro nalezeni hodnot p, d, ¢ je tfeba odhadnout
jeho parametry. Pro tento tcel existuje nékolik postupi. Uvede zde klasickou metodu, ktera
se stala zdkladem pro metody ostatni. Procedura odhadu parametri modelu ARIMA je

zalozena na metod€ maximalni vérohodnosti.

Podminéna metoda maximalni vérohodnosti
Uvazujme obecny nesezonni model ARIMA(p, ¢, d) ve forme

@, (B)(1-B)' X, = 0,(B) a, (3.7)

takZe proces (1-B)* X, je stacionarni ve stfedni hodnot& z a lze jej popsat stacionarni a
invertibilni reprezentaci ARMA(p, q)
¢, (B)X = 6,B)a,kde X =(1-B)'X, (3.8)

{a,} je gausovsky bily Sum, tj. jednotlivé veli¢iny jsou nekorelované a maji normalni
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a konstantnim rozptylem o, @¢,(B) = (1-¢; B - ... - ¢,
BP) je autoregresivni operator a 6,(B) = (1-6; B - ... - 6, BY) je operator klouzavych praméra.

Ulohou je odhadnout parametry ¢, ..., @, 6s, ..., 6,4 a o.. Pii odhadu téchto
parametri se vychazi z ptedpokladu, ze a = (ay, ..., ar) je gausovsky bily Sum, tj. kazda

veli¢ina a,= ¢ '(B) O(B) X “,t=1, ..., T(T=n—d je podet pozorovéani po diferencovani) ma

rozdéleni N(0, &) a T-rozmérna veli¢ina a = (ay, ..., ar) ma hustotu pravdépodobnosti
T
fla|g,u,0,62)=Q2rc’)""? -exp[— 2;2 Zaf} (3.9)
a t=1
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ktera je v tomto piipadé rovnéZ funkci vérohodnostni, tj. fla | ¢, 1, 6, c2)=L(a| ¢, 1, 6, )
Myslenka odhadu parametri metodou maximalni vérohodnosti spociva v nalezeni takovych
odhadli parametri ¢, 1, 6, o, které pii daném a(g, 1, 0 |X7), X = (X, ..., X;)

maximalizuji vérohodnostni funkei (3.9).
Vérohodnostni funkci se nazyva sdruzend hustota pravdépodobnosti nahodného

vybéru Z = (Z;, ..., Zr), jenz je pii daném z = (z4, ..., zr) funkci vektoru parametrit G' = (G,

..., Gr), lze ji zapsat ve form¢ L(G) = H;f(zi;G).

Reseni bude nalezeno, pfi maximalizaci logaritmu vérohodnostni funkce

T S($, 1,0)
InL($, 41,0,62) = ——In2r o> - 22270
nL(p, p1,0,0)) 5 n2ro, 207 (3.10)
kde
T
S(p.11,0) =Y al($. 11,01 X7). (3.11)
t=1

Maximalni hodnoty vérohodnostni funkce se dosahnou pifi minimalni hodnoté

rezidualniho souctu ¢tverct, takze k odhadu parametrti ¢, 1, @ sta¢i minimalizovat rezidualni

soucet ¢tverci (3.11). Odhad rezidualniho rozptylu & se pak vypocita jako podil

6_2 _ S(¢9 H, 0)

= (3.12)
T—-(p+qg+1)
Pti této proceduie vSak vznika nasledujici problém.
PiepiSme nyni proces (3.8) do tvaru
ar=rau ..t dagt X -pX  -..—9,X (3.13)

zn¢hoz je vidét, Ze pro rekurentni ,,odstartovani procesu vypoctu veliCin a,, je tfeba mit
k dispozici dodate¢né informace. To je zietelnéjsi, zapiSe-li se rovnice pro prvni rezidudlni
veli¢inu

*

ar=¢rap+..+d,a,+X, - X, —...—p X (3.14)

p Tt-p?
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Podminkou pro vypocet odhadli parametri modelu jsou vhodné zvolené veliiny
a.=(agp, a1, ... arq) a X »=(Xy, X ,..., X, )); proto se hovoii o podminéné metode
maximalni vérohodnosti a (3.11) je podminény rezidualni soucet ¢tverct.

Existuje nékolik moZnosti volby hodnot a.a X '». Prvni vychazi z predpokladu, Ze

proces { X, } je stacionarni a {a,} je gausovsky proces bilého Sumu, takZe je mozné neznamé
hodnoty X, nahradit primérem X, hodnot zndmych. Je-li z = 0, dosadi se nuly. Za nezndmé

hodnoty a, se dosadi rovnéz nuly. Lezi-li ale kofeny polynomu ¢,(B) blizko jednotkové
kruznice, miize dojit k tomu, ze skute¢né¢ naméfend hodnota X; se od odhadid hodnot
minulych znacné lisi, coz by odhadovaci proceduru zkreslilo. Dal$i moZnosti je polozit rovné
nule veli¢iny a,., ..., a,. Potom se lze omezit pouze na vypocet veli¢in a,+, ..., an, tj. a; se
pocita podle vzorce (3.13) az pro t > (p+1), takze problém volby pocate¢nich hodnot X; zcela
odpada. Potom ale podminény rezidualni soucet ¢tvercti ma podobu

S.(p.11,0) = Y al(h 1,0 X7) . (3.15)

t=p+l1

a rezidualni rozptyl se odhadne jako

52 o S(4.ir0)
© T-p)-(p+q+))

(3.16)

nebot’ odhad podminéného rezidualniho souctu Etvercl zavisi na p + g + 1 odhadovanych

parametrech v (T - p) s€itancich.

Nepodminéna metoda maximalni vérohodnosti
Nepodminéna metoda maximalni vérohodnosti pfi odhadu neznamych hodnot

X,, X ,,... atd. spo¢iva v nasledujicim postupu. Nejprve se polozi X, X |, ..., X, a ay,

I-p
a-j, ..., arq rovny nule. Potom se odhadne model ARMA pomoci podminéné metody

maximalni vérohodnosti. Déle se pouzije odhadnuty model ARMA k odhadu hodnot

X,, X ,,... nasledujicim zptisobem. Model ARMA miiZe byt zapsin ve formé

(1-6;B-...-6,B") X, =(1-6,B- ... - 6,B") q, (3.17)

nebo ve formé
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(-6, F-...-0,F) X, =(1-0,F-...- 6, ) e, (3.18)

kde F je inverzni operator k operatoru B a nazyva se tzv. operdtor posunuti vpred, takze plati
F X;,= X,;. Vzhledem ke stacionarité procesu X,, maji oba tyto modely stejnou
autokovarian¢ni strukturu, z ¢ehoz plyne, ze i {e;} je proces bilého Sumu s nulovou stfedni
hodnotou a konstantnim rozptylem, tj. Ize psat

Xt* :¢1 Xt*+1+¢2 X,

t+2

+.+¢, X, +e -0 e, —..-0, e, (3.19)

takze v pfipad¢, Ze jsou k dispozici pocate¢ni odhady parametri modelu ARMA, a tedy
podminéné stiedni hodnoty E (e | X:,...,X; ), t=1, ..., g, odhady hodnot X;,Xf1 ,... lze

vypocitat nasledujicim zpiisobem

X, = hX +..0,X,-0¢é—.-0,¢,
X, = ¢1‘X0+"‘¢p‘)(p—1_(92é1_"'_9‘1éq_1 (3.20)
X, = X +4Xo+.. 44, X, ,-0,¢6-...-0 ¢,

kde E (e, | X,,...,X;) se zna&i jako é,. Pomoci tzv. zpétné extrapolace ziskané odhady
X, X ,,... jsou podminéné stiedni hodnoty E (X, | X,,...,X,),t=0,-1,-2, ... Pfi vypodtu
se pokra¢uje tak dlouho, az absolutni rozdil | E (X, | X,,...X;)-E(X,, | X,,....X;)|je
mensi, nez n&jaka mald hodnota & pro t < -M. Vypoétem hodnot X,, X ,,... vzhledem ke
vztahu (3.13), jsou dany odhady rezidui @, = E(a, | X_,,,X ,,.,»-..,X;)pro kompletni fadu
X', X5, ..., X,

Pti odhadu parametra se vychéazi opét z logaritmii vérohodnostni funkce, tj. provadi se

minimalizace souctu ¢tverci podminénych stfednich hodnot rezidui.

T
S 1.0 = Y [E@, | X"y X\ X0 (321)

=M

Odhad rezidudlniho rozptylu se pak vypocita jako

OA_; — S(¢,,Ll,9) ]
T
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Empiricky je prokdzano, Ze ¢im je Casova tada kratSi, tim ma volba pocate¢nich
hodnot fady vétsi vyznam, takze ma vyznam pouzit zpétné extrapolace. Jsou-li Casové fady
dlouh¢, odhady ziskan¢ na =zakladé podminéné a nepodminéné metody maximalni
veérohodnosti jsou témet stejné. Prakticky se ale doporucuje zpracovavat fady minimalné o 50
hodnotach. V tom ptipadé vysledky odhadii na pocate¢nich podminkéach prakticky nezavisi.
Bylo prokazano, ze metodu zpétné extrapolace je vyhodné pouzivat piredev§im pii odhadu

parametrt sezonnich modeld a modelli nestacionarnich ¢asovych tad.

Metoda nejmensSich ¢tverci

Vyse bylo uvedeno, ze pro odhad parametrii @, 1, @ postaci minimalizovat rezidualni
soucet Ctvercl S(¢, 1, ). V této souvislosti se nabizi pouZzit k odhadu parametri metodu
nejmensich ¢tverct.

Uvazujme na chvili nasledujici regresni model
Yi=pZ +e t=1,...,n

Metoda nejmensich ¢tverct pro odhad S vychézi z nasledujicich podminek o rezidualni slozce
e, (podminky klasického linedrniho regresniho modelu):
1. E(e;) =0, sttedni hodnota je nulova,
2. E(e’) =0, rozptyl je konstantni,
3. E(esex) =0 prot#k, rezidua jsou nezavisla,
4. E(Z, er) =0, rezidua a vysvétlujici proménné jsou nezavislé.
{e;} je tedy proces bilého sumu, nékdy se predpoklada, Ze e, ~ N(0, &), tj. jde o gausovsky

bily Sum. Odhad parametrii f metodou nejmensich ¢tverci ma za uvedenych podminek formu

27 Y,
_ =l

B ~ n
2.2
=1

(3.22)

Lze dokazat, Ze jde o nejlepsi (nejmensi rozptyl), nestranny, konzistentni odhad.
Vratme se nyni k modeliim naSeho typu. Uvazujme stacionarni model AR(1), ktery
ma formu

Xt:¢X[_]+€t, t:1,...,n
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Za podminek klasického linedrniho regresniho modelu je mozZzné ziskat odhad parametrii ¢ za

pomoci metody nejmensich Ctverct, ve tvaru
n
XX
_ =2
- n
2
22X
t=2

I tento odhad je linearni, nejlepsi, nestranny a konzistentni.

A

¢ (3.23)

Maximum vérohodnostni funkce se nachazi ve stejném bodé (= vektor parametr()
v jakém je minimalni rezidualni soucet ¢tvercti.
Podivejme se na ptipad obecnéjsi, na invertibilni model AR(p)

Xi=¢1 X1+ X+ ...+ P Xep T e (3.24)

Opét predpokladejme, ze budou splnény ptedchozi podminky 1.-3., v pfipadé 4.
podminky piedpoklddame nezavislost e, a X; v kazdém uvazovaném posunu. Protoze se vsak
jedna o pripad mnohondsobné linearni regrese, je tfeba uvazovat jesté dal$i podminku, ze
vysvétlujici proménné jsou vzijemné linedrné nezavislé, tj. vzdjemné nekorelované. Pokud
tomu tak neni, hovofi se o multikolinearit¢, ktera zptisobuje nadhodnoceni odhada
smérodatnych chyb odhadl parametrt ¢, ..., ¢, a tim zkresleni vysledki testl tykajicich se
téchto parametra.

Az dosud jsme se v této Casti zabyvali modely AR, kdy rezidua jsou bilym Sumem
(pfipadné gaussovskym bilym Sumem), tj. e, = a,. Ale pravé v piipad¢é regresnich modeld
uvazovan¢ho typu, tomu tak Casto neni a nastdva situace, ze rezidua jsou na sob& zavisla,
autokorelovand. Neni tak splnéna tieti podminka klasického linearniho regresniho modelu,
coz pii pouziti metody nejmenSich ¢tvercii vede k problémiim s odhady parametrti ¢, ..., ¢,.
Ptitomnost autokorelovanych rezidui se sice nedotkne nestrannosti a konzistence odhada
parametri modelu AR, jejich vydatnost vSak klesne (vzroste jejich smérodatnd chyba).
Jestlize je v modelu pfitomna multikolinearita, pokles vydatnosti odhadu parametri je jesté
vyraznéjsi.

Autokorelovana rezidua je mozné modelovat nasledujicim zplisobem

er = Hq(B) a; (325)
V piipadé existence autokorelovanych rezidui se problém odhadu parametri ¢, ..., ¢,
modelu (3.24) rozSifuje na problém odhadu dalSich parametri 6;, ..., 6,. Jde o ulohu odhadu
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parametri modelu ARMA(p, ¢g) formy (19) prostiednictvim minimalizace rezidualniho souctu

ctverct S(@, i, ). Zde jiz s obycejnou metodou nejmensich ¢tvercl nevystacime.

Nelinedrni odhady parametrit
Pro odhad parametrii modelu ARMA(p, q) nelze pouzit metodu nejmensich ctverct,
nebot’ na rozdil od modelu AR(p) tento model neni linedrni v parametrech, coz lze ilustrovat

na piikladu stacionarniho modelu ARMA(I, 1).
(1-¢,B)X =(1-6;B)a, (3.26)

veli¢inu a, je mozné ziskat nasledujicim zpiisobem

X:_¢1X:—1+01 a;
X, -9 X +0, (X, -4 X, ,+0,a,,)
Xt* — (¢, _el)Xt*—l + 6, HlXt*—Z ‘Hglz a,.,

a,

Parametry nemohou byt odhadnuty pomoci metody nejmensich ctvercli, nebot’ nejsou
linearni. Pro odhad se pouZiva nasledujici iteracni nelinearni odhadovaci procedura.

Princip spociva v linearizaci funkce nelinearni v parametrech pomoci Taylorova
rozvoje funkce okolo pocatecnich odhadl pro parametry ¢ = (¢y, ..., @), 0= (0., ..., 6,).
Odhady parametri jsou nasledné ziskany pouzitim obycejné metody nejmensSich Ctvercu.
Dalsim krokem je opét stejné linearizace puvodni funkce nelinedrni v parametrech provedena
tentokrat na zdkladé noveé odhadnutych parametrii. Proces se iterativné opakuje do té doby

neZ se odhady parametrii ¢a @a p budou lisit v jednotlivych iteracich o néjaké malé &islo &

3.5.3 Ovérovani modelu

Testovani stacionarity

Pti vystavbé modeli tiidy ARIMA je velmi dulezité urceni fadu diferencovani d. Pti
analyze Casovych fad se prakticky setkdvame s integrovanymi ¢asovymi fadami maximalné
fadu dva, tj. fadami typu I(2). Nejéastéji se viak miizeme setkat s fadami I(1). Casové fady se

tedy stacionarizuji vétSinou prostiednictvim prvni ¢i druhé diference.
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Velmi jednoduchou subjektivni metodou je posouzeni grafu casové fady. Vhodné je
porovnat piivodni nediferencovanou casovou fadu s ¢asovou fadou prvnich ¢i druhych
diferenci. I kdyZ méa tato metoda subjektivni charakter, je v mnoha piipadech velmi efektivni.

Dalsi velmi jednoduchou metodou je také posouzeni tvaru vybérové autokorelacni
funkce. Klesa-li tato funkce pomalu, pfiblizné linedrnim tempem, jedna se o situaci, kdy
alesponi jeden koten rovnice ¢,(B) = 0 je blizky jedné a je tedy vhodné provést diferencovani.
Pouziti vybérové autokorelacni funkce muze nékdy vést k ,,prediferencovani* ¢asové tady.
I kdyz diferencovéni stacionarnich ¢asovych fad vede opét k staciondrnim Casovym tfadam,
tato operace miize zptsobovat vazné problémy.

Tteti moznosti je Dickey-Fulleriv test, ktery testuje, zda je staciondrni fada vzniklé po
prvni diferenci. Takové fady se nazyvaji fady s jednotkovym kofenem. Teorie tykajici se
testovani fad s jednotkovym kofenem je pomérné rozsahla, uvedu pouze zdkladni verzi
Diceky-Fullerova testu.

Uvazujme, Ze jsme modelovali casovou fadu modelem AR(1)

X, =0,+pX, +a,
kde {a,} je proces gaussovského bilého Sumu. Pokud p =1 a ¢y = 0, potom se tento model
stdva modelem ndhodné prochazky. Dickesy-Fullertv test ovéiuje hypotézu, ze Hy: p = 1.
Alternativni hypotézou je H;: p < 1. Testuje se tedy hypotéza, ze ¢asova tada vznikla po
prvni diferenci je stacionarni proti hypotéze, ze Casova tada je stacionarni. Jako testové
kritérium se nabizi z-statistika vypocitana na zakladé metody nejmensich ctvercti, jenzZ ma tvar
p—1
Sp

7=

kde p je odhad pofizeny metodou nejmensich ¢tverci a Sp je odhad smérodatné chyby
odhadu p . Tato statistika ma tzv. Fullerovo rozdéleni.

Vratme se k obecnému modelu ARIMA(p, d, ¢). Budeme uvazovat, ze d = 1, tj. ze
Casova fada vznikla po prvni diferenci je stacionarni. Potom se pouzivd pro testovani
jednotkového kotfenu tzv. rozsifeny Dickey-Fulleriiv test, pfi kterém se vychazi z modelu ve
tvaru

X, =0,+pX_+Z,

kde Z, Ize modelovat staciondrnim a invertibilnim modelem ARMA(p, ¢) tvaru

Z, +Z¢i Z .=a, +Zl9j a,;
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kde {a,} je proces gaussovského bilého Sumu. Tento model 1ze ptevést na model tvaru
k
Xz :50 +sz—1 +Zbi (Xz—i _Xt—l—i)+at
i=1
Odhady parametrii se ziskaji metodou nejmensich Ctverci. Said a Dickey (1984)
rovnéz dokazuji, ze limitni rozd€leni statistiky 7 je stejné jako v pfedchozim jednoduchém

ptipadu a lze tedy pouzit stejné tabulky kvantilii tohoto rozdéleni.

Testovani rezidui

V modelu ARIMA(p, d, g) typu (3.3) ptedpokladame, Ze {a,} je proces bilého Sumu.
Odhadnuta rezidua na zakladé¢ identifikovaného modelu

&t = gq(B)¢p(B)yt

kde (31, (B) = l—(/;IB - ¢?po je autoregresivni operator a éq (B)=1- élB - éqB" je
operator klouzavych pramért, by méla byt nekorelovana. Jestlize jsou rezidua nekorelovéna,
musi byt odhady autokorelacni funkce a parcidlni autokorela¢ni funkce blizké nule pro
posunuti k > 1, tyto odhady by mély lezet uvniti' toleran¢nich mezi (= 2Sp, ¢i + 2S(ﬁkk pfi
a =0,05)

Dal$i moznosti, jak zjistit, zda odhadnutd rezidua jsou nekorelovéna, je pouZziti
portmanteau testu. Testuje se hypotéza Hy: r; =r, = ... = rx = 0 proti hypotéze H;: non Hy,
kde ry k=1, ..., K jsou autokorelacni koeficienty rezidui pro posunuti k&. Hodnoty vybérové

autokorela¢ni funkce rezidui 7, jsou pocitany jako
z az at—k
— t
~2
2.4,
t

Plati-1i hypotéza Hy, jsou rezidudlni vybeérové autokorelace pro velka k, normalné rozd¢lené

A

T

nahodné velic¢iny s nulovou stiedni hodnotou a rozptylem 1 / 7, kde 7= n — d je pocet
pozorovani diferencované ¢asové fady.

Uvazujme nyni statistiku

0=T Z (3.27)

ktera ma pfiblizng rozdéleni x> (rozdéleni je piiblizné proto, e pro mala k je rozptyl téchto

nahodnych veli¢in pon¢kud podhodnocen a veli¢iny mohou byt zavislé). Bylo dokazano, ze
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tato statistika (portmanteau statistika) méa pro velka K asymptoticky rozdéleni x> s (K - p - ¢)
stupni volnosti. TakZze porovnanim hodnoty testového kritéria (3.27) s ptisluSnymi kvantily
rozdéleni y*(K - p - q) lze testovat hypotézu o nezavislosti rezidui.

Bylo dokéazano, Ze pro rozsahy vybéra pouzivanych v praxi ma statistika (3.27) jiné
pravdépodobnostni rozdéleni, nez je jeji rozdéleni asymptotické (limitni). Proto byla navrzena

nasledujici statistika
K
O'=T(T+2)Y (T-k) "'
k=1

ktera méa rozd&leni y*(K - p - q). Nazyva se modifikovand portmanteau statistika (Ljung-
Boxova statistika)
Testovani bilého Sumu v ptfipadech sezénnich modelli je obdobné jako u modell

nesezOnnich stim, Ze se méni pocet stupni volnosti, portmanteau test ma rozdéleni

W (K-p-q-P-0).

Testovani nahodné slozky
Nahodna slozka & cCasové tady predstavuje pisobeni nepodchycenych drobnych
vzajemné nezavislych vlivi, které se v ramci ¢asové fady vzajemné vykompenzuji, tj. plati

E(¢)=0,=1,2,...,n.

Riazné typy predpokladii na ndhodné slozce:

a) Homoskedasticita — jednotlivé ndhodné slozky jsou linedrné nezavislé s konstantnim
rozptylem: D(&) = 02, t=1,2,..,naE(5¢)=0,Vi#].

b) Heteroskedasticita — nadhodné slozky jsou nezavislé s ménlivymi rozptyly: D(&) = ¢° / w,,
t=1,2, ..., n kde vahy w, splituji podminku » w;' =n a E(g &) =0, Vi #].

c) Autokorelace — nahodna porucha v Case ¢ zavisi linearné na poruse v predchazejicim Case
-1, 4. e6=¢1+u,t=1,2,...,n 0<p <1, kde p se nazyva koeficient autokorelace,
ktery je povazovan za konstantu a u, jsou opét nezavislé ndhodné poruchy s nulovymi

sttednimi hodnotami a konstantnimi rozptyly.

Ve vsech testech se jako nulova hypotéza Hy testuje, zda ptedloZzena pozorovani jsou
realizace vzajemné nezavislych stejné rozdélenych nahodnych veli¢in, které nemusi mit jako

bily Sum nulovou stfedni hodnotu (muze se tedy jednat o bily Sum kolisajici kolem nenulové
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urovné). Pfi zamitnuti nulové hypotézy ziejmé analyzovana fada tim spise klasickym bilym

Sumem byt nemize.

a) Znaménkovy test
Vypocteme prvni diference ¢asové fady rezidui. Oznacime S pocet kladnych diferenci
casové tady &. K testu nulové hypotézy o nahodnosti uspotfadani rezidui, tj. hypotézy Hy:

E(S) = (n — 1)/2 proti alternativé H,: E(S) # (n — 1) / 2 pouzijeme testové kritérium
1

S—-——m-1
5 (n=1)

Vn+1

ktera ma za platnosti Hy asymptoticky (pro n» > 12) normalni rozdé€leni. Kriticky obor

U= Jiz2,

odpovidajici hladiné vyznamnosti o je vymezen nerovnosti |U| > 12, kde uj_q je kvantil

rozdéleni N(0, 1).

b) Test bodii obratii

Body obratli jsou vrcholy a doliky fady. Vrcholem je pozorovani s hodnotou vyssi, nez
jsou hodnoty dvou sousednich pozorovani, dolikem je pozorovani s hodnotou nizsi, nez
hodnoty dvou sousednich pozorovani. Celkovy pocet obratli u ¢asové fady rezidui & oznacme
P. Lze ukazat, ze P je ndhodna veli¢ina se stiedni hodnotou E(P) = 2 (n-2) / 3 a rozptylem
D(P) = (16 n-29) / 90. Testujeme tedy hypotézu Hy: P = 2 (n-2) / 3 proti alternativé H;:

P #2 (n-2) /3. Uzijeme testového kritéria

P—i(n—Z)

A16n +29

které ma za platnosti Hy asymptoticky normalni rozdéleni N(0,1). Kriticky obor odpovidajici

U= V90,

hladiné¢ vyznamnosti o je vymezen nerovnosti [U| > uj.qn, kde ujqn je kvantil rozdéleni

N(O,1).

c) Test zalozeny na Kendalloveé koeficientu t
Spoc¢teme v dané tfad¢ pocet v takovych dvojic ys a y,, ze ys < y, pro s < t. Test je
zalozen na Kendallové koeficientu pofadové korelace t, definovaném jako

4y
T= —1.
n(n—1)
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Tento koeficient, ktery byl plivodné zaveden pro ohodnoceni zavislosti mezi riznymi
uspofadanimi danych hodnot, mize nabyvat hodnot pouze zintervalu <-1, 1> a mé za

platnosti hypotézy Hy nulovou stfedni hodnotu a rozptyl

Hypotézu Hy zamitadme, kdyz

—_—>u,
22n+5
On(n—1)

d) Test zalozeny na Spearmanove koeficientu p
Necht ¢y, ..., g, oznacuje potfadi hodnot dané fady. Spearmantv koeficient potfadové

korelace p budeme pouzivat ve tvaru
p= - 1) Z( -4,)°

Kritické hodnoty rs(p) pro testovani hypotézy Hy takové, ze P(|p>rs(p)) < p jsou tabelovany
napt. v ucebnici [Andél. J. Matematicka statistika. Praha. SNTL/Alfa 1978] pro n < 30. Pro

vétsi n hypotézu Hy zamitdme, kdyz

lg|Nn-12u,_,,

e) Medidanovy test

Pro tento test je nutné zkonstruovat vybérovy medidan M danych pozorovani.

V grafickém zdznamu fady hleddme pifimku rovnobé&znou s ¢asovou osou, kterd ma tu

vlastnost, ze nad ni i pod ni lezi stejny pocet pozorovani. Vylou¢ime vSechna pozorovani

lezici na zkonstruované piimce a ostatni pozorovani sdruzime do skupin tak, Ze vSechna

pozorovani v kazdé takové skupiné lezi bud’ nad danou pfimkou, nebo pod ni. Oznaéme u

pocet téchto skupin a m celkovy pocet pozorovani pod piimkou. Odpovidajici kritické

hodnoty pro test zaloZzeny na poctu u jsou uvedeny v [Likes, J. — Jaga, J. Zdkladni statistické
tabulky. Praha. SNTL 1978] Hypotézu Hy zamitame, kdyz

ju—(m+1)]
Jmm=1)/2m-1)

lI-a/2
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Vybér modelu
V nékterych ptipadech se mtze stat, Ze se identifikuji dva ¢i vice ptijatelnych modeli.
Potom vznika otdzka, ktery z nich zvolit.
Existuji dva pfistupy pro vybér modelu. Prvni z nich je zalozen na dal$im zkoumani
a porovnani odhadnutych rezidui. Dava se pfednost modelu s nejmensi hodnotou odhadu
rezidudlniho rozptylu a s mensim poctem parametrii. Z tohoto principu vychazi nékolik
nasledujicich kritérii.
1. Kritérium AIC (Akaike Information Criterion) zavedl Akaike (1973). Je definovano jako
AIC(M)=TIné> +2M ,
kde T je pocet pozorovani po diferenciaci, M je pocet parametri. Vybira se ten model,
ktery minimalizuje AIC(M)
2. Kritérium BIC (Bayesian extension of Information Criterium) zavedl Akaike z divodu, ze

AIC nadhodnocovalo tad autoregrese. Toto kritérium ma formu
., M 62
BIC(M)=Tho, —(T-M)n 1—7 +MInT+Mlnl| —--1|/M
O-(l

kde &3 je odhad rozptylu ¢asové fady X. Voli se ten model, ktery minimalizuje BIC(M)

3. Kritérium SBC (Schwartz’s Bayesian Criterion) bylo navrzeno Schwartzem (1978) a ma

formu
SBC(M)=TIné +MInT

Opét se vybere ten model, ktery minimalizuje SBC(M)

Druhy zpisob volby vhodného modelu spocivad v porovnani ptesnosti piredpovedi,
které jednotlivé modely poskytuji. Casova fada se rozdéli na dvé ¢&asti. Modely jsou
odhadnuty na zéklad¢ prvni Casti, druha ¢ast je pak pouZzita pro méteni presnosti predpovédi
,,€X post*

3.6 Konstrukce predpovédi

3.6.1 VypocCet predpovédi
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Vypocet predpovédi se provadi rekurzivné na zakladé odhadli parametri daného
modelu. Nejprve se vypocita predpoveéd na jeden krok dopiedu. Tato predpovéd’ se vyuzije
pro vypocet pfedpovédi na dva kroky dopiedu atd. Model (3.3) Ize zapsat také jako

X: =g, X:_l +...+¢p X:_p +a, -0, a,, —...—Gq a,,
kde X, =(1-B) X,

Aby bylo mozné vypocitat predpovéd X (h), je tfeba vypocitat predpovedi X (1),
X (2),.., X, (h-1).

Obecné piedpovéd X (/) lze zapsat jako

~

_eh an T qan—q+h

*

Xih=4X,(h-D)+..4+¢, X, +..+¢, X

n—p+h
Jestlize h > p a h > g, potom bude tato predpoved’
X, =4 X,(h-D+..+4, X, (h-p)

¢

Z tohoto zapisu je patrna ,,pamét* stacionarniho procesu AR a invertibilniho procesu MA.

¢

Zatimco ,,pamét™ procesu AR se ztraci postupné, jak se zvysSuje horizont predpovédi 4,

a predpovédi se blizi ke stfedni hodnoté dané¢ho procesu AR, tj. nule (pokud neni zatfazen

%¢

volny parametr ), ,,pamét* procesu MA konéi po horizontu 2 = ¢, resp. predpoveéd
konstruovana pro 4 > ¢ ma vzdy hodnotu nula (resp. hodnotu volného parametru 6, pokud je
zafazen do modelu). O stacionarnich procesech se nékdy hovoii také jako o procesech
s kratkou ,,paméti‘.

Jestlize se modeluje fada pomoci nestacionarniho procesu, potom je piedpoveéd
tvofena jako kumulativni soucet piredpoveédi ziskanych vyse uvedenym zplisobem. Takze,
kdyz d = 1, potom pfedpovéd’ s horizontem 4 se pocita jako

X, (W)=X,+X ()+ X (2)+...+ X (h)
Jestlize d = 2, potom ptedpoveéd X ,(h) se pocita jako

X (=X, +[1-B)X, + X ()]+[1-B)X, + X ()+ X (2)]+...+
+HA=-B)X, + X () +...+ X, (W]
Vzhledem k tomu, Ze se jednotlivé piredpoveédi nestacionarnich procesti kumuluji, informace
v nich obsazené se s rostoucim horizontem neztraceji. V tomto smyslu maji nestacionarni

procesy dlouhou ,,pamét™.

Interval spolehlivosti pro predpovéd X ,(h) je pocitan jako
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h-1
C,=X,(zc|> s,
=0

kde napft. pro 95% interval spolehlivosti ¢ = 2. Je logické, Ze pro zvySujici se horizont

predpovédi 4 se interval spolehlivosti rozsituje.
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4 Wavelet transformace ve zpracovani signalt

V druhé kapitole nasleduje popis teorie waveletll, kde se soustfedim pfedevSim na
dekompozici signalu, tzv. MR-analyzu (z angl. multiresolution analysis - MRA), coz lze
voln¢ prelozit jako analyza o vice Urovnich rozliSeni. Tato metoda je vypocetné velmi
atraktivni, nebot’ umoznuje jednoduchou aplikaci vhodné dvojice linearnich filtri postupné
sniZovat nebo zvySovat rozliSovaci schopnost waveletové aproximace. Wavelet transformaci
lze vyuzit pro analyzu stacionarnich i nestacionarnich signala.

Wavelet transformace predstavuje moderni néstroj pro analyzu, dekompozici
a rekonstrukei signalti a obrazl. Jeji pfednosti v porovnani s kratkou diskrétni Fourierovou
transformaci je zejména moznost volby funkci pro analyzu v zdvislosti na feSeném problému
a dale proménna rozliSovaci schopnost pro dil¢i frekvenéni slozky signdlu. Prace presentuje
zakladni vztahy pro implementaci diskrétni Wavelet transformace a zabyva se jejimi

nékterymi typickymi aplikacemi.

4.1 Uvod

Wavelet transformace (WT) predstavuje pomérné novy matematicky prostfedek pro
analyzu signalii pomoci Wavelet funkci s aplikaci na Siroké spektrum redlnych signald, které
zahrnuje technologické Casové tady, biomedicinské signaly a obrazy, druzicové snimky,
ekonomické data i lidskou fe¢. V fadé€ ptipadi je problémem efektivni kddovani, komprese,
potlacovani ruSivych slozek, modelovani a detekce dil¢ich slozek signalu. Wavelet
transformace predstavuje v tad€ téchto oblasti moderni a pruzny ndstroj, ktery Ize
modifikovat s ohledem na feSeny problém.

Prostfedky Wavelet transformace se ve svych principech opiraji o prace Josepha
Fouriera, ktery v 19. stoleti polozil zaklady frekven¢ni analyzy. Tyto principy vSak byly
zasadné¢ modifikovany zejména v poslednich 20 letech francouzskymi matematiky Y.
Meyerem, S. Malattem a 1. Daubechies. Divoda pro soucasny velice rychly rozvoj Wavelet
funkci je celd fada. Zékladnim z nich je nutnost analyzy nestacionarnich signall, pro které je
pouzitelna Fourierova transformace s posuvnym okénkem konecné délky. Wavelet funkce
pfedstavuji v této oblasti novy ndstroj s moznosti analyzy signali na riznych rozliSovacich

urovnich v zavislosti na zpracovavaném frekvenénim pasmu. Jejich vyznam je iv tom, Ze
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umoziuji velice efektivné vyuzit pro analyzu signali a obraz i1 jiné nez harmonické funkce,
a to zejména pro analyzu fraktali a prechodovych slozek signala.

Teoreticky zdklad Wavelet transformace byl studovan v mnoha pracich a knihach.
Mezi dilezité vysledky téchto studii patii analyza a konstrukce wavelet funkci v analytické i
rekurentni formé spolu s popisem jejich vlastnosti. Wavelet transformace ptitom predstavuje
alternativni pfistup k diskrétni Fourierové transformaci (STFT) pro analyzu nestaciondrnich
signaltl a detekci bodt, pro které signal méni vlastnosti. Hlavni vyhoda WT spociva v jeji
schopnosti analyzy signdli s proménnym casové-frekvencnim rozliSenim.

Mezi aplikace Wavelet transformace patii detekce slozek signalu a dekompozice
signalu, komprese dat a potla¢ovani Sumu. Problémy, které jsou Uizce spjaty s timto tématem,
zahrnuji klasifikaci a predikci signélu, statistické zpracovani c¢asovych fad, analyzu

geofyzikalnich signalt a analyzu obrazi.

4.2 Matematicky zaklad

4.2 1 Fourierova a waveletova fada

Oznaceni:

R ... mnoZina vSech realnych cisel,

Z ... mnozina vSech celych cisel,

C ... mnozina vSech komplexnich ¢isel

0ij ... Kroneckertiv symbol (= 1 proi=j a 0 jinak)

vyraz :=s ... oznaceni vyrazu symbolem s

Budeme pracovat obecné s komplexnimi funkcemi (periodickymi i neperiodickymi)

definovanymi na celé redlné ose, napt. x:=x(t): R — C. Vétsinou se bude jednat o funkce
z nésledujicich funkcionalnich prostorti, kde J < R je interval periody v piipad¢ periodickych
funkei nebo J = R v ptipad¢ neperiodickych funkeci:

L,(J) == {x | x mé&fitelnd a L|x(t) 17 dt <o}, 1 <p<oo.

1
Norma v L,(J): ||x||p: (L|x(t) |” dt); pro 1 <p<w

L,(J), 1 <p< o, je Banachiiv prostor nad C.
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Ly,:=Ly(R)
L,(J) je dokonce Hilbertav prostor, kde pro x, y € L(J):

(x,y)= L x(1) y(1)dt je skalarni souéin, piicemz

2 2
(oo =lls (=

xlye <x, y> =0 urcuje ortogonalitu x a y.

2
Lz)a

Interpretujeme-li funkci x jako signal (spojité méteni nebo pozorovani né¢jakych dat),
pak hodnota ||x||§ je energie signalu, tj. L,(J) ptfedstavuje tfidu vSech signali o konecné
energii na intervalu J.

Z matematického pohledu ptfedstavuje waveletova analyza ptfimou analogii klasické
okenni Fourierovy analyzy T-periodickych funkci v L>([a, b]), b — a = T. Fourierové fade¢,
ktera predstavuje vyjadieni T-periodické funkce ve spocetné ortonormalni bazi (indexované

celymi Cisly) {w(j?)};cz harmonickych kmith odvozenych z komplexni sinusové viny
w(t)=e>'" /T = (cos2mt /T +isin2/T)/JT pouhou zménou métitka (frekvence)

v zavislosti na j, odpovida waveletova rada jakoZto rozvoj funkce ve vhodné spocetné bazi

opét ur¢ené jedinou funkci y(f) nazyvanou matei'sky wavelet (mother wavelet). Protoze
.o v , . b .
aXt) je funkce majici kone¢nou energii pouze na ohrani¢eném intervalu (J |a)(t)|2 dt <), je

tteba hledat y # @, ktera ma konecnou energii na celé realné ose. Takova funkce vSak musi
vymizet k nule pro ¢#— too a dokonce se ukazuje, ze za dodatecné¢ho predpokladu
integrovatelnosti (tj. x € L; N L;) musi ménit 1 znaménko, tj. y musi byt tlumeny kmit neboli
vinka (= wavelet). V disledku tohoto tlumeni, které¢ mize byt dokonalé v tom smyslu, ze y
je nenulovd pouze na ohrani¢eném intervalu (fikdme, Zze méd kompaktni nosi¢), nestaci
generovat bazi pouhou zménou méfitka matetského waveletu, ale navic je nutné jej i
posouvat. Waveletovd baze se pak dostane jako spocetny dvojnasobné celymi dEisly

t—k27/

2 . oy
> j a2’ je normaliza¢ni

indexovany systém {y;i(t)}jxez, kde w,, (t)=2 ji2 V/[

konstanta zajist'ujici konstantni (jednotkovou) normu Hl// ik Hz = || w” -

Ozname E = {y;(?)};xez. Matefsky wavelet y se nazyva ortogonalni, jestlize £ je

ortonormalni baze v L,: <y, Wim> = ;1 Orm, kde i je Kroneckerliv symbol.
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Wavelet tfada, za predpokladu pouziti ortogonalnich waveletl, je tedy zobecnénim
Fourierovy fady s tim rozdilem, Ze ma dva parametry, tudiZ je dvourozmérna.
Mateisky wavelet yse nazyvd waveletem s kompaktnim nosi¢em (compactly
supported wavelet), jestlize {¢ | y(¢) # 0} je ohrani¢end mnozina.
Nejjednodussim a historicky nejstar§Sim piikladem ortogonalniho waveletu je tzv.
Haarova funkce yy definovand predpisem
I pro 0<t<0)5

v,t)=<-1 pro 05<tr<1
0 jinak

V nedavné dobé bylo nalezeno mnoho dalSich ortogonalnich waveleti, ukéazky

nékterych z nich i Haarova waveletu jsou na obr. 7.

Otcovski wavelet phi: Haar M atefski wavelet psi Haar
1 - 1
IR 04
i} i}
05t 05|
1 . . 1
i} 0.z 0.4 0. n0a 1 i} 0.2 0.4 0.6 0.a 1
Otcovski wavelet phi: Daubechies order 2 b atefzky warvelet pzic D aubechies order 2

15}
1}
05t
of

05
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Otzovezski wavelet phi; D aubechies order 8 bl atefzhk i wavelet psi; Daubechies order 8
1f ' ) 1f ' '

o 4 0 15 o H] 10 15

Otcovzky wavelet phic Coiflets order 4 Materzk) wavelet psi Coiflets order 4
it
0b |
i}
0.4 b 0.4
1] o] 10 15 0 1} b3 0 15 20
a) otcovsky wavelet b) matetfsky wavelet

Obr. 7 Ukazky wavelett

Kazda funkce x € L;([a, b]), b —a = T je souctem své Fourierovy fady:

P ) 0 ) 0 i J
x(t) = _,;cxj LTelzﬁTt = J;c<x, e»%elz%t = /;ccj elzﬂ? (4.1)
kde
1 1 1 el 17 ~i2n s
¢, = cj(x):ﬁw:ﬁ'!x(t)ﬁe T dtz;!x(t) e T dt 4.2)

Xj

je tzv. j-ty Fourieritv koeficient a {cj(x)};cz je tzv. fourierovské spektrum funkce
x(t) € Lx([a, b)).
Podobné kazda funkce x(¢) € L,(R) je souctem své waveletové rady

()= e, w0 43)

===

kde
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=J

¢pme @) =(xy,, )= Tx(t) v (di=2" Tx(t) W[t_zk—zlj di (4.4)

je tzv. (j, k)-ty waveletovy koeficient a {c;}ixcz je tzv. waveletové spektrum funkce

x(t) € Ly(R).

Parsevalova identita

e pro Fourierovu iadu:

%'”x(t)rdt: icj(x)%z i\cj(x)f

stiedni vykon

e pro waveletovou radu:

o0

[ ar = 3 e, )

—a0 J K==%
| S —
energie

Pti zpracovani konkrétnich diskrétnich dat vede numericky vypocet integralu v (4.2)
na zndmy operator diskrétni Fourierovy transformace (DFT), jehoz inverze (IDFT)
koresponduje s (4.1), kde nekone¢nou fadu nahradime pouze jejim cCasteCnym souctem.
Podobné diskretizaci (4.4) a (4.3) dostaneme pfislusné operatory diskrétni waveletové
transformace a jeji inverze. Pro jejich vypocet existuji rychlé algoritmy (FWT = Fast Wavelet

Transform) a rychld Fourierova transformace (FFT = Fast Fourier Transform).

4.2.2 Casové-frekvenéni spektralni charakteristika

V klasické fourierovské bazi je kazda bazova funkce sinusovy kmit, ktery ovlivituje
prubéh x(¢) stejnomérné na celé redlné ose a ma tedy globalni tcinek. Je to tedy funkce, ktera
neni lokalizovana v Case, ale naopak je idealné lokalizovana ve frekvenci (jeji spektrum je
jednobodové). Vypocet kazdého jednotlivého spektralniho koeficientu podle (4.2) tedy
vyzaduje Uplnou znalost funkce (signalu) x(#) v minulosti i budoucnosti. Nevyhoda této
reprezentace se nejvyraznéji projevi u signalu, jehoz dynamika (tj. frekven¢ni charakteristika)
se s Casem vyrazné¢ méni. Takovy signdl si vynucuje silné zastoupeni velkého mnoZstvi

vysokofrekvencnich komponent (napt. skokové zmény se vymodeluji az v limité) neboli

717129



zabirad Siroké frekvencni pasmo. Prakticky nepfiznivym disledkem je velky objem dat
spektra {c;(x)};ez potfebny k vyhovujicimu popisu x(z).

Vznikéd tak pozadavek vySetiovat lokalni frekvenéni charakteristiky signalu
postupné v Case. Standardni postup vyuzivd tzv. okenni Fourierovu transformaci, které
postupné ,.klouze* po datech (kontinualn¢ nebo v diskrétnich krocich) a vybira tak z dat pro

frekven¢ni analyzu pouze lokalni Gsek:

0

(F (1, 1) = [0 gl-1)e ™ di (*+3)

o
kde g() je vahové okno se stfedem v 0.

Protoze frekvence je nepfimo uUmérna délce cyklu, tak pro zachyceni
vysokofrekvenéni informace vystatime s kratSim intervalem, zatimco pro zachyceni
nizkofrekven¢ni informace je naopak potieba interval del$i. Jinymi slovy, potfebujeme mit
flexibilni ¢asové okno, které se automaticky zuzuje, je-li stiedni frekvence jeho spektra vyssi
a rozSifuje, je-li tato frekvence nizSi. Tuto vlastnost maji pravé ;.. Pro rostouci j se wjx
zuzuje (3itka = 1/2/). Se zuzovanim je tieba rovnéz zjemiovat posuv k / 2/, aby nevznikly
Casové diry nepokryté vysokofrekvencni informaci. Aby se yj mohly pouZivat pro asove-
frekvencni analyzu ve vySe uvedeném smyslu, musi byt tedy dobie lokalizovany soucasn¢ v
case 1 ve frekvenci. Coz jsou ovSem protichtidné pozadavky, kterym lze rozumné vyhovét

pouze v ptipadé, ze y(tr) se rychle tlumi (konverguji k nule) pro ¢, f — too. Navic musime
pro y a nasledn€ i pro y;, byt schopni ur€it jejich stied a Sitku. Takova funkce w se pak

nazyva vahovou funkci ¢asového, resp. frekvencniho okna.

Definice: Funkce 0 # a(f) € L, se nazyva vahova funkce okna (stru¢n¢ okno),

jestlize rovnéz taXt) € L. Stied t a polomér A,, okna @ jsou pak definovany vztahy

! - J.t|a)(t)|2 dt (4.6)

|l =

t =

1

o)’ } Cdr

1 % *
Aw =n (t_t )
il

Cislo 2A, se nazyva Sirkou okna .
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Ve statistické terminologii mizeme t~ volné interpretovat jako ,,sttedni hodnotu® a A,

jako ,,smérodatnou odchylku® rozloZeni vykonu |a(?)|* funkce signalu ax?).

4.2.3 Waveletové vyhlazovani (filtrace)

Uvazujme aditivni model
V() =x(1) +e(?); t € R,
kde y(¢) jsou pozorované hodnoty, x(f) € L., je nezndma odhadovana funkce a e(?) je bily

Sum.

Vzhledem k linearité (4.4) dostavame
cik(y) = cjx(x) + cju(e)
kde cji(y), cjk(x) a c;jx(e) jsou waveletové koeficienty pofadé ve waveletovych fadach pro
w(t), x(t) ae(t). Cilem waveletového vyhlazovani je nalezeni vhodného modifika¢niho

pfedpisu z4.) takového, ze u(c;,(y))~c,,(x) je dobrym odhadem c;(x). Tento piistup

predstavuje opét analogii s fourierovskou filtraci, kde modifikujeme Fourierovy koeficienty.
Pro pevné k je ptispévek kazdého koeficientu c;ji(x) pouze lokalni, takze waveletova
reprezentace dovoluje timto zpisobem konstruovat lokalné adaptivni filtry.

BéZn¢ se pouzivaji Ctyfi modifikacni techniky pro waveletové koeficienty. Prvni z
nich operuje na datech (koeficientech) linearné, zbyvajici tii nelinedrné.

1. Positive scaling

A pos

Cik :/uj,kcj,k(y)a Hix 20,

ktera je pfimym zobecnénim vyse zminéné prenosové charakteristiky.

2. Tvrdé prahovani (hard thresholding)
Vsechny waveletové koeficienty pod jistou prahovou hodnotou A > 0 se vynuluji
a ostatni se ponechaji beze zmény:

saa | 0 PTO ‘cj’k‘<l
C =
c

Jk
& bro ‘cj’k‘ >
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3. Mékké prahovani (soft thresholding)

Velikosti vS§ech waveletovych koeficienti se snizi o prahovou hodnotu 4> 0

¢ =sign(c,, ) max(0,

cj,k\—z)

4. Kvantilové prahovani (quantile thresholding)
Podobné jako 2, misto A se vSak pouzije kvantil z mnoziny vSech waveletovych

koeficientd, tj. napt. se vynuluje 30 % nejmensich waveletovych koeficientu.

Donoho a Johnstone navrhli metodu pro v jistém smyslu optimalni volbu prahové

hodnoty A, kterad je bud’ univerzalni A =0-/2Inn, kde n je pocet dat, nebo specificka pro

kazdou uroven méfitka j (4 = A4;). Tyto a jiné podobné metody se staly zndmymi pod
anglickymi nazvy wavelet shrinkage nebo wavelet de-noising.

Na obr. 8 je ukazka waveletového vyhlazeni signalu s nespojitymi skoky
kontaminovaného simulovanym Sumem. V levém sloupci jsou odshora dolt uvedeny potadé
data zaSuména, vyhlazena a originalni bez Sumu. V pravém sloupci jsou grafy odpovidajicich
wavelet koeficientl, kde & je vyneseno na vodorovné ose a j na svislé ose (¢islo 1 odpovida

maximalni arovni). Pro vyhlazeni bylo pouzito Donoho-Johnstonova mékkého prahovani.
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4.3 MR-analyza

MR-analyza, neboli analyza o vice urovnich rozliSeni (z angl. multiresolution analysis),
umoziiuje jednoduchou aplikaci vhodné dvojice linearnich filtri postupné snizovat nebo
zvySovat rozliSovaci schopnost waveletové aproximace.

Je-1i X Banachuv prostor nad C s normou ||-/|x a G < X, pak A(G)znaéi linearni obal
mnoziny G a G jeji uzavér v X. Jestlize X = A(G), budeme fikat, ze G generuje X.

Necht’ i je mateisky wavelet. Pro kazdé j € Z uvazujme (uzaviené) podprostory v L,

generované témito ¢astecnymi soucty waveletove fady:

W, =RV, hier) = {8, | g, (1) = icj,k ol (4.7)
a
Vi =MWk inezic)) = 0,0 | x,(0) = fi > v ) (4.8)

Protoze waveletovy rozvoj (4.3) libovolné funkce x € L,(R) lze ptepsat jako

KO = X (Yo v, 0= Y g, 0. kdeg € W 49

j=—® k=—n

pficemZ g; € W; jsou ziejmé urCeny jednoznacné, miiZzeme cely prostor L, psat jako pfimy

soucet (+ ) podprostor I¥;

Ly =YW, = +W, +Wy+ W, +... (4.10)
jezZ

Je-1i matefsky wavelet y ortogonalni, pak W; L W; (podprostory jsou k sobé kolmé)
pro i #j a piimy soucet (4.10) piejde v ortogonalni soucet (D)

L=@W =.0W, 0W,oWe..

jezZ

Pro kazdé j € Z plati
f j-1
Jj- .
V_/=7L(UW[J=ZVK:...+WH+W,1 (4.11)
a systém podprostorti { V; }:={V;};cz ma nasledujici vlastnosti:

1°...VaycVycV,...neboli V; c Vj,jeZ
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2° K[UV/J =1,

3V, =10}

jez
V=V, + W, jeZ
50x() eV, &> x2) eV, ,jeZ [=x(t)eV, = xQ2't)eV,,jeZ]

Definice. Funkce @) € L, generuje MR-analyzu {V;} vL,, jestliZe generuje

posloupnost podprostorii {¥;} s vlastnostmi 1°, 2°, 3° a 5° pfedpisem

V,= 7L({¢j,k}kez ). kde ¢, = 2" $2'1-k) = 2" ¢[t _2132_1 j’ (*412)

pficemz Ey = {Poi}rez je Rieszovou bazi podprostoru V. Pak také E; ={@;}rcz jsou
Rieszovy baze V; pro kazdé j € Z. Funkci ¢(¢) nazyvame funkci méfitka (scaling function)

pro MR-analyzu {V;}. Podobné& jako pro yplati, ||#|> = ||#ix |l =1 pro kazdéj, k € Z.

Tvrzeni. Jestlize ¢ € L, generuje MR-analyzu {V;}, pak
6° x() eV, & x(t+27)eV, jeZ

Nemusi vSak existovat funkce y, kterd tyto W; generuje vztahem (4.7). V disledku
toho se pfi definici MR-analyzy a funkce méfitka nékdy misto 1°, 2°, 3°, 5° pfedpoklada
platnost 1°, 2°, 5°, 6°, takze potom MR-analyza {V;} v L, ma vSechny vlastnosti 1° - 6°. Zde
budeme vSak vzdy predpokladat navic (4.7). V tomto piipadé¢ se n¢kdy funkce méfitka ¢
nazyva otcovsky wavelet (father wavelet), nebot’ s mateiskym waveletem y tvoti ptirozenou
dvojici. Rikame potom, Ze dvojice (¢, y) generuje MR-analyzu {V;}. Ukazky dvojic (4, v)
jsou na obr. 3, kde matetsky wavelet je ve sloupci b) a odpovidajici otcovsky wavelet ve
sloupci a).

Necht (¢4, w) generuji MR-analyzu {V;} vL,. Podle (48) a (49) je

x,(t) = Zj:‘_‘w g~ =x(t)=) g()pro kazdou funkci x € L. Pfitom
x; €V, :ij)x proj — co.

Tedy x; €V, aproximuje x az do (j—1)-té urovné rozliSeni.
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Dostavame nasledujici vztahy:

(2.12) ®

x, eV, =>x,(t) = D.cl ¢’ t—k)
k=—c0

¢/ =1{c]},., el, VjeZ (4.13)

(2.7) ®

g, €W, =g ()= D dlw't—k) (4.14)
k=—c0

d’ = {dkj}keZ el, VjeZ

4° = xj(t) = xj—l(t)+gj—l(t) Vj e/ (415)

kde posloupnosti soufadnic ¢ a & jsou jednoznaéné uréeny, nebot’
{¢(2jt —k)} kez @ {y/(2jt —k)} rez tvoii Rieszovu bazi pofadé ve V; a W;.
%,—/ %,—/
27’/2%./( 21/2'//,'./(
Dekompozice v MR-analyze (vypoéet ¢/ a d’”' pomoci ¢’)
Pii dekompozici snizujeme uroven rozliSeni o jedna. K tomu bude potieba vyjadrit
#2t-k) € V; z (4.13) ve tvaru (4.15).

Tvrzeni: Existuji posloupnosti a:={a, }ne z, b:={b,}ncz, € ¢, takové, Ze plati

¢t —1) = kZ [ay . §t—k)+by y(t-k)] VieZteR (4.16)
en = el Wy

Disledek. Plati tzv. dekompozi¢ni vztah (decomposition relation):

o0

$Q2't-1)= kz [ay , $Q27 t=k)+b, w27 t=k)]  VjleZteR (4.17)
er. = EV/,] EW/,1

Tvrzeni (algoritmus dekompozice: vypocet ¢’ a d’™ z ¢’)

Pro d a d z (4.13) a (4.14) plati nasledujici rekurentni vztah:

2k —1l=n ©

01{_1 = ZaZk—lclj = Zancgk—n (4.18)

| = - n = —0
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d/f_l = zbyplczj = zbncgk—n (4.19)

kde a = {an}nez, b = {b,}nez jsou posloupnosti z dekompozi¢niho vztahu (4.17)

Oznatime-li y/~' ={y/""} _, a z/7'={z/""y _ pro kazdé j € Z, pak (4.18)
a(4.19) definuji dva linearni konvolu¢ni filtry potad€ s impulzivnimi odezvami a a b pro

"=b*c/, kde * je symbol operatoru linearni konvoluce. Po

vypodet y/ ' =a*c/ a z/°
vynechani hodnot s lichymi indexy (tzv. downsampling) dostdvame c¢/”' =yl ' a

J-1 _ _j-1
dl” =z, .

Schématicky tedy mizeme algoritmus dekompozice znazornit takto

o filtr a - y’~' — downsampling — ¢’
ltr b — z’/~" — downsampling — /™

Rekonstrukce v MR-analyze (vypocet ¢/ pomoci ¢/ a d/™)
Pti rekonstrukci naopak zvySujeme uroven rozliSeni o jedna. K tomu je tieba vyjadfit
#(2-'t-k) a w2 t-k) z (4.13) a (4.14) pomoci ¢(2t-k)

Tvrzeni. Existuji posloupnosti p:={p,}nez, ¢:={qn}nez € ¢, takové, ze plati

#(1) = D, p, #2t—n) (4.20)
p(t) = D q, ¢Qt—n) “.21)

Diisledek. Plati tzv. vztahy dvou méritek (two-scale relations):

¢(2j_lt_l): Zpk—ZI ¢(2jt_k) (4.22)

k = -0
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w2/ t=1) = zqk—zl ¢’ t—k) (4.23)

k = -

Tvrzeni: (Algoritmus rekonstrukce: vypodet ¢’z ¢/ a d’™).

Pro ¢’a d’ z(4.13) a (4.14) plati nasledujici rekurentni vztah:

C/f = Z[pk—ZI czj_l 9w dzj_l] = Zpk—zz Czj_l + qu—zz dlj_l (4.24)

| = - | = -0 l=-o

kde p = {pn}nez a g = {qn}nez jsou posloupnosti ze vztahii dvou métitek (4.22) a (4.23).

az/7' ={z/""y _ prokazdé jeZ, kde pro kazdé leZ

m

Oznagime-li y/~' ={y/™"}

meZ

klademe

j-1r _ j-1 j-1 _ Jj-1
Yu =€ z, =d,;

Jj-1r _ -1 _
y21+1 =0 221+l -

} tzv. upsampling

pak vztah (4.24) urcuje dva konvolu¢ni filtry po fad€ s impulzivnimi odezvami p a g pro

vypodet ¢/ = p*y/ ' g*z/ 7"

Schematicky tedy miizeme algoritmus rekonstrukce znazornit takto.

+ « filtr p < y’/~' <« upsampling < ¢’

1

© , .
= « filtr ¢ < z/~' « upsampling « d /'

4.3.1 Dekompozice a rekonstrukce signalu

Velice efektivnim a Casto pouzivanym zplsobem vypoctu Wavelet transformace je
uziti Mallatovy pyramidalni struktury pro urceni piislusnych koeficienti pro dany sloupcovy

vektor {x(n)}""). Z hlediska metod zpracovani signlii se jedna o uziti nizkofrekvenéniho

n=0 "
filtru pro mezni frekvenci v poloviné piislusného frekvenéniho pasma pro funkci méfitka
(aurceni aproximativnich slozek signalu) a dale o aplikaci vysokofrekvencniho (Wavelet)
filtru {(n)}’2} pro stanoveni detailnich slozek signalu. Tyto analyzujici posloupnosti jsou
uzity v konvoluci s danym signalem {x(n)} a pfisluSny vysledek je dale podvzorkovéan
faktorem 2. Podobné dekompozi¢ni schéma je pouzitelné i v ptipad¢ analyzy obrazii s tim, Ze

ptislusna dekompozice se provadi nejprve po fadcich a posléze po sloupcich vzdy pro
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nizkofrekvencni a vysokofrekvenéni filtr s naslednym podvzorkovanim. Vysledkem jednoho
kroku dekompozice jsou tedy v piipad¢ jednorozmérnych signali dvé funkce a v ptipadé

obrazii jsou to Ctyfi dil¢i obrazové slozky.

4.4 Aplikace

4.4.1 Detekce nelinearit a segmentace ¢asovych fad

Pro potieby zpracovani nestacionarnich signalll je nutné provést detekci zmén a nalézt
hranice jednotlivych segmenti. Nalezené segmenty je mozno samostatné zpracovavat,
klasifikovat, provadét predikci apod. V soucasné dobé se ukazuje Wavelet analyza jako velice
vyhodna metoda pro segmentaci. Jak je popsdno vySe, je zalozena na aplikaci nizko
a vysokofrekvencnich filtrii na dany signal. Vysledkem jsou dvé nové posloupnosti, které jsou
oznacovany jako aproximacni a detailni slozka. Tyto nazvy vychazi z predpokladu, ze kazdy
signal ma dilezit¢ informace ulozeny v nizkych frekvencich, které postaci k aproximaci
daného signalu, zatimco vysoké frekvence nesou informace pouze zptesiujici, dokreslujici,
tedy detaily dané¢ho signalu.

Rozklad pomoci wavelet analyzy do 1. rozliSovaci hladiny je mozno pouzit pouze
u testovacich signalii, které neobsahuji pfiliS mnoho frekvencnich slozek. U technickych,
biomedicinckych, elektrotechnickych a dalSich signalii je potieba cely postup opakovat. Cely
postup odpovida dekompozici podle Mallatova pyramidalniho schématu. Pro dekompozici do
druhé trovné pouzijeme aproximacni slozku z urovné prvni. Dostaneme tak novou detailni
a aproximacni slozku. To znamend, Zze po dvou krocich mame signdl rozlozen do dvou

detailnich a jedné aproximacni slozky.
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4.5 Informace o software

Existuje né€kolik komer¢nich i nekomerénich podplrnych softwarovych balikii pro praci

s wavelety, z nichz bych zminil tyto:

WAVELET TOOLBOX: Firemni komer¢ni knihovna (toolbox) pro numericky vypocetni
systém MATLAB firmy MathWorks, Inc. (USA). V Ceské republice jej spolu se systémem
MATLAB a dal$imi firemnimi toolboxy distribuuje firma HUMUSOFT, s. r. 0. Praha.

WAVBOX 4: Komer¢ni nefiremni toolbox pro MATLAB, jehoz star$i verze jsou nekomer¢ni

a voln¢ dostupné ptes FTP. Autorem je Carl Taswell, Stanford University, USA.

DPWT Toolbox, tools for working with the discrete periodic wavelet transform (DPWT).
N.H. Getz, "A discrete periodic wavelet transform", UCB/ERL M92/138,

Electronics Research Laboratory, University of California, Berkeley,

December 1992.

http://www.Inversionlnc.COM/wavelet.html

MULTISCALE METHODS

STATISTICS IN TIME/FREQUENCY AND TIME/SCALE DOMAINS

B. Vidakovic, Statistical Modeling By Wavelets, Wiley, 1999 [ISBN 0-471-29365-2]
http://www.isds.duke.edu/~brani/TFM.html

TIME FREQUENCY TOOLBOX, Version 1.0 January 1996
Copyright (c) 1994-96 by CNRS (France) - RICE University (USA)

http://www-isis.enst.{fr/Applications/tftb/iutsn.univ-nantes.fr/auger/tftbftp.html
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WAVELAB 802

Library of Matlab routines for wavelet analysis, wavelet packet analysis, cosine-packet
analysis and matching pursuit. The library is available free of charge over the Internet.
Versions are provied for Macintosh, UNIX and Windows machines. WaveLab has been used

in teaching courses in adapted wavelet analysis at Stanford and at Berkeley.

TSA (Time Series Analysis) Toolbox 2.40
E-Mail: a.schloegl@jieee.org

WWW: http://www-dpmi.tu-graz.ac.at/~schloegl/matlab/tsa

WAVEKIT toolbox for Matlab by Harri Ojanen
(C) 1998 Harri Ojanen
The documentation is available on-line at

http://www.math.rutgers.edu/~ojanen/wavekit/

4.6 Zavér

Wavelet transformace piedstavuje moderni matematicky apardt s rozsahlymi
aplikacemi v fad¢ oborli. Vyznam vyuziti Wavelet funkci spociva pfitom zejména v moznosti
jejich vybéru podle chovani dané ¢asové fady nebo obrazu a v moznostech riizného zpiisobu
dekompozice, Gpravy a rekonstrukce signalu. Z téchto divoda je tato tématika pfedmétem
Sirokého z4jmu matematikil i inZenyrti v oblasti teoretického popisu Wavelet funkci, jejich
vlastnosti a dale v oblasti jejich vyuziti. S tim souvisi i1 fada diskusnich skupin na Internetu,
z nichz mezi nejaktivnéjsi patii skupina, kterou lze nalézt na adrese http://www.wavelet.org,
a ktera pravidelné¢ informuje o konferencich a publikacich zaméifenych na Wavelet

transformaci.
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Pokud si na zavér polozime otazku, zda se pii analyze dat vyplati pouzivat wavelety ¢i
nikoli, pak odpovéd’ samoziejmé zavisi na typu zpracovavanych dat. Vzhledem k mnoha
dobrym vlastnostem ptedstavuji v§ak rozhodné¢ aparat, ktery neni vhodné ignorovat.

Ve prospéch waveletli hovofi predevS§im myslenkové jednoduchost blizkd zabéhanym
fourierovskym pfistupiim. Oproti nim vSak nabizi vétsi pruznost danou lokdlnim charakterem
ptispévkl jednotlivych waveletovych koeficienti ve waveletové ftad€. Napiiklad pfi
waveletove filtraci tedy postupujeme obdobné jako pii fourierovské filtraci, ovSem s tim
podstatnym rozdilem, Ze pii redukci c;; je vliv shlazeni pouze lokéalni v zavislosti na
zvoleném k a nikoliv globalni. Waveletovy filtr tedy poskytuje vyznamnou novou kvalitu
v tom, Ze se muze adaptovat na lokalni charakter dat. Tam kde data vykazuji vyssi dynamiku,
tj. nesou uzitecnou informaci ve vysSich frekvencnich pasmech, mizeme miru redukce
vysokofrekvenénich komponent snizit (neboli snizit prahovou hodnotu signifikantnosti)
anaopak postupovat v mistech, kde je zména jen pozvolnd. Tim se odstraiiuje hlavni
nevyhoda fourierovské filtrace, ktera v takovém piipadé ma tendenci dynamicky usek
prehladit. Typickym ptikladem miiZze byt rozvinéni v okoli nespojitych zmén (Gibbsiv jev).
Toto je ovSem spiSe problém volby spravné strategie vyhlazeni, neZ samotného principu
waveletové filtrace.

Dal§im nezanedbatelnym argumentem ve prospéch waveleti je také vypocetni
efektivita. Jestlize pro vypocet DFT existuji rychlé algoritmy FFT s vypoctovou slozZitosti
tadu O(n logy(n)), pak v ptipadé FWT slozitost mnohdy klesa dokonce az na O(n).

Jako 74dna jind metoda, nejsou ovSem ani wavelety universalni vSelék pro vSechny
typy uloh, ale v kazdém pfipadé vyznamné obohacuji repertoar dosud bézné pouzivanych

technik.

84 /129



4.7 Literatura

e Akansu, A. N. — Haddad, R. A. Multiresolution Signal Decomposition. Academic Press,
Inc., Boston, USA., 1992.

e Al-Adnani, A. M. S. — Nandi, A. K. — Chapman, R. — MacDougall, S. Multiresolution
Methods for Singularity Detection. In Signal Analysis and Prediction I, pages 109{112.
ICT Press, 1997.

e Arino, M. A. Time Series Forecasts Via Wavelets. IESE Universidad de Navarra.
Barcelona 1995.

e Arino, M. A. — Vidakovic, B. On wavelet scalograms and their applications in economic
time series. Discussion Paper 95-21, ISDS, Duke University. 1995.

e Crouse, M. S. — Nowak, R. D. — Baraniuk, R. G. Wavelet-Based Statistical Signal
Processing Using Hidden Markov Models. IEEE Trans. Signal Processing, Special Issue
on Theory and Application of Filter Banks and Wavelet Transforms, 46(4):886-902, April
1998.

e Chui, K. An Introduction toWavelets. Academia Press. 1992.

e Daubechies, I. The Wavelet Transform, Time-Frequency Localization and Signal Analysis.
IEEE Trans. on Inform. Theory, 36:961, September 1990.

e Daubechies, 1. Ten Lectures on Wavelets. SIAM, CBMS-NST Conference Series 61.

e Donoho, Bruce, D. — Gao, Hong-Ye. Wavelet Analysis. IEEE Spectrum, 33(10):26-35,
October 1996.

o Etter, W. Restoration of Discrete-Time Signal Segments by Interpolation Based on the
Left-Sided and Right-Sided Autoregressive Parameters. IEEE Trans. on Signal
Processing, 44(5):1124-1135, May 1996.

e Hayes, M. H.. Statistical Digital Signal Processing and Modeling. John Wiley and Sons,
Inc., 1996.

e Haykin, S. Neural Networks. IEEE Press, New York, 1994.

e Holben, B. — Vermote, E. — Kaufman, Y. J. - Tanrie, D. — Kalb, V. derosol Retrieval over
Land from AVHRR Data-Application for Atmospheric Correction. IEEE Trans. on
Geoscience and Remote Sensing, 30(2):212-222, March 1992.

e Chan, Y. T. Wavelet Basics. Kluwer Academic Publishers, Boston, 1995.

o Kay, S. M. Fundaments of Statistical Signal Processing. Prentice Hall, 1993.

85/129



Kingsbury, N. G. — Magarey, J. Wavelet Transforms in Image Processing. Birkhauser
Boston, 1998.

Lim, J. S. Two-Dimensional Signal and Image Processing. Prentice Hall, 1990.

Louis, A. K. — Mass, P. — Rieder, A. Wavelets: Theory and Applications. John Wiley &
Sons, Chichester, U. K., 1997.

Magarey, J. — Kingsbury, N. G. Motion Estimation Using a Complex-Valued Wavelet
Transform. IEEE Trans. Signal Processing, Special Issue on Theory and Application of
Filter Banks and Wavelet Transforms, April 1998.

Misiti, M. — Misiti, Y. — Oppenheim, G. — Poggi, J. M. Wavelet Toolbox. The MathWorks,
Inc., Natick, Massachusetts 01760, March 1996.

Newland, D. E. An Introduction to Random Vibrations, Spectral and Wavelet Analysis.
Longman Scientific & Technical, Essex, U. K., third edition, 1994.

Polikar, R. The Wavelet Tutorial. lowa State University. 1999.
http://www.public.iastate.edu/~rpolikar/ WAVELETS.

Prochazka, A. — Slama, M. — Pelikéan, E. Bayesian Estimator Use in Signal Processing.
Neural Network World, 6(2):209{213, 1996.

Prochazka, A. — Storek, M.. Wavelet Transform Use for Signal Classification by Self-
Organizing Neural Networks. In Fourth International Conference on Articial Neural
Networks ANN-95. IEE, Cambridge, England, 1995.

Rayner, P. J. W. — Fitzgerald, W. J. The Bayesian Approach to Signal Modelling and
Classification. In Signal Analysis and Prediction I. ICT Press, 1997.

Satorie, M. Metody minimalizace dynamickych chyb méreni teplotnich profilii zemské
kiiry. PhD thesis, CVUT, Fakulta elektrotechnicka, 1998.

Simhadri, K. K. — Iyengar, S. S. — Holyer, R. J. — Lybanon, M. — Zachary, J. M.. Wavelet-
Based Feature Extraction from Oceanographic Images. IEEE Trans. on Geoscience and
Remote Sensing, 36(3):767-778, May 1998.

Strang, G. — Nguyen, T. Wavelets and Filter Banks. Wellesley-Cambridge Press, 1996.
Vesely, V. Wavelety a jejich pouziti pri filtraci dat. In ROBUST 1996. Praha 1997,
s. 241-272.

Vetterli, M. Wavelets and Filter Banks: Theory and Design. IEEE Trans. Signal
Processing, 40(9):2207-2232, September 1992

86 /129



Pripadové studie

Analyza ekonomickych dat - inflace

V soucasné dobé jsou Casto pozadovany udaje o mife inflace, a to nejen pro potieby
ekonomiky, ale také ztad podnikatelli a vefejnosti. Nezanedbatelnou informaci jsou také
prognozy tykajici se dal§iho vyvoje inflace v nasledujicim obdobi. Je zndmo, ze odhady miry
inflace, které zvetejnuji rizni odbornici, se li§i az o 4%. Cilem ¢lanku je ukazat, jak rizné

statistické modely vyvoje inflace vedou k rliznym prognézam miry inflace.

Uvod

Inflace je pojem, se kterym se setkdvame takika denné, vétSinou bez presného
vymezeni. Pfijimame pouze konstatovani, ze inflace vzrostla o tolik a tolik procent, aniz
bychom podrobnéji zkoumali metody vypoctu a vypovidajici schopnosti pouZzitych
charakteristik.

Inflace je definovana jako projev ekonomické nerovnovéahy, jehoz vnéjsSim znakem je
rust cenové hladiny - viz [6].

Cenova hladina (P) pfedstavuje primérnou urovenn cen urcit¢ho souboru statki
v bézném obdobi (ceny p;) ve srovnani s cenami urcitého vybrané¢ho zdkladniho obdobi (py).
Cenov¢ hladin€ v zékladnim obdobi je piifazen index 100,00 (tedy Py = 100,00).

Vyvoj cenové hladiny mize byt vyjadfovan uvedenim indexi z jednotlivych obdobi (P,
P, P,...), Castéji se vSak pouziva tempo jejich ristu. Jde tedy o tempo rlstu cenové hladiny
neboli o miru inflace.

Vyraz

T, = ﬂloo (1)

L

vyjadiuje, o kolik procent vzrostla cenova hladina, vztahujici se k obdobi t, ve srovnani

s cenovou hladinou, vztahujici se k obdobi t-1.

Index spotrebitelskych cen

Nejcastéji pouzivanymi indexy k vyjadreni obecné cenové hladiny jsou:
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¢ index spotrebitelskych cen ISC, ktery méti zménu hladiny cen tzv. spotifebniho koSe, tj.
vybraného souboru reprezentativniho zbozi a sluzeb.
¢ index cen vyrobci ICV, ktery méti zménu cenové hladiny vybranych vyrobkil pfi prvnim
prodeji, tedy pfi prodeji vyrobcem, a je vyuzivan zejména v podnikové sféfe. VSeobecné
vyvoj ICV signalizuje nadchézejici zmény ISC.
e cenovy deflator hrubého domaciho produktu, deflaitor HDP, ktery méfi zménu cenové
hladiny hrubého doméciho produktu jako celku.
Ve svété 1 u nés je nejfrekventovanéjsi mirou inflace index spotiebitelskych cen,
ktery zachycuje miru zmény cenové hladiny na zéklad¢ trznich cen vybranych reprezentantt,
tj. zbozi a sluzeb, za které skutecné nakupuje obyvatelstvo v konecné fazi ve vybranych

prodejnach a provozovnach.

Index spottebitelskych cen se pocitd podle Laspeyresova vzorce, tj. s vahami

zakladniho obdobi. Laspeyresiiv agregatni index ma tvar

Z& Wi Z Fu Poiqoi

p =i Do, 100 = <. Do

== — 1
Zwsi ZPOqui

iel iel

00, (2)

kde

p,;je cena i-tého reprezentanta v obdobi sledovaném,
Dy;Je cena i-tého reprezentanta v obdobi zakladnim,
q,; je mnozstvi i-tého reprezentanta v obdobi zakladnim,

Wsi = Poi q oi je stald véha (strukturni ukazatel hodnoty) i-t€ho reprezentanta.

Vyvoj spotiebitelskych cen se sleduje na spotiebnim koSi, ktery tvoii soubor
vybranych druhi zbozi a sluzeb placenych obyvatelstvem. Celkovy pocet cenovych
reprezentantll je v soucasné dobé I = 755 konkrétnich vyrobkl a sluzeb, které jsou rozdéleny
do 10 relativné homogennich tfid (Potraviny, napoje, tabak: Odivani: Bydleni: Zafizeni a
provoz domadcnosti: Zdravotnictvi: Doprava: Volny c¢as: Vzdélani: Vefejné stravovani a
ubytovani: Ostatni zboZi a sluzby). Podrobné je spotiebni ko§ popsan v publikaci Ceského
statistického uradu ,,Indexy spotiebitelskych cen (zivotnich nakladf), revize 1994, ktera byla

vydana v roce 1995 v edici Ceska statistika.

88 /129



Spottebni kos a tedy i vahy jednotlivych reprezentantti jsou po ur¢itou dobu (napf. 5 let)
fixni - jejich statistické zji§tovani je totiz velmi ndrocné. Tyto stalé vahy jsou hlavni slabinou
indexti Laspeyresova typu (nadhodnocuji skute¢né tempo inflace), protoze spotiebni zvyklosti
obyvatelstva se ¢asem méni. DalSimi problémy jsou zohlednéni postupné zmény kvality
statkli obsazenych v koSi a zohlednéni novych statkli, v obdobi konstrukce koSe do né&j
nezatazenych. Po roce 2000 se uvazuje o tom, ze se budou vahy v indexni formuli (2) ménit
kazdoro¢né.

Index spotiebitelskych cen vyjadiuje vyveoj Zivotnich nakladd primérné domacnosti.
Pro vyjadfeni vyvoje téchto nakladid v riznych skupinach (napf. zaméstnanci, zemédélci,
diichodci) jsou sestavovany specidlni indexy Zivotnich nakladu.

Pies uvedené nedostatky nemame v soucasné dob¢ za index spotiebitelskych cen (2)

vhodnou néhradu, ktera by snadno a hodnovérné odraZela pohyby inflace - viz [9].

Casova Fada a jeji vyrovnavani

Pfi¢inami, formami a dasledky inflace se nebudeme zabyvat. Na zakladé analyzy udaja
z let 1985 az 1997 - viz tabulku 1 - se pokusime o prognézu miry inflace pro rok 1998.

Infla¢ni skok v roce 1991 byl zplisoben liberalizaci pievazné miry cen zbozi a sluzeb,
vroce 1993 pak reformou danové soustavy. Pro rok 1998 zavedlo Ministerstvo financi
nejprve odhad miry inflace na 9,8%. Pod tlakem neptiznivého vyvoje inflace v prvnich
mésicich letosniho roku bylo Ministerstvo financi nuceno revidovat svou optimistickou
prognézu primémé miry inflace pro rok 1998 na 11,0 - 11,7%. Odhad Ceského statistického
ufadu i nezavislych ekonomt byl vSak vyssi (13,0%).

Hodnoty meziroéni miry inflace, uvedené v tabulce 1, tvoti &asovou fadu. Casova Fada
hodnot y; t=1,2,....n, miZe obsahovat nasledujici slozky: trend T;, periodické kolisani P

a nahodnou slozku &, . Nekteré slozky (napf. sezonnost) mohou v ¢asové fadé chybét.

Tab.1 Dlouhodoby vyvoj inflace v letech 1960 — 1997
Pramen: Statisticka ro¢enka CR 1997

Mira inflace,

0
Rok ISC v % DATGSt v %

1970 100,0 2,2
1980 111,2 2,9
1985 122.9 2,3
1986 123,5 0,5
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1987 123,6 0,1
1988 125,8 0,2
1989 125,5 1,4
1990 137,7 9,7
1991 215,6 56,6
1992 239,5 11,1
1993 289,3 20,8
1994 318,2 10,0
1995 347,2 9,1
1996 377,6 8,8
1997 409,7 8,5

Obvykle se ptedpoklada, ze analyzovana Casova fada ma tvar
yi=Ti+ ¢. 3)
Pti hledani nejvhodnéjsiho typu trendu nejcastéji hledame spojitou funkei ¢asu
T=1(t),t=12,..n, 4)

kde 7, je odhad trendu.

Vyvoj inflace v letech 1985 - 1997

60 : i
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= I
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Obr. 1

Jde-li o funkce linearni v parametrech (pfimka, jednoduché parabola, piipadné polynom
vys$iho stupné€) - viz obr. 2 a obr. 3, vyuzivime pro vypocet odhadlii parametri zndmou
metodu regresni analyzy, metodu nejmensich ¢tvercti, kterd pozaduje, aby rezidualni soucet

¢tverct byl minimalni, tj.
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S, =Y (y,-T)* = min. (5)

t=1

Zname-li trend casové rFady, Cili zndme hlavni tendenci ve vyvoji analyzovaného
ukazatele v Case, miiZeme modelovat i dal§i vyvoj trendu v budoucnosti, ovSem za
predpokladu, Ze se jeho charakter v podstaté nezméni.

Mira mflace v letech 1985 - 1997
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Obr. 2

Vzhledem k tomu, ze k vyjadieni trendu se pouzivaji i n€které slozitéjsi funkce, které
nejsou linearni vzhledem k parametrim (exponencialni kiivka, rizné S-kiivky atd.)- viz obr.
4 a obr. 5, pouzivame k odhadu parametrt téchto kiivek iteracni metody nelinedrni regrese,
napt. Marquardtovy metody.

Pravé uvedené postupy vychazeji z predpokladu, ze v pribéhu sledované doby se
parametry modelu Casové fady neméni a ze tyto parametry lze v ramci celé¢ Casové tady
odhadnout ,nardz*“ na zékladé¢ tzv. analytického vyrovmavani. Metody analytického
vyrovnavani tedy davaji vSem pozorovanim stejné vahy, coz je pro predvidani budouciho
vyvoje predpoklad velmi omezujici. Pfedpovéd” do budoucna bezpochyby vice zdvisi na
datech nedavnych a kromé toho odlisny vyvoj ve vzdalené minulosti mize velmi zkreslit

piedpovédi do budoucna.
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Realisti¢téjsi pfistup k modelovani casovych ftad poskytuji adaptivni metody.
Adaptivni metody vychazeji z ptedpokladu, Ze pro konstrukci extrapolacni progndzy
budouciho vyvoje jsou nejcennéjsi nejnovejsi pozorovani casové fady. Adaptivni metody tedy
berou vuvahu ,starnuti informaci. NejrozSifenéjsi adaptivni metodou je metoda
exponencialniho vyrovnavani. Jeji princip zohlediiuje staii dat jejich vazenim, kdy vaha
kazdého pozorovani je neptfimo timérna jeho veéku.

Pii exponencidlnim vyrovnavani predpokladame, Ze v Casovém okamzZiku t, ktery
predstavuje pozorovani v piitomném ¢ase, mame k dispozici fadu hodnot y., kde jednotliva

vree

k =0,1,..., t-1 interpretujeme jako ,,stafi* pozorovani, ¢ili vztah (3) piSeme ve tvaru

Yek=Tw+ g, . (6)

Trendovou slozku Ty ve vztahu (6) pfedpokladame ve tvaru

Ta=ao-ak+ar k2 + ...+ (-D¥ar k5, k=0,1,....t-1,
(7)

kde k je ¢asova proménnd, kterou lze chépat jako ,,v€k* pozorovani z hlediska casového
okamziku t.
Odhad parametrt trendové slozky (4) pocitdme vazenou metodou nejmensich ctverct tj.

minimalizaci vyrazu

n-l n—1
> 0 TP W= (v 1) @ = min, ®
k=0 k=0
Viaha
wi=gf 0<a <l,k=0,1,...,t1, 9)

kde & se nazyva vyrovnavaci konstanta.

Vaha wy je klesajici exponencialni funkci ,,stafi* pozorovani k a vyrovnavani ¢asovych
fad na uvedeném principu se proto nazyva exponencialni vyrovnavani. Tyto metody se

rozliSuji podle typu piedpokladaného trendu (jsou propracovany metody vyrovnani pro
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Jednotlivé metody exponencidlniho vyrovnavani se 1iSi poctem vyrovnavacich
konstant, ktery se pohybuje od jedné do tfi. V literatufe a v nabidce pfislusnych programt pro
statistickou analyzu Casovych fad nalezneme tyto metody Casto pod jmény jejich autord jako
Brownovo, Holtovo a Wintersovo vyrovnavani. Podrobné&jsi informace o téchto metodach

nalezne zajemce v [7].

Statisticky program Statistica, pomoci kterého bylo provedeno vyrovnani ¢asové rady
hodnot ro¢ni miry inflace, nabizi pro vyrovnavani a ptedpovédi jednoparametrické (o)
Brownovo jednoduché vyrovnavani (ﬁ_k =a,), dvouparametrické («,f) Holtovo linearni
vyrovnavani a tfiparametrické (e, £,y ) Wintersovo (aditivni a multiplikativni) vyrovnavani
pro sezénni ¢asové fady.

Rekurentni vzorec Brownova jednoduchého vyrovnavani pocita vyrovnanou hodnotu

A

T, v ¢ase t pomoci vztahu

T =ay, +(1-a)T, |, (10)

t
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Obr. 7

Holtovo linearni vyrovnavani predpokladd vyrovnanou hodnotu v ¢ase t ve tvaru

souctu

T =m, +b,, (11)
kde

m, =ay, +(1-a)(m,_, +b, ;) je hodnota v Case t, (12)

a je vyrovnavaci konstanta, « € (0,1),

b, =p(m, —m,_ )+ (- )b, , jetrend v Caset, (13)
P je trendova vyrovnavaci konstanta, f € (0,1).

Pocate¢ni hodnoty mg a by se pocitaji pfimkovou regresi z prvni poloviny hodnot
analyzované fady.

Protoze analyzované ¢asova fada obsahuje hodnoty ro¢ni miry inflace, tudiz se jedna o
fadu bez sezonni slozky, nebudeme se zabyvat Wintersovym exponencidlnim vyrovnavanim.

Vypocty souvisejici s exponencidlnim vyrovnavanim se dnes bézné provadéji, jak uz
bylo fefeno, pomoci statistického softwaru. Nejveétsim problémem je volba vyrovnavacich
konstant. Napf. v ptipad¢ Brownova jednoduchého vyrovnavani, kdy uvazujeme dosti hrubé
tfidéni vyrovnavaci konstanty « po 0,1 vrozmezi (0,1), pfedstavuje vypocet 10 modela,

v piipadé¢ Holtova vyrovnavani jiz 100 a v pfipadé¢ Wintersova (tfi konstanty «,f,7)
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vyrovnavani jiz 1000 moznych kombinaci hodnot vyrovnavacich konstant. Existuji statistické

programy, které ptimo nabizeji optimalni hodnoty vyrovnavacich konstant.

Kritéria pro volbu modelu ¢asové rady

V soucasné dobé existuje Sirokd Skala metod a postupli pouzitelnych pii analyze
a prognéze Casovych tfad ukazatelll a jejich poCet se neustile zvySuje. Kritéria a pfistupy
k volbé modelu ¢asové fady je mozno rozdélit do dvou skupin:

* vécné ekonomicka Kritéria, kterd vychazeji z pozadavku, aby model byl
zvolen v souladu s vécnou analyzou sledovaného ekonomického jevu. Zarazujeme sem
znalosti, které maé specialista pfisluSného oboru k dispozici a které Casto nejsou ani
kvantifikovatelné. Jedna se o urcité predstavy o charakteru vyvoje prislusného ukazatele, na
jehoz zékladé mizeme zvolit vhodnou trendovou kiivku: napt. pfimku v piipadé predpokladu
rovnomérného ristu nebo poklesu, parabolu pifi ocekavani zpomaleni ptirastki. Pokud
dochazi ke zméndm trendu, nepravidelnostem a vykyvim v priabéhu casové tady, volime

nekterou z adaptivnich metod.

* statisticka kritéria, kterd vyuzivaji prostfedkli popisné a matematické statistiky.Tato
kritéria umoZznuji navzajem porovnat modely rtizného typu - napf. vyrovnani fady analytickou
trendovou funkci, adaptivni metodou apod. Statisticka kritéria délime na kritéria interpolacni
a extrapolacni v zavislosti na tom, zda vybirime model pfedevS§im pro analyzu nebo hlavné

pro extrapolaci.

Interpolacni kritéria vychézeji z chovani Casové fady ve sledovaném obdobi, tj. ze
zjisténych dat. Pomoci téchto kritérii volime model, ktery nejlépe vystihne prabeéh a chovani
fady v minulosti.

Extrapolacni kritéria naproti tomu slouzi k vybéru modelu, ktery nejlépe simuluje
chovani fady do budoucnosti.

RozliSujeme pfitom dve skupiny kritérii: souhrnna kritéria, kterd popisuji cely model
jednim Cislem a kritéria strukturni, popisujici pouze urcitou vlastnost modelu.

Souhrnnd interpolacni kritéria vyuzivaji metod regresni analyzy. Nejcastéji se za
kritérium voli soucet Ctvercii odchylek skute¢nych hodnot casové fady a teoretickych hodnot,

tzv. rezidudlni soucet ctvercii (5).
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Za nejlepsi model je zpravidla povazovan ten, ktery dava nejmensi S, . Riziko aplikace
téchto kritérii spo¢iva v tom, Ze pii pouziti trendovych kiivek polynomi vyssich fada se S,
snizuje, aniz bychom méli zaruku, ze dana kiivka vystihuje celkovou tendenci fady.

Jinym pouzivanym kritériem je index determinace R,
(T, -7
R2 = =1

=, (14)
;m—w

kde y je celkovy prumér ¢asové fady.
Za vhodngj§i povazujeme model, ktery ma vétsi R> <(0,1). I toto kritérium ma rovnéz

své nedostatky, protoZe s riistem poétu parametri trendové funkce roste R*, coZ je v rozporu
s principem parsinomie (ekonomie parametrit). Tento nedostatek feSi upravena hodnota
indexu determinace

n—1

:1—(1—R2)n_p, (15)

R2

kor

kde n je pocet pozorovani a p je pocet parametrii (bez absolutniho ¢lenu) trendové funkce.

Strukturni Kritéria popisuji dil¢i vlastnosti modelti a maji nejcastéji interpolacni
charakter. Jde o kritéria pouzivana v regresni analyze. NejdileZzitéjsi jsou testy vyznamnosti
parametrQ a testy ndhodnosti rezidui.

Durbin-Watsonutv test autokorelace je nejpouzivanéjsi test, jimz ovétujeme nezavislost

nahodnych poruch (rezidui) v modelu. Pouziva testovaci kritérium

n

z (et —€ )2

DW =2 (16)

n
2
e
=1

kde reziduum e, = y, — YA",

Kritérium (16) nabyva hodnot z intervalu (0,4). V ptipad¢, ze hodnota DW se pohybuje
kolem 2, nelze zamitnout hypotézu o nezéavislosti ndhodnych poruch. Blizi-li se hodnota DW
0 nebo 4, jsou rezidua zavisla. Pokud test (16) ukdze zavislost rezidui, vétSinou to znamena,
ze model trendu neni vhodny.

Vhodnost modelu pro popis pribéhu fady v minulosti ale jesté neni zarukou, Ze tento

model bude poskytovat dobré extrapolacni predpovédi. Na zaklad¢ rozsahlych srovnavacich
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studii bylo dokazano, Ze jenom 50 - 60 % modelt kvalitnich pfi popisu minulosti dalo také
kvalitni kratkodobé prognézy.
Souhrnna extrapolacni Kkritéria umoziuji posoudit kvalitu extrapolace danym
modelem. Nejcastéji pouzivany postup je zaloZen na simulaci.
Jako mira kvality modelu jsou pouzivany rizné koeficienty nesouladu, znichz

v

nejznaméjsi je Theiliiv koeficient nesouladu

PACANVEY A%
72 = 2 m , (17)

Z Yy 2n—m+j

J=1

kde

(n-m) je délka zkracené Casové fady, j=1,2,...,m,

I3j je ptredpovéd’ na j-obdobi doptfedu modelem vypocétenym z (n-m) hodnot.

Pti srovnani vice modela preferujeme model, ktery ma mensi koeficient nesouladu. Pro
kratkodobé piedpovédi, na 1 az 3 obdobi doptedu, se osvédcil velmi jednoduchy postup, kdy
Casova fada je zkracena o posledni (znamé) pozorovani.

Z (n-1) hodnot vypocitame , pseudopredpoved’™ (y,;) a porovname se znamou
hodnotou tohoto pozorovani (y,;) - viz tabulku 2. Model, ktery poskytl nejlepsi

pseudopiedpovéd’, pouzijeme pro extrapolaci.

Tab. 2 Hodnoceni statistickych modelt

Model trendu Sk R’ DW Yis Js  |Rok 1998
piimka 2519 | 0,0690 | 1,8086 | 16,7758 | 17,2955 17,7879
3,6115+1,0126t
parabola 2041 | 0,2454 | 2,2324 | 6,0341 -3,3233 0,6918
-13,4776+7,8483t-0,4883 t*
exponenciala 2583 | 0,0453 | 1,7652 | 15,2334 | 15,6893 16,1937
6,8666*1,0632"
S-k¥ivka 2349 | 0,1318 | 1,9358 | 16,2476 | 16,5861 16,6155
22,1074*exp(-3,9981/t)
Brownovo jednoduché 3134 - - 11,9248 | 11,2034 11,2398
vyrovnavani, a = 0,2
Holtovo lin. vyrovnavani 3792 - - 16,3362 | 11,7968 10,5377
a=02 =06

Statistickych metod, které 1ze s uspéchem aplikovat v oblasti extrapolace ¢asovych fad,

existuje velké mnozstvi. Pfitom pocetni slozitost prestdvad hrat roli nebot’ vybavenost
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pracovist’ pocitaci a statistickym softwarem se stdva samoziejmosti. Volba vhodné¢ metody
pro analyzu a extrapolaci vSak zlstava stale subjektivni zélezitosti pracovnika provadéjiciho
extrapolace, nebot’ sebeleps§i manudl nemulze pracovnikovi s mensi znalosti metod a
s menS$imi zkuSenostmi z praktické prognostické Cinnosti poradit nejvhodnéj$i metodu pro

danou analyzu.

Zavér

Rozhodnuti, ktery z moznych modelt vybrat pro analyzu a pro kratkodobou extrapolaci
casové fady, je i pti existenci velkého mnozstvi kritérii vzdy znacné€ subjektivni zalezitosti.

Volba vhodného modelu je konfrontaci vysledkii statistickych testli a vypoctenych
charakteristik predevSim s vécnou analyzou ¢asové fady. Volba vhodného modelu se tak stava
ulohou vicekriteridlniho rozhodovani, kde vahy jednotlivych kritérii zaviseji na znalostech
a zkuSenostech toho, kdo model tvofi. V obdobi vyraznych ekonomickych zmén je vécna
analyza hlavnim kritériem pfi rozhodovani mezi riiznymi modely.

Na zaklad¢ srovnani riiznych statistickych kritérii uvedenych v tabulce 2 se jevi jako
nejlepsi model popisu trendu miry inflace v letech 1985 az 1997 tzv. S-kiivka. Tyto kiivky,
nazvané podle svého typického prabehu, popisuji tzv. logisticky trend, kdy hodnota
prislusného ukazatele nejprve pomalu vzrista, poté dojde k jejimu strméjSimu ristu a posléze
je tento rust zpomalen. Vhodnost modelu pro popis prubéhu fady v minulosti ale jeSté¢ neni
zarukou, ze tento model bude poskytovat dobré extrapolacni ptfedpoveédi. Na zéklade
rozsahlych srovnéavacich studii bylo dok4zano, ze jenom 50 - 60 % modell kvalitnich pfi
popisu minulosti dalo také kvalitni kratkodobé prognozy. Realistictéjsi piistup k modelovani
casovych tad poskytuji adaptivni metody, které vychdzeji z ptedpokladu, Ze pro konstrukci
extrapolacni progndzy budouciho vyvoje jsou nejcennéjsi nejnoveéjsi pozorovani casové rady.

Riizné metody tedy poskytuji rizné extrapolacni piedpovédi pro tutéz casovou fadu.
Proto rtzni autofi navrhuji razné metody kombinovani predpovédi. Nejjednodussi zpiisob
kombinovéani je vypocet aritmetického priméru predpovédi poskytnutych riznymi metodami.
Z empirické studie [3] vyplynulo, Ze u kratkych fad se jevi vhodné kombinovat ptfedpovédi
z metod exponencialniho vyrovnani s pfedpovéd'mi z analytickych metod. V naSem ptipadé
byl vypocten vazeny aritmeticky primér z ptedpoveédi S-kiivkou (vaha = 0,6 vzhledem ke
zminéné 60% UspéSnosti analytickych modelid) a pfedpovédi z Holtova linedrniho vyrovnani

(vaha = 1).
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Kombinaci ptedpovédi, tj. vypoctem vazeného aritmetického priméru, dostavame pro
rok 1998 odhad miry inflace 10,3 %. Odhad vychazi z ptedpokladu, Ze charakter vyvoje
ekonomiky v roce 1998 se oproti minulym rokiim v podstaté nezméni. Tento predpoklad vSak
podle poslednich informaci nebude splnén. V ekonomice je absence infla¢nich tlakli. Kromé
restriktivni politiky CNB hraje velkou roli propad domaci poptavky, klesajici redlné mzdy,
silnd koruna a celosvétové nizké ceny surovin. Mezirocni rist spotiebnich cen, ktery
v prvnim Ctvrtleti vystoupil na 13,3%, se v dalSich ctvrtletich zpomaloval na 12,7%, resp. na
9,5%. V prosinci se o¢ekava zmirnéni celoro¢niho ristu cen na 8%.

Jak tyto progndzy ovlivni deregulace cen energii a najjemného, stagnace cen spotiebniho
zbozi, kurz koruny, ménové restrikce centralni banky atd., ukdzi az statisticka Cisla za rok

1998.
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Kinematicka analyza

Uvod

Zpracovani obrazu muze byt provadéno za rdznym ucelem (analyza povrchu,
rozpoznavani obrazcl, urcovani velikosti atd.). V naSem piipadé se budeme zabyvat
kinematickou analyzou. Vyslednd data (prostorové soufadnice) mohou byt pouzita pro
pozdéj$i zpracovani v programech zabyvajicich se designem a animaci nebo mohu byt
podrobena dal§im matematickym vypoctim.

Na sportovistich jiz neni neobvykla ptfitomnost kamer riznych kvalit, riznych znacek
arizného poctu. Divéci, rodice, trenéfi nebo povéreni €lenové realizacniho tymu provadéji
videozaznam vétSinou za G¢elem archivace a mnohdy i pro ziskani zpétné vazby z nato¢eného
materidlu. S rostouci oblibou audiovizualni a vypocetni techniky rostou 1 pozadavky
sportovcll a jejich tyml po biomechanické analyze za ucelem vyhodnoceni a vylepSeni
technického provedeni pohybu. Vzdélavaci instituce (CASRI Praha, télovychovné a sportovni
fakulty), které jsou izce napojeny na sport, tento trend zachycuji a nabizeji zdvodnikiim rizné
moznosti. Kinematickd 3D analyza pfispiva k pfesnému a podrobnému posouzeni techniky
s moznosti odhaleni slabych i silnych stranek v technickém provedeni, s naslednym rozborem

poukazat na kli¢ové faktory ovliviujici kone¢ny vykon.

Zpracovani obrazu

Ve srovnani s vétsinou ostatnich metod méfeni ma analyza obrazu tu vyhodu, Ze nema
pifimy negativni dopad. To znamend, Ze stanoveni kvantitativnich rozmérl prostiednictvim
méticiho systému nema zaddny dopad na chovani méfeného objektu A to protoze samotné
méteni neni provadéno na konkrétnim objektu, ale na jeho obrazu.

Pro nejjednodussi méfici techniku predstavuje tento fakt jednu nevyhodu: trojrozmérny
objekt je zobrazen ve dvou dimenzich. Tato nevyhoda je akceptovatelnd, jestlize mdme zajem
pouze o dvé dimenze (2D analyza), napt. pro uréeni nejvyssiho skoku, rozbéhové rychlosti pti
skoku dalekém nebo odrazovy uhel. Pfi nahravani téchto pohybt je dilezité, aby tyto pohyby
byly kompletn€ popsany v jedné rovin€. Abychom se vyhnuli chybdm plynoucim z toho, zZe se

urCité ¢asti téla pohybuji mimo rovinu pohybu, kamera by méla byt umisténa dostatecné
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daleko od této roviny pohybu. Fyzikalni rozméry zaznamenané timto méfenim jsou v prvé

fad¢ kinematografickymi rozmeéry (vzdalenost, Cas, rychlost, zrychleni, ihly).

Problémy souvisejici s analyzou obrazu
Poté co byl pohyb nahran, mize byt provedena analyza zabéru. Abychom ji mohli
provést, musi byt urCeny body na téle nebo body, které jsou ur¢itym zpiisobem dilezité pro
vykonani pohybu. Pouzitymi body na téle jsou vétSinou pruseciky kloubnich os, nebo jejich
sttedy. Pfi tomto urCovani mizeme narazit na tfi hlavni zdroje chyb:
e osy kloubi nemohou byt jasné definovany
e pruseciky os nelze na zabéru jasné rozlisit

e priseciky jsou skryty za ostatnimi ¢astmi téla a na zabéru nejsou viditelné

ReSeni
e pouze precizni znalost anatomie mize minimalizovat tuto chybu
e pruseciky lze oznacit jasn¢€ kontrastni barvou

o stfed kloubti musi byt interpolovan, poptipadé odhadnut

Chyby a tolerance chyb
e chyby v ur€ovani ¢asového rozpéti mezi jednotlivymi snimky zdznamu
e chyby v ur€ovani pozice métenych bod
e kumulativni chyby, které nastanou, kdyz k vypoctiim pouziji nespravné hodnoty, napft.
rychlost = vzdalenost / Cas, pficemz naméfené hodnoty vzdalenosti i ¢asu jsou obé
nepiesné.

Rozsah téchto chyb muze byt vyjadien jako matematicka funkce citlivosti pouzitého
filmu, pfesnosti snimaci metody, presnosti urceni ohniskovych bodd pii méfeni, chyb
vzniklych pfi zaznamenavani ¢asu atd. Riznorodost téchto faktort ukazuje, jak komplikované
mohou tyto vypocty byt.

V praxi je dostacujici, Ze tolerance chyb jsou zjistény s odvolanim na zndmé vnéjsi
hodnoty. Jestlize je napiiklad znama hodnota vzdalenosti mezi vrchnim hlezennim kloubem
a kolennim kloubem, potom musime dospét ke stejné hodnoté i po sejmuti obrazu a provedeni

vypoctl (Janura, 2004).
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Zobrazeni dat

A%

Sledovat 1ze jednotlivy bod, spojnice bodu a t¢zisté. Je mozné zvyraznit tyto spojnice
a sledovat je béhem pohybu. Naptiklad spojnice mezi kycli a kolenem muiZze byt v pribéhu
urcité faze pohybu vyobrazena v jiné barvé.
urcity pocCet bodli. To znamend, ze body specifikace musi byt nejprve piifazeny k bodim
daného modelu. Ur¢ovani téZisté¢ je matematickym odhadem a je zaloZeno na zkuSenostech
a namétenych hodnotach. Piesné parametry pro vypocet téziSté jsou pro kazdého cloveéka
rozdilné, takZe s pouzitim jednoho modelu pro rizné typy lidi (muzi/Zeny, dosp€li/déti nebo
sprintefi/vytrvalci) by se mélo zachazet opatrné. Je mozné chybu minimalizovat pomoci
software dopliiku, jez umoziuje ziskani parametrii urcité osoby na ziklad¢ individudlnich
méteni (vaha, vyska, méfeni hrudniho kose, Sife zad, délka nohy atd.)

Nésledné zobrazeni (obr. 1) modelovanych dat v libovolné ose x, y, z 3-rozmérného
prostoru, spolu se sledovanim jednotlivych charakteristik — vzdalenosti, rychlosti, zrychleni,
uhly se sledovanim vlastni provedeni sportovniho vykonu dava do rukou trenéra velmi mocny

nastroj na posouzeni individualni technické vyspélosti sportovce (Sebera, 2006).
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Vysledek kinematické analyzy
¢ 3D model pohybu s moznosti nahledii a podhledt
¢ individualni biomechanické charakteristika skokana
e moznost srovnani dvou Spickovych skokanti, hledani jejich silnych a slabych stranek
e moznost dualniho porovnani parametrii vykonu, napt. pied zranénim a po zranéni
e hledani silnych a slabych stranek vlastniho vykonu

e kinogram

Vyhodnocovani dat

Nepieberné mnozstvi dat z 3D kinematickych analyz je na prvni pohled pro
vyzkumnika velmi potéSujici, nebot’ tusi, ze ma pted sebou velmi podrobnou podobu realného
pohybu a pfedpoklada, ze tam najde pfesné odpovédi na otdzky, které si pred vlastnim
vyzkumem polozil. Zejména zpocatku, kdy chybi vyzkumnikovi zkuSenosti s
vyhodnocovéanim, se prvotni nadSeni brzy proméni ve skepsi, nebot pouhd orientace
v mnozstvi namétenych dat je nelehkd. Natoz pak provadét jednotlivé dil¢i kroky vedouci
k naplnéni cila vyzkumu. Pro pfedstavu, pokud snimdme chtzi frekvenci 500 snimkt za
sekundu a nato¢ime a vyhodnotime 4 kroky, kdy kazdy trva primérné 0,55 s, tak mame
k dispozici 1100 udaji a sniméme-li 13 bodt (pro vytvoreni 3D modelu) na lidském téle, jde
pak o 14300 udaji. Experiment se mlze nékolikrat opakovat a pocet dat se tak nasobné

zvysuje.

Modelovani ¢asovych Fad pomoci waveleti

Wavelet transformace (WT) predstavuje novy matematicky prostiedek pro analyzu
signalti pomoci Wavelet funkei s aplikaci na Siroké spektrum redlnych signald, které zahrnuje
technologické Casové tady, biomedicinské signaly a obrazy, druzicové snimky, ekonomicka
data i lidskou te¢. V tadé ptipadl je problémem efektivni kodovani, komprese, potlacovani
rusivych slozek, modelovani a detekce dil¢ich slozek signalu. Mezi dtlezité vysledky téchto
studii patfi analyza a konstrukce wavelet funkei v analytické 1 rekurentni formé spolu
s popisem jejich vlastnosti. Wavelet transformace pfitom piedstavuje alternativni ptistup

k diskrétni Fourierové transformaci (FFT) pro analyzu nestacionarnich signalt a detekci
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bodi, pro které signal méni vlastnosti. Hlavni vyhoda WT spociva v jeji schopnosti analyzy

signalii s proménnym Casoveé-frekvencnim rozlisenim.

Multirozklad — Multiresolution analysis (MR)

Velice efektivnim a ¢asto pouzivanym zplisobem vypoctu Wavelet transformace je uziti
Mallatovy pyramidéalni struktury pro ur€eni pfislusnych koeficienti pro dany vektor. Z
hlediska metod zpracovani signalli se jednd o uziti nizkofrekvencniho filtru pro mezni
frekvenci v poloviné pftislusného frekvenéniho pasma pro funkci méfitka (a urceni
aproximativnich slozek signalu) a dale o aplikaci vysokofrekven¢niho (Wavelet) filtru pro
stanoveni detailnich slozek signalu. Tyto analyzujici posloupnosti jsou uzZity v konvoluci s
danym signalem a pfisluSny vysledek je dale podvzorkovan faktorem 2. Vysledkem jednoho
kroku dekompozice jsou v pfipad€ jednorozmérnych signali dvé funkce (Vesely, 1996).

Pro potieby zpracovani nestacionarnich signald je nutné provést detekci zmén a nalézt
hranice jednotlivych segmenti. Nalezené segmenty je moZno samostatné zpracovavat,
klasifikovat, provadét predikci apod. V soucasné dobé se ukazuje Wavelet analyza jako velice
vyhodnd metoda pro segmentaci. Jak je popsdno vySe, je zaloZena na aplikaci nizko
a vysokofrekvencnich filtrii na dany signal. Vysledkem jsou dvé nové posloupnosti, které jsou
oznacovany jako aproximacni a detailni slozka. Tyto nazvy vychdzi z pfedpokladu, ze kazdy
signal ma dulezité informace uloZeny v nizkych frekvencich, které postac¢i k aproximaci
daného signalu, zatimco vysoké frekvence nesou informace pouze zptesiuyjici, dokreslujici,
tedy detaily daného signalu.

Rozklad pomoci wavelet analyzy do 1. rozliSovaci hladiny je mozZno pouzit pouze
u testovacich signalli, které neobsahuji pfili§ mnoho frekvenc¢nich slozek. U technickych,
biomedicinckych, elektrotechnickych a dalSich signalii je potieba cely postup opakovat. Cely
postup odpovidd dekompozici podle Mallatova pyramidalniho schématu. Pro dekompozici do
druhé urovné pouzijeme aproximacni slozku z Urovné prvni. Dostaneme tak novou detailni
a aproximacni slozku. To znamend, Zze po dvou krocich mame signal rozlozen do dvou

detailnich a jedné aproximacni slozky.
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Srovnani s fourierovskou transformace

Pii rozkladu casové tfady (obr. 5, fada ,,s°) Ize stéZi pouZit standardnich statistickych
postupt, jakymi jsou napt. regresni analyza, nebot vstupni data nemaji funk¢ni ptedpis.
Klasicka statistika tady kon¢i a musi pfijit teorie zpracovani signélu.

Wavelet transformace se zjednodusené vysvétli tak, ze prochdzime po celém signalu a
hleddme shodu mezi matefskou funkci (obr. 3) a origindlnim signalem. Matei'ska funkce je
deformovatelnd ve 2 parametrech, které stanovi shodu (wavelet koeficeinty). Obrovskou
vyhodou oproti FFT je skutecnost, ze pokud zménime napf. posledni ¢ast signélu, pak se
nemeéni predchozi wavelet koeficienty. Narozdil od FFT, kde se zména projevi globaln¢ ve
vSech parametrech. FFT vypovida pouze o pfitomnosti frekvenci v signéle, netika vSak nic o

jejich umisténi v Case.

Pomoci wavelet baze Daubechies fadu 8 (jedna z tzv. matetskych funkci) jsme provedli
MR-analyzu na vstupnich datech (s, zaznam rychlosti plavce), jejimz vysledkem je 6
komponent. Aproximacni slozka al a 5 detailnich slozka d1 az d5 (obr. 5), kde plati s = as +
d; + dy + ds + ds + ds. Zplvodnich dat tak ziskavdme trendovou kiivku (as), spole¢né
s dal§imi aproximacemi, které uz posléze dovoluji ,,rozumnou® interpretaci, at’ uz pii
srovnavani dvou respondentll nebo pii hledani zmén u jednoho jedince (napi. pied a po
zranéni). Pro vypocty a vizualizace byl pouzit systém Matlab
(http://www.mathworks.com/products/matlab/index.html).

Ve prospéch waveletd hovoti predevSim myslenkova jednoduchost blizkd zabéhanym
fourierovskym pristupiim. Oproti nim vSak nabizi vétsi pruznost danou lokalnim charakterem
prispévkl jednotlivych waveletovych koeficienti ve waveletové ftad¢é. Naptiklad pfi
waveletové filtraci tedy postupujeme obdobné jako pii fourierovské filtraci, ovSem s tim
podstatnym rozdilem, Ze pii redukci wavelet koeficientd je vliv shlazeni pouze lokalni v
zavislosti na zvoleném urovni a nikoliv globalni. Waveletovy filtr tedy poskytuje vyznamnou
novou kvalitu v tom, ze se mlize adaptovat na lokdlni charakter dat. Tam kde data vykazuji
vys$i dynamiku, tj. nesou uziteCnou informaci ve vysSich frekvencnich pasmech, mizeme
miru redukce vysokofrekvencnich komponent snizit (neboli snizit prahovou hodnotu
signifikantnosti) a naopak postupovat v mistech, kde je zména jen pozvolnd. Tim se
odstrafiuje hlavni nevyhoda fourierovské filtrace, kterd v takovém piipadé mé tendenci

dynamicky usek ptehladit. Typickym piikladem miize byt rozvinéni v okoli nespojitych zmén
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(Gibbsuv jev). Toto je ovSem spiSe problém volby spravné strategie vyhlazeni, nez samotného
principu waveletové filtrace.
Jako Zadna jind metoda, nejsou ovSem ani wavelety universalni vSelék pro vSechny typy

uloh, ale v kazdém ptipad€ vyznamné obohacuji repertoar dosud bézné pouzivanych technik.
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Purpose

This paper presents a system for identifying people by their gait pattern. We take into
account different recognizable features which can be obtained by walking with help of the
SIMI Motion system.

In recent years we have witnessed a trend where we are increasingly dependent on
computers, especially in the form of information storage and processing. The same is true for
the biometric data, for automatic recognition of people based on their anatomical
characteristics (e.g. face, fingerprint, iris, retina) and behaviour (e.g., signature, gait) [1].
From these options we focus on gait, which is some way of expressing the human uniqueness.
What is more, there is considerable evidence that gait is unique in its ability to determine
one's identity [2, 3]. We can find several studies in areas such as biomechanics, mathematics
and psychology. Walking is ultimately attractive as a biometric identifier, because it does not
affect the measurement and recognition of the person under surveillance and can be detected
and measured in low resolution.

Gafurov [4] described an overview of biometrics systems of walking and general
procedures such as vision-based approach, the floor-based approach and a portable sensor-
based approach. Vision-Based Gait Recognition focuses on identifying individuals with
different features extracted from video sequences of walking people [5]. Compared to other
biometric features such as fingerprints, the vision-based gait recognition has the advantage of
being inconspicuous. Movement is probably the only perceivable biometric feature
from distance with a low resolution in comparison with systems such as facial recognition or
iris. Nixon et al. presented an extensive overview of different identification methods based on

human gait [6]. Most current approaches work on the basis of analysis of silhouette images in
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a sequence of characters walking man, e.g. trajectories, an estimate of the pace and stride
length, relative body parameters or changing angles of trajectory extracted from markers
arranged on the human body. Another way is searching of relationships and estimates
positions, velocity and acceleration.

In [11] a comprehensive survey of video based gait recognition approaches is
presented. Generally, gait recognition approaches can be roughly divided into two categories,
1.e., model-based approach and model-free approach. Model-free approach aims to extract
statistical features from the whole silhouette to identify individuals while model-based
approach aims to model gait explicitly. Model-based approach aims to explicitly model
human body or motion according to prior knowledge. Usually, each frame of a walking
sequence is fitted to the model and the parameters such as trajectories are measured on the
model as gait features for recognition. These methods are easy to be understood, however,
they tend to be complex and need high computational cost. Model-free approach does not
need the prior knowledge of the gait model. It compactly represents gait motion of the

walking human based on the gait appearance without considering the underlying structure.

METHODS
In our research we first describe SIMI system for obtaining the 3D coordinates of the

gait. Then we use MUFIN system to recognize the individual gait characteristics.

SIMI motion

Simi Motion is a motion analysis software. Its modular design means that
a customized system tailored to each user’s requirements can be quickly and easily produced.
Typical modules which are available are 2D or 3D kinematics (image based motion analysis),
inverse dynamics and support for several DV or high-speed video cameras and for EMG,
force plates, pressure distribution measuring equipment and other devices. Analog data
acquired simultaneously can be automatically synchronized with the video recording. Simi
Motion can be used in a wide variety of areas. In science and research it is especially
important to us to provide extremely flexible and technically highly sophisticated systems.
Simi Motion has been developed for use in biomechanics, sports science, neuroscience,
veterinary medicine, materials science, space research and many other fields: in fact,
everywhere where motion is an important factor. The 2D or 3D data of selected points (paths,

velocities and accelerations) can be calculated from the recorded videos and illustrated in
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diagrams synchronized with the video. In analyzing human movement, inverse kinematic
calculations based on certain anatomical markers can also be performed to provide the
following data: segment centers, joint centers, segment rotations, joint rotations, constraining
forces, resistive torques. A large number of mathematical functions such as filtering (moving
average, low-pass, high-pass), angle functions (3-point angle, angle to horizontal/vertical
etc.), frequency analysis and statistical calculations offer a huge potential for scientific

research. All the data can be used for further calculations or exported to other programs.

MUFIN Architecture

From a general point of view, the search problem has three dimensions shown in
Figure 1: (1) data and query types, (2) index structures and search algorithms, and (3)
infrastructure to run the system on. The MUFIN system [8][9] offers a complex solution that
is highly flexible in all three aspects.

Extensibility Q‘O > Scalability
; = Q-
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Edit distance O A \n Y
Jaccard's coef. % cf ‘%\" Nerwork %‘5 ;
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Earth mover's dist. infrastructure <« ¢

etc.
Infrastructure independence

cloud computing

Figure 1: The three aspects of the search problem in the MUFIN system.

The data processed in MUFIN are modelled using the metric space approach. It means
that the data can be practically anything that has a digital representation if a method to
measure their similarity exists. More formally, the mathematical metric space is a pair(D, d),
where D refers to a domain of data objects and d is a function able to compute the distance
between any pair of objects from D. It is assumed that the smaller the distance, the closer or
more similar the objects are and the zero distance means that the objects are identical. For any
three distinct objects x, y, z € D, the distance must satisfy properties of reflexivity, d(x,x) = 0,
strict positivity, d(x, y) > 0Chyba! ZdloZka neni definovina., symmetry, d(x, y) = d(y,
x)Chyba! ZaloZka neni definovdna., and triangle inequality, d(x, y) <d(x, z) + d(z, y). There
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are many functions satisfying such properties, for example, the commonly used Euclidean
distance on 2D or 3D coordinates is a metric function. It is also possible to use a non-metric
function — search is not so efficient since all data must be compared to a query to guarantee
the precise answer. Data can be searched by a number of similarity queries, including range
and k-nearest neighbor queries. From that point of view, the MUFIN system is highly
extensible multi-purpose engine that can supply efficient similarity search in various areas.

The MUFIN system achieves the search scalability by adopting paradigms of
structured peer-to-peer networks: (1) dynamically distributing workload on independent peers
for potential parallel query execution, (2) avoiding bottlenecks formed by a single entry point
or centralized directories — typical for traditional client-server architectures, and (3)
improving fault tolerance by replication of data and adopting multiple search strategies. It is
possible by using the concept of virtual processing units (peers) to which the MUFIN system
maps the respective parts of the search engine. Due to this open architecture, the system can
adapt to virtually any amount of data and also the throughput of the system — the number of
simultaneous queries that can be solved without slowing down — is increasing, since queries
can be posed from any peer.

Even though the ideas of the system design come from structured peer-to-peer
networks, MUFIN is perfectly suitable to run in more controlled environments like computer
clusters, GRIDs, or even multi-CPU servers. Actually, implementing a MUFIN searching
service on computing clouds (e.g., Amazon EC2) yields a cost-effective fully scalable
solution with guaranteed availability. The system hardware abstraction layer allows MUFIN
to map its peers onto different hardware architectures. This allows tuning the performance of
the system dynamically — if a higher throughput or faster query response is required, the
system can utilize additional hardware without changes in the underlying indices.

The implementation of MUFIN builds on a framework, called the Metric Similarity
Search Implementation Framework (MESSIF) [1], which is designed to ease the task of
building metric-based indexing techniques. Basically, the framework is a collection of
modules. The metric space module encapsulates support for metric data objects, the
operations module offers a framework for data querying and manipulation methods, and the
storage module provides interfaces for creating and maintaining various data storages. The
communication module allows exchanging information via the computer network by means of
sending and receiving messages. Modules for centralized and distributed index structures

encapsulate implemented indexing techniques providing a unified access to searching and
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data manipulation regardless of the particular implementation details. Finally, the statistical

module allows gathering performance characteristics of all the other modules.

Data Representation

We represent human motion by a structural model of the human body. This model is
used for the extraction of gait variables in the form of planar curves derived from graphs
indicating the distance of model’s components in dependence on time. A collection of these
gait variables forms a gait pattern which helps us to distinguish walking persons. Every
person is assigned with their gait pattern that can be compared with patterns of other persons
by a specific distance function.

The gait pattern is derived from the curves of distance-time dependency graphs for
points on the human body that correspond to significant anatomical landmarks. For our
human model, we suggest a 3-parameter structure (PO, PI, P2), where Pi represents a 3D
coordinate of head (P0), left wrist (P/), and right hip (P2) captured at given time. The gait
pattern G=(CI, C2) of each person is then formed by two discrete curves C/ and C2. The
specific value CI/t] represents the Euclidean distance between points PO and P/ captured at
time z. So the curve C/ illustrates how the distance between head and left wrist changes in
time as the person walks. The curve C2 represents the change of distance between points P0
and P2.

Two gait patterns Gi and Gj are compared by a specific non-metric function d. This
distance function is defined as the following.

DTW(G,.C1,G,.Cl) + DTW(G,.C2,G,.C2)

d(G,,G)) = >

The DTW function stands for the Dynamic Time Warping approach that measures similarity
between two discrete curves [10]. This approach does not require the same length of input
curves. In other words, the proposed function for comparing two gait patterns is based on

similarity of walking styles (curves C/) and similarity of physical characteristics (curves C2).

Results

We extracted gait patterns from 15 recorded walks that were acquired from 7 different

persons. All 15 extracted gait patterns were indexed by the MUFIN system. Individual
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patterns started at a different phase (e.g., the pose where the foot span is maximized or
minimized) and had a various length. The length of each walk was about 2-3 seconds, which
corresponded to 200-350 time moments recorded. In this way, the DTW function compared
curves having a variable dimension between 200 and 350.

We created a specialized web user interface for querying gait patterns. The screenshot
of this web interface is depicted in Figure 2. We evaluated effectiveness of the proposed
recognition function by evaluating similarity queries on each gait pattern recorded. In this
way, the MUFIN system evaluated 15 queries. For each query, all the gait patterns were
sorted according to their similarity to the query pattern. If the most similar pattern
corresponded to the query person, search was successful. The recognition rate over all 15
queries achieved the level of 47% (i.e., 7 queries out of 15 were successful). Such a quite low
recognition rate was primarily caused by the following factors: (1) inaccuracy of input 3D
coordinates acquired by Simi Motion software, (2) a various length of extracted gait patterns,
and (3) a different starting phase of gait patterns. Moreover, effectiveness could be further

improved by representing a gait pattern by more than two curves.

Similar gait sequences (251 ms)

T
0.0 B¥3.2085 1161.4432 1184 8597
Eind similar sequences Eind similar sequences Find similar sequences Eind similar sequences

Figure 2: Web user interface demonstrating search for the most similar gait patterns. The left gait
pattern (forentik 3 .txt) represents the query and the remaining three ones represent the most similar
patterns found (forentik 2 .txt is the most similar pattern to the query pattern). The query pattern is
represented by the red color shade (orange — curve C;, red — curve C,) and the specific found pattern
is denoted by the green color shade (light green — curve C;, dark green — curve C5).

CONCLUSIONS
We introduced a method of identifying people by their typical aspects of walking. We
created a data representation for the system MUFIN. We have also developed a feature
metrics for assessing the similarity of two data representations. To improve the gait
recognition algorithm it will be necessary to take further steps. In particular, these include:
e To enhance accuracy of extraction of gait patterns.
e To normalize extracted gait patterns in terms of the same length and starting phase.

e To represent a gait pattern by more than two curves.
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Economical time series prediction via wavelets (wavelet games)

Abstract: We analyze the exchange rate of US dollar to Czech crown and verify how
wavelets can help in identifying, estimating and predicting this economical time series. We
aim at exploiting how wavelets can discriminate among information at different resolution
levels. This paper is organized as follows: In section 2 we present a brief review of wavelets,
in section 3 we deal with wavelet-based de-noisation techniques and in section 4 we introduce

our experiments with wavelets.

1 INTRODUCTION

In this paper we propose to apply wavelet theory in forecasting economic time series.
The method consists of decomposing the series into its long-term trend and its detailed
components of the discrete wavelet transform of the series. Each component is then extended
to provide a forecast of the series. The method is applied to the data set of the exchange rate
of US dollar to Czech crown and the results are compared with the Box-Jenkins forecast of
the series.

When the wavelet transform has been carried out, the characteristics of the different
transients exist in the coefficients. The statement of the problem then is how to use the

characteristics contained in the coefficients so as easily categorize different faults.

2 MULTIRESOLUTION WAVELET TRANSFORM

The wavelet transform is one of the latest mathematical tools in the field of signal
processing. Its development can be traced to the Fourier transform. The Fourier transform has
long been successfully used in the analysis of stationary signals, however, in the case of
nonstationary signals, the Fourier transform has difficulties in presenting the time-localization
information. Nonstationary signals can be represented as a linear combination of
decompositions based on wavelets. The wavelet transform can be used because of its
effectiveness in representing transient signals due to its good localization properties in both
the time and frequency domains. This makes it possible to simultaneously determine sharp

transitions in the spectrum of the signal and in the localization of their occurrence.
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A function can be represented with an appropriate basis function. The complex
exponential (sines and cosines) functions are the basis functions for the Fourier transform. In
the wavelet transform, a set of wavelet functions is chosen as the basis. The set of basis
functions is obtained by dilating and shifting a prototype function called the mother wavelet.

One particular useful method to represent wavelets is by using different scales or
resolutions. The central part of this is multiresolution analysis.

The wavelet transform [Daubechies, 1993] can be thought of as the inner product of

the original signal with the basis function ¥ (t):
Wy f(ab)=[f()- ¥ (O)dt =< f,¥,, >,

where

1 (b
\Pa,b_\/gqj( a ) (1)

In discrete cases, the selection of a = 2", b = k 2" (k, m € Z) results in the dyadic wavelet
transform.

The definition of the wavelet transform shows that the wavelet analysis is a measure
of similarity between the basis functions (wavelets) and the original function. The calculated
coefficients indicate how close the function is to the daughter wavelet at the particular scale.
If the function has a major contribution at a particular scale, the coefficient computed at this
point in the time-scale plane will be a relatively large number.

An invertible transform can be obtained by a simple dyadic translation and dilation

scheme, which is based on functions ‘I’j PO = 212 \I’(2j t-k), where j, k € Z. That is, there

exist functions [ such that {[l;s; j, k € Z} forms a complete orthonormal basis of L*(R),
which is the space of the square integrable functions.
For a function f € L*(R), there is a wavelet expansion

F=3 Y<rw, v, @)

Jj=—0 k=-0
where < f, ¥, >= I f(® ‘I’;k (t) dt . That is, at each scale J there is a projection of fon some
linear space. This space can be alternatively spanned by translates of an accordingly dilated

and shifted version of a so-called scaling function [1. Let [11x(¢) = 27?00 (27t - k). Now the

wavelet expansion of the function f'is
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f :Z<f>‘DJ,k >0, , +zz<f’lPJ,k >Y,, 3)
% v

As stated above, the collection of translated scaling function from a fixed resolution scale
{lUix s k € Z} forms a linear space, say V;. The spaces are nested, ... c V; < Vs, < ..., 1In

L*(R). The collections of all these spaces form a multiresolution analysis.

Multiresolution analysis is a technique to determine the general wavelet transform. It
allows the decomposition of signals into various resolution levels. The data with coarse
resolution contain information about lower frequency components and retain the main
features of the original signal. The data with finer resolution retain information about the high
frequency components.

From equation (3), it is clear that a certain space V), can be separated into two
component spaces. One is called its subspace V', + ;, which has the same main features as V.
The other one, W 4, is just the difference of these two spaces:

Vi=Vyer+ Wi (4)

The basis for the space V; + ; will be the collection of translated scaling functions from the
fixed resolution level J + 1, and the basis for the space W ; is the collection of translated
wavelet functions from the particular level J.

The equation (3) and (4) demonstrate that an arbitrary signal can be represented as an
approximation part and a detailed part. This process is iterated, with successive
approximations being decomposed in turn, so that one signal is broken into many lower
resolution components. The original signal can be reconstructed from the sum of the final
approximation components and the detail components of all levels. This process is presented
in Figure 2. The cAs and cDs are considered as the output of bi-channels of a conjugate
quadrature filter. cA is from a low-pass filter and c¢D is from a high-pass filter. Each stage of

the process corresponds to a different scale.

Equation (5) is the fundamental equation for the multiresolution analysis [Daubechies,

1993]:
O()=2> ¢, D2t —n), (5)
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from which the mother wavelet 1s defined as

Y(t)=2) d, DQ2t-n), (6)

where d, and ¢, are quadratic coefficients.
3 THRESHOLDING

Many data operations can now be done by processing the corresponding wavelet
coefficients. For instance, one can do data smoothing by thresholding the wavelet coefficients
and then returning the thresholded code to the “time domain”. The wavelet coefficients
correspond to details. When details are small, they might be omitted without substantially
affecting the ,,general picture® Thus the idea of thresholding wavelet coefficients is a way of

cleaning out ,,unimportant* details considered being a noise.

» Hard thresholding
The policy for thresholding is keep or kill. The absolute values of all wavelet
coefficients are compared to a fixed threshold A. If the magnitude of the coefficient is less
then A, the coefficient is replaced by zero:
woeft, 23
o Lk
Hard thresholding is used when one is interested in the shortest possible wavelet code.

Long sequences of zeroes that are usually obtained in thresholded wavelet decomposition

vector are coded in an efficient way.

» Soft thresholding

Soft thresholding shrinks all the coefficients towards to origin. The formula is

d3l = sign(d )N d; |-A)

» Quantile thresholding
Let the rule for thresholding be given as

dquant — 0’ djk < P
e dy>p
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where p i1s a p-quantile of the set of all wavelets coefficients. For example, we might

want to replace 30 % of the smallest wavelet coefficients by zero.

» Universal thresholding
Donoho and Johnstone (1992) propose the universal threshold 2 = o+/2log(n) /\n on

data set where n is the sample size, [ is the scale of the noise on a standard deviation scale.

Universal thresholding can be hard or soft thresholding with the above defined A as threshold.

4 OUR EXPERIMENT

Our time series has 2650 items. The data set is listed in Appendix 1. Discrete wavelet
transform is applied to the first 2640 (the remaining ten items are used for final comparison)
to get the empirical wavelet smooth and detail coefficients. The original series is sum of these
components. The wavelet coefficients are shrunken by thresholding (soft, hard, quantile). The
ARIMA model and prediction is created in every resolution level. The prediction of the
original time series is sum of the predictions of the particular components. The best method
we can discover by comparing prediction with original last ten items via value RMSE (root
squared mean error).

The results are shown in Table 1. First column contains information about wavelet
function and about level of the multiresolution analysis (MRA). Individual thresholding
methods (no thresholding, soft and hard thresholding, 30-quantile and 70-quantile
thresholding) are in the first row. The rest of table contains RMSE values. To calculate the
RMS (root mean squared) error the individual errors are squared, added together, divided by
the number of individual errors, and then square rooted. RMSE gives a single number, which

summarizes the overall error.
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thresholding —
no soft hard 30_. 70_.
quantile | quantile
Daubechies: 6, | 100881 0.40117]0.40418 | 0335429 | 0.293880
MRA: 1 i ’ i i ’
Daubechies: 6,
MRA: 2 0,42441/0,30096 | 0,42444 | 0,274477 | 0,190078
Symmlets: 16,
MRA: | 0,39171(0,391670,39171{ 0,394008 | 0,190806
Symmlets: 16,
MRA: 2 0,416990,30066|0,417390,303546 | 0,192610

Table 1 RMSE values

5 CONCLUSION

How to obtain the best prediction?

What kind of a wavelet function to choose: There is not a large difference among
wavelets.

What kind of a threshold rule to use to obtain acceptable results: 70-quantile
thresholding yields the absolutely best result. This has nice “psychological” effect. We
replace 70 % of the smallest wavelet coefficients by zero and remaining 30 % coefficients
have sufficient and the sharpest information about the whole series. Figure 3 shows last 26
values of the original time series with the best prediction (Daub: 6, MRA: 2, 70-quantile)

Prediction of the original time series via Box-Jenkins without wavelet multiresolution
decomposition gives RMS error 0,309063. The improvement is 62,59 % (0,309063 /
0,190078) — 1 on confrontation with the best prediction via wavelets.

Using wavelets gives better results with prediction economical time series in
comparison with Box-Jenkins ARIMA model. This end however cannot be generalized
pursuant to one's example. Another study would create conditions or criteria, for which this

method can be use.
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Prediction and ariginal data
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Figure 3 Original time series with the best prediction
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Modelovani a prognézovani ¢asovych fad pomoci waveleti

1 Uvod

Teorie ,,waveletd (vlnek) je relativné novou oblasti aplikované matematiky s pocatky
sahajicimi do let 1982-84. Prostfedky Wavelet transformace se ve svych principech opiraji o
prace Josepha Fouriera, ktery v 19. stoleti polozil zéklady frekvencni analyzy. Tyto principy
byly zasadn¢ modifikovany zejména v poslednich 20 letech francouzkymi matematiky Y.
Meyerem, S. Malattem a I. Daubechies.

Teoreticky zdklad Wavelet transformace byl studovan v mnoha pracich a knihach,
které vesmées piedpokladaji u Ctenaie dosti vysokou uroven matematickych znalosti, a to
piedevsim z oblasti funkcionalni a klasické Fourierovy analyzy. Pfipadnym z4jemciim mozno
doporucit na uvod studia teorie waveletil ¢lanek doc. Veselého ,, Wavelety a jejich pouziti pri
filtraci dat . In ROBUST 1996. Praha 1997, s.241-272, ktery podava stru¢ny matematicky
uvod do teorie waveleti a waveletové filtrace .

Mezi dilezité vysledky téchto studii patifi analyza a konstrukce wavelet funkci v
analytické 1 rekurentni formé& spolu s popisem jejich vlastnosti. Wavelet transformace pfitom
pfedstavuje alternativni pfistup k diskrétni Fourierové transformaci pro analyzu
nestaciondrnich signali a detekci bodi, pro které signdl méni vlastnosti. Hlavni vyhoda WT
spociva v jeji schopnosti analyzy signalii s proménnym ¢asoveé-frekvenénim rozliSenim.

Mezi aplikace Wavelet transformace patii detekce slozek signidlu a dekompozice
signalu, komprese dat a potlaCovani Sumu. Problémy, které jsou uzce spjaty s timto tématem,
zahrnuji klasifikaci a predikci signalu, statistické zpracovani casovych ftad, analyzu
geofyzikalnich signali a analyzu obrazd.

2 MR - analyza

Velice efektivnim a Casto pouzivanym zplisobem vypoctu Wavelet transformace je uziti
Mallatovy pyramidéalni struktury pro urCeni piislusnych koeficienti pro dany vektor. Z
hlediska metod zpracovani signalli se jednd o uziti nizkofrekvencniho filtru pro mezni
frekvenci v poloviné pfislusného frekvenéniho pasma pro funkci méfitka (a urceni
aproximativnich slozek signalu) a dale o aplikaci vysokofrekvenéniho (Wavelet) filtru pro
stanoveni detailnich slozek signalu. Tyto analyzujici posloupnosti jsou uzity v konvoluci s
danym signalem a pftislusny vysledek je dale podvzorkovan faktorem 2. Vysledkem jednoho
kroku dekompozice jsou v piipad¢ jednorozmérnych signali dvé funkce.

Pro potieby zpracovani nestacionarnich signald je nutné provést detekci zmén a nalézt
hranice jednotlivych segmentl. Nalezené segmenty je mozno samostatné zpracovavat,
klasifikovat, provadét predikci apod. V soucasné dobé se ukazuje Wavelet analyza jako velice
vyhodna metoda pro segmentaci. Jak je popsano vySe, je zaloZena na aplikaci nizko
a vysokofrekvencnich filtrii na dany signal. Vysledkem jsou dvé nové posloupnosti, které jsou
oznacovany jako aproximacni a detailni slozka. Tyto nazvy vychazi z pfedpokladu, ze kazdy
signal ma dilezité¢ informace uloZeny v nizkych frekvencich, které postaci k aproximaci
daného signalu, zatimco vysoké frekvence nesou informace pouze zptesiuyjici, dokreslujici,
tedy detaily daného signalu.

Rozklad pomoci wavelet analyzy do 1. rozliSovaci hladiny je mozno pouzit pouze
u testovacich signall, které neobsahuji pfiliS mnoho frekvencnich slozek. U technickych,
biomedicinckych, elektrotechnickych a dalSich signélii je potieba cely postup opakovat. Cely
postup odpovida dekompozici podle Mallatova pyramidalniho schématu. Pro dekompozici do
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druhé urovné pouzijeme aproximacni slozku z urovné prvni. Dostaneme tak novou detailni
a aproximacni slozku. To znamend, Ze po dvou krocich mame signdl rozloZzen do dvou
detailnich a jedné aproximacni slozky.

3 Priklad - mési¢ni ¢asova fada vyvozu Islandu

Mame k dispozici 120 udaji mésicni ¢asové fady vyvozu Islandu, kterou mame k dispozici ve
form¢ bazickych indexti od ledna roku 1985 do prosince 1994 (zaklad je primér roku 1985).

Pribéh fady je zachycen na obr. 1. Z obrazku mizeme usuzovat, Ze ¢asova fada miize
byt nestaciondrni a obsahovat sezonni slozku. Prvnich 108 hodnot bude pouzito k vystavbé
modelu, zbylych 12 k posouzeni ptredpovédi.

Obr. 1 Pivodni ¢asova fada vyvozu Islandu

Wevor 15landu, bazicky index, prumer rok 1985=1, 1/1985- 121934
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Na zaklad¢ tohoto ARIMA modelu jsme provedli pfedpovéd 12 hodnot. Srovnadnim
origindlnich 12 dat provedeme vypocet hodnoty RMSE (root mean square error). V tomto
ptipadé¢ je hodnota RMSE rovna 0,381427. Tuto budeme posléze porovnavat s hodnotou
,,wavelet“ RMSE modelu.

Pomoci wavelet baze Daubechies fadu 8 jsme provedli MR-analyzu, jejimz vysledkem
jsou dvé komponenty. Aproximacni slozka Al a detailni slozka D1 — obr. 2.

Na té€chto dvou slozkach jsem provedli Boxovu-Jenkinsonovu metodu modelovani
casovych tad. U zjisténych ARIMA modelu aproximacni i detailni slozky znovu provedeme
predikci 12 hodnot a srovnani s originalnimi 12 daty. Provedeme vypocet hodnoty RMSE
(root mean square error). V tomto piipad¢ je hodnota RMSE rovna 0,364865.
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Obr. 2 Detailni a aproximacni slozka D1, Al
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Srovnadnim hodnot RMSE (root mean squared error) dvou metod bylo zjisténo, ze
predpovéd’ zalozend na wavelet teorie pfinasi zlepseni 4,5% (0,381427 / 0,364865) - 1.
Porovname-li tedy vysledky standardni techniky ARIMA a metody wavelet, lepsi vysledky
poskytuje wavelet metodologie. Dalsi studie by mély vytvofit podminky ¢i zjistit kritéria, pro
které je vhodné tuto metodou uzivat. Urcit¢ by vSak neméla tato moznost modelovani
casovych fad ptehlizena.
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Obr. 3 Srovnani ptivodnich hodnot, ,,wavelet* predpovédi a ARIMA predpovédi
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5 Zavér

Wavelet transformace predstavuje moderni matematicky aparat s rozsdhlymi aplikacemi
v fad€é oborii. Vyznam vyuziti Wavelet funkci spociva pfitom zejména v moZznosti jejich
vybéru podle chovéani dané Casové fady a v moznostech rtizného zptsobu dekompozice,
upravy a rekonstrukce signdlu. Z téchto divodi je tato tématika predmétem Sirokého zajmu
matematikll 1 inZenyri v oblasti teoretického popisu Wavelet funkei, jejich vlastnosti a dale
v oblasti jejich vyuziti.

Ve prospéch waveletd hovoti predevSim myslenkova jednoduchost blizkd zabéhanym
fourierovskym ptistupiim. Oproti nim vSak nabizi vétsi pruznost danou lokdlnim charakterem
ptispévki jednotlivych waveletovych koeficienti ve waveletové tad€é. Naptiklad pfi
waveletové filtraci tedy postupujeme obdobné jako pti fourierovské filtraci, ovSem s tim
podstatnym rozdilem, Ze pii redukci wavelet koeficientd je vliv shlazeni pouze lokalni
v zavislosti na zvoleném urovni a nikoliv globdlni. Waveletovy filtr tedy poskytuje
vyznamnou novou kvalitu v tom, Ze se mize adaptovat na lokdlni charakter dat. Tam kde data
vykazuji vyssi dynamiku, tj. nesou uzite¢nou informaci ve vysSich frekvencnich pasmech,
mizeme miru redukce vysokofrekvencnich komponent snizit (neboli snizit prahovou hodnotu
signifikantnosti) a naopak postupovat v mistech, kde je zména jen pozvolnd. Tim se
odstrafiuje hlavni nevyhoda fourierovské filtrace, kterd v takovém piipadé ma tendenci
dynamicky usek ptehladit. Typickym ptikladem miize byt rozvinéni v okoli nespojitych zmén
(Gibbstiv jev). Toto je ovSem spiSe problém volby spravné strategie vyhlazeni, nez samotné¢ho
principu waveletové filtrace.

Jako Zadna jina metoda, nejsou ovSem ani wavelety universalni vSelék pro vSechny typy
uloh, ale v kazdém ptipad€ vyznamné obohacuji repertoar dosud bézné pouzivanych technik.
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