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I. 6. Aplikace diferencialniho poctu ve slovnich
ulohach
Definice 23. Bud funkce f(x) definovand na mnoziné M. Existuje-li nejvétsi (nejmensi) hodnota
funkce f(x), nazgvame ji absolutnim maximem (absolutnim minimem) funkce f(x) na M. Absolutni
minima a maxima souhrnné nazgvame absolutnimi extrémy.
Jestlize tedy xo € M a plati f(x) < f(xo) pro vSechna x € M, fikame, Ze funkce f(x) ma na

M absolutni maximum v bodé xo. Podobné pro absolutni minimum.

Poznamka 24. Funkce nabygva absolutnich extrémi bud v bodech lokdlnich extréml nebo v

krajnich bodech intervalu (pfipadné zadného globdlntho extrému nenabgva).
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(284) Obdélnik ma obvod o, urcete jeho strany a, b tak, aby jeho obsah byl maximalnt.
Resent:
Ze zadani plyne, zZe platt
o—2b
2

Obsah obdélniku je roven S = a-b, coz mGzeme pomoci predchoztho vztahu vyjadrit jako
funkci proménné b, tj.

o=2a+b) = a=

o—2b 0 2
S(b) = > -b—z-b—b,
pro niz hledame maximum. Proto must platit
0 0
/ b = - — 2 == = —,
S'(b) 2 b=0 = b 1

Ovétime, ze nalezeny bod je skutecné maximem, tj.

b 1 03] (3
sgnS’ | + —
S 7N

Dopocitdme druhy rozmér obdélniku. Proto a = % = 7. CoZ znamena, Ze obdélnik

s maximalnim obsahem pfi pevné zadaném obvodu je pravé ctverec.
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(285) Urcete takové nenulové realné cislo x, ze jeho rozdil s prevracenou hodnotou druhé
mocniny tohoto cisla je maximalnt.

Reseni:
Ze zadani plyne, ze hledédme maximum funkce

1
f(x) :x—;.

Proto musl platit
2
F)=1+5=0 = x=-V2
Z nasledujicl tabulky plyne, Ze nalezeny bod je skutecné maximum, tj.
]G] (2
sgn f’ + —

f /! N
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(286) Urtete rozméry otevieného zahradniho bazénu se ¢tvercovym dnem daného objemu 32 m?
tak, aby se na vyzdént jeho dna a stén spotiebovalo minimum materidlu.

Reseni:

Méjme takov(to bazén

V=ad’v = v=—.

Funkce urcujicl obsah dna a stén je
S=a’+4-v-a = S(a)=d’

kterou chceme minimalizovat. To znamena, Ze
Sla)=2a- 3 =0 = a=VIV 3

Ziskali jsem skute¢né hledané minimu, nebot

a |[(0,4)](4,00)

sgnS’| — +

S NS

Rozméry optimalntho bazénu tedy jsou 4 x 4 x 2.
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(287) Muz v lodce je vzdalen 12km od pobfezi (majictho tvar pfimky). Chce se dostat co
nejrychleji do mista na pobrezi, které je od néj vzdaleno 20 km. Rozhodnéte, kde se ma

vylodit, vite-li, ze dokaze veslovat rychlosti 6km/h a po bfehu se pohybovat rychlosti
10 km/h.

Reseni:

Situaci ze zadani lze znazornit takto

16 km
16-x

X

pobrez

Pricemz bod A jeho v{jchozi pozice a bod C je misto vylodént, které mize byt v kterémkoli
bodé na plézi, tj. v rozmezi bodi D az B vcetné. Plati tedy

ACPF =122+x* = |AC| =144 +x2.

Hledany cas je souctem doby jizdy na lodi a dobou, kterou muz puljde po plazi, tj. (¢as =

drdha
rgchlost)
_ _|AC| | |CB] V1M1 16—x
t—t]+t2—T+W = t(X)— 6 + 10 °
Standardnim postupem najdeme stacionarnt bod(y), tj.
, 2x 1 X 1
t'(x) S -

= ——:O

2:6-/1444x2 10 6vV144 +x2 10
= 10x=6144+x2 = 100x* =36(144 +x*) =
= 64x*=5184 = x=+9

je zfejmé, Ze plati x € [0, 16], proto mame jedin{ staciondrni bod x = 9 (hodnota x = —9
by odpovidala zrcadlové situaci na levé strané a dostali jsme ji diky pouziti neekvivalentni
upravy pri resent predchozi rovnice). Ovérime, zda jsme obdrzeli skutecné extrém

X [0,9) | (9,16]
sgnt’ | — +
t NS

Ponévadz hodnota x mGze nabyvat i meznt hodnoty intervalu, nasli jsme lokalni(!) mini-
mum. Musime porovnat funkéni hodnoty v lokdlnim minimu a v krajnich bodech, t;.

16 18 10
— 2 t(0) =

t(9)
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Nebot plati t(9) < t(16) < t(0), nalezli jsme globalni minimum pro x = 9. Proto se muz
must vylodit ve vzdalenosti 7 km od cilového mista.
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(288) Do rotacntho kuzele o poloméru podstavy 1 a vysce h vepiste valec (s polomérem R
a vyskou H), kterg ma:
i) nejvétsi objem;
i) nejvétsi obsah plasté.
Re3eni:

i) Situaci zndzornime na obrazku
4

———
"‘
.

-

-
—"
.
.

ze kterého plyne, ze

td o — h H  h-H N B B N
g(x_r_r—R_ R r r—R R
R T r(h—H)
— == R=—7"——".
= h—H h = h
ProtoZe objem valce je ddn vztahem V = mR?H, ziskdme funkci prom&nné H ve tvaru
r’(h — H)?
V(H) :ﬁTH.
Nyn( urcime stacionarni body, tj.
/ Ttrz 2 2
2 2
N h—H)[—2H+h—H] = %(h—H) [—3H 4+ h] = 0,

coz davd dva staciondrni body H = h (tato hodnota ovSem dava vélec s maximalni
moznou vysSkou a nulovym polomérem, tedy neni potieba tento stacionarni bod uva-

Zovat) a H = % ktery je skute¢né hledangm maximem, nebot plati

H 103 6N
sgnV' |  + —
v 2N
_h
Nasli jsme tedy valec o rozmérech H = % akR= r(hh3) = % o maximalnim objemu
V = 4mr’h
27
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it) Obsah plasté valce je dan vztahem Q = 27tRH, coz s vyuzitim predchozich vjpoctl

znamena
Q(H) = ZT[MH.
h
Deriovovanim )
, T
Q'(H) = T (h—2H) =0

najdeme stacionarnt bod, ktergm je hodnota H = % (jednd se skute¢né o maximum).
Hledan( valec ma rozméry H = % a R =3 a maximélnim obsahu plasté Q = T"Th
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(289) (,Problém liného kosa“) Na ploté, jehoz viska je 1 m, sedi kos. Ve vzdélenosti 15 m od
plotu roste strom, kterj ma vétev ve vysce 3 m. Na zemi mezi plotem a stromem jsou husté
rozsety zizaly. V jaké vzdélenosti od plotu ma kos sezobnout zizalu, aby proletél trasu
plot — Zizala — strom po pfimkach a po nejkratsi draze?

Reseni:

Situaci zndzornime na obrazku (vzdéalenost x je misto sezobnuti zizaly)

3m
Tm

o B
X 15-x

z néhoz je patrné, ze vzdalenost, kterou kos musi uletét, je dana funkct
fix) =vVx2+1++/(15—x%x)2+9.
Ve stacionarnim bodé jisté plati
X 2x — 30

f'(x) = + =0,
(x) Vx2+1  24/(15—x)2+9
a proto
15 —
CoOs X = > x cos [3.

X
VxIF1  JO5—x)2+9
To ovSem znamenad, Ze o« = 3. Nynt jiz z podobnosti trojuhelnikii dostaneme
x 15—x

1 3
Nalezen( bod je skute¢né minimum, nebot plati

= 3x=15—-x = x=3,75.

X (0;3,75) | (3,75;15)

sgn f’ — +
f N /
Proto aby kos sezobnul Zizalu a pfitom urazil nejkratsi drdhu, must ji sezobnout 3,75m

od plotu.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

|. 6. APLIKACE DIFERENCIALNIHO POCTU VE SLOVNICH ULOHACH 333

(290) Do rovnostranného trojuhelniku o strané a vepiste rovnoramenny trojihelntk maximal-
ntho obsahu tak, aby vrchol proti jeho zdkladné lezel ve stfedu strany rovnostranného
trojuhelniku.

Reseni:

Znézornime si oba trojuhelniky na obrazku

Je zndmo, Ze v rovnostranném trojuhelniku platli v = 73a, z ¢ehoz plyne |CFl=v—w =

?a —w. Proto mizeme v trojihelntku CDF spocitat

z

5 z a 3
tg30 = ——2— - ==——W.
I Ga—w T 272 3"
Proto mGzeme obsah hledaného trojihelniku vyjadrit pomoci w ve tvaru
zw  aw V3
S = = — W
W=7=7"3"

Nyni najdeme stacionarnt bod

a 2V3 3a V3a

S, e — = O - =
Wy=5—-—3w - WE4A 4
Nalezli jsme skutecné maximum, viz
w (o) | ()
sgn S’ + —
S /! N

Dopocitame druhg rozmér trojuhelniku
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Jesté musime ovérit, ze nalezeny trojuhelnik je rovhoramenng, to ovsem plyne z vypoctu

tgox =

| S

2
ZTW:@ = = 60°.

, s ’ 2 Y V3a 4 a
Tedy, hledany trojuhelntk ma vysku 73 a délku strany 3.
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(291) V&S pritel, pozemnt inzengr, se na Vas obratil s prosbou o pomoc. Dostal za tkol vypro-
jektovat uprostfed pozemku tvaru ¢tverce o strané 1,5 km 8 sousedicich parcel uréenych
ke stavbé luxusnich vil. Parcely must byt obdélnikové, ve dvou fadach po Ctyrech a vi-
méra kazdé z nich must ¢init 120 art (tj. celkem 960 ari). Kolem kazdé parcely must Va&s
pritel nechat postavit cesty. Pritom dlouha spojovaci cesta mezi fadami po ¢tyrech bude
na obé strany vyvedena mimo pozemek a napojena na silni¢ni sit oblasti. Tyto napojovaci
cesty budou financovany plné z fondu EU, takze jejich cenu nent potfeba uvazovat. Jaké
rozméry parcel poradite, aby se za stavbu cest co nejvice usetfilo?

Reseni:

Problém, kter§ musime vyresit je znazornén na Obrazku 35.

OBRAZEK 35. Parcely a cesty.

Je ziejmé, ze délka cesty (a tim i jeji cena) bude minimalni, bude-li minimalnt délka cest
po strandch jednotlivgch parcel. Tim se ndm problém zjednodusil na nasledujici.

d d d d

OBRAZEK 36. Parcely bez cest.

Na Obréazku 36 jsou zndzornény jednotlivé parcely a je pritom zanedbdna sirka cesty. To
mizeme provést, nebot plochy cesty vyznacené cervené na Obrazku 37 je nutné vybudovat
vzdy, at uz je pomér stran parcel jakykoli, resp. jde o napojovact cesty financované z EU.
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OBRAZEK 37. Neménné {ésti cest.
Budeme tedy vychazet z Obrdzku 36. Celkova plocha parcel je dle zadant 960 ard, tedy

S=4a-2b=_8ab = 960.
Nasim cilem je minimalizovat délku cest z Obrazku 36, tj.
O=12a+10b — min.

Ze vztahu pro obsah plochy snadno dostaneme, ze

12
b 120
a

coz dosadime do vztahu pro délku cest (,obvod” parcel). Tim ziskame funkci jedné pro-
ménné a mizeme formulovat extremalnt ulohu
1200
O(a) =12a+ —
a
Méjme pritom na paméti, Ze pozemek, na kterém pracujeme, ma tvar Ctverce o strané
1,5km, tj. 1500 m a poznamenejme, e jednotky, které pouzivdme jsou ary (1 ar = 100m?),
tedy vSechny vgpocty délek provadime v desitkach metr. Odtud

min.

2b < 150, 4a < 150,
2@<150, a<§.
a 2
150a > 240,
..

5

8 75

Hledame tedy globalni minimum na intervalu [5,7

jejt stacionarni body.

|. Funkei O zderivujeme a najdeme

1200

O'(a) =12— - =0,
X
12a% = 1200,
a = =%10.

Protoze —10 ¢ [2, 2], tento bod nds nezajima. Porovnejme funkéni hodnoty v krajnich
bodech intervalu a hodnotu ve stacionarnim bodé.

O (%) =33 =769,2,

0 (2) =482,
O(10) = 240.
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Hledangm minimem je tedy nas stacionarnt bod. Nynt snadno dopocitdme rozmér b.
b— 120 120

= — =12.
a 10

Za danych podminek jsou tedy nejlepsi volbou parcely o rozmérech 100 x 120m, pricemz
vétsi rozmér je vertikalnt.

Poznamka 25. Cilem Prikladu 291 bylo naznacit zplsob, jakgm je mozné redlné zadant
zjednodusit za ucelem zprehlednént vjpocti. Poznamenejme, Ze jakékoli zjednoduSovant

by vzdy mélo byt radné zdivodnéno a samoziejmé nesmi nijak ovlivnit vsledek.
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(292) V tovarné na vyrobu kalkulacek zjistili, ze pokud vyjadii vynos a naklady jako funkci
proménné x reprezentujicl pocet kalkulacdek (v tisicich) vyroben(ch za hodinu, obdrzi
funkce:

r(x) =9 pro vgnos,

c(x) = x> — 6x% + 15x pro naklady.
Urcete pri jakém objemu v(roby bude mit tovarna nejvétsi zisky.
ReSeni:
Nejprve naformulujme problém. Protoze

zisk = vgnos — naklady,

obdrzime pro zisk funkci

p(x) =1(x) —c(x) = —x> + 6x* — 6x
a hledame jeji maximum.

pP'(x)==3x*4+12x—6=0 & x=2+V2.

Zjistéme nyni, pro ktera x dana funkce roste a pro kterd klesa. Vzhledem k tomu, ze
nelze vyrobit zaporny pocet kalkulacek, zajiméd nas jeji chovani jen na intervalu [0, 0c0).
(Samoziejmé neni redlnd ant vyroba a prodej nekonec¢ného poctu kalkulacek, ale hornt
omezujict podminka pro nas nent dostupna. Visledek musime vhodné interpretovat a pfi-
padné omezujict podminku najit, nebo pozadovat od zadavatele problému.)

x 1(0,2—v2) | (2—v2,2+V2) | (2+V2,0)
sgn f’ — + —
f N\ / N\

Nejvétiho zisku tedy tovarna doséhne pii vgrobé 2 + v/2 tisic kalkulatek za hodinu (4.
cca 3414 kalkulacek za hodinu).
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(293) Popiste drahu svételného paprsku z bodu A v prostiedi s rychlosti Sifent svétla ¢; do
bodu B s rychlosti Sifeni svétla c,. Hranici mezi prostfedimi uvazujte rovnou.
ReSeni:
Nejprve zadany problém dikladné graficky znazornime. Pfitom vyuzijeme faktu, ze priroda

se chova vzdy efektivné, takze svételny paprsek vyuzije trasu, kterd je nejméné casové
naro¢nd. Drahou tedy bude lomend ¢ara. Na Obrazku 38 je znazornéna modre.

4 1. prostredi

2. prostredi

OBRAZEK 38. Draha svételného paprsku.

Z Obrazku 38 je zfejmé, ze popis drdhy provedeme pomoct thlu dopadu 0; a Uhlu lomu
0,. Pritom jsme jako bod P oznacili bod, ve kterém svételn( paprsek prochdzi z prvniho
do druhého prostiedi. Pritom soufadnice diilezitgch bodi jsou:

A = [0, al, P = [0, x], B = [-b,d].

Dokéazeme-li tedy popsat vztah thli 8; a 0;, budeme schopni napf. ze znalosti polohy
zdroje svétla a Uhlu dopadu dopocitat bod B, nebo ze znalosti poloh bodd A a B dopocitat
vzdalenost x a tedy polohu bodu P apod. Zdiiraznéme, Ze osa x se kryje s hranict danych
prostiedi. Jednim z nejzakladnéjSich fyzikalnich vztaht je vzorec

v=s-t = t=—,
v
kde s znacl drdhu, v rychlost a t ¢as. OznaCme cas, ktery potiebuje svétlo pro cestu
z bodu A do bodu P jako t; a cas, ktery potiebuje svétlo pro cestu z bodu P do bodu B
jako t,. Z Obrazku 38 je ziejmé, ze plati

L AP VR

1 )

C1 C1
PB| /b2 + (d—x)?
t) = = :
(%) Cq

Celkovy cas je samoziejmé roven souctu t; + t, a je zavislgy na pozici bodu P, tj. na
velikosti x. Naformulujme extremdlni problém:
var—+x? b2+ (d —x)?

t(x) = + —  min, x € [0, d].
Cq Cq
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Najdéme nynt vztah popisujict stacionarnt bod funkce t a dokazme, Ze jde o globdlni
minimum. Nejprve ji zderivujeme podle proménné x.

X d—x

civaz+ x? a co/b2+ (d—x)2

Vsimnéme si, ze (opét viz Obrazek 38)

t'(x) =

. X _ d—x
sinf] = —— sinB; =

VaZ+x2’ b2+ (d—x)?

Celkem jsme dostali, ze pro hledany stacionarni bod plati

sinB; sinO;

t'(x) — = 0.
Cq Co
Tedy
sinB;  sin6; ()
Cq - C )

Tento vztah je ve fyzice zndm jako Snelldv zékon (Willebrord Snellius rozeng Willebrord
Snel van Royen, 1580 — 1626, Leiden, Nizozemsko; prvnim objevitelem tohoto zakona je
Abu Sa'd al-'Ala’ ibn Sahl, cca 940 — 1000, Bagdad).

Abychom byli zcela korektni, musime ovsem jesté dokdzat, Ze popsany stacionarnt bod
existuje a ze jde skutecné o globalni minimum. Dosadime-li do piivodntho vztahu pro
derivaci funkce t body 0 a d, zjistime, ze

t'(0) = 0 — d—0 ——L<O
cvazi+02 /b2 +(d—0)?2 c;VvVb? 4 d? ’
d d—d d
t'(d) = — = > 0.
C]\/Clz+d2 sz/bz—f-(d—d)z C]\/Clz+d2

Protoze je t’(x) funkce spojitd na intervalu [0, d] a ukazali jsme, Ze ma v krajnich bodech
tohoto intervalu opa¢nd znaménka, existuje (dle prvni Bolzanovy véty) takové xo € [0, d],
Zze t'(xo) = 0. Tedy stacionarni bod existuje. Spo¢téme nyni druhou derivaci funkce t
a pokusme se urcit, zda je na intervalu [0, d] konvexni, nebo konkavnt.

a? b2
3 + 3
ci(a+x2)2 ¢ [b2+ (d—x)22
takze funkce t je na intervalu [0, d] konvexni. Odtud plyne, Ze stacionarni bod popsany
Snellovgm zdkonem je jedingm lokalnim minimem funkce t. Vzhledem k tomu, Ze druha
t” je na [0, d] kladn4, je na celém [0, d] funkce t’ rostouci. Navic jiz vime, Ze t(0) < 0
a t(d) > 0. Funkce t tedy z bodu x = 0 klesa do bodu x = %y a z néj pak roste do

bodu x = d. Bod x = % je tedy opravdu globalnim minimem funkce t a draha svételného
paprsku je popsana Snellovym zakonem spravné.

t"(x) = >0, Vxel0,dl,
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(294) Chceme prestéhovat zebrik chodbou Sirokou p metrd, kterd se pravouhlou zatdckou mént
na chodbu Sirokou q metrl. Jak( nejdelsi zebrik lze touto zatackou pronést ve vodorovné
poloze? (Jeho Sitku zanedbejte.)

Reseni:

Nejprve zadany problém dikladné graficky zndzornime. Zeb¥ik je na obrazku 39 zna-
zornén modre. Prondsime ho ve vodorovné poloze, ale samoziejmé tak aby jeho stupy
sméfovaly dold, tim bude Sifka prondSeného objektu redukovana na nékolik centimetrd.
Ze zadani mame tuto Sitku pro jednoduchost zanedbat. Poznamenejme, ze je skutecné

efektivni nejprve vyresit takto zjednoduseny pfipad obecné a Upravy provadét az se zna-
losti jeho vysledku bud obecné, nebo uz pro konkrétni pfipad.

S >

Gomreane
O

>
[0,0] A=[a,0] X

OBRAZEK 39. Prichod zebtiku.

Nejprve zdlraznéme souradnice vyznamnych bodu:

A =la,0] bod dotyku na vnéjst zdi vodorovné chodby,
B =1[0,V1?— a?] bod dotyku na vnéjsi zdi svislé chodby,
R =[p,q] roh chodby o kterg se miZe Zebfik zaseknout.

Pro ucely vgpoctu je tedy uzite¢né predstavovat si, ze zebrik neseme tak, ze jeho konce
drhnou po vnéjSich zdech zatdcky. Nasim tkolem je urcit takovou délku zebtiku 1, aby se
zebrik rohu R jen dotkl, ale nezasekl se.

Nejprve urcime rovnici primky, na které lezi zebtik. Jeji parametricky popis je (pomoci
bodii A a B):

X = a+ at,
y=0—+1P—a%t, teR.

Vyloucenim parametru t ziskdame obecnou rovnici

X Yy -
PRV
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342 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

pricemZ dotyk nastane pro [x,y] = [p, ql. Tj.

p q
L —1=0
a + 12 _ aZ
Je zfejmé, Ze plati
E ﬁ —1>0 zebrik projde bez dotyku,
L — sebiik se zasekne.
a 12 — a?

Oznalme levou stranu piedchozich vztaht jako funkci f proménné a. Zeb¥ik projde zatac-
kou jestlize bude tato funkce nezaporna, pfitom proménnou a ma smysl uvazovat pouze
v intervalu (0,1). Tim jsme pfipraveni formulovat extremalnt tlohu:

_P q .
fla) = a + \/ﬁ —1 — muh, aec (O, ).

Najdéme stacionarnt body funkce f.

' P aq _
f((l) _F (lz—az)% _0)
a*q—p(1>—a?)i =0,
a’q’ = p3 (I~ d?),
1
a==+ P

(p5 +43)2
Protoze jde o délku, zajimad nas pouze kladn( vysledek (zdpornd hodnota navic nendlezi
do intervalu (0,1)). Ozna¢me nalezeny stacionarni bod
p3!
0= 2 2.1
(p3+q3)2
Nynt ur¢eme pomoci druhé derivace zakfivent funkce f na intervalu (0, 1).

y 2p g —a?)? +3aq?(1? — a?)2
f"(a) = + =)

Funkce f je tedy konvexni na celém intervalu (0,1), a bod a, je tedy bodem minima.
Nyni zbygva jen urcit maximalni moznou délku zeb¥iku. Dosadme bod ay do funkce f.

(p% +4qi)
— 1.
1
K dotyku dojde, tedy zebfik bude nejdelsi mozny, jestlize f(ay) = 0. Odtud

3 >0, Vae(0,1).

flag) =

Za podminek a hodnot ze zadan( je nejvétst mozna délka Zebriku, ktery projde zatdckou,
(p3 +q3)3.
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