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I. 2. Limity posloupnosti a funkci
Limita posloupnosti

Definice 3. Necht je dédna posloupnost {a,} a ¢islo A € R. Rekneme, Ze posloupnost {a,} md
limitu A (ptSeme lim,_,, a,, = A), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € N takové, Ze pro

kazdé n > ng plati, Ze |a,, — A| < ¢, nebo-li

Ve > 0 dny € N tak, ze Vn > ng plati |a, — A| < e.

Definice 4. Rekneme, e posloupnost {a,} md limitu +oco (piSeme lim,_ o, a, = +00), jestlize
ke kazdému A € R existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng platt a, > A (a, < A), nebo-li
VA >0 (A <0) Ing € N tak, Ze Yn > ng plati a, > A (a, < A).

Pokud lim,_,,a, = A a lim,_,,.b, = B, kde A, B € R, plati nasledujici pravidla pro pocitant
s limitami:
im0 |an| = |A| )
umn—)oo(an + bn) =A+ B)
limyoo(an - by) = A - B.

Jestlize navic B # 0, pak platt
a, A

"

im0 b_n =

lim (1 + l) =e,
n—oo n

lim Yn=1,

n—oo

ohranic¢end posloupnost

Dulezité vzorce:

lim

=0.
n—oo posloupnost jdouct do =+ oo

Neucité vyrazy:

0
0o —o00, —o0o+o00, O0-(Ffoo), =£—, o 0%, oo 1%,

o0
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(69) Z definice limity dokazte, ze plati
n

1.

lim =
n—oo N + 1

K cislu ¢ = 0,1 uréete ny.

Resent:

Ke kazdému € musime najit pfislusné n, tak, ze plati nerovnost z definice, tzn.

n
_— < &€
n+1 ‘
Proto feSenim dostaneme
n—n-—1 ne 1
— <™ s
‘ n+1 ‘ n+1

1 1
(:)n+1<E:>n0:: t—]JJﬂ,

kde |-] znaci (dolni) celou ¢ast Cisla. Pro e = 0,1 médme ny = 10.
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(70) Z definice limity dokazte, ze
lim n = oo.

Redeni:
Méjme dle definice A € R. Musime urcit ny tak, aby

Yn > ng platilo a, > A, t.n>A,
proto ng := max{1 + |A|, 1}
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(71) Udejte priklad posloupnosti a,, a b, takovych, ze limy_,oan, = 0 a limyoby = 0

a zaroven a a
. . n
lim —= =1 nebo lim —= =0.
n—oo n n—oo n
ResSeni:
1 _

_ 1 1
—aan—ﬁ,bn o

ReSenim jsou nap¥. posloupnosti a, = b, = —

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

86

|. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(72) Vypoctéte

Reseni:

n__3n
3n

lim
n—oo
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(73) Vypoctéte

Reseni:

l 3n?+1
im ——.
n—oo 3N -+ nz

lim 3n?+1 ’ n?(3+ %
nL>003n+nz_ni>ngo nz(%-i-])
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(74) Vypoctéte

lim (n? —5n —1).
n—oo

lim (m?>—=5n—1) = lim n? (1 —E—]—) = 00.

n—oo n—oo
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(75) Vypoctéte
. =8nt+e6en+7
lim
n—oo 2n+5

Reseni:

=8l +ten+7 . n(-8n+6+7)
lim = lim L
n—oo 2n+5 n—oo n (2 + %)

= —OQ.
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(76) Vypoctéte

lim <\/(n+a)(n+b) —n>.

n—oo

Reseni:

n—oo n—oo

lim <\/(n+a)(n+b)—n) = lim [<\/(n—|—a)(n+b)—n>

Mm+a)(n+b)—n? , (a+b)n+ ab
=l = lim =
nooo /(m+a)n+b)+n  noe/(n+a)(n+b)+n
' n(a+b+ ) a+b
= lim =

(i) 2
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(77) Vypoctéte

n—oo

lim ( n+\/ﬁ—m).

Reseni:

t (R vaT) =t | (i) R -

— lm n+yn—2n+1) - —n—1+n B
oo /mbymAV2n+T e /b y/mnHv2n+ 1
\/ﬁ(—ﬁ—%ﬁﬂ)

= lim = —0Q.

“*°°\/ﬁ<\/1+¢%+\/2+\/%7)
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(78) Vypoctéte
lim <\/9n2 —4— 3n> .

n—oo

Reseni:

) . Vo2 —44+3n
2 _ \/
TLltm (\/ 2 —4 3n> = nlgn [( o2 —4 3n> 5T 1.3

i A - ~0
om0 \/9nZ —443n noeo /9N —443n

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 2. LIMITY POSLOUPNOSTI A FUNKCI 93

(79) Vypoctéte
lim <\/9n2 —4— 2n> .

n—oo

Reseni:

) . Vo2 —44+2n
N _ /on2
TLltm ( n?—4 2n> —nlgn [( mn?—4 2n> 5T 11 2

In?—4—4n? n(5n— %)

= lim = um
nHOOw/9TL2—4—|—2TL nﬂoon< /9_%_{_2)

= OQ.
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(80) Vypoctéte

lim (\/zn+3—\/n—1>.

n—oo

Reseni:

VInF3+vn—T1]

lim (\/2n+3—\/n—1): lim [(\/zn+3—\/n—1)

. n+3—(Mn-1) . n+4
— l.l.m = le —=
n—oo\/2n+3+yn—1 noco\/2n+3+yn—1
ﬁ<ﬁ+¢iﬁ>

= lim = 00.

AR
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(81) Vypoctéte

lim
nibe ot 18n

vn2+1—16n
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(82) Vypoctéte

V2nS +3n+ 14+ v5n2 +3n
im .
nooo /213 +4n+ 1 — /51 + 1

Reseni:

T e BV O Ll o hiaitoid I
. _

V23 +4n+1—v/65m° +1 : 5
n—oo — n—oo
n n 5n n5/3<\/%+ﬁ+ﬁ—3/5+%>
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(83) Vypoctéte

ReSeni:
/ 1

1 1 a-l—T—L—i-\/E
lim n~<\/a+——\/a>: lim n~<\/a+——\/a> =
n—oo n n—oo n /a+%+\/a

1

. 1 1

= limn Cl—l—n a ltm

n—oo /a—i—%—f—\/a n—oo /a—f—%—f—\/a 2\/6
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(84) Vypoctéte

lim cos —.
n—oo n

lim cosl = cos < lim l) =1.
n—oo n n—oo 1N

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 2. LIMITY POSLOUPNOSTI A FUNKCI 99

(85) Vypoctéte

lim (1 + cosnm).

Resent:

lim (1 4+ cosnm) =14 lim (cosnm) =1+ (£1) = limita neexistuje.

n—oo n—oo
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(86) Vypoctéte

lim (1 4 sinnm).
n—oo

lim (1 +sinnm) =1+ lim (sinnm) = 1.

n—oo n—oo
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(87) Vypoctéte
lim 2n +sinn
n—oeco 3N — 1

Resent:

iy 2htsinn n (24 son) limy, o 02 =0 2
i 3n—1 It n(g_Tll) nebot —1 <sinn<T1| ~ 3"
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(88) Vypoctéte
lim V5n.

n—oo

Regeni:
lim V51 = lim (%%) =1,
n—oo n—oo
neboft plati lim, o /1 = 1. Nechft plati
Yn=1+h,,
kde jisté h,, > 0. Musime proto ukdzat, ze lim,_,,, h,, = 0. Postupnymi tpravami obdrzime
Yn=1+h, /"
—1
n=/(1 +hn)n:1+hn+¥hﬁ+---+h2
0
n> n(nz_”hi >0

O<—0§hﬁ§L—>0
n—1

proto z Véty o limité seviené posloupnosti (téZ ,0 dvou policajtech”) plyne limy_,o, hy, = 0.
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(89) Vypoctéte
lim /.

n—oo

Reseni:

lim ¥/n = lim ({‘/H)I/ZZ\/T:L

n—oo n—oo
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(90) Vypoctéte
lim V2™ 4 3™,
n—oo
ReSeni:
Zadanou posloupnost miizeme omezit

3 V3 < Y2 F 3 < Y3130 lim V230 =3 lim V2 =3,

n—oo n—oo

proto z Véty o limité seviené posloupnosti plyne lim,_,o, V/2™ + 3™ = 3.
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(91) Vypoctéte

Reseni:

2 2n 2n - 2n
im () w2 () g 2 (LR
n—oo n—] n—oo n—] n—oo TL—]

14+ —— 14+ — =o00-(e-1) = oo.
n—1 n—1

. 2n 1 n . n
= lim 2 1+—1 = lim 4

n—oo n— n—oo
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(92) Vypoctéte

Resent:

) T\" . n—1\" 1
lim({1——) =lim|—— ] = - =
n—oo n n—oo n limp o (%)

1 1
limn—>oo ( n—1 )TL limnﬂoo [(1 + _])n71 (1 + —]):|

1 1
n— n—
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(93) Vypoctéte

1 3n
lim (1 + —) .
n—oo n

Reseni:

-I 3n ] n-q3
lim <1+—) = lim {(14——) } =e’.
n—oo n n—oo n
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(94) Vypoctéte
1 n+5
lim (1 + —) .
n—oo n

Reseni:

= e.

(103) (3)

1 n+5
lim (1 + —) = lim
n—oo n n—oo
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(95) Vypoctéte
lim 1+l i
n—oo 51’1 )
Regeni:

1/5

<1 + %)Em] = Ve.

-I n
L (1 +a> = lim.
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(96) Vypoctéte

1 n+6
i 1 .

Reseni:

1 n+6 1 Z(2n+3)-3
Li 1 = i 1 _
nbrﬂo( +Zn+3) nbn!o( +2n+3)

7/2

1 m+3 1 —9/2 /T
1 1 — Vel
( +2n+3) < +2n+3) ¢

= lim
n—oo
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(97) Vypoctéte

lim 1 cos n®+1
n—oo 2T1 — ]
Regeni:
Nebot plati
n?+1 1 1 n?+1 1

<1 = OH——<—cos ——>O,

—1 <
Tscoss— < n n—1-

plyne z Véty o limité seviené posloupnosti lim,_,q, ( cos ;TL—JF}) =0.
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(98) Vypoctéte
.24 (=2
lim ———

n—o0 2-4n
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(99) Vypoctéte

lim (n+2)!—3n!
n-ooo (M+2)+1 '

Reseni:
lim m+2)!—3n! i Mm+2)n+1)n!—3n!
nooo M+2)4+1  nHe N4+2)n+1)n!+1

i Mm+2)n+1)-—3
= lim

n+3n+2-3

= um = lim
nooo (M+2)(n+1)+ 2 noeon?+3n+2+ L oo l4 345 4
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(100) Vypoctéte

Reseni:
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(101) Vypoctéte

1 +2+-4n
lim 5 .
n—oo n
Reseni:
. 1T+2+---+1n | ve jmenovateli je soucet . s+ . nz(%‘Fﬁ) 1
lim . Sy .l = lim ¥— = lim ————"~ = |
n—oo n? aritmetické posloupnosti nooco M2 n—oo n? 2
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(102) Vypoctéte

lim L + ] +ee !
noee\1-2 23734 m—1)-n/)"
Redeni:
Rozkladem na parcialni zlomky obdrzime

1 1

1
(k—1k k—1 k'

Proto mGzeme spocitat

lim L + 1 +o ] =
noee\1-2 2.3 3.4 m—1)-n)
11

n—»oo(1 2 2 3 m—1) n
= lim (1—l>:1
n—oo n
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(103) Najdéte hromadné body posloupnosti

{ 2Tl7'[}oo
c0Ss —— .

3 n=1
Reseni:

Vzhledem k periodicité funkce cosx miizeme rozliSit nasledujici situace (k € N)

2 k *
n=3% = {COSE:COSG—WZCOSZHZ]} ,

3 3 T
n=3%k-1 = coszrw[—cos.6k7t_27t—cos.ZTE——1 h
N 3 3 N 3 2 k:]’
n=3k—-2 = coszﬂt:cos.mt:cosél—ﬂz—1 .
3 3 3 2

1

271%™ ma hromadné body 1 a —3.

Tedy posloupnost {cosT o
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(104) Najdéte hromadné body posloupnosti

1T+ (-1 ™
{ 2 }n—1 .

Uvazujme nésledujict dvé varianty (k € N)

1+(—1)“_1+(—1)2k_1+1_1 =
2 B 2 2

Reseni:

n=2k = {

T4 (=) T4 (=1 1-1 }°°
2 2 2 .

Tedy posloupnost {ﬁ}m] md dva hromadné body 1 a 0.
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(105) Urcete limsup a liminf posloupnosti

Reseni:

Vzhledem k charakteru funkce sinm stacl uvazovat nasledujict varianty (k € N)

2n7r 4% , 4km 4, =
= — = =1-0=0
n=4k = — sin T sin 4 o (1) .
2 o0
o Ak—1 T V2 1
n=4k —1 { X sin <k7t—1>—1-<:F7> =3 y
k=1
nt 4k—2 . T o
n=4k—2 { S.an—:4k_1 sin? (kn—z> :1-(:F1)2:1}k_],
2 o0
,nm 4k—-3 ., 3m V2 1
— — —: —_ :1 — — —
n=4k—3 { sin 4k_25m (k ) > >
k=1
To znamena, ze
lim sup " M) =1 4 liminf sin? 21 ) — 0
n—oo TL—I—] n—oo n ]
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Limita funkce

Definice 5. Necht xo, L € R* = RU{+00}. Rekneme, Ze funkce f ma v bod& x, limitu rovnu &slu
L, a piSeme limy_, f(x) =L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje okoli O(x,) bodu
Xo tak, Ze pro vdechna x € O(xp) \ {xo} plati f(x) € O(L), neboli
VO(L) 3O0(xo) tak, ze Vx € O(xo) \ {xo} platt f(x) € O(L).
V podani ¢ — & definice to znamena:
e vlastni limita ve vlastnim bodé (xo,L € R, limy_, = L)
Ve>0B0>0VxeR: 0<|x—xol < b= |f(x)—L| <g
e nevlastni limita ve vlastnim bodé (xo € R, limy_,, = £00)
YVMeRI>0VxeR: 0<x—x%xol < 0= f(x) >M (f(x) < M);
e vlastni limita v nevlastnim bodé (L € R, lim, ,1,, = 1)
Ve>0dKeRVVxeR: x>K (x<K)=|f(x)—L| <e¢
e nevlastni limita v nevlastnim bodé (limy_, 1., = F00)
VMeRIKeRVXeR: x>K (x<K)=f(x) >M (f(x) < M).

Pokud existuji lim,_x,f(x) = L; a lim,_,g(x) = L, kde xo € R* a L;,L, € R (obé limity
jsou vlastni), platt nasledujicl pravidla pro pocitani s limitami:

limy iy, [F(x)] = Ll
lime oy (f(x) £ g(x)) =L £ Ly,
limy oy, (f(x) - g(x)) = Ly - La.
Jestlize navic L, # 0, pak platt

limy 1) L
X—X0 g X) - ]_2
Dalezité vzorce:
1\"* sinx
lim (1+—) —e,  lmYx=1, lim X,
x—+oo X—00 x—oo X
X _‘] X __
lim smx:]) lim < =1, lim = =lnaq,
x—0 X x—0 X x—0 X
ohranicend funkce
im =
x—oo funkce jdouct do =+ oo
Neucité vyrazy:
0
00 —o00, 0-(£o0), i—g, o 0% o0 1%,

Spojitost funkce

Definice 6. Necht x, € R. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé x,, jestlize

lim f(x) = f(xo).
X—X0
Necht nyni funkce f nent spojitd v bodé xo. Potom rozliSujeme nasledujict pripady.
e Existuje vlastni limita limy_,, f(x) = a, ale a # f(xo). Potom bod %y nazgvdme bodem
odstranitelné nespojitosti funkce f. (Pfitom pripoustime i situaci, kdy hodnota f(xy) nent
definovana.)
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e Existuji ob& jednostranné limity lim, - f(x) = a7 a lim, s f(x) = ay, ale a; # a;.
Potom bod x, nazgvame bodem nespojitosti prvniho druhu (nékdy také skokem) funkce f.

e Alespoii jedna z jednostrannych limit funkce f v bodé x, neexistuje nebo je nevlastnt.
Potom bod %o nazgvame bodem nespojitosti druhého druhu funkce f.

Definice 7. Nechf (a,b) C R. Rekneme, Ze funkce f je spojitd na intervalu (a,b), jestlize je

spojitd v kazdém bodé xo € (a,b).

Poznamka 8. Necht x, € R. Rekneme, Ze funkce f je v bodé x, spojitd zprava, jestlize

lim f(x) = f(xo).

+
X—)XO

Rekneme, Ye funkce f je v bodé xo spojitd zleva, jestlize

lim f(x) = f(xq).

X=Xy
Rekneme, Ze funkce f je spojitd na intervalu [a,b] C R, jestlize je v bodé a spojité zprava, v

bodé b je spojitd zleva a je spojita v kazdém bodé x, € (a, b).
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(106) Vypoctéte limitu

Regenti:
lim 1 — 3 —lim1+x+xz_3—llm—xz+x_z|9|—
=1\ —x 1—=x3) x5 1—x3 T o1 1 —%3 ol ™
(x—1)(x+2) —(x+2)

= li = lim ——= = -1
it (T—x)(T+x+x?) bkl + x + x?
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(107) Vypoctéte limitu

Lm—x+]_
x—)3X2—5X+6.
Regeni:
lim Vx+1 lgl lim \/x-l— —2 Vx+1+2
x—>3X2 5x + 6 0 X— 5X+6 Vx+14+2

lim x+1—4 . 1 1
T (x—3)x—2) (WXt T+2) e (x—2)(VxrT+2) &
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(108) Vypoctéte limitu
. tgx —sinx
lim — 3
x=0  sin”x

Resent:

. tgx —sinx oM sinx 1 1
ltm—g 3 |O| = lim <% 3 = lim —— = — =
x—=0  sin’x x—0 sin” x x—=0 [ cosxsin“x  sin“x
1 — cosx 1 — cosx ) 1 1
= lim ———— |°| = lim = lim = —.

x—0 oS X sin? X x—0 (T —cos?x)cosx  x—=0 (14 cosx)cosx 2
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(109) Vypoctéte limitu

. tgx
lim 9%
x—0 X
Reseni
tgx oo . [sinx 1
lim ox _ lim £X = |im . =1
x—0 X x—0 X x—0 X COoS X
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(110) Vypoctéte limitu
li

x—0

Resent:
2
.l —cos2x+tg°x
lim - = lim
x—0 xsinx x—0

1 — cos 2x + tg*x
m .

1 — cos?x + sin’x +

sin x
cos2x __

2sin’x sin
xsinx  xcos?xsinx

sinx sinx 1
+ 5 = 3.
X X cos?x

Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/“xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 2. LIMITY POSLOUPNOSTI A FUNKCI 127

(111) Vypoctéte limitu

Resent:
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(112) Vypoctéte limitu
lim 2572,
X—00

Resent:

N 7 . . f(X)
lim 252 diky spojitosti funkce a

= Zumx—mo % = 23 = 8
X300 mizeme limitu prepsat
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(113) Vypoctéte limitu

. 1

) sin2x\ '
lim .
x—0 X

Reseni:
. 14x musime vyuzit exponencialni
. (sin2x , , . (1) In sin2x
lim funkci, nebot proménnd x = lime x =
x—0 X

je v zakladu i v exponetu funkce 0

— elimeso[(1)Inse] _ (n2 _ 5
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(114) Vypoctéte limitu
sin4x + sin 7x

im -
x—0 sin 3x

Resent:

lim . = lim
x—0 sin 3x

sin4x 4+ sin 7x ) <sln 4x 4x  3x sin7x 7x  3x ) 4 N
x—0 o g

Wi~
|

4x  3x sin3x 7x  3x sin3x
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(115) Vypoctéte
. TIX +sinx
lim

x—00 2X 4 COS X

. Tx+sinx v L .
lim ————— | 2, v Citateli i jmenovateli vytkneme x | =
x—00 2X + cosx | ®

IWEEE i ST
_x—>002—|—% 240 27
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(116) Vypoctéte
lim el e’
x—0 sin2x

X

. e*—e” 0 “rur N . e*—e X
im— | o rozsifime 7| = lim - — =
x—0 sin2x x x—0 X sin 2x
0 eX—1—e*+1 T
- xﬂ) X sin2x
X
) eX—1 e ™1 1 1
= lim + e 2— =1.
x—0 X —X 2_5u21xx 2
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(117) Vypoctéte
' x> 4+x—6
im —=—-.
x—2 x2 — 3x +2

Reseni:
XX —6 L . ¥ -
lim ——— | o Y- Cislo 2 je korenem obou polynomd | =

x—2 X2—3X+2
o (x—=2)(x+3)
= lim =
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(118) Vypoctéte

VI4+x—vV1T—x
m .

li

x—0

X

Regeni:
: ¢1+X_V1_X 0 yrvy V1+x+V/1—x
igg ™ | o» rozsifime VA==
VT x—V1T—x V1+x+V1—x
= lim . —
x—0 X VIiHx+v/1—x
T4+x—14+x B

— L
XEgx(\ﬂ—i—x—i—\/]—x)

2
1.

= lim =
=0 /T x+ VT —x
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(119) Vypoctéte limitu

Reseni:

l x
lemZX2—3X+2'
2 2
: X Al 1 X
lim s 32 ol =lim x—2)(x—1)’
lim X |i| =00
o (x—2)(x—1) 1o :
2
. X i
I e el =

Protoze limita zprava je rGizna od limity zleva, zadand limita neexistuje.
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(120) Vypoctéte limitu
lim — 2
x—4x2 —7x +12°

Reseni:

x—5 x—5 — 4"
i 1| = {+OO x ’ = limita neexistuje.

lim ————> =
712 M A —3)x—4) 15
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(121) Vypoctéte limitu

VI+x—V1+x2

lim
v T x—1
Regeni:
1 1
] _ ] 2 \/7_C ;+]— ;+X
lim VItx - vVI+x = lim <\/ \/ ):—oo.

RS IV
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(122) Vypoctéte limitu
lim

Vx—+ 13—

2v/x + 1

x—3

Reseni:

x2—9

VX HT13=2x+1 (VX FTI3=2Vx+ T Vx+134+2vx + 1
lim 5 = lim 5
X3 x2—9 x—3 x2 —9 VX +134+2vx+1
lim x+13—4x —4 . —3x+9 B
3 (2 —9) (VX +13+2vx+ 1) x3(2—9) (VXx+13+2Vx+1)
— lim —3(x —3) 12| = tim —3(x —3) B
x—3 ( N (Vx+13+2vx+1) X—>3(x 3)(x+3) (Vx+13+2Vx+1)
-3 1
= i ——.
B (x+3) (Vxr13+2vx 1) 16
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(123) Vypoctéte limitu

VX —2x+6— VX2 +2x—6
lim .
x—3 x2 —4x+3

Reseni:

VX —2x+6—VX2+2x—6
lim =

x—3 x2 —4x+3
, VX2 —=2x4+6—vVX2+2x—6 VX2 —2x+ 6+ VX2 +2x—6
= lim 5 =
x—3 x2 —4x + 3 VX2 —2x+6+Vx2+2x—6

lim X2 —2x+6—(x*+2x —6) |
23 (x2 —4x + 3) (\/x2—2x+6+\/x2+2x—6)
—4(x — 3) 1

= lim =—=.

X*}S(X_‘I)(X_3)(\/X2_2X+6_|_\/X2—|—2X—6) 3
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(124) Vypoctéte limitu

lim VX2 4+ T+ /x
i .
x—00 VX3 +x —x

Regeni:
1 1
‘/X2+1+\/7_C_ ' X( 1+X—2+7{>

lim = lim =—1.
X—00 14/X3+X_X X—00 X(4 l+l3_-]>
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(125) Vypoctéte limitu

o 2x—3
lim — .
x—0 sinx
Reseni:
lim — | - | ,
x—0 SlNX
2x —3
-3 _3
im — = == = _x0
X0t sinx | sor = | ’
2x —3
lim =3 3| = 0.
x—0- sinx l sin0 0 l

Protoze limita zprava je riiznd od limity zleva, zadana limita neexistuje.
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(126) Vypoctéte limitu
x* —1

im—--.
x—0 CoSX — 1

) x2—1
lim ——
x—0 CoSX — 1
x2—1
7

im !
x—0T COSX —
I —1 _
cos0——1

cos 0+—1

x*—1
im
x—0- oS X — 1
Protoze limita zprava je rovna limité zleva, zadané

ox2=1
lim ————— = 0.
x—0 cosX — 1

00,

Q.

limita existuje a plati
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(127) Vypoctéte limitu
im 2 x4 1
x—00 3 2%+ x2 — 1"

Resent:
2+ x4t 1 21+ %+ L
lim Lj_ | nejrychleji do oo jde 2* | = lim (045 +35) =
x—oo 3+ 2% 4+ x x—00 2x(3 __zl)
]+ X + X 14040 1
X‘L”;o3+2__z_ s | =
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(128) Vypoctéte limitu

2log, x — 31+ 15x°

oo 3 logg x + 3* — 5x°

Reseni:

, Zlogéx—3"”+15 6
lim
x—oo  3loggx + 3* —

= lim

X—00

(T -3+

| nejrychleji do oo jde 3* | = lim =

X—00 3x(3l‘;96x +1— 3X)

2logg x 15x
3x 3+ 5
3[096x

0-34+0
0+1-0

+1-3
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(129) Ze znalosti grafi zakladnich funkci urcete limitu.

lim e®9x,
Xx—2m
ResSent:
lim ect9x | gootg2n™ _ q—00 _— 1 _ 1 | = 0.
e oo

X—27m
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(130) Ze znalosti grafii zakladnich funkci urcete limitu.
lim (5% + 2).
Reseni:

lim (5% + 2) |5é+z:50+z — 3.

X—00
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(131) Vypoctéte limitu

VT Hx—=V1—x
lim .
x—0 X

Reseni:

li

N V1 +x—/1T—x . (\3/1 +x—=VT—x VA +x)24+ VT —x2+ /(1 —x)2>

x—0 X x—0 X \3/(1 +X)2+ \71 _X2+ \3/(] _X)z
) T+x—(1—x)
= lim =
X—’Ox<{‘/(1 +x)2+ V1T —x2+ /(1 —x)2>
= lim 2 -2
= L _3°

x—>0x<\3/(‘| +x)24+ V1 —x2+ \3/(1 —x)z)
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(132) Vypoctéte limitu

lim (\/x2+x+1—\/x2+x>.
X—00

Reseni:

lim (x/x2+x+ —\/x2+x> =

VX2 4+ x+1+Vx2+x
X2 4+x+1—vVx2+x
<\/ v )\/x2+x+1+\/x2+x

= lim _
X— 00

1
= lim =0
x=00 /X2 +x+ T+ VX2 +x
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(133) Vypoctéte limitu

lim
x—0+

[

. J1 1 \ﬁ J1 1 1
lim — 4/ =F/ === —1/- - | =
x—0+ X X X X X X
. J1 1 \ﬁ J1 1 1
= lim —F+\/ -+ oA\ -+ =
x—0t X X X X X X
1 1 1_1 1 1
. X+ X+\/: X X+ X \/)_(
= Llim vy~
x—0+ \/)_c
¢+i+%+¢—%+ﬁ

= lim 21+ VX =
Vet Ve -1 - Vs Vo
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(134) Vypoctéte limitu
lim VX

Y SRSy

Regeni:
lim VX = lim VX

X
— 1.
X+ /X + VX Ux \/1+ /%+\/Qj3
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(135) Vypoctéte limitu

lim 1 — 1
xl—>2 x—2 x2 —4 )

Reseni:
l 1 0 Xx+2+1
wn\x—2 x—4) S e—4
: x+3 +oo x — 2F . o
:linz i Dx=2) 2] = {—oo . 27’ = limita neexistuje.
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(136) Vypoctéte limitu
. sin4x
lim

=0 /THx—1

Resent:

lim sin4x —lim( sin4x \/1+x+1>_umsin4x(\/1—|—x—|—1)
=0 /THx—1 x0\VTHx—1 VT+x+1 X0 T+x—1

ind
— lim {4- X (\/1 —|—x—|—1>} — 3.
4x

x—0
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(137) Vypoctéte limitu
X3+ 2x
lim ————.
x—=-2 Xt—x—6

Reseni:

x3 4 3x? + 2x Cox(x+2)(x+1)
dm —a——¢ I5l = 161 =
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(138) Vypoctéte limitu

(1 4+ ax)
lim ———.
x—0 X
Reseni:
In(1
i M09 (ln(1 n ax)%> funkee Inx |
x—0 X x—0 je spojita

x—0 z—=+o0

=ln{ lim (1—|—l) } =ln{ lim [(14—1)
u—=+oo u u—=+oo u

e W

=t [lim(1+ax)*| |z =1 :ln[ lim <1+9)Z} lu=z] =
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lim x — —

(139) Vypoctéte limitu
arcta +1 =
X—00 x+2 4

Reseni:

= lim x (arctg xtl — arctg 1) | arctgx — arctgy = arctg %, proxy >—1| =
x—00 X

= lim xarctg %—_] = lim xarctg xtlox=2 = lim xarctg ! .
X300 1 % —00 X+2+x+1 x>0 2x+3

Nynt vgraz u limity upravime

Proto
. x+1 7w\ 1 1 1 z B
lim x (arctg i Z) = lm {z (tg_z —3) (—z)} = Zzlm (_tg_z +3Z> =

+3z) = 1 ilm <—i . cosz+3z> = —%.

sinz
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(140) Vypoctéte limitu

Reseni:

1 — cosx

w0 x (VT +x—1)

= u
x—0

"‘(x(

(1 —cosx) (\/1 —I—X—I—])

. 1 — cosx
lim

X (VTEx— 1)

1 — cosx VI4+x4+1
Vitx—1) VT+x+1

X 1—cos
| sin$ = +,/—5>%

)

x(1+x—1)

st

]

m

2(VT+x+1)sin*3
x2

)

NIx

= li
x—0

(e
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(141) Vypoctéte limitu

Resent:
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(142) Vypoctéte limitu

cos: —sin%

lim 2 2,
x—%  COSX
Resent:

x Lox x N

cos ¥ —sin% cos¥ —sin%
lim 2 2 | cos 2x = cos?x —sin’x | = lim 2~ =

x—Z  COSX x5 cos? 5 —sin” §

. cos 3 —sinj ) 1 V2

:llnl( ¥ —sin%) (cos3 +si 5)_chosﬁ+sin5_2°

x—% (cos§ —sin3) (cos5 +sin3) x—3 cos 5
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(143) Vypoctéte limitu

sin (x — %)

lim e/,
X% ‘/7§ — CosXx
Reseni:
i _m i _n in0 . a9 i oAB a—p
. sin (X 6) stn (X 6)+sm sin ot + sin B = 2sin 5% cos 52
lim V3 = um P 2 si 20c+[3 . %c—)B
s 7T —_ JR— e — —_—
x9F Y3 _cosx 0§ C0SE—COSX cos ot — cos 3 = —2sin %= sin %5
. x—I x— T _z
. 2sin—* cos —°* . C0oS —5®
= lim = = = lim T =2
X726 —2sin 45— sin &5 X7% sin *
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(144) Vypoctéte limitu
. cos2x —sin2x + 1
lim -
XX oS X — sinx
Reseni:
l cos2x —sin2x + 1 l cos?x — sin’x — 2sinx cosx + 1
U oS X — sinx x— I oS X — sinx
2 cos®x — 2sinx cos x 2cosx (cosx — sinx)
= lim . = lim . = lim (2cosx) = V2
. Cc0SX — sinx X I COSX — sinx x— T
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(145) Vypoctéte limitu

) er_]
lim
x—0 X
Regeni:
2x _] Z,_‘I Z_]
lim & |z:2x|:lim<e '2):2~lim<e ):2_
x—=0 X 20 z 20 z
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(146) Vypoctéte limitu
lim v cosx + x + 2.

x—0
Reseni:

) o
lim V/cosx + x + 2 = lim ex n(cosx#x+2)
x—0 x—0

nebot platt

n (cosx +x + 2) +oo x — 37,
lim =
x—0 X —o0 x — 3T,

proto obdrzime

0 x — 3T

x—0

N —— +oo x =37 - L
lim Vcosx +x + 2 = ltn?) ex n(cosxxt2) { " = limita neexistuje.
X—
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163
(147) Urcete druhy nespojitosti v bodé xo = 0 pro funkce
1
sinx CoS X ex +1
fi(x) = , falx) = y B0 =x], filx)=—=
X X ex —]

Reseni:

Ze zakladnich vzorct vime, Ze limy_ Sizx = 1. Funkce f; také nent v O definovédna, proto
Vv Xo nastdvd odstranitelnd nespojitost.
Pro funkci f; spocitdme limitu ptimo, tj.

i cos X | 1 | +oo x — 01,
im =

0 x 10 —00 x — 07,
coz znamena, Ze v Xy nastava nespojitost Il. druhu.

Pro funkci f3 je nutné si uvédomit, jak se pocita celd ¢ast redlného cisla — je to vlastné
nejblizs{ mensi celé Cislo, proto plati

0 x—0"
Li ’
xﬂ)LXJ {—1 x — 07,

tedy funkce f; md v bodé x, nespojitost |. druhu.
Limitu funkce f4 si rozdélime na dvé moznosti

tudiz funkce f4 mad v bodé x, nespojitost |. druhu.
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(148) Urcete, zda je dana funkce spojita/spojita zleva/spojitd zprava v bodech —mt/2,0,1, 2,3, 4.
Jestlize je nespojitd, urcete druh nespojitosti.

(cosx x < 0,

1 0<x<1,

2 x=1,
=14, 1<x<2,

X 2<x<3,

\(st)z x > 3.

Reseni:
Nejprve si pro nazornost ukazme graf této funkce. K vyresent prikladu samozrejmé nent
nutny — stact spocitat prislusné limity a funk¢ni hodnoty.

5

EE

Reeni prikladu shrnuje nasledujici tabulka.

X0 Y 1 2 3 4
f(xo) 0 1 2 2 3 1
lim 0 1 1 1 3 1
X—>X0
l'tm+ 0 1 1 2 00 1
X*}Xo
lim 0 1 1 neex. | neex. 1
X—X0
spojitad zleva ano | ano ne ne ano | ano
spojita zprava | ano | ano ne ano ne ano
spojitad ano | ano ne ne ne ano
druh nespojitosti | — | — | odstran. | skok | 2. druh | —
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