I. Diferencialni pocet
funkci jedné promeénné

I. 1. Opakovani a auvod do matematické analyzy

Zakladnt vzorce

Poznédmka 1. Nejde o tplny prehled. Je uvedeno pouze znéni zadkladnich vzorci bez ohledu na
to, kde (ne)jsou definovany. Nékteré vzorce lze snadno odvodit z ostatnich zde uvedenych.

e Mnohocleny

a =a ab + b~ a =(a a” F ab + ,
(a+b)>=a?>+2ab+1b? 34+ =(a+b)(a?F ab+b?)
az—bzz(a—b)(a—f—b)) no__ = m n—i i
(a+b)® = &+ 3a?b + 3ab? £ b’ (a+b) —i%(i)“ b

e Mocninnd funkce

021) a%:\r/a,

a
a "= %, aras = ar+s,
(ar)s — aT‘S.
e logaritmus a exponencidla
log,x =y & x=aY, logy = loga — log b,
[Og 1 = O’ lOga aX =X = all)gaX)
log,a =1, Inx =lgx = log, x, e =2,71828...,
loga® =bloga, log, b = 29 — Inb,
log(ab) = log a + log b, e e
e Goniometrické funkce
tgx = 20X cos 2x = cos? x — sin®x,
cotgx = 2, sinz’z‘ = Iox
sin®x + cos?x = 1, cos? ¥ = Hhcosx,
sin2x = 2sinx cos x,
A0 AOFHEE
sinxo%g%‘;’] tng‘/T§1\/§—
cosx]?? 2o cotgx | — [ V3| 1 \/750
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S leal)o

e Ostatni

» Komplexni cisla (C)
2 =1,
a+1ib =a—1ib,
a’+b? = (a—ib)(a +ib).

» Kvadraticki polynom P(x) = ax? + bx + ¢
D = b% —4ac,

_ —b+vD

X12 = —34
P(x) = a(x —x1)(x — x2).

» Doplnéni na ctverec
ax? +bx+c =a(x? + 2x + £),
X 4px+q=(x+5)2—2 +q.

Realna disla

Definice 2. Bud A # () uspofadana mnoZina, B C A, B # (), libovolna. Rekneme, Ze prvek a € A
je supremum mnoZiny B (piSeme supB = a), jestlize

1) x < a pro kazdé x € B;

2) je-lt y € A takové, ze x <y pro kazdé x € B, pak je a < y.
Analogicky se definuje infimum mnoZiny B (inf B).

Je-lt a = max A, pak je a nejvétsim prvkem mnoziny A, tj. pro kazdg prvek x € A plati x < a.
Analogické tvrzent platl pro min A.

Kvadratické rovnice
Rovnice tvaru ax? 4+ bx + ¢ = 0, kde x € R, nebo x € C. Re$ime pomoci vzorc(

—b++vD

D = b’ —4ac, xu:—\/_.
’ 2a

eD>0 = 2rGzné redlné koreny,

e D=0 = 1 dvojnasobny realny koren,

e D<0 = 2 komplexné sdruzené komplexni koreny.

Posouvani grafu
Necht je ddna funkce y = f(x) a nenulova redlnd ¢isla a,b.
(i) Uvazujme funkci § = f(x + a). Tato funkce ma viéi pavodni funkci graf posunuty bud
doleva (je-li a > 0) nebo doprava (je-li a < 0), a to o velikost cisla a.
(ii) Uvazujme funkci §j = f(x) + b. Tato funkce ma vici pavodni funkci graf posunuty bud
nahoru (je-li b > 0) nebo doll (je-li b < 0), a to o velikost cisla b.
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(1) Urcete (jestlize existuji) sup M, inf M, max M a min M, kde
1)
M :{O>_1)2>5>6>8};

M:{l: nEN};
n

M={n’—2n+1: neZ};
M =[0,1).
Re3eni:
i) maxM =supM =8 aminM =infM = —T;
it) maxM =supM =1, inf M =0 a min M neexistuje;
iii) max M a sup M neexistuje, min M = inf M = 0;

iv) max M neexistuje, supM =1 a minM =inf M =0.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

4 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(2) Dokazte nasledujicl tvrzeni: "Bud M # (), M C R a necht a € R. Pak
a=supM & 1) x<aVxeM,
2)Ve>03dxyeM: xg >a—¢e."

Resent:
,=" Bud a = sup M, pak z definice x < a pro Vx € M, tj. plati 1). Pfedpokladejme, Ze

2) neplati. Pak existuje ¢y > 0 tak, ze Vx € M je x < a—¢p. Tedy a — ¢ je hornt zavora
mnoziny M a zaroven a =supM = a < a — g, coz je spor. Tedy 2) platt.

<" Necht plati 1) i 2). Podle definice urcité plati sup M < a. Predpokladejme, ze
supM < a.
Potom polozme ¢ = a—supM > 0. Z 2) plyne, ze
Ix1reM: x; >a—¢e=supM,

coz je spor. Proto nutné supM = a.
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(3) Za predpokladu existence dan(ch v(raz(i dokazte:
1)
sup[—f(x)] = — inf [f(x)];

XEA XEA

inf [—f(x)] = — sup[f(x)];

XEA xEA

sup[f(x) + g(x)] < suplf(x)] + suplg(x)];

XEA XEA XEA

: >
inf [F(x) + g()] > inf [F()] + inf [g )
v) v Castech iii) a iv) nelze nerovnosti nahradit rovnostmi.
Redeni:
1)
sup [—f(x)] =c =

XEA
= [f(x)<cVxeA] AN [[beR, —f(x) <bVxeA)=c<b]=
= [f(x) >—cVxeA] N[[beR, f(x)>-bVxeA)=—c>-b]=
= inf [f(x)] = —c = sup [— (): = —inf[f(x)].

XEA XEA

i)

inf [f(x)] =c =

XEA
= [—f(x) >cVxeA] AN[[beR, —f(x)>bVxeA)=c>b]l=>
= [flx) <—cVxeA] N[[beR, fx) <-bVxeA)=—-—cc<-b]=
= sup [f(x)] = —c = ;2/1; [—f(x)] = ¢ = —sup [f(x)]

iii)

f(x) < supf(x), g(x) <supg(x) Vx € A =

XEA XEA
= f(x) + g(x) <supf(x)+supg(x) Vx € A =
XEA XEA

= sup [f(x) + g(x)] < sup |sup f(x) + sup g(x)

XEA XEA LxEA XEA
= sup [f(x) + g(x)] < sup f(x) + sup g(x).
XEA XEA XEA

f(x) > inf f(x), g(x) > igﬁ\g(x) Vx € A=

XEA

= f(x) + g(x) > inf f(x) + inf g(x) ¥x € A =
XEA XEA

= inf [f(x) 4+ g(x)] > inf |inf f(x) 4+ inf g(x)
XEA XEA

XEA | XEA

= inf [f(x) +g(x)] > inf f(x] + inf g(x).

XEA
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v) Tvrzeni dokdZeme nalezenim vhodného protiprikladu. Uvazujme napf. funkce f(x) =
sinx a g(x) = cosx na mnozing A = [0, ]. Pak v iii) obdrzime
sup [sinx + cos x| = \/Z,
XEA
pfiCemz sup,, sinx =1 a sup,, cosx = 1. V (asti iv) dostaneme

inf [sinx 4+ cosx] =1,
XEA

pricemz infyca sinx =0 a infyca cosx = 0.
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(4) Dokazte pro libovolné podmnoziny A a B mnoziny R a libovolna redlna cisla a, b, c:
i
) a=maxM = a =sup M,;
i)
A C B = supA < supB;
iii)
ACB=infA > infB;

sup(A U B) = max{sup A, sup B};

inf(A U B) = min{inf A, inf B};
vi)
sup(A N B) < min{sup A, sup B};
vii)
inf(A N B) > max{inf A, inf B}
viid)

min{a,b} = =(a+b—|a — b]);

N —

ix)

(a+b+|a—Dbl|);

N —

max{a, b} =

la| = max{a,—a} = —min{a, —a};
Xi)
min{a, max{b, c}} = max{min{a, b}, min{a, c}};
Xit)
max{a, min{b, c}} = min{max{a, b}, max{a, c}}.

Reseni:

y
a=maxM=x<aV¥xeM] N aeM=
>k<aWweM] A[[beR, x<bVxeM)=a<bl=
= a =sup M.

i) Oznacme a =sup A a b = sup B. Pak plati
b=supB=x<bVxeB=x<bVxeA=a<b,

nebot a = sup A.
iit) Oznacme a = inf A a b = inf B. Pak plati

b=infB=x>bVxeB=x>bVxecA=a>b,
nebot a = inf A.
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iv) Oznacme a =supA, b =supB, ¢ =sup (A UB) a d = max{sup A, sup B}. Pak plati
XxXEAUB=xcAV xeB=x<aWVxeA]l V x<bVxeBl=
sx<a<dW¥weA V x<b<dVxeBl =
>x<d¥wweAUB=c<d.
Také plati

) pog it)

d =max{a,b}= (d=a) V (d=b d<cV d<c=d<ec

To znameng, ze
c=d.
v) Ozna¢me a =infA, b =infB, c =inf (AUB) a d = min{inf A, inf B}. Pak plati
XEAUB=xcAV xeEB=[x>aV¥VeA] V x>bVxeB]=

=sx>a>dVxeAl V x>b>dV¥weB]=
=x>d¥WwWeAUB=c>d.

Také plati

podle iii

d=minf{a,b}= (d=a) V (d=b)"2Yd4>c Vv d>c=d<ec.
To znamena, ze
c=d.
vi) Ozna¢me a =sup A, b =supB, c =sup (A NB) ad=min{sup A,supB}. Pak plati
XEANB=xcA AN xeEB=x<aVxeA] AN x<bVxeB]=
=>kxk<avVxe(ANB) V x<bVxe (ANB) =
=>x<dv¥vwe(ANB)=c<d.
vit) Ozna¢me a =infA, b =infB, c = inf (AN B) a d = max{inf A, inf B}. Pak plati
XEANB=2xcA AN xeB=x>aVxeA] AN [x>bVxeB]=
sx>aVxe (ANB)] V x>bVxe (ANB)] =
=>x>dVxe(ANB)=c>d.
viit) Pro a > b plati
1

1
z(a+b—|a—bl) zz(a+b—a+b) =b = min{a, b}.

Pro a < b platt

1 1

z(a+b—|a—b|) zz(a—I—b—Fa—b) = a = min{a, b}.
ix) Pro a > b plati

1 1

z(a+b+|a—b|) zz(a+b+a—b) = a = max{a, b}.

Pro a < b platt

l(a-i—b—f—la—bl) =—-(a+b—a+b)=>b=max{a,b}.

2

Nl —
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x) Z &asti viil) a ix) plyne

max{a,—a} = = (a— a+la— (—a)l) = ~ 2a| = lal,

2

|2al = |a].

N =N =

—min{a,—a} = —% (a—a—la—(—a)]) =
xi) Zvazime vSechny mozné varianty. Pro a > b a a > c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{b, c} = min{a, max{b, c}}.
Pro a <baa<c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{a, a} = a = min{a, max{b, c}}.
Proa>Db a a < c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{b, a} = a = min{a, max{b, c}}.
Pro a <b a a > c plati
max{min{a, b}, min{a, c}} = max{a,c} = a = min{a, max{b,c}}.
xit) Zvazime vS8echny mozné varianty. Pro a > b a a > c platl
min{max{a, b}, max{a,c}} = min{a, a} = a = max{a, min{b, c}}.
Pro a < b a a < c platl
min{max{a, b}, max{a, c}} = min{b, ¢} = max{a, min{b, c}}.
Pro a > b a a < c plati
min{max{a, b}, max{a, c}} = min{a,c} = a = max{a, min{b, c}}.
Pro a <b aa > c plati

min{max{a, b}, max{a, c}} = min{b, a} = a = max{a, min{b, c}}.
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(5) Dokazte:

n
max{x X = T n# —1, neZ}:Z;
i)
n
sup{x.x—n—H, nEN}—L
iii)

1
mf{x X:le——i—]) nEZ}ZO;

1
max{x X = 2+1,n6Z}:1,
v)
sup(AUBUC) =1, kde
n2
A:{x X = z+],n€Z},
1
B:{x:x:—,nEN},
n
n—3
= N = — > .
¢ {"X zn+1’“—0}
ReSeni:
) Pron——ZJex—_ = 2. Déle platt|n11] :]1—n+1] <1+|n+1| < 2 pro vSechna
neZ\{-1}
i) Platt n+1§2ﬂ<1pron€N Bud nyni ¢ > 0 libovolné. Zvolime-lin € N, n > 1,
pak
n 1 1 €
= - > =1- >1—c.
n+1 14- T+e 1+¢
i) Platl ;77 > 0 pro n € Z. Bud dale ¢ > 0 libovolné. Zvolime-li n € N, n> -, pak
1 < T ¢ e
n+1 =141 T4e T
iv) Platt 2+1 <lprone€Z. Pron= Oplattx—Ol] =1

v) Platt supA =1,supB=1asupC = ; Z Prikladu 4 ¢asti iv) plyne
sup(AUBUC) =sup[(AUB)UC] =
= max{sup (AUB),supC} =
= max{max{sup A,sup B},sup C} =
= max{sup A,sup B,supC} = 1.
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(6) Dokazte, ze pro libovolné mnoziny A, B a C platt tzv. distributivni zdkony
1)
(AUB)NC=(ANnC)u(BnC),

(ANB)UC=(AUC)N(BUC).

Resent:
i)
C: xe(AUB)NC=x€e(AUB) A xeC=
=(xeAV xeB) ANxeC=
=xeAAxeC)V (xeB A xeC)=
=xe€(ANCJu(BNC),
D: xe(ANCQUBNC)=xec(ANC) V xe(BNC)=

=xeA AxeC)V (xeB Axe(C)=
=x€(AUB) AN xeC=
—xe(AUB)NC.

C xe(ANBJUC=(xeA N xeB) VxelC=
=xeAVxeC) AN (xeBVxelC)=
=>xe(AUC)N(BUC),

xe(AUC)N(BUC)=(xe AV xe(C) AN (xeB V xe(C)=
=xeA ANxeB) VxelC=
~xe(ANB)UC.

Y
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(7) Urcete mnoziny dané témito vyrazy:

)
(T,00) N (=1,2};
i)
iii)
((—o0,—2) U [-2,0)) U [0, 00);
i)
(1,51 N[5, 100];
v)
[—1,10] N [15, 20];
vi)
—1,4) =[-1,4) = [-1,4)5
vii)
[1,5)\ (0,5].
ReSeni:
)
(])OO) N (_152] = (])2]>
i)
iit)
((—00,=2) U [-2,0)) U [0, 00) = (—00, 00];
v
) [—1,5] N [5,100] = {5};
\Y
) (1,101 N [15,20] = {0};
vi)
[_1>4)I = (—OO,—” U [4,00);
vii)
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(8) Vyreste kvadratickou rovnici 2x* —x—3=0 a)vR, b)vC.
Resent:
Nejprve spocteme diskriminant dané rovnice
D=(-1)?>—4.2.(=3)=25.
Protoze D > 0, rovnice ma dva redlné koreny. Ty snadno dopocitame.

N (- *xVvD 145 | 3
h2 = 2.2 I

Rovnice ma tedy v R dva korfeny a to % a —1, stejné jako v C, nebot komplexnt Cisla jsou
nadmnoZinou ¢isel realnych.
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(9) Vyiedte kvadratickou rovnici x> +4x+4=0 a)vR, b)vC.
Resent:
Nejprve spocteme diskriminant dané rovnice
D=4—4.1-4=0.
Protoze D = 0, rovnice ma jeden dvojndsobny realny koren. Ten snadno dopocitdme.
_4:VB
Ma= g

Rovnice ma tedy v R jeden dvojndsobny kofen a to —2, stejné jako v C, nebot komplexnt
Cisla jsou nadmnoZinou cisel realnqch.

—2.
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(10) Vyfeste kvadratickou rovnici x> —4x+29=0 a)vR, b)vC.
Resent:
Nejprve spocteme diskriminant dané rovnice
D=(-4)?—4-1-29 =-100.

Protoze D < 0, rovnice nema zadny realn( kofen — ma dvojici komplexnich kofent. Ty

dopocitdme.
o _ (=9 EVD _4£V-100 441002 4100 f2+50,
T2 T 2 T 2 T2 T |2-5i
Rovnice tedy v R nemd zadn( kofen. V C jsou jejimi kofeny komplexné sdruzend disla
2+5ia2-5i
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(11) Uré&ete, pro kterd x € R je vijraz —2x* +x +3  a) nezdporny, b) kladng.
Resent:
Protoze jde o kvadratick( polynom, je nejjednodussim zplGsobem nacrtnout si jeho graf —
parabolu. Jediné informace, které pritom musi byt presné, jsou priseciky s osou x (kofeny
polynomu) a samoziejmé zda je parabola oteviena nahoru, nebo dold.
Druhou informaci ziskame okamzité ze zadaného vyrazu. Protoze je vedouct koeficient

(—2) zaporny, je parabola oteviena dolu.
Koreny dopocitame pomoci diskriminantu jako by Slo o kvadratickou rovnici:

Craf tedy vypada takto:

b

-3 4

Dany vyraz je tedy nezéporng pro x € [—1,3] a kladng pro x € (—1,3).
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(12) Uré&ete, pro kterd x € R je vijraz x* + 4x +4  a) kladny,  b) nezédporny.
Resent:
Protoze jde o kvadratick( polynom, je nejjednodussim zplGsobem nacrtnout si jeho graf —
parabolu. Jediné informace, které pritom musi byt presné, jsou priseciky s osou x (kofeny
polynomu) a samoziejmé zda je parabola oteviena nahoru, nebo dold.
Druhou informaci ziskame okamzité ze zadaného vyrazu. Protoze je vedouct koeficient

(1) kladng, je parabola oteviena nahoru.
Koreny dopocitame pomoci diskriminantu jako by Slo o kvadratickou rovnici:

D=0 = X12 = —2.
Graf tedy vypada takto:

Dany vyraz je tedy kladng pro x € (—oo0,—2) U (—2,00) a nezaporn( pro x € R.
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(13) Ur&ete, pro kterd x € R je vjraz x* —4x +29 a) kladn(, b) zaporny.
Resent:
Protoze jde o kvadratick( polynom, je nejjednodussim zplGsobem nacrtnout si jeho graf —
parabolu. Jediné informace, které pritom musi byt presné, jsou priseciky s osou x (kofeny
polynomu) a samoziejmé zda je parabola oteviena nahoru, nebo dold.
Druhou informaci ziskame okamzité ze zadaného vyrazu. Protoze je vedouct koeficient

(1) kladng, je parabola oteviena nahoru.
Koreny dopocitame pomoci diskriminantu jako by Slo o kvadratickou rovnici:

D = —100.

Protoze je diskriminant zaporng, rovnice nema zadny realny koren a parabola osu x nikde
neprotind. Graf tedy vypadé takto:

26,0

258 S

25,8 1

25,4 1

25,2 1

)

Ej:l:l - T T T T T T T T T T T T T T T T 1

Dang vyraz je tedy kladny pro x € R a nikdy nent zdporny, tj. miZzeme fict, ze je zaporny
pro x € 0.
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(14) Urcete defini¢ni obor funkce

Re3eni:
Must platit
X=X+ x—1£0 & x=1)(x*+1)#0 & x#1.
Proto
D(f) =R\ {1}
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(15) Urcete defini¢ni obor funkce

2x?
f(x) = .
(x) X+ [x]
Regeni:
Must platit
x + x| # 0.

Nejdrive uvazme x > 0, potom
x+x#0 & 2x#0 & x#0.
Pro x < 0 dostaneme
x—x#0 & 0+#0,
proto defini¢nt obor je
D(f) = (0,00).
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(16) Urcete defini¢ni obor funkce

Reseni:
Must platit
x* —5x + 6 > 0.

Koreny tohoto kvadratického polynomu jsou x; = 2 a x, = 3. Ponévadz koeficient u druhé
mocniny je kladny, mé graf této kvadratické funkce podobu

Proto defini¢ni obor funkce je

D(f) = (—o0,2] U [3, 0).
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(17) Urcete defini¢ni obor funkce

Redeni:
Z logaritmu dostavame, ze x > 0. Déle ve jmenovateli nesmi byt nula, tedy v defini¢nim
oboru dané funkce nejsou kofeny polynomu 2x* + 3x — 2. Snadno uréime, Ze kofeny jsou

X =—2,x; = % Tedy
1 1
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(18) Urcete defini¢ni obor funkce

f(x) = zfis + V10 —x—Iln(x + 2).

Resen:

Zde urcime nejprve defini¢nt obor kazdé casti dané funkce a poté udélame jejich pranik.
V prvni ¢asti, lomeném v{razu, nesmi byt ve jmenovateli nula. Tedy nutné x # 4. V druhé
¢asti must byt pod odmocninou nezaporné ¢islo, odtud x < 10. A konecné, z logaritmu
dostavame, ze x > —2. Celkem

D(f) = (—2,4) U (4, 10].
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(19) Urcete defini¢ni obor funkce
2x*

f(x) = In(x* +4x —5) + ——.

(x) = In( ) e
Redeni:

Uréime nejprve defini¢ni obor kazdé c¢asti dané funkce a poté udélame jejich prinik.

V prvnt ¢asti musti platit
x* +4x—5> 0.

Jde o kvadraticky polynom jehoz grafem je parabola oteviena nahoru (vedouci koeficient
je kladny) a snadno dopocitame, ze jeho koteny jsou —5 a 1. Graf tedy vypada takto:

Tedy x € (—o0, —5) U (1, 00).
V druhé ¢asti nesmi byt po odmocninou zaporné ¢islo a zaroven ve jmenovateli nent
pripustnd nula, tj.
2x+6>0 = x>-3.
Celkem
D(f) = (1, 00).
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(20) Urcete defini¢ni obor funkce

f(x) = arccos ] _ZX.

Reseni:

Nejdiive pripomenme grafy a zakladnt vlastnosti cyklometrick(ch funkct

1.5

0.5

T — T T T T T T T
-08 -06 -04 -0 0] 02 04 06 038

154

arcsin x: -ISXSI&-n/ZSySn/Zl

-0.8 -06 -04 -02 O 02 04 06 08
X
| arccosx:—lsxsl&Osysn|
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-2

arctg x: -0 <x

<o &-n2<y<mu2]

Proto must platit

1—2x

—1< <l &

&

T T T T —
5 10 15
x

arccotg x: -00<x<00&0<y<7|;|

—4<1T-2x A

S5 <-2x N 2x<3 & x<

Proto mame defini¢ni obor

1-2x<4 &

NI
>
®
vV
|
NI W

Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/“xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY 27

(21) Urcete defini¢ni obor funkce

x—|—3+ x+4
2 x—2

g(x) = arcsin

Reseni:
Urcime nejprve defini¢ni obor kazdé c¢asti dané funkce a poté udélame jejich pranik.
V prvnt ¢asti must platit

x+3
—1>—=>1
il 2 i Y
—2>x+3>2,

—5>x> -1

tedy x € [-5,—1].

V druhé ¢asti nesmi byt po odmocninou zaporné ¢islo a zaroven ve jmenovatelt nent
pripustnd nula. Nulové body jsou pritom —4 a 2. Ty rozdéluji redlnou osu na tii intervali,
na nichz vgraz pod odmocninou nabyvd vzdy stejného znaménka. Dosazenim zjistime jaka
(pfitom cislo 2 vibec neuvazujeme, aby ve jmenovateli nebyla nula):

(—oo,—41 | [-4,2) | (2,00)
x+4 — + +
x—2 — — +
= + — +

Odtud dostavame, ze x € (—oo, —4] U (2, 00).
Celkem
D(g) =[5, 4.
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(22) Urcete defini¢ni obor funkce
x—1

V1—x

o -2
. -_— l .
f: y = arccotg + log;°(2x + 21)
3

Reseni:
Urcime nejprve defini¢ni obor kazdé c¢asti dané funkce a poté udélame jejich prinik.

V prvni ¢asti jsou jedind omezen{ odmocnina a zlomek, tedy x < 1.

V druhé ¢asti musime vzit v tvahu jak logaritmus, tak i fakt, ze je tento vyraz umocnén
na zaporny exponent, je tedy ve jmenovateli, a proto musi( byt riznyg od nuly. Logaritmus
je roven nule v jednilce, tj.

2x+21#1 = x#—10.

Jako posledni zb(gva vyieSit uz zminén( logaritmus, do néjz lze dosazovat pouze kladna
Cisla, tedy

2x+21>0 = x> —%.
Celkem
21
D(f) = {—7,—10) U (—=10,1).
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(23) Urcete defini¢ni obor funkce

Reseni:

Musl platit

1—e">0 & 1>e".
Graf funkce e* ma podobu
1
—
proto je defini¢ni obor
D(f) = (—00,0)
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(24) Urcete defini¢ni obor funkce

f(X) CosX

T 59 _3.5v_50°

Resent:
Musl platit
51— 3.5 —50 % 0.
Polozme y = 5%, potom
5M _3.5*-50#£0 & 5y—3y—50+#£0 & 2y#50 &
S y#£25 & 5F#2B &
& 45 & x#£2
Proto mame defini¢nt obor
D(f) =R\ {2}
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(25) Urcete defini¢ni obor funkce
3x+1

flx) = —.
stnx + cosx
ReSeni:
Musl platit
: , , T
sinx+cosx #0 & smx+sm<x+—>7é0 &
+x+ .
& Zs'tnX x 2-cosX rT 240 &
2 2
& Zsin( )cos( )7&0 &
& \/_sm(x—l— )7&0 &S
& sln(x—k%);«éo &

& x+§7ék7t, KeZ &

& x;é—gijrt, keZ &

& x;résTﬂJrkﬂ, k € Z.

Proto mame defini¢ni obor

:R\U{%[Jrkﬂ}.

kKEZ
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(26) Urcete defini¢ni obor funkce

Reseni:
Musl platit
2sin®x +3cosx # 0

Proto mame defini¢ni obor

f(X) _ X —C0SX

2sin®x + 3 cos x

& 2(1—cos’x) +3cosx#0 &

cos Xx=Yy

& —2cos’x+3cosx+2#0

S 2 +3y+240 &
1
&Sy # 2, yzgé—z AN cosx=y &
1
& cosx # 2 (vzdy) cosx;é—z &

2 4
o x¢§+zkn A x¢§+zm, k€ Z.

4
R\U{ —7 + 2Kk, 7T—|—2k7‘[}

kEZ

Petr Zemanek & Petr Hasil

http://www.math.muni.cz/“xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY

33

(27) Dokazte, ze pro x > 0 plati

1
arctgx = arccotg —.
X

Resent:

T A

Polozme u = arctgx a v = arccotg L. Potom plati u € (0,5) a v € (0,F). Mus{me

ukazat, ze u =v. Proto

1
t =x /\ cotgv = —
gu =x cotgv =

=
=
=
=

1

tgu=x N — =

1
- &
tgv  x
&

tgu=x N\ tgv=x

tgu=x=tgv <<

u=mv.
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(28) Nacrtnéte graf libovolné nekonstantni funkce f a k nému grafy funkct

Reseni:

f(X— (l),

k-f(x), f(m-x).

Y A/
\. \\\\\\\j/////\\\ i

fx)

-fx)

osa symetrie

*  0sa symetrie

f(x)

f(-x) |
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[— f) — fx)+3 — £(x)-3]

6

_6_
[— foo — f(xe2) — f(x-2)|

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

36 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

/A

-10 4

_12 -
|— fx)

4*f(x) —— 1/4*f(x)|

10

| £(x) f(3x) £(x/3)|
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(29) Nacrtnéte graf funkce

Dy =x% (iy=—x, (ii)y=(—x)"

Reseni:

OBRAZEK 1. Redeni (i) a (iii). OBRAZEK 2. Regent (ii).
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(30) Nacrtnéte graf funkce
iy =(x+1% (iy=x2+1, (iidy=01-x)?

Reseni:

OBRAZEK 4. Re$ent (ii).

OBRAZEK 3. Resent (i).

OBRAZEK 5. Regeni (iii).
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(31) Nacrtnéte graf funkce
(y=2-vx (y=35-1

OBRAZEK 6. ReSeni (i).

OBRAZEK 7. Regent (ii).
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(32) Nacrtnéte graf funkce
(Dy =In(x—3), (i)y=2+e"™

-

OBRAZEK 8. Redeni (i).

OBRAZEK g. Regeni (ii).

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY

41

(33) Nacrtnéte graf funkce

()y =sinx, (ii)y = sin(3x),

Reseni:

OBRAZEK 10. Redeni (i).

OBRAZEK 12. Re$ent (iii).

X

5

(iit)y = sin (iv)y = 2sinx.

VANWANNA
AIVARLVARV;

OBRAZEK 11. Redent (ii).

OBRAZEK 13. Re$en (iv).
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(34) Nacrtnéte graf funkce
(Jy =sin(x—1), (i)y =3+sinx, (ii)y =tg(3x).

Reseni:

OBRAZEK 14. Redent (i). OBRAZEK 15. Redent (ii).

-05m 05w

(V218

OBRAZEK 16. Resent (ii).

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[. 1. OPAKOVANI A UVOD DO MAT. ANALYZY 43

(35) Nacrtnéte graf funkce

Reseni:

Nejdrive upravime zadant do tvaru

f(x):%xz—4x+5 & f(x):%(2—8x+10) &
1
& f(x)z—[(x—4)z—6} &
2
7N f(x):%(x—4)2—3.

x) nadrtnout diky znalosti grafu funkce

—

Nynt m@zeme vyuzit Priklad 28 a graf funkce f

xz, proto

L/

(x-4)"2 1/2*(x-4)"2-3|

x"2
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(36) Nacrtnéte grafy funkct

fi(x)=1x|+1 a fi(x)=2x—1]+ x|+ 2.

Regeni:
Pomoci feseni Ptikladu 28 mizeme ze znalosti grafu funkce |x| nacrtnout graf funkce

-1
|— Ixl — 2+/x1]

Nynt nacrtneme graf funkce f;(x). Nejdfive uréime nulové body jednotlivich absolutnich
hodnot, tj. x; = —1 a x; = 0. Tyto body néam rozdéli redlnou osu na tfi subintervaly.
Proto

X € (—00,0] = f(x)=-2(x—1)—x+2=-3x+4,
xe(0,1] = Hx)=-2x—1)+x+2=-—x+4,
=

x € (1,00) falx) =2(x—1)+x+2 = 3x.

Na jednotlivych subintervalech je graf funkce tvofen primkami, které prochazi postupné
body [—1,7], [0,4], [1,3] a [2,6], {j.
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(37) Nacrtnéte graf funkce

f(x) = log

Reseni:

10
2—x

Je zfejmé, ze defini¢ni obor funkce je D(f) = (—o0,2). Upravime zadani funkce, tj.

10

f(x) = log %

=

=

&

JeSté urcime prisecik s osou x, tj.
0=—logl—(x—2)]+1 &

&

f(x) =log10 —log(2 —x) &

f(x)=1—log[—(x—2)] &
f(x) = —log[— (x —2)] + 1.

1=log2—x) &
x = —8.

10=2—x &

Proto s pomoci Prikladu 28 mazeme nadrtnou graf funkce f(x), t;.

4

2 4 6 8 10

— log x — log (-x)

“log (-x) — log[10/(2-x)]|
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(38) Nacrtnéte graf funkce

f(x) = 2sin <3x— ;) —1.

Reseni:
Pro snazst nacrt nejdfive urcime prasecik s osou x, tj.

2sin<3x—z>—1=0 & sin<3x—7—[>=1 4

4 4 2
& 3x—§:g+2k7t nebo
3x—§:%+2kﬂ,kez &
5t 2km 17t 2km
= —4 —— = — 4+ — Z.
&S X 36+3 nebo x 36+3’k€
Osa grafu funkce se posune do y = —1, proto urcime i praseciky s touto osou, tj.
Zsin<3x—z>—1:—1 & sin<3x—z>=() &
4 4
& —i=kmkeZ &
™ KT
& X—E—F?,kEZ.

Tedy hledan( graf funkce f(x) ma podobu

— sinx 2*sin (3x-n/4) - 1 -1
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(39) Nacrtnéte graf funkce

()—32 in 1 +1)—m
yx) = 5 aresi X .

Reseni:

S pomoci Prikladu 28 dostaneme

3n
4

|
w
|3

.
«
K

— arcsin x — arcsin (-x) arcsin (-x/2) arcsin (-x/2+1) 3/2*arcsin (-x/2+1)
3/2*arcsin (-x/2+1)-n
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(40) Rozhodnéte o parité funkct (je dand funkce suda ¢i lichd?)
i) fi(x) =2;

N
142!

i) f3(x) = vx;

iv) f4(x) = ln 1=%;

u) fy (X)

v) f5(x) = sinx + cosx;
vi) fg(x) = x coshx.
Jak se ménti parita funkce vzhledem k souctu, rozdilu, soucinu a podilu?

Reseni:

i) filx)=2 = fi(—x) =2 = suda funkce,

.. 2 —x)? 2 .
i) lx) =32z = fl—x)= 1i(i)x)l =75z = suda funkce,

i) f3(x) =v/x = f3(—x) = v/—x neexistuje = funkce neni suda ani licha,

W) f(x) =12 = ) == (2) 7 =
:—ln];’; = lichd funkce,

v) f5(x) =sinx +cosx = fs5(—x) = sin(—x) + cos(—x) =
= —sinx 4+ cosx = funkce neni suda anti lichg,

vi) Nyni si pfipomene definice hyperbolickych funkci a jejich grafy, tj. sinhx = €=~

2
__eX4e X __ sinhx
coshx = > tghx = s a

10

_10_
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1 2 3
08
06
04
021
3 2 1 1 2 3
-0.2 x
4
_0.6_
_0'8_
— tghx
Potom dostaneme
fe(x) = xcoshx = fg(—x) = —xcosh(—x) = —xcoshx = licha funkce.
Oznacme ,S* sudou funkci a ,L“ lichou funkci. Pak plati:
S L
Si—S,S-S,L-L,g,E
jsou sudé funkce,
S L
LiL,S-L,L-S,E,g

jsou liché funkce.
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(41) Urcete inverznt funkci

x—2
f(x) = .
(x) x+2
Regeni:
Z rovnice
X — 2
vY=x +2

musime vyjadrit x, potom preznacenim y ~» x dostaneme hledany predpis pro inverzni
funkci. Proto

x—2
y—x+2 S yx+2)=x—-2 & x(y—-1==-2y+1) &
& X:——Z(y—H) & f*](x):—_z(X—H).
y—1 x—1
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(42) Urcete inverzni funkci
f(x) =1+ log(x + 2).

Regeni:
Z rovnice
y=1+log(x +2)

musime vyjadrit x, potom preznacenim y ~~» x dostaneme hledany predpis pro inverzni
funkci. Proto

y=1+logx+2) & y—-T=logx+2) & 10 '=x+2 &
& x=1v"-2 & f'(x)=10""-2.
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(43) Urcete inverznt funkci

x, x<T
f(x) = {x% x€1,4];
2%, x >4

Resen:
Primgm vgpoctem dostaneme visledek

X, x <1
1 x) =< vx,  xell,16];
log,x, x> T6.
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(44) Urcete jednotlivé elementarnt funkce, z nichz se sklada funkce

F(x) = +/sin(x3 + 3).

Resent:
Slozky jsou

f(x) = v/x, g(x) =sinx, h(x)=x>+3.
Dana funkce je z nich slozena takto:

F(x) = f(g(h(x))) = (fo goh)(x).
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(45) Urcete jednotlivé elementarnt funkce, z nichz se sklada funkce

F(x) = log, v/tg(2 + x).

Resent:
Slozky jsou
f(x) =log,x, g(x) =+, h(x)=tgx, l(x)=2+x.
Dana funkce je z nich slozena takto:
F(x) = f(g(h(l(x)))) = (fogohol)(x).
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(46) Urcete jednotlivé elementarnt funkce, z nichz se sklada funkce

a)F(x) = cotg’ x, b)G(x) = cosx’.
ReSeni:

a) Slozky jsou
f(x) = cotgx, g(x) =x’.

Dana funkce je z nich slozena takto:

F(x) = g(f(x)) = (g o f)(x).
b) Slozky jsou
f(x) = cosx, g(x)=x".

Dana funkce je z nich slozena takto:
F(x) = f(g(x)) = (fo g)(x).
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(47) Vypottéte f(x), jestlize f (1) =x+ VT +x2
ReSeni:
Musime za x dosadit takovou hodnotu, aby na levé strané rovnice f(%) =x+V1I+x2
zGstala pouze ,néjakd” proménnd, zbytek dostaneme pouze preznacenim. Zvolme x = %
potom mame

2
f<1>:f(t):%+ 1+<1) _sgn(t)  VIHE  sgn(t) + VT E

t [t] [t] [t]

1
t
Nynt polozime t ~» x a dostaneme feSent

7
flx) = sgn(x) —|i;|\/1 + x .
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(48) Vypottéte f(x), jestlize f (Z5) = x%.
Reseni:
Vyuzijeme postup z Prikladu 47. Musime najit vhodnou hodnotu x. Proto musime vyresit

rovnici

X St o x— t
x+1 B

’ ’ . t
Nyni zvolime x = —, potom

=N A TS
f(t%Jr])—f(t)—(tT]) .

Pro t ~~» x jsme nasli funkcnt predpis ve tvaru

 \2
f(x) = (1—x> .
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(49) Vyreste nerovnici

2
x+1+]‘§].
x—3
Redeni:
Nejdrive nerovnost upravime
2 —
X—H—I—]S] o 2x+14+x S‘S] o
x—3 x—3
3x—2
s e Be-ask-al
x—3

a x; — 3. Timto se nam rozdéli realna osa

Nulové body absolutnich hodnot jsou x; = £

na tri subintervaly, na ktergch budeme muset vyresit nerovnici zvlast. Proto
2 1 12

X € (—oo,g} : —3x+2<—x+3 & xZ—z = X € [_Z’§] ,

2 5

3 : —2<— <= i
x€(3,3} x—2<—x+3 & X<y :>xe(3,4
x€ (3,00): Ix—2<x—3 & xg_z

Proto feSen(m je interval x € [—1, 2].

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

60 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(50) Dokazte, ze aritmeticky primér dvou nezapornych cisel je vétsi nebo roven jejich priméru
geometrickému.

Reseni:
Jingmt slovy médme dokazat, ze plati

b
a—;— >+Vab, a>0,b>0.

To plyne z této uvahy

(\/_—\/6)220 & a-2V/ab+b>0 &

b
& a+b>2vVab & a; > v ab.
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(51) Pomoci matematické indukce dokaZzte, ze platli Bernoulliova nerovnost
(T+x)">14nx, kdeneN, n>1 x>-—1.

Reseni:
Nerovnost dokdzeme pomoct matematické indukce, proto vezme prvni moznou hodnotu n,
tj. n = 2, a ukazeme, Ze je nerovnost splnéna, proto

(T4+x)P2>14+42x & T4+2x+x>14+42x & x2>0.v

Udélame induké¢nt krok, proto predpokladejme, Ze rovnost plati pro néjaké n € N\ {1}, tj.
(1+x)™ > 14 nx. Ted ukaZeme, Ze nerovnost plati i pro n + 1. Proto

T+x)">1T4+nx/-(1+x)>0 =
= (IT+x)""">04+nx)(1+x)=14+nx+x+nx*? =

nx2>0

= 1+ >1+nx+x =
S 0™ > 14 (it

Tedy it pro n+ 1 je nerovnice splnéna. Tim jsme dokdzali Bernoulliovu nerovnost.
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(52) Pomoci matematické indukce dokazte, ze pro n € N plati
- nn+1)

14+2+---
ti+--4+m 2

Reseni:
Nejdrive ovérime, ze rovnost platt pro n =1, tj.
1.2

127./

Necht nynt rovnost platt pro libovolné n € N. Pak pro n + 1 dostaneme

1424 tntnt] :“(“2+U e :n(n+1)2+2n+2 _
Cnlidn42 el (n+2)
- . ,

¢tmZ je identita dokazana.
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(53) Pomoci matematické indukce dokaZzte, ze pro n € N plati

ii3 ~nin41)?
i=1 N 4 .

Reseni:
Nejdrive ovérime, ze rovnost platt pro n =1, tj.
1

P2O+12 1.4
'3: pu— pu— :1.
Y =1 2 1 v

i=1

Necht nynt rovnost platt pro libovolné n € N. Pak pro n 4+ 1 dostaneme

n+1 n 2 2 3
3 3 ;3 nt(n+T) 4n+1)°
;_]1 = ;_]1 +n+1)0= ) + 7] =

M+1 (M +dn+4) (n+1)P2(n+2)

4 - 4 :

¢tmzZ je identita dokazana.
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Rozklad na parcialni zlomky

; . y s P
e [omend raciondlni funkce %;

e ma-li polynom v Citateli stejny, nebo vyssi stupen nez polynom ve jmenovateli, provedeme

déleni polynomii — tim ziskdme polynom a ryze lomenou raciondlni funkci S((’;)) (tj., stP <

st Q);

e uréime realné kofeny polynomu Q(x) (pomoct Hornerova schématu, vzorct, vytgkanim ¢i
jingmi Gpravami) a zapiSeme Q(x) jakou soucin linedrnich polynomu ve tvaru x — xo, kde
Xo je realny kofen, a kvadratickgch polynomi ve tvaru (x — a)? + b?, které nemaijt redlné
korfeny;

’v (x ’ T o ey .. ve v v o ’

e zapiSeme g5 pomoci parciadlnt zlomkl s neurcitymi koeficienty, pficemz jednoduchému

realnému korenu xo, tj. ¢clenu x — %o, odpovida parcialni zlomek ve tvaru

)

Q

A

X—Xo
jednoduchému komplexnimu kofenu a + ib, tj. ¢lenu (x — a)? + b?, odpovidd parcidlni
zlomek

Bx + C

(x —a)2+b?’
pro k-ndsobn( redlny kofen x, tj. pro ¢len (x —x¢)*, odpovidé k parcidlnich zlomkii
A A, Ay
x—><o+(>c—xo)2+ +(X—Xo)k

a pro k-nasobn( komplexni kofen a+ib, tj. pro &len [(x—a)?+b?¥, odpovida k parcidlnich
zlomk{ ve tvaru
Bix + C; Box + G, Bix + Cy )
(x — a)? + b2 - [(x — a)? + b2)? LA [(x — a)? + b2’
e metodou neurcitych koeficientt (pfip. s pomoci dosazent nékterych korend) uréime vsechny
neznamé koeficienty v Citatelich parcidlnich zlomka.
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(54) Rozlozte na parcidlnt zlomky

3x2—5x+8
X3 —2x24+x—2"

Reseni:
Nejdrive musime rozlozit jmenovatele na soucin, tj. ucit kofeny. K tomu mizeme vyuzit
tzv. Hornerovo schéma (viz pozdéji) nebo nékterou z elementarnich tprav, proto

=2+ x—2=x"(x—2)+x—2=(x*+1)(x—2).
Proto rozklad na parcidlni zZlomky must vypadat takto
3x* —5x + 8 Ax+B C
B2 +x—2 xX2+1 =7
Pro dalst vypocet musime obé strany rovnice vynasobit jmenovatelem plivodntho zlomku,
proto

3x> —=5x +8 = (Ax+B) (x —2) + Cx* + C,

3x* —5x + 8 = Ax* — 2Ax + Bx — 2B + Cx* + C.
Pro urcent jednotlivgch koeficientli lze vyuzit dosazeni jednotlivgch kofenl (zde pouze
x = 2), ovSem takovgm zplsobem dostaneme vSechny hledané koeficienty pouze v pripadé

jednoduchqch redlnygch kotent. Druhou moZzZnosti je tzv. metoda neurcitch koeficienti, kdy
porovnavame koeficienty u jednotlivgch mocnin x, tj.

X2 3=A+C,
x!: —5=—2A+B,
x° (koeficienty bez x) : 8§ =—-2B+C.
Tim jsme obdrzeli soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych, kterou lze vyresit pfimo (meto-
dami zndmych ze stiedni Skoly nebo pomoci matic). ReSenim jsou hodnoty A =1, B = -3
a C = 2. Tedy hledany rozklad je tvaru
3x* —5x + 8 2 x—3

¥ tx—2 x-2 Nt
Pri hledant je mozné pouzit i kombinaci obou popsanych metod — ¢ast koeficientl ziskat
dosazenim kofenli a zbytek metodou neurcitgch koeficientli, kde bude nutné jiz vyresit
nizst pocet rovnic.
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(55) Rozlozte na parcidlnt zlomky

1
X3+ 1
Redeni:
Rozlozenim jmenovatele (bud se znalosti vhodného vzorce nebo z faktu, ze x = —1 je

kofen tohoto polynomu, a dale pomoci déleni dvou polynom(i) obdrzime x> + 1 = (x +
1) (x* —x +1). Proto rozklad musi vypadat takto

1 _ A Bx+C
x3+1 x+1 x2—x+1

coz vede k rovnici
1=Ax*—Ax+ A +Bx*+Bx+ Cx+ C.

Pomocl metody neurcit(ch koeficientli dostaneme soustavu

x*: 0 = A+ B,
x': 0 =-A+B+C,
x0: 1 =A+C,
jejlmz fesenim je trojice A = % B = —% aC= % Proto mdme
13, b

B +1 x+1 +xz—x-l—]'
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(56) Rozlozte na parcidlnt zlomky
1

x3(x+1)°

Redeni:
Jmenovatel je jiz ve tvaru pozadovaného soucinu, proto rozklad musi vypadat takto
1 A B C D

SETEn R e R
z ¢ehoz obdrzime rovnict
1 =Ax>+Ax?> +Bx> + Bx + Cx + C + Dx°.

Tedy metodou neurcitch koeficientli dostaneme soustavu

X 0 =A+D,
x*: 0 = A + B,
x': 0 =B+ C,
x0T =C,
jejimz resenim je ctvefice A =1, B =—1, C =1 a D = —1. Proto hledany rozklad je
tvaru
1 1 1T 1 1

¥Bx+1) x¥ x2 x x+1
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(57) Rozlozte na parcidlnt zlomky

x?—2

x4 — 2x3 + 2x%°

Reseni:

Jmenovatel upravime do tvaru

Xt =23 + 2% =xF (x* — 2x + 2),

proto parciadlni zlomky must byt ve tvaru
x*-2 A B
x4 —23+2x2 x %2

Upravou dostaneme rovnici

Cx+D
x2—2x+2°

x? —2 = Ax® — 2Ax? + 2Ax + Bx? — 2Bx + 2B + Cx® + Dx?,

coz ndm metodou neurcitych koeficientt d4 soustavu rovnic

x> 0=A+C,
X% 1=—2A+B+D,
X' 0 =2A — 2B,
X0 : —2 =2B.
Regenim soustavy je ¢tvefice A =—1,B=—1,C=1a D =0, proto hledan( rozklad je
tvaru
-2 1 1, x
x* — 2x3 4 2x? x x2 xX2—2x+2
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(58) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x> +3x*+4
X} +x—2"

Reseni:

Ponévadz jsou stupné obou polynom0 (alespon) stejné, musime nejdiive zadan( podil
upravit tak, abychom dostali ryzt racionalni lomenou funkci, tj.

2 _
(x3+3x2+4) t (X +x—2) :1+3§—X+6.
—(x3+x—2) X3 +x—2
X! —x+6

Nyni musime rozloZit jmenovatele x> + x — 2 na soudin. Ma-li polynom celo&iselné ko-
reny, must to byt délitelé absolutntho ¢lenu. Ma-li polynom raciondlni kofen (tj. ve tvaru
zlomku), je Ccitatel zlomku tvoren délitelem absolutntho ¢lene polynomu a jmenovatel
tohoto korfene je délitelem koeficientu u nejvysst mocniny polynomu. Tuto skutecnost
vyuzijeme pri aplikovant Hornerova schématu, kde postupujeme takto:
e Nejprve sepiSeme do tabulky koeficienty studovaného polynomu. (Pfitom nesmime
zapomenout na mozné nulové koeficienty.)

x| x2 | x| xO

1101 1]-2

e Tabulku rozsifime o jeden sloupec, do néhoz budeme psat kandidaty na koreny.

kand. | 10| 1]-2
2

Prvnt (vedouct) koeficient polynomu sepiseme do fadku s kandidatem na kofen.

kand. [ 110 |1 ]-2
2 1

Nyni nastupuje hlavni ¢ast — doplnént zbylgch poli druhého Ffadku tabulky.

kand. | 1 11-2
2 112-1+0=2

Tim dostaneme tabulku

kand. | 1|0 1 -2
2 11212-24+41=5]2-5-2=28

Protoze poslednt cislo v druhém fadku je riizné od nuly, ¢islo 2 nent kofenem studo-
vaného polynomu x> +x—2. (Poznamenejme, 7e tato pozice obsahuje funk&ni hodnotu
studovaného polynomu v testovaném cisle.)

Druhy tadek tabulky vymazeme (v zapise na papir ho Skrtdme a rozsifime tabulku
o volny radek) a otestujeme v ném dalsStho kandidata na koren.
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kand. | 10| 1]-2
1T 11(112]0

e Poslednt pozice druhého fadku je nulova, coz znamen4, ze studovany polynom nabyva
v ¢isle T hodnoty 0. Cislo 1 je tedy koFenem polynomu x*+x—2. Ostatni ¢sla (tj. mimo
prvntho a posledntho) v druhém fadku tabulky navic udévaji koeficienty polynomu
vzniklého vydélenim studovaného polynomu kofenovgm cinitelem pravé nalezeného
korene.

kand. [ 1 | O | 1 |-2

T 11111210

— XXX -

e Shriime si predchozi postup do jediné tabulky.

I S
kand. 0 11-2
2 112-1T+0=2]51]8
1 1 1 210

I E

Timto postupem jsme dostali x* +x —2 = (x — 1) (x* + x + 2). Proto rozklad mus{ byt
xX*—x+6 A Bx + C
P rx—2 x—1 +x2+x+2’
z ¢ehoz dostaneme rovnici
3x* —x+6=Ax*+Ax +2A +Bx* —Bx + Cx — C,

neboli
X% 3=A+B,
X! —1=A—-B+C,
X0 6 =2A—C.
Redenim této soustavy je ¢tvefice A =2, B =1a C = —2, proto hledan( rozklad je ve
tvaru
X3 +3x2 +4 2 x —2
=1+ - :
x34x—2 x—1 x24+x+2
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(59) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x+1
X%+ 3%3 + 2x

Resent:

NejdFive upravime jmenovatele, tj. x>+ 3x* +2x = x (x* + 3x? + 2). S vyuZitim substituce

y = x* dostaneme kvadratickou rovnici y*+3y+2 s fe$enimi y; = —1 a y, = —2. Proto
jmenovatele mizeme rozlozit do tvaru x (xz + 1) (xz + 2). Hledany rozklad tedy must byt
ve tvaru

x+1 A Bx+C Dx+E

=" -
X4+3x3+2x x x2+2 x2+1°

z ¢ehoz dostaneme rovnici

x + 1 = Ax* + 3Ax* + 2A 4+ Bx* + Bx? + Cx® + Cx + Dx* + 2Dx? 4+ Ex® + 2Ex.

Odtud metodou neurcit(ch koeficientli dostaneme soustavu rovnic

x': 0 =A+B+D,
x> 0 =C+E,
x*: 0 =3A + B +2D,
x': 1 = C +2E,
X0 1 =2A

a jejl FeSent A =1, B =3 C=-1,D=-1akE =1 Tim jsme ziskali rozklad na
parcialnt zlomky
x4+ 1 1 I x—2  1T—x

x5—|—3x3+2x:§+§'x2+2+x2+1'
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(60) Rozlozte na parcidlnt zlomky

x—4
x4+ 8x’

Reseni:

Upravime jmenovatele do tvaru x* + 8x = x (x3 + 8) a s pomocl Hornerova schématu

110
211(-2|4
zjistime, Ze x = —2 je také kofenem a dalsi rozklad je ve tvaru x* + 8x = x (x3 + 8) =
X (x +2) (x* — 2x +4), proto rozklad bude mit podobu
x—4 A B Cx+D

x* + 8x X Jrx+2 +x2—2x+4'
Odtud dostaneme rovnict
x —4 =Ax> — 2Ax% + 4Ax + 2Ax* —4Ax + 8A + Bx® — 2Bx? + 4Bx+
+ Cx® + 2Cx* + DX? + 2Dx.

Metodou neurcitych koeficientli ziskdme soustavu

x> 0=A+B+C,
x* 0=—2A+2A—2B+2C+D,
x': 1 =4A —4A +4B + 2D,
X0 : —4 =8A
s feSenimi A =—1, B=1, C=1a D =0. Proto hledany rozklad je ve tvaru
x—4 1 : x

x4+ 8x _Z+x+2+x2—2x+4°
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(61) Rozlozte na parcidlnt zlomky
X —xP x4+ 3x+3
x2—1 '

Reseni:

Nejdiive ziskdme ryzt racionalni funkci, tj.

(2x* = +x*+3x+3) : (x* 1) =2x2—x+3+i§j]6.
—(2x* 4+ 2x?)
—x*+3x* +3x+3
— (= +x)
3x*+2x+3
— (3x*—3)

2x+6

Ponévad? plati x> —1 = (x — 1) (x + 1), bude rozklad ve tvaru
2x+6 A B
x2—1 x+1 x-1

coz vede k rovnici
2x +6 =Ax— A + Bx+ B.

S vyuzitim metody neurcitgch koeficientd obdrzime soustavu

x': 2 = A + B,
x°: 6 =B—-A
s feSenim A = —2 a B = 4. Re$enim je tedy rozklad
x4 — 3 2 2 4
X' — X"+ x +3X+3:2x2—x+3——+ .
x?—1 x+1 x—1

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

74 |. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(62) Rozlozte na parcidlnt zlomky
2x — 1
X+ x3 4+ x2

Reseni:
Upravou jmenovatele obdrzime 2x* +x* +x* = x? (2x* + x 4+ 1), proto mus{ byt rozklad

ve tvaru
2x — 1 —A+B+ Cx+D
4 4+x3+x2 x X2 2xX24x+1
coz vede na rovnict
2x — 1 =2Ax> + AX* + Ax + 2Bx* + Bx + B + Cx* + Dx*.

Pomocil metody neurcit(ch koeficientl obdrzime soustavu

x> 0=2A+C,
X% 0=A+2B+D,
X! 2=A+B,
x0: —1=8B
ajeji feSenl A =3, B=—1, C=—6 a D = —1. Proto hledany rozklad je ve tvaru
2x —1 3 1 ox + 1

x4+ x3+x2 x x2 2X24x+17
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(63) Rozlozte na parcidlnt zlomky
—5x+2
x4 —x3 + 2x2°

Re3eni:
Upravime jmenovatele do tvaru soulinu, tj. x* — x* + 2x* = x* (x* — x + 2), proto bude
rozklad mit podobu
5%x+2 A B Cx+D
X —x3+2x2 x x2 x2—x+2
Odtud dostaneme rovnici
—5x +2 = Ax® — Ax? + 2Ax + Bx? — Bx + 2B + Cx* + DX,

coz nas metodou neurcitych koeficientl privede k soustavé

X 0=A+C,
X 0=—-A+B+D,
x': —5=2A —B,
X0 2=2B
s feSenim A =—2, B=1, C =2 a D = —3. Proto hledan( rozklad je ve tvaru
—S5x+2 E l 2x—3
x4 —x3 4 2x2 x x* xX2—x+2
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(64) Rozlozte na parcidlnt zlomky

2 +4x +9
x3+3x24+3x+2°

Reseni:

S pomoci Hornerova schématu dostaneme

1131312
211011110

proto platl x* + 3x? + 3x +2 = (x + 2) (x* + x + 1). Tedy rozklad bude ve tvaru

2¢+4x+9 A L Bx+C
3432 +3x+2 x+2 xX24+x+1

coz vede k rovnici
2 +4x +9 = Ax* + Ax + A + Bx? + 2Bx + Cx + 2C.
Metodou neurcitych koeficientli dostaneme soustavu
x*: 2=A+B, xX:4=A4+2B+C, x°: 9=A+2C
s feSenim A =3, B = —1 a C = 3. Hledany rozklad je tedy tvaru

2 +4x+9 3 N —x+3
3+3x2+3x+2 x+2 xX24+x+1°
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(65) Rozlozte na parcidlnt zlomky
9% —4x + 1
xt—x2

ReSeni:
Upravime jmenovatele do tvaru x* — x? = x? (xz — 1) = x%(x — 1) (x + 1), proto rozklad

bude ve tvaru

9x3—4x+1_A+B+ C N D
x—x2  x XX x+1 x-=1

Odtud dostaneme rovnici ve tvaru
Ix® —4x +1=Ax> — Ax + Bx? — B + Cx* + Dx®* + Dx°.

Metodou neurcitych koeficientli dostaneme soustavu

x> 9=A+C+D,
X% 0=B—-C+D,
x!': —4 =—-A,
X0 1=-B
s feSenim A =4, B=—1, C =2 a D = 3. Proto hledany rozklad je ve tvaru
I —4x+1 4 1 2 3
TXox x @ x4l x—T
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(66) Rozlozte na parcidlnt zlomky
x2—x+10
(x? —3x +10)%"

Resen:
Jmenovatele jiz nelze nijak rozloZzit, proto rozklad must byt v tomto tvaru
x* —x+10 Ax+ B Cx+D

(d—3x+ 102  x2—3x+10  (x2—3x+ 1072
coz vede na rovnici
x> —x+ 10 = Ax® + 3Ax> + 10Ax + Bx? — 3Bx + 10B + Cx + D.

Metodou neurcitych koeficientti dostaneme soustavu rovnic

x> 0=A,
X% 1 =3A + B,
X! —1=10A—-3B+C,
x0: 10=10B+D
sfeSenim A =0,B=1,C=2aD =0. Proto hledan{ rozklad je tvaru
x?—x+10 1 2x

(2 —3x 1107  x—3x+10  (d—3x+10)"
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(67) Rozlozte na parcidlnt zlomky

1
X6 4+ 2x4 + x2°

Re3eni:
Nejdrive upravime jmenovatele do tvaru
X2+ =X (X 2+ 1) =% (X + 1)2

. Proto bude rozklad ve tvaru
1 A B Cx+D Ex+F

X+ 24 +x2 T x ;+ x?+ 1 +(x2+1)2)

z ¢ehoz obdrzime rovnici

1= Ax° +2A%° + Ax + Bx* 4+ 2Bx?* + B 4+ Cx° 4+ Cx® 4 Dx* + Dx? + Ex® + Fx’.
Metodou neurcitych koeficientli dostaneme soustavu

x°: 0 =A+C,

x': 0 =B+D,
x7: 0 =2A+ C+E,
x": 0 =2B+D+F
x': 0 =A,
x 1 =B
B=1

a reSent A =0,
tvaru
1 1 1 1

X2 X2 x24T (x2+1)2°
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(68) Rozlozte na parcidlnt zlomky

5x7 4+ 12x° + 24x% + 19x* + 8x3 + 4x2 + 3x + 1
x8 + 3x7 + 5x° + 5x® + 3x* + %3 )

Redeni:
Pomoct vytgkant upravime jmenovatele do tvaru
X4+ 3x7 4+ 5x° +5%° + 3t + %7 =% (x° +3x" + 5% +5x* +3x + 1) .

S vyuzitim Hornerova schématu

muZeme psat
X343x7+5x0 45 +3x 4 = %7 (%7 + 3x + 57 + 5% +3x + 1) =% (x +1) (x* +2x° +3x* + 2x + 1)
Proto rozklad bude ve tvaru

5x7+12x6—l—24x5+19x4—l—8x3+4x2+3x—|—1_é_i_B C D
x8 + 3x7 + 5x® + 5% + 3x* + x3 X

Ex+F Gx+H
X+x+1 x24+x+1)7

coz vede na rovnici

5x7 4+ 12x% +24x5 + 19x* + 8% +4x* +3x + 1 =
= Ax” + 3Ax°® 4+ 5AX° + 5Ax* 4+ 3Ax% + Ax? + Bx® 4 3Bx® + 5Bx*+
+5Bx® 4 3Bx* + Bx + Cx* + 3Cx* 4+ 5Cx* +5Cx* + 3Cx + C+
+ Dx” +2Dx® + 3Dx° + 2Dx* + Dx® + Ex” 4 2Ex°® 4 2Ex° + Ex*+
+ Fx® 4+ 2Fx° 4+ 2Fx* + Fx® + Gx® + Gx* + Hx* + Hx3.

Pomoct metody neurcitych koeficientli dostaneme soustavu

x 5=A+D+E,

x° 12=3A+B+2D +2E +F,

X 24 =5A + 3B + C+ 3D + 2E + 2F + G,
x*: 19 =5A +5B+3C+2D+E+2F+ G+ H,
X3 8=3A+5B+5C+D+F+H,

X2 4=A+3B+5C,

x' 3=B+3C,

x° : 1=C
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steSenim A=—-1,B=0,C=1,D=4E=2F=3 G=6aH=—1.Proto hledany
rozklad je ve tvaru
5x7 4+ 12x° + 24x° + 19x* + 8x% +4x* +3x + 1
x8 + 3x7 4+ 5x° 4 5%% + 3x4 + x3 N
1 1 4 2x+3 6x — 1

=+ + :
x+x3 x—|—1+xz—|—x+1 (x2+x+1)2
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