II. Integralni pocet funkci
jedné proménné

II. 1. Zakladni integracni metody

Definice 28. Necht funkce f je definovdna na intervalu I. Funkce F se nazgva primitivn{ k funkci
f na I, jestlize plati F/(x) = f(x) pro kazdé x € L.
Mnozina vsech primitivnich funkct k funkci f na I se nazgyva neurcity integrdl z funkce f a znact
se [ f(x)dx, tj.

Jf(x) dx :={F: F je primitivn{ funkce k f na I}.

Zakladnt vzorce pro integrovant (k € R):
J (f(x) £ g(x)) dx = Jf(x) dx + J g(x) dx,

Jk-f(x) dx=k-Jf(x) dx.

Integrovant elementdarnich funkct (a,b,k,C,x,3 € R, a > 0, b # 0 jsou dané konstanty a C je
integrac¢ni konstanta):

XnH
Jkdx:kx+C, Jx”dx: + C,
n+1
1
J;dx:ln!xl—er, Je" dx = e* +C,
a* .
Ja"dx: +C, Jsmxdx:—cosx—i—C,
lna
. 1
Jcosxdx:smx—FC, Jx2+1 dx = arctgx + C,
1 ) 1
Jﬁdx:arcsmx+C, JCOSZXdX:th+C)
1 f'(x)
dx = —cotgx + C J dx = In|f(x)| + C.
Js.lnzx C g ) f(X) n’ ( )‘
1
Jf(x)dx:F(x)+C = Jf(ocx—l— B)dx:&F(ocx—F B)+ C.

Véta 29 (Integrovani per-partes). Necht funkce w a v maji derivaci na intervalu 1. Pak plati
Ju(x) V' (x)dx = u(x) - v(x) — Ju’(x) -v(x) dx,

pokud alespori jeden z uvedenych integrdli existuje.
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364 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

u(x) v/ (x)

u(x) | v'(x) P(x) - ln"x In™x P(x)

P(x) - e P(x) ekx P(x) - logy x logg x P(x)
P(x)-a* | P(x) akx P(x) - arcsin(kx) | arcsin(kx) | P(x)
P(x) - sin(kx) | P(x) | sin(kx) P(x) - arccos(kx) | arccos(kx) | P(x)
P(x) - cos(kx) | P(x) | cos(kx) P(x) - arctg(kx) arctg(kx) | P(x)
P(x) - arccotg(kx) | arccotg(kx) | P(x)

TaBULKA 1. Jak volit funkce pfi integrovant per-partes (P(x) je polynom, k € R).

Véta 30 (Substitucni metoda). Necht funkce f md na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce @(x) md derivaci na otevieném intervalu 1 a pro libovolné x € 1 je @(x) € J. Pak md
sloZenad funkce f(@) @' na intervalu 1 primitivni funkci a plati

e(x)=u

Jf[cp(xn@ b

= Jf(u) du=TF(u)+ C=Flep(x)] +C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 365

(314) Vypoctéte

dex.

S vyuzitim zékladnich vzorci obdrzime pfimo

Reseni:

2
X
dex-i—i—C.
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366 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(315) Vypoctéte

Reseni:

S vyuzitim zékladnich vzorct obdrzime primo
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 367

(316) Vypoctéte
J Vx dx.

Reseni:
S vyuzitim zékladnich vzorci obdrzime pfimo
32

2
= ]/2 = —_— = — 3
Jﬁdx Jx dx 3/2+C 3\/x + C.
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368 I.

INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(317) Vypoctéte
|
— dx.
I
Redeni:
S vyuzitim zékladnich vzorct obdrzime primo
1 2/3

JTﬁd": 2/3

X
Jx‘”s dx = —

+cz§€/>?+c.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 369

(318) Vypoctéte

Je" dx.

S vyuzitim zékladnich vzorci obdrzime pfimo

Reseni:

Je_" dx = —e ™ +C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

370 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(319) Vypoctéte
J 1 dx
x24+3
Regeni:

S pomoct Upravy mizeme vyuzit jeden ze zdkladnich vzorci, tj.

Jde—1J 1 dx—]J ] dx = 1 arct X+C
43 323 <L>2+] BB
V3
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 371

(320) Vypottéte

1
J dx.
V4 —x?
Redeni:
S pomoct Upravy mizeme vyuzit jeden ze zdkladnich vzorci, tj.

J 41—x2dX_J2F 1J 1

-3

dx = C.
X = arcsin = 3 +
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372 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(321) Vypoctéte

241
J3x+ dx.

x> +x+2
Reseni:
S vyuzitim zékladnich vzorct obdrzime pfimo

J 3x2+1

deZln‘x3+x+2}+C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 373

(322) Vypoctéte

2 X 7 4 2 2x
— 3si 2 - g — El .
J(coszx 3sinb5x + c052+3 2X+3—x 3)X_i_2~|—2e3»)dx

Reseni:

Aplikact zékladnich vzorcl ziskame

2 X 7 4 2 2x
_ H 2 — x__ — 2 3 —
J(coszx 3sin5x + cosz~|—3 2X+3—x 3x+2+ e3)dx

3 oox 3 7
—2tgx+§c055x+4sm§+ in3 +2Xln2

2 .
—4ln|3—x|—§1n|3x+2|+3e%+c.
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374 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(323) Vypoctéte
thz (au)du, a #0.

Reseni:

Postupngm upravovanim obdrzime

.2 2
) _ [ sin” (au) _ [ 1—cos” (au) B 1 B
th (““)d“—de“—JWd“—de“—J1d“—

:ltg(au)—u+ C.
a
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 375

(324) Vypoctéte
th (bs)ds, b #0.

Reseni:
Ze zakladnich vzorct ziskdme

i 1
th (bs)ds = J i:)r; ((EZ)) ds = 5 In|cos (bs)| + C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

376 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(325) Vypoctéte

X
5 dx.
cos? x

ReSeni:
S vyuzitim metody per-partes dostaneme

X /
oix &
CosS~ X

u=x u =1

_ !/ __ 1
v=1tgx v = o

:xtgx—thxdx:

:xtgx—J X dx =xtgx + ln|cos x|+ C.

CosSX
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

377
(326) Vypoctéte
Jxlnxdx.
Re3eni:
Metodou per-partes ziskame
=1 r=1 2 2 2
Jxlnxdx v _ %x :, _; = X7[nx—J§d>c: %lnx—xz%—C.
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378 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(327) Vypoctéte
J(Zx — 1) Inxdx.

Reseni:
Metodou per-partes ziskame

u=1Ix u' =

v=xt—x Vv =2

1
X —

J(Zx— 1) Inxdx

1

:(xz—x)lnx—JJ—((xz—x)dx:(xz—x)lnx—J(x—de:

2

:(xz—x)lnx—x?—kx—kc.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 379

(328) Vypoctéte
J(xz +1)e ™ dx.

ReSeni:
S opakovanym vyuzitim metody per-partes dostaneme

42 I __
J(xz—H)e"dx u=x %:x] 15_235(
v=—e* v =e

u=2x u =x

Vi=—e* v=e"*

=—(x*+ 1)e"+J2xeX dx

=—(x*+ 1)e"—2xe"+J2eX dx =

=—(x*4+1)e*=2xe *+—2e *+C=—e¥(x*+2x+3)+C.
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380 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(329) Vypottéte

sz e dx.
ReSeni:
Metodou per-partes ziskame
_ u=x? u = 2x
JXZG 3 dx V:—% e73x vl:e73x =
T, 5 2 _ u=x u' =1
= —gxze 3X+§Jxe 3 dx b lax x| =
1 2 2 1 2 2
= —gxz e X —oX e —|—§ J e dx = —3 e X (xz + 3X + §> +C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 381

(330) Vypoctéte
J e*sinxdx.

Reseni:
Po dvojndsobném pouziti metody per-partes dostaneme
u=e" u =e*
v=—cosx V' =sinx

Je" sinx dx

u=e* u =e"
/

v=sinx Vv =cosx

= —e"cosx—kje’%osxdx

= —e"cosx+ exsinx—JeXsinxdx,
coz znameng, ze jsme ve v(sledku obdrzeli stejn( integral jako v zadant pouze s opacnym
znaménkem, tj.

1
Je"slnxdx: Ze" (sinx — cosx) + C.
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382 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(331) Vypoctéte
J cos’® x dx.

Re3eni:
S vyuzitim metody per-partes obdrzime

u=-cosx U =-—sinx
v=sinx V' =cosx

J cos? x dx

:cosx-sinx—i—l[sinzxdx:cosx-sinx—i-J(] —coszx) dx =

:cosx-sinx—l—JU —coszx) dx:cosx-slnx+x—Jcoszxdx.

Odtud plyne
1
Jcoszxdx =3 (sinx-cosx+x)+ C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 383

(332) Vypoctéte
J arctg x dx.

Reseni:

Metodou per-partes obdrzime

1
J arctgx dx

1+4x2
v=x vi=1

u=arctgx u’ =

X 1 )
:xarctgx—JH—Xde:xarctngrzln\x +1\+C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

384 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(333) Vypoctéte
J ln x dx.

Reseni:
Metodou per-partes obdrzime

Jlnxdx

u=Ilnx u =

—_

N W :xlnx—J1dx:xlnx—x—|—C.
= X =
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 385

(334) Vypoctéte

Resent:

Tento priklad je mozné Tesit jak substituct, tak i per-partes.

Per-partes:
l /:l =
I:Jﬁdx u = u/ lnlx _
X v=lnhx Vv =2
L
:lnzx—Jﬁdx:lnzx—I
X
) ) lnx
Substituct:
lnx t=lIlnx 2 ln? x
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386 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(335) Vypoctéte

J(4— 7x)"0 dx.
Regeni:
Substitu¢ni metodou obdrzime
510 t=4—-7x| _ 1({.0, 1t" 1] N
J(4 7x)"° dx |dt:—7dx =5 t dt——?ﬁ+C——ﬁ(4—7x) + C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ ~xzemane?2


http://www.math.muni.cz/~xzemane2

[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 387

(336) Vypoctéte
J v2x — 5dx.

Reseni:

Pouzitim substitu¢ni metody ziskame

t=2x—-5
J\/Zx—de gt — 2 dx

1 t3/2

1 1

2
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388 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(337) Vypoctéte
J cos X dx
(2+sinx)2

Reseni:
Substitu¢ni metodou obdrzime

t=2+sinx

gl 1
dt = cosxdx | — =—31tL=

— -+ C
12 t Z-I—sinx+

J COS X N
(2 + sinx)?
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY

389

(338) Vypottéte
J' (T4 nx)*

Reseni:
Substitu¢ni metodou dostaneme

1+Inx)* t=1
[ i o (RIS

(1+1t)°

X

+C=

(1+lnx)°

+C.
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390 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(339) Vypottéte

J sinx - cos® x dx.

Reseni:
Substitu¢ni metodou obdrzime

U = CoS X
du = —sinxdx

Jslnx.cos5xdx :_JuSdu:_li_i_C:_cos X+C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 391

(340) Vypoctéte

JxeXz dx.
Regeni:
Substitu¢ni metodou ziskdame
—XZ t — _Xz o 1 t . ] t o 1 XZ
Jxe dx dt — —2x dx —zje dt=—=¢e —I—C——ze +C

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil


http://user.mendelu.cz/hasil

392 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(341) Vypoctéte

J CcoS X dx.

1+ sin’x

Reseni:

S pomoct substitu¢ni metody ziskame

u=t+v1+t
CoS X t =sinx dt i
—dx| o :J— duz(]—kL)dt:Mdt —
J T+ sin?x dt = cos dx V1 + 12 Zd\u/1+t2_ N Vi+t2
tHV1+2 V1482
d
:JIu:lnlul—l—C:ln"H—\/]—l—t2‘+C:ln’slnx+ 1+sin’x| + C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 393

(342) Vypoctéte
Jx3 e dx.

Reseni:

Kombinace substituce a metody per-partes déava

3 7X2 t:—Xz __1 _ t _
Jxe dx gt — —oxdx | = ZJ( t)e' dt =

1 ¢ u=t u =1 Tow T

—the dt V:et v,:et —zte —EJG dt =

—1tet—1et+C——1e_"2(x2+1)+C

-2 2 2 )
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394 [l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(343) Vypoctéte
Je‘/’z dx.

ReSeni:
Kombinace substituce a metody per-partes déava
t=4/x
t? =x
2tdt =dx

=t u' =1

v:t /

Je\/’zdx
et v =e¢e

:2Jtet dt

:Zte"—ZJ'et dt =2tet—2e'+C =2e*(v/x—1)+C.
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 395

(344) Vypoctéte

Jx arcsin x? dx.

Reseni:
Kombinace substituce a metody per-partes déava

2 1

t=x

1 u=arcsint u =
. 2 — _ . 1_+2 —
Jxarcsmx dx [ 4 = v dx 2Jarcstntdt | R y :\/] t
1 . 1 t w=1-—t2 1 . 1 dw
—ztarcsmt—zj\/]—__tzdt |dW:—2tdt —ztarCSlnt+ZJﬁ—
1w 1, o, .
:ztarCSLnt+ZT+C:§x arcsinx +§\/1 —x* 4+ C.

2
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396

[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(345) Vypoctéte pomoct per-partes i substitucni metodou

j VT dx.

Reseni:

Tento priklad lze Fesit dvéma zplsoby. Metodou per-partes obdrzime

_ /1 _ 2 I —2x
J\H—xzdx u=v1l—-x* u 2/1—2

vV=x v =

2 1—x2+1
dx = x/1 —xZ—J—dx:
V1—x2

[ x
=xV1—x2+

| vi—e

— ([ 1—% 1
* X (\/]—XZ \/1—X2) x

=x\/1—x2— |1 —xzdx+J
=x 1—x2+arcslnx—J\/1 — x2 dx,

J

dx =

t.
J\H —xzdx:% (x 1—x2+arcsinx> + C.

Vhodnou substituct dostaneme tent(z vysledek, tj.

v 1 —x2dx X =sint = [ V1 —sin’tcostdt =
dx = costdt
5> eyl t 1 . — arcsinx
= |cos“dt = "=sintcost+=+C==sintv1—sin"t+
J 2 2 2 2

1 1
:zx 1—x2+zarcsinx+C.

+C
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[1. 1. ZAKLADNI INTEGRACNI METODY 397

(346) Vypoctéte
J max{1, x*} dx.

Regeni:
Pro [x| <1 plati
Jmax{],xz}dx = J] dx =x+ C.

Je-li [x| > 1, plati
3

Jmax{],xz}dx:szdx: X§+C.

Protoze v(sledna funkce musi byt spojitd, plati
x3 2
?—§+C pI’OX<—1,
Jmax{],xz}dx: x+C pro |x| <1,
x> 2
5+5+C pro x > 1.
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