Redukce - priklady ve cvicenich (reseni)

12.1 Rozhodnéte, zda plati nasledujici implikace. Své rozhodnuti zd(ivodnéte.

Redeni:

a)

b)

d)

e)

a)A<,B=>A<,B

b) A <,, B a Bjereguladrni = A je reguldrni.

c) A je rekurzivné spoletnd a A <m A = Aje rekurzivni.
d) A je rekurzivné spoéetnd a A <, A = A je rekurzivni.
e) A <, B a A je rekurzivni = B je rekurzivni

f) A je rekurzivné spoéetnd = A <,, HALT

Plati. Bud' A € X*, B € I'*. Zopakujme definici m-redukce:

A <,, B pravé tehdy, kdy? existuje totédlné vycislitelna funkce f: £* — I'* takova, Ze
x)weAde f(w)eEB

Vztah (*) mUZeme upravit: w € A & f(w) € B, resp.

(x»)weEA = f(w) EB

Vztah (**) viak odpovidd definici m-redukce A <m B, co? bylo dokazat.

Neplati. Uvedeme protipfiklad. Necht

A={w.wl|wE€{a b}}

B € {0,1}*,B = {0}.

Jazyk A je rekurzivni, jazyk B regularni. Zkonstruujme funkci f: {a, b}* = {0, 1} pro redukci A <,,, B:

f(x) =0, je-lix tvaruw.w, kde w € {a, b},

f(x) = 1jinak.

Tato funkce je totalné vycislitelna, protozZe pro ni existuje TuringQv stroj M, ktery rozhoduje jazyk A, tudiz
funkci f Ize na jakémkoliv vstupu z {a, b}* algoritmicky spocitat. Nasli jsme tedy neregularni jazyk A a
reguldrni jazyk B, pro néZ jsme zkonstruovali redukci A <,,; B. Spor s tvrzenim v zadani.

Plati. Nejprve uvedme jednu z vlastnosti m-redukce:

(*) Pokud Y rekurzivné spocetny a plati X <,,, Y, pak X je téZ rekurzivné spocetny.

Porovnejme vztah (*) s predpoklady véty v zadani: A je rekurzivné spotetnd a A <m A. Dle vztahu (*) tedy
musi platit, ze i jazyk 4 je rekurzivné spotetny. Ukazali jsme, ze oba jazyky A, 4 jsou rekurzivné spocetné.
Z toho vsak vyplyva, Ze jazyk A je rekurzivni.

Plati. Ze vztahu A < Avyplyvdivztah A <, A (viz definice m-redukce). Déle jiz postupujeme analogicky
jako v pfipadé c).

Neplati. Uvazujme nasledujici dva jazyky:

A=0,Ack”

B = HALT, tj. jazyk nad abecedou {0, 1, #} obsahujici kédy (M, w), kde M je Turinglv stroj a vypocet M na
slové w je konecny. Sestrojme funkci f, kterd bude pro jakykoliv vstup vracet slovo nad abecedou {0, 1, #}
nepatfici do B (tedy nebude to smysluplny kéd tvaru (M, w)). Jde o totdIné vycislitelnou funkci, pficemz x €
Y'platix ¢ A & f(x) € B.Tedy A <,,, B, pticemZ A je regularni, tedy i rekurzivni jazyk, naopak B je pouze
rekurzivné spocetny jazyk, nikoliv rekurzivni.



f) Plati. Jestlize A je rekurzivné spocetny jazyk, existuje pro néj Turinglv stroj M, ktery je akceptuje. Je-li A ©
X*, pak na slovech w € A TuringQv stroj M akceptuje, na slovech w' & A zamitd &i cykli. Sestrojime funkci
f:2* - {0,1, #}" takto:

f(w) =(N,w), kde N vznikne z M tak, Ze pfechody do stavu q,.; upravime tak, aby v N cyklily.

Takova funkce je urcité totalné vycislitelna. Vystup funkce f(w), tj. kdd (N, w) pfesmérujeme do Turingova
stroje pro jazyk HALT. Jisté plati:

(M,w) € A = (N,w) € HALT

x €A f(x) € HALT

Nasli jsme tedy redukci A <,,, HALT.

12.2 Je dén jazyk A = {{M) | vypocet TM M na slové ¢ je koneény}.

e DokaiZte, Ze A neni rekurzivni. (Navod: najdéte redukci problému zastaveni na A.)
e Jejazyk A rekurzivné spocetny?
¢ Je komplement jazyka A rekurzivné spocetny?

Redeni:
Dtikaz, Ze jazyk A neni rekurzivni

Zopakujme si nejdfive definici jazyku HALT. Jedna se o jazyk nad abecedou {0, 1, #} obsahujici kédy (M, w), kde M je
Turinglv stroj a vypocet M na slové w je koneény. Zkonstruujme funkei f: {0, 1, #}* — {0, 1, #}*, ktera zobrazi slovo
x = (M,w) najiné slovo f(x) = (N, w) tak, Ze vypocCet M na w je koneény pravé tehdy, kdyZ vypocet N na ¢ je
konecny.

f(x) = (Ty), pokud x # (M, w), kde T, je TM, ktery pro kazdy vstup (tedy i prazdné slovo) cykli.
f(x) = (N,u), pokud x = (M, w), kde stroj N pro libovolny vstup u sestrojime takto:

1. Spustime simulaci stroje M na slové w.
2. Pokud M zastavi svij vypocet, akceptujeme.

Funkce f je urcité vycislitelna.

* V pfipadé, ze vstupem funkce neni koéd (M, w) Turingova stroje a vstupu, vysledkem je kdd stroje T, ktery
pro kazdy vstup cykli. Takovy stroj jsme jisté schopni vymyslet.
eV opacném pripadé zkonstruujeme TuringQv stroj N, ktery pfi své ¢innosti simuluje ¢innost stroje M na
vstupu w. | takovy stroj sestrojime jednoduse, stejné tak si poradime s vystupem v pfipadé, Ze M na vstupu w
zastavi. Pokud by vypocet M na w cyklil, (M, w) &€ HALT, tak bude cyklit vypocet N na libovolném slové u,
tedyieg, tj. (N,u) ¢ A.
Funkce f je téZ totalni, protozZe je definovana pro kazdy vstup. Jejim vysledkem je vidy fetézec nad abecedou {0, 1, #}
reprezentujici bud pouze kdd TM nebo kéd dvojice TM, vstup. Plati:
(M,w) € HALT < (N,u) € A (Vypocet M na w je konecény < vypocet N na libovolném slové u, tedy i ¢, je konecny)
x € HALT & f(x) € A
HALT <, A
ProtoZe jazyk HALT neni rekurzivni, neni ani jazyk A rekurzivni.
Dlikaz, Ze jazyk A je rekurzivné spocetny

Dukaz faktu, Ze jazyk A je rekurzivné spocetny, provedeme redukci A <,,, ACC. ProtoZe je jazyk ACC rekurzivné
spocetny, jisté je i jazyk A rekurzivné spoletny. Zkonstruujme funkci f': {0, 1, #}* — {0, 1, #}*, kterd zobrazi slovo

x = (M) naslovo f'(x) = (N, €), kde M, N jsou Turingovy stroje, pro které plati, Ze vypocet M na prazdném slové ¢
zastavi pravé tehdy, kdyZ N akceptuje €.



f'(x) = x, neni-li x kédem Turingova stroje.
f'(x) = (N, €), je-lix = (M), kde N zkonstruujeme nasledujicim zpisobem:

1. Univerzalnimu TM U dame na vstup dvojici (M, €).
2. Pokud U akceptuje, stroj N také akceptuje.
3. Pokud U zamit3, stroj N akceptuje.

Funkce fje jisté vycislitelna. TM N pfi svém vypoctu vyuziva univerzalniho TM U, ktery jsme schopni zkonstruovat.
Funkce f*je totalni, je definovana jak pro Spatné vstupy (x neni kédem TM), tak pro korektni vstupy (x je kddem TM).
Plati:

(MY € A = (N, &) € ACC
x€EAe f'(x) e ACC
A <, ACC

Jazyk A je tedy rekurzivné spocetny.
Dtikaz, Ze jazyk co-A neni ani rekurzivné spocetny

Sporem predpokladejme, Ze jazyk co-A je rekurzivné spocetny. ProtoZe i jazyk A je rekurzivné spocetny, z faktu, ze
oba jazyky jsou rekurzivné spocetné, vyplyva, Ze jazyk A je rekurzivni. To je vSak spor s nasim dlkazem, Ze A neni
rekurzivni. Proto jazyk co-A neni ani rekurzivné spocetny.

12.3 Naleznéte reseni nasledujiciho Postova systému:
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Redeni:
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12.5 Ukazte, Ze problém ekvivalence dvou Turingovych stroj(

EQ = {{My,M;) | My, M, jsouTM A L(My) = L(M,)}
je nerozhodnutelny.
Reseni:
Z prednasky vime, Ze jazyk NONEMPTY = {{M) | M je TM A L(M) # @} neni rekurzivni. Uvazujme nyni EMPTY =

{(M) | MjeTM A L(M) = @}. Nasim planem je ukdzat, Ze neni rekurzivni, a nasledné jej pouzit v redukci
EMPTY <, EQ, ¢imZ bychom dokazali, Ze i jazyk EQ nenf rekurzivni.

AZ na retézce (y), které nekdduji Zadny TM, je jazyk EMPTY doplrikem jazyka NONEMPTY . Sjednotime-li tedy
mnoziny EMPTY a B = {{y) | y neni kédem T M}, méli bychom dostat jazyk, ktery neni rekurzivni. Pokud by byl,
musel by byt diky uzavérovym vlastnostem rekurzivnii NONEMPTY . Tedy

(*) EMPTY U B neni rekurzivni.

Jazyk EMPTY vsak také neni rekurzivni. Neni totiz sloZité najit Turing(iv stroj, ktery by rozhodoval jazyk B, tedy B je
rekurzivni. Jazyk EMPTY tim padem neni rekurzivni — pokud by byl, bylo by i sjednoceni EMPTY U B diky
uzavérovym vlastnostem rekurzivni, coz je spor s vySe uvedenym zdvérem (*).



Nyni pFistupme k popséni redukce EMPTY <,,, EQ. Sestrojme funkci f:{0,1,#}* - {0, 1, #}*, kterd zobrazi slovo
x = (M) naslovo f(x) = (M, M,) tak, Ze x € EMPTY < f(x) € EQ, pficemz
L(M,) = @. Pfedpokladejme, Ze existuje TM R rozhodujici jazyk EQ.

f(x) = (M, M), kde M; je TM zamitajici jakykoliv vstup.
Nyni ovéfme:

(M) € EMPTY < L(M) =@ < (M,M,) € EQ
x € EMPTY & f(x) € EQ
EMPTY <,, EQ

Neni-li x kddem Turingova stroje, plati L(x) = @, tj. x € EMPTY.TM R tento kdéd porovnava s kédem TM M;, pro
ktery taktéz plati L(M;) = @. R tedy ptijima. V opacném pfipadé, kdy x = (M), kde M je néjaky TM, ptipravime
vstup (M, M;) pro TM R rozhodujici jazyk EQ. R pfijima pouze tehdy, kdyz L(M) = L(M;) = @, tedy kdyz

f(x) =(M,M,) € EQ.

Funkce f je totdlni, jelikoZ kazdému vstupu x pfitazuje kéd (M, M, ). Je i vycislitelnd, jelikoZ pFi své praci pouze
simuluje ¢innost TM R. ProtoZe vSak jazyk EMPTY neni rekurzivni, nemuze byt rekurzivni ani jazyk EQ.



