18 Redukce

Definice. Problém nazveme:

e rozhodnutelngj, jestlize jeho jazykova reprezentace je rekurzivni jazyk.

e cdstecné rozhodnutelnyj, jestlize jeho jazykova reprezentace je rekurzivné
spocetny jazyk.

e nerozhodnutelnyj, jestlize neni rozhodnutelny.

C'il. Na§im cilem je zavést formalizmus, pomoci néhoz bychom mohli porovnavat
obtiznost problému. To znamend, Ze hledame relaci na t¥idé vSech problémi,
kterd je alespon reflexivni a tranzitivni.

Motivace. M&jme problém P urcit, zda délka slova nad abecedou X = {a, b} je
délitelna 13, a piredpoklddejme, Zze méme algoritmicky postup (v tomto piipadé
sta¢i dokonce konetny automat) na problém P, ur€it, zda délka slova nad X
je délitelna 26. K vyfeSeni P, chceme vyuzit P, ¢imZ se vyhneme vymy§leni
nového algoritmu. Cil je tedy pfevést instanci wy problému P; na instanci ws
problému P,. To lze udélat napi. tak, ze polozime wo = wiwi. Ziejmé wsy je
délitelné 26 pravé tehdy, kdyz w; bylo délitelné 13. Po aplikaci algoritmu pro
P> na wsy ziskdme rozhodnuti o instanci wy pro P;.

Definice. Méjme funkci f: ¥* — I'*, kde X a I" jsou néjaké abecedy. Rekneme,
ze f je totdlné vycislitelnd, jestlize existuje uplny Turinguv stroj, ktery po ukon-
Ceni vypoctu na vstupu w ma na pésce fetézec f(w). Mé&me nyni néjaké jazyky
A C ¥ a B C I'*. Rekneme, ze A se redukuje na B, piseme A < B (zkracuji
zde b&Zné znaleni <,,), jestlize existuje totalnd vycislitelna funkce f: X* — I'*
spliwjici:
weAsS f(w)eB
Piseme A = B, pokud A < B a zaroven B < A.

Umluva. PFipomenime, Ze symbolem (M) oznacujeme né&jaké zakodovani Turin-
gova stroje M jako fetdzce nad zvolenou abecedou (toto umime jednoznané
provést uz pro libovolnou dvouprvkovou abecedu). Tento proces pot¥ebujeme
pro to, abychom mohli jazykové reprezentovat problémy a vlastnosti Turingo-
vych stroju.

Priiklad 1. Mé&jme problém zastaveni definovany jako problém piislu§nosti do
jazyka:
HALT = {{M) #w | stroj M zastavi na vstupu w}

Ukézeme, 7e problém zastaveni a problém akceptovani jsou ekvivalentni:
ACCEPT = HALT

K tomu musime provést dvé redukce:

ACCEPT < HALT: Nejprve si pieloZzme, co vlastné znamené provést tuto re-
dukci: Nagim tkolem je nalézt postup, jak z Fetézce M#w udélat fetézec M'#w’
takovym zpusobem, ze M akceptuje w pravé tehdy, kdyz M’ zastavi na vstupu
w’. To miZeme provést tieba nasledujicim zptsobem: Stroj M’ vznikne ze stroje



M tak, ze z néj odstranime vSechny piechody do zamitajiciho stavu. P¥itom po-
nechame w = w’. Potom ziejmé M’ zastavi na vstupu w tehdy a jen tehdy, po-
kud jej akceptuje, tj. pokud jej akceptoval jiz automat M. Tento postup pfitom
ziejmé muzeme provést algoritmicky, ¢ili tato redukce je totalné vycislitelna, jak
se v definici pozaduje.

HALT < ACCEPT: V opatném sméru chceme z fetézce M#w udélat fetézec
M'#w' takovy, Ze stroj M zastavi na vstupu w pravé tehdy, kdyz stroj M’
akceptuje vstup w’. Opét nebude potieba ménit vstup, ¢ili polozime w' = w.
Stroj M’ ziskdme ze stroje M tak, 7e v ndm vSechny pfechody vedouci do
zamitajiciho stavu zavedeme do akceptujicitho. Timto zpisobem bude stroj M’
akceptovat pravé vSechny vstupy, které stroj M akceptovat nebo zamital, tedy
na nichz svij vypocet zastavil v koneéném case.

Véta 18.1. Dulezité vlastnosti redukcee:
1. Relace < je reflexivni a transitivni.
2. Je-li B rekurzivni a A < B, pak A je rekurzivni.

Je-li B rekurzivné spocetny a A < B, pak A je rekurzivné spocetny.

-~ W

Pokud A neni rekurzivni a A < B, pak B neni rekurzivni.

5. Pokud A neni rekurzivné spocetny a A < B, pak B neni rekurzivné spo-
Cetny.

Priklad 2. Problém zastaveni je pouze ¢astecné rozhodnutelny, ale neni roz-
hodnutelny. Snadno se ukize, ze tento problém je ¢astecné rozhodnutelny tak, ze
pro né&j sestrojime Turinguv stroj. Tento stroj bude fungovat podobné jako uni-
verzalni Turingiv stroj tim, Ze bude simulovat ¢innost stroje na vstupu pouze s
tim rozdilem, ze akceptujeme, jestlize simulovany stroj akceptuje nebo zamita.
V ostatnich piipadech simulovany i simulujici stroj cykli. Castetna rozhodnutel-
nost problému zastaveni také plyne z vySe dokdzané redukce HALT < ACCEPT.
Z opac¢né redukce ACCEPT < HALT zase plyne, Ze problém zastaveni je neroz-
hodnutelny.

Pozndmka. Ptedchozi ptiklad ilustruje dva postupy, které budeme pouzivat k
diukazu, ze je néjaky jazyk A pouze rekurzivné spocetny:

1. Bud nalezneme ekvivalenci A = R, kde R je jiny pouze rekurzivné spo-
éetny jazyk,

2. nebo sestrojime Turinguv stroj rozpoznavajici A a nalezneme redukci N <
A, kde N je n&jaky nerekurzivni jazyk.

Priiklad 3. Problém neprizdnosti definovany jako problém prislusnosti do ja-
zyka:

NONEMPTY = {{M) | L(M) # 0}
je ¢astetné rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny. Turingiv stroj pro tento ja-

zyk bude pracovat nasledovné: Dostaneme na vstup stroj M. Nedeterministicky
na pomocnou pésku zapiSeme slovo a simulujeme ¢innost M na pomocné pasce,



akceptujeme pravé tehdy, kdyZz akceptuje stroj M. Takto ziejmé budeme ak-
ceptovat pravé ty stroje, které akceptuji alesponi jedno slovo. Nyni sestrojime
redukci:

ACCEPT < NONEMPTY

Mgjme fetézec M#w. Sestrojme N, ktery na zac¢atku provede kontrolu, zda mé
na vstupu w. Pokud ne, pak automaticky zamita. V opacném piipadé pokra-
Cuje ve vypoctu jako stroj M. Je ziejmé, Ze stroj M akceptuje vstup w pravé
tehdy, kdyZ N rozpoznava neprazdny jazyk. Tim je naSe redukce hotova. Pro-
toze problém akceptovani neni rozhodnutelny, neni rozhodnutelny ani problém
neprazdnosti.

Piiklad 4. Problém uréit, zda Turingiv stroj akceptuje alesponn 2000 slov
(oznagme piislusny jazyk TS2000), je ¢astecné rozhodnutelny, ale neni rozhod-
nutelny. Turingav stroj pro tento jazyk by pracoval nasledovné: Dostane na
vstup stroj M. Paralelné by prochézel viechny mozné vstupy a simuloval na
nich ¢innost stroje M. To miize délat tieba tak, ze provede jeden krok vypoctu
na prazdném slové, potom jeden krok vypoctu na v8ech slovech délky jedna, po-
sléze se vrati a provede dalsi krok vypoctu na prazdném slové, poté na slovech
délky jedna a poté na slovech délky dva a znovu od prazdného slova atd. Takto
zaru¢ime, Ze simulaci stroje M na kazdém mozném vstupu, aniz bychom mu
dovolili se na né&kterém z nich zacyklit. Zvlast si pak budeme na druhé pasce
pocitat, kolik slov akceptuje. Jakmile toto ¢islo dosdhne 2000, akceptujeme. Na
druhou stranu nikdy nezamitame, protoze nemuzeme v konecném case zjistit,
zda stroj bude v budoucnu akceptovat nebo cyklit. Nyni provedeme redukci:

NONEMPTY < TS2000

Mgjme stroj M s paskovou abecedou . Sestrojime stroj NV s paskovou abecedou
Y U{z}, kde z je novy symbol nevyskytujici se v X. Stroj N na za¢atku prochézi
pasku, a pokud se na ni vyskytuje kterykoli z fetézcti 2™ pro n € {1,...,1999},
pak akceptuje. V opatném piipadé pokracuje v ¢innosti jako stroj M. Ziejmé
stroj N akceptuje alespoii 2000 slov prave tehdy, kdy# ptuvodni stroj akceptoval
alespon jedno slovo.

Priiklad 5. Problém ekvivalence definovany jako problém piislusnosti do jazyka:
EKVIV = {(M) # N) | L(M) = LN)}

neni ani Gasteéné rozhodnutelny. Z diive dokizanych uzavérovych vlastnosti
vime, 7e doplnék jazyka NONEMPTY neni ani rekurzivné spocetny (Postova
véta), potom ani néasledujici jazyk neni r.e.:

EMPTY = {(M) | £(M) = 0}

nebot se od doplitku jazyka NONEMPTY lisi pouze ve v8ech fetézcich, které
nejsou kédem zadného Turingova stroje a které dokdzeme snadno algoritmicky
yodfiltrovat®. Fakt, Ze EKVIV neni ani rekurzivné spocetny dokazeme praveé
redukci EMPTY < EKVIV. Snadno miZeme sestrojit stroj P, o kterém vime, ze
rozpoznéva prazdny jazyk, napf. stroj s prazdnou piechodovou funkci. Redukce
vezme Turingiv stroj M a vrati M#P. Potom stroje M a P rozpoznavaji
tentyz jazyk pravé tehdy, kdyz M rozpoznavé prazdny jazyk. Tim je redukce
hotova.



Cviceni 1. Dokaite, ze nasledujici jazyk neni ani rekurzivné spocetny:
FINITE = {(M) | £ (M) je kone¢ny}
Cviceni 2. Dokazte, Ze nasledujici jazyk neni ani rekurzivné spocetny:
INFINITE = {(M) | L (M) je nekoneiny}
Cviceni 3. Dokaite, ze nasledujici jazyk neni ani rekurzivné spocetny:
REG = {(M) | £ (M) = R}
kde R je né&jaky pevné zvoleny regularni jazyk.
Definice. Mé&jme C tridu jazyki. Rekneme, ze jazyk A je:
e C-tézky, jestlize pro libovolné X € C plati X < A.
e C-uplny, jestlize je C-tdzky a zaroven A € C.

Pozndmka. Bez dikazu uvedme, ze jazyk ACCEPT je uplny pro t¥idu rekur-
zivné spocetnych jazyku. To souvisi s univerzalitou piislusného Turingova stroje
- interpreta. Rovnéz libovolny jazyk X, ktery je ekvivalentni ACCEPT, je uplny
pro tfidu rekurzivné spocetnych jazyki. Ukazali jsme, ze to jsou napiiklad ja-
zyky HALT nebo NONEMPTY.

Cviceni 4. Rozhodnéte, zda plati nasledujici implikace. Své rozhodnuti zdu-

vodnéte:

a) A< B= A° < B¢

b) A < B a B je regularni = A je regularni

¢) A je rekurzivné spocetny a A® < A = A je rekurzivni

d) A je rekurzivné spocetny a A < A = A je rekurzivni

e) A< B a A je rekurzivni = B je rekurzivni

f) A je rekurzivné spocetny = A < HALT

Definice. Postiv systém nad 3 je koneéna mnozina dvojic:
P={(a;,B)| ;i € ¥*,1 <i<mn}

Reseni Postova systému je neprazdna konec¢na posloupnost pfirozenych ¢isel
i1,...,0k € {1,...,n} takova, Ze:

Qiy gy = By e By
Definujeme:

e Postiiv korespondencéni problém jako problém pro zadany Postav systém P
urcit, zda ma néjaké feSeni.

PCP = {(P) | P je Postuv systém, ktery ma feSeni}



e inicialni Postiv korespondencni problém jako problém pro dany Postuv
systém urcit, zda ma né&jaké reseni zacinajici ¢islem 1.

inPCP = {(P) | P je Postiv systém, ktery ma feseni za¢inajici ¢islem 1}

Priklad 6. Mé&me Postiv systém:
{(¢, abe), (ca,b), (a,ca), (ab,a)}
Tento systém mé feSeni 42341:
ab-ca-a-ab-c=a-b-ca-a-abc

Tento systém na druhou stranu nemad feSeni zac¢inajici ¢islem 1, nebot se nemu-
zou rovnat dvé slova, kde prvni za¢ina znakem c a druhé fetézcem abc.

Cviceni 5. Naleznéte feSeni néasledujiciho Postova systému:
{(aa, a), (ab, abad), (b, a), (aba,b)}

Véta 18.2. Oba problémy PCP i inPCP jsou nerozhodnutelné. Lze provést
néasledujici redukce:
ACCEPT < inPCP < PCP

Cviceni 6. Ukazte, Ze Postuv korespondencni problém je nerozhodnutelny, i
kdyz se omezime na abecedu {0,1}.



