
18 Redukce

De�nice. Problém nazveme:

• rozhodnutelný, jestliºe jeho jazyková reprezentace je rekurzivní jazyk.

• £áste£n¥ rozhodnutelný, jestliºe jeho jazyková reprezentace je rekurzivn¥
spo£etný jazyk.

• nerozhodnutelný, jestliºe není rozhodnutelný.

Cíl. Na²ím cílem je zavést formalizmus, pomocí n¥hoº bychom mohli porovnávat
obtíºnost problém·. To znamená, ºe hledáme relaci na t°íd¥ v²ech problém·,
která je alespo¬ re�exivní a tranzitivní.

Motivace. M¥jme problém P1 ur£it, zda délka slova nad abecedou Σ = {a, b} je
d¥litelná 13, a p°edpokládejme, ºe máme algoritmický postup (v tomto p°ípad¥
sta£í dokonce kone£ný automat) na problém P2 ur£it, zda délka slova nad Σ
je d¥litelná 26. K vy°e²ení P1 chceme vyuºít P2, £ímº se vyhneme vymy²lení
nového algoritmu. Cíl je tedy p°evést instanci w1 problému P1 na instanci w2

problému P2. To lze ud¥lat nap°. tak, ºe poloºíme w2 = w1w1. Z°ejm¥ w2 je
d¥litelné 26 práv¥ tehdy, kdyº w1 bylo d¥litelné 13. Po aplikaci algoritmu pro
P2 na w2 získáme rozhodnutí o instanci w1 pro P1.

De�nice. M¥jme funkci f : Σ∗ → Γ∗, kde Σ a Γ jsou n¥jaké abecedy. �ekneme,
ºe f je totáln¥ vy£íslitelná, jestliºe existuje úplný Turing·v stroj, který po ukon-
£ení výpo£tu na vstupu w má na pásce °et¥zec f(w). M¥jme nyní n¥jaké jazyky
A ⊆ Σ∗ a B ⊆ Γ∗. �ekneme, ºe A se redukuje na B, pí²eme A ≤ B (zkracuji
zde b¥ºné zna£ení ≤m), jestliºe existuje totáln¥ vy£íslitelná funkce f : Σ∗ → Γ∗

spl¬ující:
w ∈ A⇔ f(w) ∈ B

Pí²eme A ≡ B, pokud A ≤ B a zárove¬ B ≤ A.

Úmluva. P°ipome¬me, ºe symbolem 〈M〉 ozna£ujeme n¥jaké zakódování Turin-
gova stroje M jako °et¥zce nad zvolenou abecedou (toto umíme jednozna£n¥
provést uº pro libovolnou dvouprvkovou abecedu). Tento proces pot°ebujeme
pro to, abychom mohli jazykov¥ reprezentovat problémy a vlastnosti Turingo-
vých stroj·.

P°íklad 1. M¥jme problém zastavení de�novaný jako problém p°íslu²nosti do
jazyka:

HALT = {〈M〉#w | strojM zastaví na vstupu w}

Ukáºeme, ºe problém zastavení a problém akceptování jsou ekvivalentní:

ACCEPT ≡ HALT

K tomu musíme provést dv¥ redukce:

ACCEPT ≤ HALT: Nejprve si p°eloºme, co vlastn¥ znamená provést tuto re-
dukci: Na²ím úkolem je nalézt postup, jak z °et¥zceM#w ud¥lat °et¥zecM′#w′
takovým zp·sobem, ºeM akceptuje w práv¥ tehdy, kdyºM′ zastaví na vstupu
w′. To m·ºeme provést t°eba následujícím zp·sobem: StrojM′ vznikne ze stroje
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M tak, ºe z n¥j odstraníme v²echny p°echody do zamítajícího stavu. P°itom po-
necháme w = w′. Potom z°ejm¥M′ zastaví na vstupu w tehdy a jen tehdy, po-
kud jej akceptuje, tj. pokud jej akceptoval jiº automatM. Tento postup p°itom
z°ejm¥ m·ºeme provést algoritmicky, £ili tato redukce je totáln¥ vy£íslitelná, jak
se v de�nici poºaduje.

HALT ≤ ACCEPT: V opa£ném sm¥ru chceme z °et¥zce M#w ud¥lat °et¥zec
M′#w′ takový, ºe stroj M zastaví na vstupu w práv¥ tehdy, kdyº stroj M′
akceptuje vstup w′. Op¥t nebude pot°eba m¥nit vstup, £ili poloºíme w′ = w.
Stroj M′ získáme ze stroje M tak, ºe v n¥m v²echny p°echody vedoucí do
zamítajícího stavu zavedeme do akceptujícího. Tímto zp·sobem bude strojM′
akceptovat práv¥ v²echny vstupy, které strojM akceptovat nebo zamítal, tedy
na nichº sv·j výpo£et zastavil v kone£ném £ase.

V¥ta 18.1. D·leºité vlastnosti redukce:

1. Relace ≤ je re�exivní a transitivní.

2. Je-li B rekurzivní a A ≤ B, pak A je rekurzivní.

3. Je-li B rekurzivn¥ spo£etný a A ≤ B, pak A je rekurzivn¥ spo£etný.

4. Pokud A není rekurzivní a A ≤ B, pak B není rekurzivní.

5. Pokud A není rekurzivn¥ spo£etný a A ≤ B, pak B není rekurzivn¥ spo-
£etný.

P°íklad 2. Problém zastavení je pouze £áste£n¥ rozhodnutelný, ale není roz-
hodnutelný. Snadno se ukáºe, ºe tento problém je £áste£n¥ rozhodnutelný tak, ºe
pro n¥j sestrojíme Turing·v stroj. Tento stroj bude fungovat podobn¥ jako uni-
verzální Turing·v stroj tím, ºe bude simulovat £innost stroje na vstupu pouze s
tím rozdílem, ºe akceptujeme, jestliºe simulovaný stroj akceptuje nebo zamítá.
V ostatních p°ípadech simulovaný i simulující stroj cyklí. �áste£ná rozhodnutel-
nost problému zastavení také plyne z vý²e dokázané redukce HALT ≤ ACCEPT.
Z opa£né redukce ACCEPT ≤ HALT zase plyne, ºe problém zastavení je neroz-
hodnutelný.

Poznámka. P°edchozí p°íklad ilustruje dva postupy, které budeme pouºívat k
d·kazu, ºe je n¥jaký jazyk A pouze rekurzivn¥ spo£etný:

1. Bu¤ nalezneme ekvivalenci A ≡ R, kde R je jiný pouze rekurzivn¥ spo-
£etný jazyk,

2. nebo sestrojíme Turing·v stroj rozpoznávající A a nalezneme redukci N ≤
A, kde N je n¥jaký nerekurzivní jazyk.

P°íklad 3. Problém neprázdnosti de�novaný jako problém p°íslu²nosti do ja-
zyka:

NONEMPTY = {〈M〉 | L(M) 6= ∅}

je £áste£n¥ rozhodnutelný, ale není rozhodnutelný. Turing·v stroj pro tento ja-
zyk bude pracovat následovn¥: Dostaneme na vstup strojM. Nedeterministicky
na pomocnou pásku zapí²eme slovo a simulujeme £innostM na pomocné pásce,
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akceptujeme práv¥ tehdy, kdyº akceptuje stroj M. Takto z°ejm¥ budeme ak-
ceptovat práv¥ ty stroje, které akceptují alespo¬ jedno slovo. Nyní sestrojíme
redukci:

ACCEPT ≤ NONEMPTY

M¥jme °et¥zecM#w. Sestrojme N , který na za£átku provede kontrolu, zda má
na vstupu w. Pokud ne, pak automaticky zamítá. V opa£ném p°ípad¥ pokra-
£uje ve výpo£tu jako stroj M. Je z°ejmé, ºe strojM akceptuje vstup w práv¥
tehdy, kdyº N rozpoznává neprázdný jazyk. Tím je na²e redukce hotová. Pro-
toºe problém akceptování není rozhodnutelný, není rozhodnutelný ani problém
neprázdnosti.

P°íklad 4. Problém ur£it, zda Turing·v stroj akceptuje alespo¬ 2000 slov
(ozna£me p°íslu²ný jazyk TS2000), je £áste£n¥ rozhodnutelný, ale není rozhod-
nutelný. Turing·v stroj pro tento jazyk by pracoval následovn¥: Dostane na
vstup stroj M. Paraleln¥ by procházel v²echny moºné vstupy a simuloval na
nich £innost strojeM. To m·ºe d¥lat t°eba tak, ºe provede jeden krok výpo£tu
na prázdném slov¥, potom jeden krok výpo£tu na v²ech slovech délky jedna, po-
sléze se vrátí a provede dal²í krok výpo£tu na prázdném slov¥, poté na slovech
délky jedna a poté na slovech délky dva a znovu od prázdného slova atd. Takto
zaru£íme, ºe simulaci stroje M na kaºdém moºném vstupu, aniº bychom mu
dovolili se na n¥kterém z nich zacyklit. Zvlá²´ si pak budeme na druhé pásce
po£ítat, kolik slov akceptuje. Jakmile toto £íslo dosáhne 2000, akceptujeme. Na
druhou stranu nikdy nezamítáme, protoºe nem·ºeme v kone£ném £ase zjistit,
zda stroj bude v budoucnu akceptovat nebo cyklit. Nyní provedeme redukci:

NONEMPTY ≤ TS2000

M¥jme strojM s páskovou abecedou Σ. Sestrojíme strojN s páskovou abecedou
Σ∪{x}, kde x je nový symbol nevyskytující se v Σ. Stroj N na za£átku prochází
pásku, a pokud se na ní vyskytuje kterýkoli z °et¥zc· xn pro n ∈ {1, . . . , 1999},
pak akceptuje. V opa£ném p°ípad¥ pokra£uje v £innosti jako stroj M. Z°ejm¥
stroj N akceptuje alespo¬ 2000 slov práv¥ tehdy, kdyº p·vodní stroj akceptoval
alespo¬ jedno slovo.

P°íklad 5. Problém ekvivalence de�novaný jako problém p°íslu²nosti do jazyka:

EKVIV = {〈M〉# 〈N〉 | L(M) = L(N )}

není ani £áste£n¥ rozhodnutelný. Z d°íve dokázaných uzáv¥rových vlastností
víme, ºe dopln¥k jazyka NONEMPTY není ani rekurzivn¥ spo£etný (Postova
v¥ta), potom ani následující jazyk není r.e.:

EMPTY = {〈M〉 | L(M) = ∅}

nebo´ se od dopl¬ku jazyka NONEMPTY li²í pouze ve v²ech °et¥zcích, které
nejsou kódem ºádného Turingova stroje a které dokáºeme snadno algoritmicky
�od�ltrovat� . Fakt, ºe EKVIV není ani rekurzivn¥ spo£etný dokáºeme práv¥
redukcí EMPTY ≤ EKVIV. Snadno m·ºeme sestrojit stroj P, o kterém víme, ºe
rozpoznává prázdný jazyk, nap°. stroj s prázdnou p°echodovou funkcí. Redukce
vezme Turing·v stroj M a vrátí M#P. Potom stroje M a P rozpoznávají
tentýº jazyk práv¥ tehdy, kdyº M rozpoznává prázdný jazyk. Tím je redukce
hotova.

3



Cvi£ení 1. Dokaºte, ºe následující jazyk není ani rekurzivn¥ spo£etný:

FINITE = {〈M〉 | L (M) je kone£ný}

Cvi£ení 2. Dokaºte, ºe následující jazyk není ani rekurzivn¥ spo£etný:

INFINITE = {〈M〉 | L (M) je nekone£ný}

Cvi£ení 3. Dokaºte, ºe následující jazyk není ani rekurzivn¥ spo£etný:

REG = {〈M〉 | L (M) = R}

kde R je n¥jaký pevn¥ zvolený regulární jazyk.

De�nice. M¥jme C t°ídu jazyk·. �ekneme, ºe jazyk A je:

• C-t¥ºký, jestliºe pro libovolné X ∈ C platí X ≤ A.

• C-úplný, jestliºe je C-t¥ºký a zárove¬ A ∈ C.

Poznámka. Bez d·kazu uve¤me, ºe jazyk ACCEPT je úplný pro t°ídu rekur-
zivn¥ spo£etných jazyk·. To souvisí s univerzalitou p°íslu²ného Turingova stroje
- interpreta. Rovn¥º libovolný jazyk X, který je ekvivalentní ACCEPT, je úplný
pro t°ídu rekurzivn¥ spo£etných jazyk·. Ukázali jsme, ºe to jsou nap°íklad ja-
zyky HALT nebo NONEMPTY.

Cvi£ení 4. Rozhodn¥te, zda platí následující implikace. Své rozhodnutí zd·-
vodn¥te:

a) A ≤ B ⇒ AC ≤ BC

b) A ≤ B a B je regulární ⇒ A je regulární

c) A je rekurzivn¥ spo£etný a AC ≤ A⇒ A je rekurzivní

d) A je rekurzivn¥ spo£etný a A ≤ AC ⇒ A je rekurzivní

e) A ≤ B a A je rekurzivní ⇒ B je rekurzivní

f) A je rekurzivn¥ spo£etný ⇒ A ≤ HALT

De�nice. Post·v systém nad Σ je kone£ná mnoºina dvojic:

P = {(αi, βi) | αi, βi ∈ Σ∗, 1 ≤ i ≤ n}

�e²ení Postova systému je neprázdná kone£ná posloupnost p°irozených £ísel
i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n} taková, ºe:

αi1 · · ·αik = βi1 · · ·βik

De�nujeme:

• Post·v koresponden£ní problém jako problém pro zadaný Post·v systém P
ur£it, zda má n¥jaké °e²ení.

PCP = {〈P 〉 | P je Post·v systém, který má °e²ení}
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• iniciální Post·v koresponden£ní problém jako problém pro daný Post·v
systém ur£it, zda má n¥jaké °e²ení za£ínající £íslem 1.

inPCP = {〈P 〉 | P je Post·v systém, který má °e²ení za£ínající £íslem 1}

P°íklad 6. M¥jme Post·v systém:

{(c, abc), (ca, b), (a, ca), (ab, a)}

Tento systém má °e²ení 42341:

ab · ca · a · ab · c = a · b · ca · a · abc

Tento systém na druhou stranu nemá °e²ení za£ínající £íslem 1, nebo´ se nem·-
ºou rovnat dv¥ slova, kde první za£íná znakem c a druhé °et¥zcem abc.

Cvi£ení 5. Nalezn¥te °e²ení následujícího Postova systému:

{(aa, a), (ab, abab), (b, a), (aba, b)}

V¥ta 18.2. Oba problémy PCP i inPCP jsou nerozhodnutelné. Lze provést
následující redukce:

ACCEPT ≤ inPCP ≤ PCP

Cvi£ení 6. Ukaºte, ºe Post·v koresponden£ní problém je nerozhodnutelný, i
kdyº se omezíme na abecedu {0, 1}.
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