Gramatiky

Definice — gramatika

Gramatikou G rozumime étvefici (N, X, P, S), kde:
1. N # 0 je koneéna mnoZina tzv. netermindld.

2. ¥ je kone¢nd mnozina termindla (terminalnich symboli).
[Ozna¢me V = N UX]

3. P je podmnozinou V*NV* x V* je konefna mnozina pravidel.

4. S € N je pocateéni neboli startovni neterminal.

Poznamka.

1. Netermindly oznacujeme velkymi pismeny (A, B,C,...), terminaly nao-
pak ozna¢ujeme malymi pismeny (a,b,c,...).

2. Pro zachovéani pfehlednosti je dfilezité, aby N NY = (), tj. abychom v gra-
matice nezavadéli symbol, ktery bude jak netermindlem, tak terminalem.

3. V definici mnoziny pravidel P se vyskytuje symbol V, ktery znamena
sjednoceni vSech terminélnich i netermindlnich fetézi (V = NUX). Pokud
zapisujeme V*, znamend to libovolny, tedy i nulovy pocet terminald ¢i
netermindli v jakémkoliv poradi.

4. Prvkem mnoziny P je dvojice (a, 3), kde a obsahuje alespoii jeden neter-
mindl (plyne z faktu, ze o € V*NV*). Misto zépisu (a, §) € P pouzivime
prehlednéjsi a — ( a Cteme ,« prepis na F¢.

5. «a... leva strana pravidla, 3 ... prava strana pravidla.
Priklad 1.
Mgjme gramatiku G = ({5, 4, B},{a,b,e}, P, S), kde mnoZina P = {

S — aA|bbB

aA — aAba

A — aa|bBb|ada
bB — bbBa

B — bl|le|BB}

Vsimnéte si, Ze se v zapisu vyskytuje symbol |. Ten slouzi k oddéleni dvou
pravidel, které maji stejnou levou stranu. Napiiklad: pokud pravidla S — aA,
S — bbB maji na levé strané stejny netermindal S, zapisujeme to zjednodusSené
S — aA | bbB.



Definice — pfimé odvozeni v gramatice

Bud G = (N, X, P, S) gramatika. Definujeme binarni relaci =g na mno#ing V7,
tj. =g C VT x VT, Pro libovolné dva ,fetézce” terminalnich i neterminalnich
symbolu ~, 0 plati, ze v =¢ 9, pravé kdyz

1. existuje pravidlo« — S € P a
2. ,Fetézce“ terminalnich i neterminalnich symbola ¢, € V*

tak, Ze v = paw), 0 = pP. Relaci =¢ nazyvame pifimé odvozeni.

Priklad 2.

Mgéjme stejnou gramatiku jako v P¥ikladu 1, tedy G = ({S, 4, B}, {a,b,e}, P, S),
kde mnozina P = {

S — aA|bbB

aA — aAba

A — aa|bBb|ada
bB — bbBa

B — ble| BB}

Retézec aAbaB miizeme odvodit na fetézec abBbbaB, tj.

aAbaB = abBbbaB
a{A}baB =g a{bBb}baB
Mohli jsme tak ucinit, protoZze v fetézci aAbaB jsme neterminal A nahradili
fetézcem bBb a vznikl vysledek odvozeni abBbbaB. Tedy pouzili jsme pravidlo

A — bBb, ,vyménili“ neterminal A za Fetézec bBb a ostatni symboly v Fetézci
aAbaB ponechali beze zmény a v ptivodnim potadi!

Poznamka.

Vsimnéte si, ze stejné jako u pravidel zapisujeme i odvozeni ,jinfixové“, tj.
symbol pfimého odvozeni = vklddame mezi oba Fetézce a nepiSeme napf.
(aAbaB,abBbbaB) € =¢. Urdité jste zaregistrovali proc.

Definice — odvozeni v k krocich
Bud k € Ny. Odvozeni v k krocich zna¢ime =¥, a definujeme induktivné takto:

1. =% je odvozeni v 0 krocich (napt. bB =2 bB) — tj. neprovede se zadné
odvozeni.
2. =& = = je pfimé odvozeni (tj. odvozeni v jednom kroku).

k+1
3. =4 ==k o=,



Priklad 3.

Znovu pouzijeme stejnou gramatiku jako v P¥ikladu 1, tedy G = ({S, 4, B},{a,b,e}, P, S),
kde mnoZina P = {

S — aA|bbB
aA — aAba

A — aal|bBb|aAa
bB — bbBa

B — bl|e|BB}

Ukézali jsme (v Pf¥ikladu 2) odvozeni aAbaB = abBbbaB. Mizeme ale po-
kracovat déle, tj.

aAbaB =g abBbbaB =g abbbbaB = ¢ abbbba
Vsechna tfi odvozeni se vSak daji souhrné zapsat

aAbaB =2, abbbba

Provedli jsme t¥i odvozeni, tedy odvozeni ve 3 krocich.
Ukol: Podle jakjch pravidel jsme provedli odvozeni ve 2. a 3. kroku?

Poznamka.

1. Pokud bude z kontextu zfejmé, o jakou gramatiku se jedna, nebudeme v
symbolu odvozeni pouzivat symbol G, tj. misto = budeme psat pouze
=.

2. V praxi ¢i jinych materidlech se muzete setkat s tim, Ze se misto pojmu
odvozeni v gramatice pouzivd derivace v gramatice. Jednéd se o dvoji
pojmenovani stejné véci.

Priklad 4.

Nasi oblibenou gramatiku snad uZ ani nemusime piedstavovat, presto bud G =
({S, A, B}, {a,b,e}, P,S), kde mnozina P = {

S — aA|bbB

aA — aAba

A — aa|bBb|ada
bB — bbBa

B — b|e|BB}

Ukol: Zapiste odvozeni slov bb, aaa, bbb, bbba, aaaba, abbba z pocatecniho neter-
minélu S. U kazdého slova uvedte, jakd pravidla jste pouzili.



Resend.

1. S = bbB = bb, v 1. kroku jsme pouzili pravidlo S — bbB, ve 2. kroku
pravidlo B — «.

2. S = aA = aaa, v 1. kroku jsme pouzili pravidlo S — aA, ve 2. kroku
pravidlo A — aa.

3. S = bbB = bbb, v 1. kroku jsme pouzili pravidlo S — bbB, ve 2. kroku
pravidlo B — b.

4. S = bbB = bbbBa = bbba, v 1. kroku jsme pouzili pravidlo S — bbB, ve
2. kroku pravidlo bB — bbbBa a ve 3. kroku pravidlo B — «.

5. S = aA = aAba = aaaba, v 1. kroku jsme pouzili pravidlo S — aA, ve
2. kroku pravidlo aA — aAba a ve 3. kroku pravidlo A — aa.

6. S = aA = aAba = abBbba = abbba, v 1. kroku jsme pouzili pravidlo
S — aA, ve 2. kroku pravidlo aA — aAba, ve 3. kroku pravidlo A — bBb
a ve 4. kroku pravidlo B — «.

Definice — dalsi druhy odvozeni
Bud k& € Ny a necht G je libovolnéd gramatika.
e Odvozeni v nejvyse k krocich:

k )
=5k = =¢
=0

e reflexivni a tranzitivni uzavér =:
oo

* 7
== =L
i=0
e tranzitivni uzavér =
o0

=T = =*
=1

Definice — vétna forma, véta

Bud G = (N, X, P, S) gramatika. Vétnou formou rozumime fetézec o € V*
takovy, ze S =* «a. Jsou-li vSechny symboly fetézce a termindly, pak o nazyvame
vétou.

Priklad 5.

V Prikladu 4 jsme nalezli odvozeni slov bb, aaa, bbb, bbba, aaaba, abbba v gra-
matice G. Jsou to tedy véty. Pii odvozeni slova abbba jsme postupovali takto:
S = aA = aAba = abBbba = abbba. Retézce aA, aAba, abBbba jsou tedy vétné
formy gramatiky G. V P¥ikladu 3 jsme zkoumali fetézec aAbaB. Zkuste sami
fict, zda se jedna o vétnou formu gramatiky G nebo ne, tj. da se aAbaB odvodit
z pocatecniho neterminalu S?7



Definice — jazyk generovany gramatikou

Bud G gramatika nad abecedou ¥. Jazyk generovany gramatikou G je mnozina
L(G) = {w € ¥* | S =* w}, tj. mnozina v8ech slov, které l1ze odvodit z
pocatecniho netermindlu S.

Definice — ekvivalence gramatik
Gramatiky G a G2 jsou jazykové ekvivalentni, kdyz L(G;1) = L(G2), tj. kdyz
generuji stejny jazyk.
Priiklad 6.
Mgéjme gramatiku G zadanou takto: G = ({5, A}, {a,b}, P, S), kde P = {
S — ada|bAb
A — alblaA|bA|e}
Jakd slova generuje gramatika G? Popiste pfesné jazyk L(G).
Reseni. Vizdy nejdiive zacneme tim, Ze si vygenerujeme dostateéné velky po-
et slov, abychom pochopili ,,fungoviani“ gramatiky. Sami tedy asi zjistite, ze

L(G) = {aaa, aa, bb, bab, aba, bbb, aaaa, bbbb, baab, babb, . . . }.

Pozornéjsi fesitel si uvédomi fakt, ze v 1. kroku kazdého odvozeni musime pouzit
bud pravidlo S — aAa nebo S — bAb a potom uZ se k neterminédlu S v dalsim
odvozovani nemtzeme vratit. Co to znamena? Na zacatku i na konci slova jsou
stejné symboly, slovo tedy bud zaéind a kondéi symbolem a nebo zacéind a kondéi
symbolem b.

Vétné formy aAa,bAb poté upravujeme tak, ze ménime pouze prostiedni
netermindl A. Ten miiZeme odvozovat libovolnym zptsobem. Vysledkem tedy
je jazyk

o L(GY={weX* |w=azxa V w=bab, x € {a,b}*}

e L(G) obsahuje slova, kterd za¢inaji a konéi stejnym symbolem.

Priklad 7.

Navrhnéte gramatiky, které budou generovat jazyky
1. Ly = {w € {a,b}* | w obsahuje podslovo abb}
2. Ly ={w € {a,b}*; |w| =2k, k € Ny}
3. Lz = {wwf | w e {a,b}*}



Resend.

1. Pro lepsi pochopeni si neterminaly budeme znacit jinym zptsobem nez
jak jsme byli zvykli. Bud G = ({S, Nu, Nab, Naws }, {a, b}, P, S), kde P = {

S — bS|aN,
N, — aN,|bNa
Nay —  aNg | bNaps
Napp  —  alNapp | bNapy | a | 0] € }

Vsimnéte si, Ze nazvy neterminali uchovévaji informaci o tom, v jaké fazi
odvozeni jsme. V momenté, kdy vétna forma obsahuje

e netermindl N,, vime, Ze je pfed nim symbol a;

e neterminal Ng;,, vime, Ze je pred nim podslovo ab;

e neterminal N, vime, Ze je pred nim podslovo abb, tudiz v tuto chvili
uz vétna forma obsahuje abb, gramatika muze generovat cokoliv a
vzdy odvodime vétu — slovo patii do Lj.

Podivejme se tfeba na odvozeni slova ababba, které obsahuje podslovo abb:

S = alN, = abN,, = abalN, = ababN,, = ababbN,, = ababba

2. Jazyk Lo = {¢,aa,ab,ba,bb,acaq,...}. Je tedy nutné, aby se startovni
netermindl S mohl byt prepsan na . Ma-li byt délka slova suda, pak libo-
volné slovo vznikne fetézenim aa, ab, ba, bb za sebou v libovolném poradi
libovolné krat. Gramatika G = ({S}, {a, b}, P, S) s pravidly

P={S—¢c|aaS|abS |baS |bbS}
je urc¢ité moznym feSenim, tj. generuje jazyk Lo.

3. Jazyk L3 obsahuje slova jako €, aa, bb, abba, baab, aaaa, bbbd, ... Kdyz si
tato slova rozpulime: ala, b|b, ablba, ba|ab, aalaa, bb|bb, zjistime, Ze vznikaji
yobalovanim“ symbold z obou stran |. Napf. slovo abaaba vznikne tak, Ze

e symbol | obalime nejdfive z obou stran a-¢kem, tj. ala,

e poté | obalime b-ckem: tj ablba (,obalovani“ probihd bezprostiedné
u symbolu |),

e naposledy | znovu obalime a-ckem: abalaba.
Roli | mtize hrat napf. neterminal S, tj. gramatika
G = ({S}a{avb}v{s — € | aSa ‘ bSb}aS)

je Tesenim tukolu, tj. generuje jazyk Ls.



