
17 Rekurzivní a r.e. jazyky

De�nice. Jazyk nazveme:

• rekurzivn¥ spo£etný, jestliºe je akceptován n¥jakým Turingovým strojem.

• rekurzivní, jestliºe je akceptován n¥jakým úplným Turingovým strojem (tj.
strojem, který na libovolném vstupu v kone£ném £ase skon£í výpo£et).

V¥ta 17.1. T°ídy rekurzivních i rekurzivn¥ spo£etných jazyk· jsou uzav°eny
na sjednocení.

D·kaz. M¥jme rekurzivn¥ spo£etné jazyky L1 a L2 a Turingovy strojeM1 aM2

pro jejich výpo£et. Turing·v strojM pro jazyk L1∪L2 nedeterministicky zvolí,
který ze stroj·M1 neboM2 bude simulovat. Jakmile tento stroj akceptuje nebo
zamítá, také on akceptuje nebo zamítá. Pokud jsou jazyky L1 a L2 rekurzivní a
strojeM1 aM2 úplné, pak i strojM je úplný a jazyk L1 ∪ L2 rekurzivní.

V¥ta 17.2. T°ídy rekurzivních a rekurzivn¥ spo£etných jazyk· jsou uzav°eny
na pr·nik.

D·kaz. M¥jme rekurzivn¥ spo£etné jazyky L1 a L2 a strojeM1 aM2 pro jejich
rozpoznání. Stroj M rozpoznávající jazyk L1 ∩ L2 bude pracovat následovn¥:
Nejprve na vstupu simulujeM1. Jestliºe tento stroj zamítá, pak rovn¥º zamítá,
jestliºe akceptuje, pak na p·vodním slov¥ simuluje strojM2. Jestliºe tento stroj
akceptuje, pak rovn¥º akceptuje, jinak zamítá. StrojM bude z°ejm¥ rozpoznávat
jazyk L1 ∩L2, £ímº je tvrzení dokázáno pro rekurzivn¥ spo£etné jazyky. Pokud
jsou strojeM1 aM2 úplné, je z°ejm¥ i strojM úplný. Tím tvrzení platí i pro
t°ídu rekurzivních jazyk·.

V¥ta 17.3. T°ídy rekurzivních i rekurzivn¥ spo£etných jazyk· jsou uzav°eny
na z°et¥zení.

D·kaz. M¥jme strojeM1 aM2 rozpoznávající postupn¥ jazyky L1 a L2. Stroj
M rozpoznávající L1 · L2 nedeterministicky opí²e p°edponu slova w ze vstupu
na první pomocnou pásku a zbytek na druhou pomocnou pásku. Posléze simu-
luje £innost stroje M1 na první pomocné pásce a stroje M2 na druhé. Pokud
oba akceptují, pak rovn¥º akceptuje. Pokud byl vstup z°et¥zením slova z prv-
ního jazyka a slova z druhého jazyka, pak existuje jeho rozd¥lení, p°i kterých
oba simulované stroje akceptují a existuje akceptující výpo£et. Tím je tvrzení
dokázáno pro rekurzivn¥ spo£etné jazyky. Pokud jsou stroje M1 a M2 úplné,
je i strojM úplný, £ímº je tvrzení dokázáno pro rekurzivní jazyky.

V¥ta 17.4. T°ídy rekurzivních i rekurzivn¥ spo£etných jazyk· jsou uzav°eny
na iteraci.

D·kaz. M¥jme strojM rozpoznávající jazyk L. Stroj N rozpoznávající jazyk L∗

bude pracovat následovn¥: Nejprve ov¥°í, zda je na vstupu prázdné slovo. Pokud
ano, akceptuje. V opa£ném p°ípad¥ nedeterministicky zvolí p°edponu slova na
vstupu a opí²e ji na druhou pásku. Na té simuluje £innost stroje M. Jestliºe
tento stroj akceptuje, nedeterministicky opí²e dal²í £ást vstupu na druhou pásku
a celý proces opakuje, dokud neprojde celý vstup. D·leºité je, ºe se hlava na
vstupní pásce pohybuje pouze do prava. Jestliºe vstupní slovo pat°í do jazyka
L+, musí na n¥m existovat alespo¬ jeden akceptující výpo£et stroje N . Pokud
je navíc strojM úplný, je i stroj N úplný.
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V¥ta 17.5. T°ída rekurzivních jazyk· je uzav°ena na operaci dopln¥k.

D·kaz. V úplném Turingov¥ stroji sta£í zam¥nit akceptující a zamítající stav.

• Zde je na míst¥ malé srovnání. Situace s úplným Turingovým strojem je po-
dobná jako s kone£nými automaty. Máme zde jistotu, ºe proces výpo£tu vºdy
skon£í a to bu¤ v zamítajícím nebo akceptujícím stavu. S nedeterministickým
strojem bychom p°edchozí konstrukci provést nemohli. Vyuºíváme tu siln¥ vlast-
nosti, ºe nedeterministický stroj lze vºdy p°evést na deterministický. V p°ípad¥
zásobníkových automat· jsme t°eba tento luxus nem¥li, coº vyústilo dokonce v
neuzav°enost t°ídy bezkontextových jazyk· na dopln¥k.

• Dále je t°eba poznamenat, ºe uzav°enost t°ídy rekurzivních jazyk· na dopl-
n¥k má v tomto p°ípad¥ ur£itou t¥snou vlastnost. Rekurzivní jazyky jsou práv¥
ty rerkuzivn¥ spo£etné jazyky, jejichº dopln¥k z·stává ve t°íd¥ rekurzivn¥ spo-
£etných jazyk·. P°esný výraz je obsahem následující v¥ty:

V¥ta 17.6. Je-li L i LC rekurzivn¥ spo£etný jazyk, pak je L rekurzivní.

D·kaz. M¥jme strojM1 pro jazyk L a strojM2 pro jazyk LC . Chceme zkon-
struovat úplný stroj pro jazyk L. To provedeme pomocí paralelní kompozice
t¥chto automat·. Na za£átku vstup w opí²eme na dv¥ pomocné pásky, na jedné
budeme simulovat £innost strojeM1 a na druhé £innost strojeM2. Tuto simu-
laci budeme provád¥t strategií vºdy krok jednoho automatu následovaný krokem
druhého automatu. Nem·ºeme totiº dovolit, aby se nám n¥který z nich zacyklil.
Nám sta£í to, ºe se nemohou zacyklit oba naráz, protoºe alespo¬ jeden z nich
musí slovo w akceptovat. Podle toho také akceptujeme nebo zamítáme.

• Celkem jsme dokázali následující Postovu v¥tu: Jazyk je rekurzivní práv¥
tehdy, kdyº jsou on i jeho dopln¥k rekurzivn¥ spo£ené.

• D·sledkem Postovy v¥ty je fakt, ºe t°ída rekurzivn¥ spo£etných jazyk· je
uzav°ena na dopln¥k práv¥ tehdy, kdyº kaºdý rekurzivn¥ spo£etný jazyk je re-
kurzivní. Pokud tedy nalezneme alespo¬ jeden rekurzivn¥ spo£etný jazyk, který
není rekurzivní, máme zárove¬ p°íklad jazyka, totiº jeho dopl¬ku, který není
ani rekurzivn¥ spo£etný. D·leºitým p°ed¥lem v d¥jinách teoretické informatiky
bylo práv¥ nalezení takového jazyka Alanem Turingem.

• Pro konstrukci jazyk·, které nejsou rekurzivn¥ spo£etné, je pot°eba kódovat
Turingovy stroje do n¥jaké textové podoby. Dá se sestrojit jednozna£né zakó-
vání jiº nad dvoupísmennou abecedou. Budeme se tedy k Turingovým stroj·m
chovat, jako by to byly textové °et¥zce.

V¥ta 17.7. Následující jazyk je rekurzivn¥ spo£etný, ale není rekurzivní:

ACCEPT = {M#w | strojM akceptuje w}

D·kaz. Snadno se ukáºe, ºe L je rekurzivn¥ spo£etný. Turing·v stroj pro tento
jazyk dostane na vstupu M#w, opí²e w na pomocnou pásku a simuluje na ní
£innost stroje M. Pokud sroj M akceptuje, pak akceptuje, pokud M zamítá,
pak rovn¥º zamítá, ve zbylých p°ípadech simulovaný i simulující stroj cyklí. Ta-
kový stroj z°ejm¥ rozpoznává L. Daleko t¥º²í je dokázat, ºe jazyk L není rekur-
zivní. K tomu se pouºívá Cantor·v diagonaliza£ní argument. Protoºe v²echny
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Turingovy stroje umíme jednozna£n¥ reprezentovat °et¥zcem písmen, umíme je
také postupn¥ o£íslovat p°irozenými £ísly. Totéº umíme ud¥lat se vstupy w.
Vytvo°me nekone£nou tabulku, jejíº °ádky budou odpovídat v²em Turingovým
stroj·m a sloupce v²em vstup·m. Pokud bychom um¥li sestrojit úplný Turin-
g·v stroj pro jazyk L, um¥li bychom také sestrojit stroj, který pro kaºdé n ∈ N
vstup wn akceptuje, jestliºe strojMn zamítá nebo cyklí, a zamítá, jestliºe stroj
Mn vstup wn akceptuje, tj. chová se na diagonále tabulky jinak neº v²echny
ostatní Turingovy stroje a tedy sám není v tabulce. To je ale spor s tím, ºe jsou
v tabulce v²echny Turingovy stroje. Jazyk L tedy nem·ºe být rekurzivní.

De�nice. Problém p°íslu²nosti do jazyka L z p°edchozí v¥ty nazýváme problém
akceptování a Turing·v stroj pro tento jazyk univerzální Turing·v stroj.

• Ujasn¥me si základní metaforu poslední teorie: Turingovy stroje jsou vlastn¥
algoritmy (je to na²e metoda, jak n¥jaký algoritmus de�novat naprosto for-
máln¥). Potom textová reprezentace Turingova stroje je totéº, co p°epis algo-
ritmu do n¥jakého konkrétního programovacího jazyka. V tom p°ípad¥ není uni-
verzální Turing·v stroj nic jiného neº interpret tohoto programovacího jazyka.

• Podle Postovy v¥ty není dopln¥k jazyka L ani rekurzivn¥ spo£etný. Argu-
mentaci z p°edchozí v¥ty jiº nebudeme pro dal²í jazyky pouºívat a ani v praxi se
nepouºívá. Pro posouzení, kam jazyky v hierarchii: rekuzivní, rekurzivn¥ spo-
£etný, ani r.e. pat°í, budeme pouºívat srovnání práv¥ s jazykem L nebo LC .
Tomu se v¥nujeme v kapitole o redukci.

3


