17 Rekurzivni a r.e. jazyky

Definice. Jazyk nazveme:
o rekurzivné spocetnyj, jestlize je akceptovan néjakym Turingovym strojem.

o rekurzivni, jestlize je akceptovan ngjakym uplnym Turingovym strojem (tj.
strojem, ktery na libovolném vstupu v kone¢ném ¢ase skonéi vypocet).

Véta 17.1. Tridy rekurzivnich i rekurzivné spocetnych jazyki jsou uzavieny
na sjednoceni.

Diikaz. Méjme rekurzivné spocetné jazyky Li a Lo a Turingovy stroje M a Mo
pro jejich vypocet. Turingiv stroj M pro jazyk L1 U Ly nedeterministicky zvoli,
ktery ze stroju M; nebo My bude simulovat. Jakmile tento stroj akceptuje nebo
zamita, také on akceptuje nebo zamita. Pokud jsou jazyky L; a Lo rekurzivni a
stroje M7 a M Gplné, pak i stroj M je uplny a jazyk Ly U Lo rekurzivni. [

Véta 17.2. Ttidy rekurzivnich a rekurzivné spocetnych jazyku jsou uzavieny
na, prunik.

Diikaz. Mé&jme rekurzivné spocetné jazyky L a Lo a stroje M1 a My pro jejich
rozpoznédni. Stroj M rozpoznavajici jazyk L, N Lo bude pracovat nasledovné:
Nejprve na vstupu simuluje M;. Jestlize tento stroj zamita, pak rovnéz zamité,
jestlize akceptuje, pak na pivodnim slové simuluje stroj M. Jestlize tento stroj
akceptuje, pak rovnéz akceptuje, jinak zamita. Stroj M bude zi'ejmé rozpoznavat
jazyk L1 N Ly, ¢imzZ je tvrzeni dokdzano pro rekurzivné spocetné jazyky. Pokud
jsou stroje My a My uplné, je ziejmé i stroj M tplny. Tim tvrzeni plati i pro
t¥idu rekurzivnich jazyka. O

Véta 17.3. Tiidy rekurzivnich i rekurzivné spocetnych jazykt jsou uzavieny
na zietézeni.

Diikaz. Méjme stroje My a My rozpoznavajici postupné jazyky Li a Lo. Stroj
M rozpoznévajici Ly - Lo nedeterministicky opiSe predponu slova w ze vstupu
na prvni pomocnou pasku a zbytek na druhou pomocnou péasku. Posléze simu-
luje ¢innost stroje M; na prvni pomocné péasce a stroje Mo na druhé. Pokud
oba akceptuji, pak rovnéz akceptuje. Pokud byl vstup zietézenim slova z prv-
niho jazyka a slova z druhého jazyka, pak existuje jeho rozdéleni, pii kterych
oba simulované stroje akceptuji a existuje akceptujici vypocet. Tim je tvrzeni
dokazano pro rekurzivné spocetné jazyky. Pokud jsou stroje M; a M tuplné,
je i stroj M tuplny, ¢imz je tvrzeni dokdzano pro rekurzivni jazyky. O

Véta 17.4. Ttidy rekurzivnich i rekurzivné spocetnych jazyku jsou uzavieny
na iteraci.

Diikaz. Mé&jme stroj M rozpoznavajici jazyk L. Stroj N rozpoznavajici jazyk L*
bude pracovat nasledovné: Nejprve ovéri, zda je na vstupu prazdné slovo. Pokud
ano, akceptuje. V opa¢ném piipadé nedeterministicky zvoli pfedponu slova na
vstupu a opiSe ji na druhou pasku. Na té simuluje ¢innost stroje M. Jestlize
tento stroj akceptuje, nedeterministicky opiSe dalsi ¢ast vstupu na druhou pasku
a cely proces opakuje, dokud neprojde cely vstup. Dulezité je, ze se hlava na
vstupni pasce pohybuje pouze do prava. Jestlize vstupni slovo patii do jazyka
LT, musi na ném existovat alespoil jeden akceptujici vypocet stroje N. Pokud
je navic stroj M tplny, je i stroj A tplny. O



Véta 17.5. Ttida rekurzivnich jazyki je uzaviena na operaci doplnék.

Diikaz. V uplném Turingové stroji staci zameénit akceptujici a zamitajici stav.
O

e Zde je na misté malé srovnani. Situace s Uplnym Turingovym strojem je po-
dobné jako s koneénymi automaty. Mame zde jistotu, ze proces vypoctu vzdy
skonéi a to bud v zamitajicim nebo akceptujicim stavu. S nedeterministickym
strojem bychom pfedchozi konstrukei provést nemohli. Vyuzivame tu silné vlast-
nosti, ze nedeterministicky stroj lze vzdy pfevést na deterministicky. V piipadé
zasobnikovych automati jsme tieba tento luxus neméli, coz vyustilo dokonce v
neuzavienost tiidy bezkontextovych jazykt na doplné€k.

e Dale je tfeba poznamenat, ze uzavienost tiidy rekurzivnich jazyka na dopl-
nék mé v tomto piipadé uréitou tésnou vlastnost. Rekurzivni jazyky jsou pravé
ty rerkuzivné spocetné jazyky, jejichz doplnék zistéva ve tfidé rekurzivné spo-
Cetnych jazyki. Presny vyraz je obsahem nasledujici véty:

Véta 17.6. Je-li L i LC rekurzivné spocetny jazyk, pak je L rekurzivni.

Diikaz. Mé&me stroj M, pro jazyk L a stroj My pro jazyk LC. Chceme zkon-
struovat uplny stroj pro jazyk L. To provedeme pomoci paralelni kompozice
téchto automatt. Na zac¢atku vstup w opiseme na dvé pomocné pasky, na jedné
budeme simulovat ¢innost stroje Mj a na druhé ¢innost stroje Ms. Tuto simu-
laci budeme provadét strategii vzdy krok jednoho automatu nasledovany krokem
druhého automatu. Nemuzeme totiz dovolit, aby se ndm néktery z nich zacyklil.
Nam stadi to, Ze se nemohou zacyklit oba naraz, protoze alespon jeden z nich
musi slovo w akceptovat. Podle toho také akceptujeme nebo zamitame. O

e Celkem jsme dokéazali nasledujici Postovu vétu: Jazyk je rekurzivni praveé
tehdy, kdyZz jsou on i jeho doplnék rekurzivné spocené.

e Disledkem Postovy véty je fakt, Ze tfida rekurzivné spocetnych jazyki je
uzaviena na doplnék pravé tehdy, kdyz kazdy rekurzivné spocetny jazyk je re-
kurzivni. Pokud tedy nalezneme alespoii jeden rekurzivné spocetny jazyk, ktery
neni rekurzivni, mame zaroven piiklad jazyka, totiz jeho dopliiku, ktery neni
ani rekurzivné spocetny. Dilezitym piedélem v dé&jinach teoretické informatiky
bylo pravé nalezeni takového jazyka Alanem Turingem.

e Pro konstrukci jazyki, které nejsou rekurzivné spocetné, je potieba kddovat
Turingovy stroje do néjaké textové podoby. D4 se sestrojit jednoznacéné zakod-
vani jiz nad dvoupismennou abecedou. Budeme se tedy k Turingovym strojum
chovat, jako by to byly textové fetézce.

Véta 17.7. Néasledujici jazyk je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni:
ACCEPT = {M#uw | stroj M akceptuje w}

Diikaz. Snadno se ukaze, ze L je rekurzivné spocetny. Turinguv stroj pro tento
jazyk dostane na vstupu M#w, opiSe w na pomocnou péasku a simuluje na ni
¢innost stroje M. Pokud sroj M akceptuje, pak akceptuje, pokud M zamité,
pak rovnéz zamité, ve zbylych piipadech simulovany i simulujici stroj cykli. Ta-

zivni. K tomu se pouzivd Cantortiiv diagonaliza¢ni argument. Protoze vSechny



Turingovy stroje umime jednoznac¢né reprezentovat fetézcem pismen, umime je
také postupné ocislovat piirozenymi ¢isly. TotéZ umime udélat se vstupy w.
Vytvoime nekonecnou tabulku, jejiz fadky budou odpovidat vSem Turingovym
strojim a sloupce vSem vstuptm. Pokud bychom uméli sestrojit uplny Turin-
guv stroj pro jazyk L, uméli bychom také sestrojit stroj, ktery pro kazdé n € N
vstup w,, akceptuje, jestlize stroj M, zamita nebo cykli, a zamité, jestlize stroj
M., vstup w, akceptuje, tj. chova se na diagonale tabulky jinak nez vSechny
ostatni Turingovy stroje a tedy sam neni v tabulce. To je ale spor s tim, Ze jsou
v tabulce v8echny Turingovy stroje. Jazyk L tedy nemuze byt rekurzivni. [

Definice. Problém piislusnosti do jazyka L z pfedchozi véty nazyvame problém
akceptovdani a Turingluv stroj pro tento jazyk univerzdlni Turingtiv stroj.

e Ujasnéme si zakladni metaforu posledni teorie: Turingovy stroje jsou vlastné
algoritmy (je to naSe metoda, jak néjaky algoritmus definovat naprosto for-
malng). Potom textova reprezentace Turingova stroje je totéZz, co pfepis algo-
ritmu do né&jakého konkrétniho programovaciho jazyka. V tom piipadé neni uni-
verzalni Turingiv stroj nic jiného nez interpret tohoto programovaciho jazyka.

e Podle Postovy véty neni doplnék jazyka L ani rekurzivné spoletny. Argu-
mentaci z predchozi véty jiz nebudeme pro dalsi jazyky pouzivat a ani v praxi se
nepouziva. Pro posouzeni, kam jazyky v hierarchii: rekuzivni, rekurzivné spo-
Cetny, ani r.e. patif, budeme pouzivat srovnani pravé s jazykem L nebo LC.
Tomu se vénujeme v kapitole o redukci.



