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16 Rozsiteni Turingovych stroju

16.1 Stroje s vice paskami

Definice. Definujeme k-pdskovy Turingiv stroj jako devitici (Q,%,T, >, U, 0,
405 9a, qr), kde vSechny symboly maji stejny vyznam jako v definici Turingova
stroja vyjma piechodové funkce ¢, ktera je definovana jako zobrazeni:

§: (Q\{qu, @ }) xT* - Q xT* x {L, R, S}*

Cinnost vicepaskového stroje si pfedstavme tak, ze na kazdé pésce je umis-
téna jedna hlava a kazda z hlav provadi akci v ramci jednoho kroku vypoctu.
Kazda hlava muze na aktudlni stav reagovat jinou akci. VSimnéte si, Ze jsme
do mnoziny {L, R} pfidali symbol S. Ten interpretujeme tak, ze pfislusné hlava
stoji na misté. Tim umoznime nékterym hlavidm se pohybovat, zatimco jiné stoji.
U jednopéskového Turingova stroje jsme tuto moznost nepotifebovali, protoze
pokud by méla hlava provést na stejném policku vice prepist, mohla je udélat
jiz v jednom kroce a posunout se.

Definice. Konfigurace k-pdskového stroje je libovolna (2k + 1)-tice:

* k
(q,’wh...,Wk,’rL]_,...,’l’L]c)GQX({D}'F {l—lw}> XNS
Poéatecéni konfigurace je potom konfigurace (go, >wlU”, >U“, ..., >L“,0,...,0).

Na zacatku vypoctu vicepaskového stroje je vstup zapsdn na prvni (na-
zyvame ji téz vstupni) pasce, zatimco ostatni pasky jsou prazdné. Analogické
pojmy jako akceptujici a zamitajici konfigurace a relaci krok vypocétu + pro
vicepaskové stroje bychom definovali intuitivné.

Priiklad 1. PopiSeme vicepaskovy stroj rozpoznavajici jazyk:
L={a"b"c"|n>0}
Stroj bude mit dvé pasky a bude fungovat nasledovné:

1. Hlava na vstupni pasce se bude pohybovat pouze zleva doprava a nebude
znaky na vstupni pasce ménit.

2. Béhem ¢teni a¢ek prvni hlavou bude druha hlava tyto znaky opisovat na
druhou péasku.

3. Béhem ¢teni b prvni hlavou se bude druha hlava vracet. Jestlize druha
hlava narazi na zacatek pasky dfive nebo pozdéji, nez prvni hlava piecte
prvni ¢, stroj zamita.

4. Béhem ¢teni ¢ prvni hlavou se bude druhé hlava posunovat opét doprava.
Stroj akceptuje pouze v piipadé, Ze se obé hlavy ocitnou ve stejném kroce
nad prazdnym polickem.



Cinnost stroje popiSeme piimo definici pfechodové funkce (tabulka by v tomto
piipadé byla zbytec¢né rozséhla a obsahovala by spoustu prazdnych policek):

6(g0,>,>) = (g0, >, >, R, R)
d(qo0,a,1) = (g0, a,a, R, R)
5(a0,b,) = (q1,b,, S, L)
5(a1,b,a) = (a1, b,a, R, L)
§(q1,¢,>) = (g2,¢,>, S, R)
(g2, ¢, a) = (g2, ¢,a, R, R)
d(q2, U, 1) = (¢a, — — — —)
Ve v8ech ostatnich pfipadech funkce ¢ vraci (¢, —, —, —, —).

Vgimnéme si, Ze oproti jednopaskovému stroji se problém akceptovani jazyka
L dvoupéaskovym skutecné zjednodusil. Tento stroj mé vedle mandatornich stava
(90, 9a a qr) pouze dva pomocné stavy a slovo mu staéi precist pouze jednou.
Popis vicepaskového stroje jiz ale neni kompaktni zalezitosti. Proto se ¢asto
uchylime pouze ke slovhimu popisu stroje, jako je tomu u néasledujiciho jazyka.

Piiklad 2. Sestrojime dvoupaskovy stroj rozpoznéavajici jazyk:
L = {a” | p je prvocislo}
Stroj bude fungovat nésledovné:

1. Stroj prochazi vstupni pasku. Paklize nejsou na pasce alesponr dva znaky
a nebo je zde zapsan jiny znak neZ a, stroj zamita.

2. Na druhou péasku si stroj zapise dva znaky a.

3. Stroj zkontroluje zda délka slova na vstupni péasce je délitelnd poctem
znakl na druhé pasce. To na piiklad tak, ze opakované prochéazi druhou
pasku od zacatku do konce a soubé&zné s tim posunuje hlavu na vstupni
pésce doprava. Mohou nastat nasledujici pripady:

(a) Obé hlavy soutasné ocitnou na obou paskach na konci hned pii prv-
nim prichodu druhé pasky. V tom piipadé jsou na obou paskich
stejné dlouhé fetézce a automat akceptuje.

(b) Obeé hlavy se soucasné ocitnou na obou paskach na konci pfi jiném
nez prvnim prichodu druhé péasky. V tom piipadé automat zamita,
nebot nasel délitele délky slova na vstupni pésce.

(c) Hlava na prvni pasce narazi na konec slova, zatimco hlava na druhé
pasce na konci slova neni. V tom piipadé se hlava na druhé pésce
presune na konec, pfipiSe jeden symbol a navic a opakuje treti krok.

Vsimnéte si, Ze schéma tohoto popisu jiz vice pfipominé bézné imperativni pro-
gramovani, nez tomu bylo u programovani Turingova stroje.



Véta 16.1.1. Ke kazdému vicepaskovému stroji existuje ekvivalentni jednopéas-
kovy stroj.

Diikaz. Uvedme pouze myslenku, piesné konstrukce by byla technicky zbyteéné
naro¢na. Jednopaskovy stroj bude simulovat ¢innost vicepaskového tak, ze bude
mit obsah vSech péasek, oddélen specidlnim znakem, zapsany na jedné za sebou
(dale tyto obsahy oznaujme jako useky). Kazdému kroku vicepéaskového stroje
bude odpovidat prichod hlavy celym obsahem pasky, ktera provede na kazdém
useku jeden krok vypoc¢tu. Precizni konstrukce by pfitom musela fesit nasledujici
technické obtize:

1. Pro kazdou péasku se musi zavést zvlastni mnozina stavi, nebot hlavy
jednotlivych pasek mohly reagovat ve stejném stavu rdznym zpusobem.

2. Hlava si musi po kazdém kroku poznacit (t¥eba specidlnim znakem), na
kterém policku piislusného tseku skoncila vypocet.

3. Jestlize néktera paska vyuziva prazdné policka, musi se obsah nésledujicich
tsekl posunovat doprava.

O

16.2 Nedeterministické stroje

Definice. Nedeterministicky Turingiv stroj je devitice (Q, X, T', >, U, d, qo, ¢a, 4r),
kde v8echny symboly maji stejny vyznam jako v definici Turingova stroje vyjma
prechodové funkce §, kteréd je definovana jako zobrazeni:

0: (@\{¢a,¢r}) xT' = P(Q x T x{L, R})

Pojmy konfigurace, poc¢atecni, akceptujici a zamitajici konfigurace jsou shodné
jako u Turingova stroje, definice kroku vypoc¢tu se zméni pouze technicky. Vy-
pocet nedeterministického stroje na néjakém slové uz si nemuzeme piedstavovat
jako prostou posloupnost konfiguraci, ale jako vypocetni strom, jehoz uzly tvoii
jednotlivé konfigurace, s poc¢atecni konfiguraci v kofeni a akceptujicimi a zami-
tajicimi konfiguracemi v listech. Ptitom stroj akceptuje pravé tehdy, kdyz tento
strom obsahuje alesponi jeden list s akceptujici konfiguraci.

Piiklad 3. NapiSseme nedeterministicky Turingiiv stroj rozpoznavajici jazyk:
L={ww|w e {a,b}*}

Jen poznamenejme, Ze tento jazyk neni bezkontextovy. Pi#i navrhu Turingova
stroje vyuzijeme nedeterminizmu pro rozpoznani poloviny slova:



> a b X U
q | (q0,>,R) (q1,a,R) (q1,b, R) Ga
q1 (Q1aa7R)a (qZ,X,L) (‘hava)v (qg’XaL)
a | (¢*,> R) (¢7,a,L) (¢2,0,L) (¢2,X,L)
a | (¢",>, R) (¢%,a,L) (¢2,b,L) (¢, X, L)
qa (qX7X7R) (qaaXvR)
qb (QX,XaR) (qb,XaR)
ax (gx,a,R) (gx,b, R) (92, X, R)
q2 (q(zlaX’L) (qlz)aXa L) (qQaX,R) (le—IaL)
qe a (ge; X, L)

Véta 16.2.1. Pro kazdy nedeterministicky Turingiv stroj existuje ekvivalentni
deterministicky Turinguv stroj.

Diikaz. Uvedeme jen mySlenku, presnd konstrukce by byla zbyte¢né technicka.
Simulaci nedeterministického stroje budeme provadét prohledavanim vypocet-
niho stromu puvodniho stroje. Tento prichod musi byt do §itky, nebot vypocetni
strom muZe obsahovat nekone¢né vétve (v p¥ipadé, Ze jeho vypocet cykli). Stroj
bude mit tii pasky:

1. Prvni paska obsahuje vzdy pouze vstup, neméni se.
2. Druha paska slouzi k simulaci vypo¢tu nedeterministického stroje.

3. Treti paska obsahuje fetézec {1,...,k}*, kde:

k =max{|6(q,z)| | ¢ € @\ {qa, qr},z €T}

Tento fetézec popisuje cestu ve vypocetnim stromé z korene do néjakého
uzlu jako sérii rozhodnuti, které pravidlo z prechodové funkce v daném
kroce stroj pouzije.

Stroj pracuje nasledujicim zptisobem:
1. Stroj opiSe vstup na druhou péasku.

2. Simuluje ¢innost puvodniho stroje na druhé pésce podle obsahuje tieti
pasky.

3. Pokud dosel do akceptujictho nebo zamitajictho stavu, stroj akceptuje
nebo zamita. V opa¢ném piipadé inkrementuje konfiguraci na tieti pasce
a vraci se do bodu 1.

O

16.3 Shrnuti

Obé predchozi rozgiteni zdkladniho modelu Turingova stroje jsou tedy konzerva-
tivni, tj. nepfidavame zadnou novou vypocetni silu. Mizeme pfitom oba modely



kombinovat a praci si jesté zjednodusit. Uvedme (pouze schematicky) navrh ne-
deterministického t¥ipaskového stroje, ktery rozpoznava jazyk:

L = {a" | n je slozené ¢islo}

Automat na druhou a tfeti pasku zapise ndhodné fetézec a délky vétsi nez 1 (ne-
boli automat uhodne délitele ¢isla n). Ve zbytku vypoctu deterministicky zkon-
troluje, zda souc¢in délek fetézcu na pomocnych paskach je roven délce vstupu.
To muze provést tieba tak, ze za kazdy znak na tieti pasce projde celou druhou
péasku a na vstupni pasce provede stejny pocet posunit doprava. Pokud se na
konci tohoto procesu nachézi na poslednim znaku vstupu, akceptuje, v opacéném
pripadé zamita.

Mohli bychom zavadét mnoho dalSich formalizmi, které rozsifuji model Turin-
gova stroje nebo jsou od néj odvozené:

e Stroj s oboustranné nekone¢nou péskou.

e Stroj s vicerozmérnou paskou, tj. rozsifujeme mnozinu { L, S, R} o moZznost
pohybovat se do dalSich sméri.

Stroj se dvéma zasobniky.

Stroj se vstupni paskou a dvéma pocitadly.

Pravdépodobnostni Turingovy stroje.

Vgechny tyto varianty maji stejnou vyjadiovaci silu jako zakladni model. His-
toricky se objevilo mnoho dalsich vypocetnich modelu, ale kazdy pokus nalézt
siln&jsi formalizmus nez Turingiiv stroj selhal. To vedlo k formulovani nasledujici
teze, ktera se po svych autorech jmenuje Churchova-Turingova:

Kazdy proces, ktery lze intuitivné nazvat algoritmem, se da
realizovat pomoci modelu Turingova stroje.

Tato teze neni matematickym teorémem (protoZe se odvolava na lidskou in-
tuici), nelze dokazat ani vyvratit. Shrnuje pouze zékladni historickou zkuSenost
teoretické informatiky.

16.4 Priklady k procviceni

Cviceni 1. Popiste ¢innost stroje, ktery rozpoznava jazyk:
L= {a"2 |neN }

Cviceni 2. Popiste ¢innost stroje, ktery rozpoznava jazyk:

L={a"|neN}



Cviceni 3. Popiste ¢innost stroje, ktery fesi problém kliky. Problém kliky mu-
zeme popsat jako jazyk:

CLIQUE = {(G) #k | k € N A graf G obsahuje kliku velikosti &}

Znackou (G) mame na mysli néjaké zakodovani struktury grafu na pasku, nicméné
touto technikélii se pfilis nezabyvejte. Klika grafu je definovana jako uplny pod-
graf, tj. podgraf, v némz jsou vSechny vrcholy spolu spojeny hranou.



