
16 Roz²í°ení Turingových stroj·

16.1 Stroje s více páskami

De�nice. De�nujeme k-páskový Turing·v stroj jako devítici (Q,Σ,Γ, B, t, δ,
q0, qa, qr), kde v²echny symboly mají stejný význam jako v de�nici Turingova
stroja vyjma p°echodové funkce δ, která je de�nována jako zobrazení:

δ : (Q \ {qa, qr})× Γk → Q× Γk × {L,R, S}k

�innost vícepáskového stroje si p°edstavme tak, ºe na kaºdé pásce je umís-
t¥na jedna hlava a kaºdá z hlav provádí akci v rámci jednoho kroku výpo£tu.
Kaºdá hlava m·ºe na aktuální stav reagovat jinou akcí. V²imn¥te si, ºe jsme
do mnoºiny {L,R} p°idali symbol S. Ten interpretujeme tak, ºe p°íslu²ná hlava
stoji na míst¥. Tím umoºníme n¥kterým hlavám se pohybovat, zatímco jiné stojí.
U jednopáskového Turingova stroje jsme tuto moºnost nepot°ebovali, protoºe
pokud by m¥la hlava provést na stejném polí£ku více p°epis·, mohla je ud¥lat
jiº v jednom kroce a posunout se.

De�nice. Kon�gurace k-páskového stroje je libovolná (2k + 1)-tice:

(q, w1, . . . , wk, n1, . . . , nk) ∈ Q× ({B} · Γ∗ · {tω})k × Nk
0

Po£áte£ní kon�gurace je potom kon�gurace (q0,Bwtω,Btω, . . . ,Btω, 0, . . . , 0).

Na za£átku výpo£tu vícepáskového stroje je vstup zapsán na první (na-
zýváme ji téº vstupní) pásce, zatímco ostatní pásky jsou prázdné. Analogické
pojmy jako akceptující a zamítající kon�gurace a relaci krok výpo£tu ` pro
vícepáskové stroje bychom de�novali intuitivn¥.

P°íklad 1. Popí²eme vícepáskový stroj rozpoznávající jazyk:

L = {anbncn | n ≥ 0}

Stroj bude mít dv¥ pásky a bude fungovat následovn¥:

1. Hlava na vstupní pásce se bude pohybovat pouze zleva doprava a nebude
znaky na vstupní pásce m¥nit.

2. B¥hem £tení á£ek první hlavou bude druhá hlava tyto znaky opisovat na
druhou pásku.

3. B¥hem £tení b první hlavou se bude druhá hlava vracet. Jestliºe druhá
hlava narazí na za£átek pásky d°íve nebo pozd¥ji, neº první hlava p°e£te
první c, stroj zamítá.

4. B¥hem £tení c první hlavou se bude druhá hlava posunovat op¥t doprava.
Stroj akceptuje pouze v p°ípad¥, ºe se ob¥ hlavy ocitnou ve stejném kroce
nad prázdným polí£kem.
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�innost stroje popí²eme p°ímo de�nicí p°echodové funkce (tabulka by v tomto
p°ípad¥ byla zbyte£n¥ rozsáhlá a obsahovala by spoustu prázdných polí£ek):

δ(q0,B,B) = (q0,B,B, R,R)

δ(q0, a,t) = (q0, a, a,R,R)

δ(q0, b,t) = (q1, b,t, S, L)

δ(q1, b, a) = (q1, b, a, R, L)

δ(q1, c,B) = (q2, c,B, S,R)

δ(q2, c, a) = (q2, c, a, R,R)

δ(q2,t,t) = (qa,−,−,−,−)

Ve v²ech ostatních p°ípadech funkce δ vrací (qr,−,−,−,−).

V²imn¥me si, ºe oproti jednopáskovému stroji se problém akceptování jazyka
L dvoupáskovým skute£n¥ zjednodu²il. Tento stroj má vedle mandatorních stav·
(q0, qa a qr) pouze dva pomocné stavy a slovo mu sta£í p°e£íst pouze jednou.
Popis vícepáskového stroje jiº ale není kompaktní záleºitostí. Proto se £asto
uchýlíme pouze ke slovnímu popisu stroje, jako je tomu u následujícího jazyka.

P°íklad 2. Sestrojíme dvoupáskový stroj rozpoznávající jazyk:

L = {ap | p je prvo£íslo}

Stroj bude fungovat následovn¥:

1. Stroj prochází vstupní pásku. Pakliºe nejsou na pásce alespo¬ dva znaky
a nebo je zde zapsán jiný znak neº a, stroj zamítá.

2. Na druhou pásku si stroj zapí²e dva znaky a.

3. Stroj zkontroluje zda délka slova na vstupní pásce je d¥litelná po£tem
znak· na druhé pásce. To na p°íklad tak, ºe opakovan¥ prochází druhou
pásku od za£átku do konce a soub¥ºn¥ s tím posunuje hlavu na vstupní
pásce doprava. Mohou nastat následující p°ípady:

(a) Ob¥ hlavy sou£asn¥ ocitnou na obou páskách na konci hned p°i prv-
ním pr·chodu druhé pásky. V tom p°ípad¥ jsou na obou páskách
stejn¥ dlouhé °et¥zce a automat akceptuje.

(b) Ob¥ hlavy se sou£asn¥ ocitnou na obou páskách na konci p°i jiném
neº prvním pr·chodu druhé pásky. V tom p°ípad¥ automat zamítá,
nebo´ na²el d¥litele délky slova na vstupní pásce.

(c) Hlava na první pásce narazí na konec slova, zatímco hlava na druhé
pásce na konci slova není. V tom p°ípad¥ se hlava na druhé pásce
p°esune na konec, p°ipí²e jeden symbol a navíc a opakuje t°etí krok.

V²imn¥te si, ºe schéma tohoto popisu jiº více p°ipomíná b¥ºné imperativní pro-
gramování, neº tomu bylo u programování Turingova stroje.
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V¥ta 16.1.1. Ke kaºdému vícepáskovému stroji existuje ekvivalentní jednopás-
kový stroj.

D·kaz. Uve¤me pouze my²lenku, p°esná konstrukce by byla technicky zbyte£n¥
náro£ná. Jednopáskový stroj bude simulovat £innost vícepáskového tak, ºe bude
mít obsah v²ech pásek, odd¥len speciálním znakem, zapsaný na jedné za sebou
(dále tyto obsahy ozna£ujme jako úseky). Kaºdému kroku vícepáskového stroje
bude odpovídat pr·chod hlavy celým obsahem pásky, která provede na kaºdém
úseku jeden krok výpo£tu. Precizní konstrukce by p°itom musela °e²it následující
technické obtíºe:

1. Pro kaºdou pásku se musí zavést zvlá²tní mnoºina stav·, nebo´ hlavy
jednotlivých pásek mohly reagovat ve stejném stavu r·zným zp·sobem.

2. Hlava si musí po kaºdém kroku pozna£it (t°eba speciálním znakem), na
kterém polí£ku p°íslu²ného úseku skon£ila výpo£et.

3. Jestliºe n¥která páska vyuºívá prázdné polí£ka, musí se obsah následujících
úsek· posunovat doprava.

16.2 Nedeterministické stroje

De�nice. Nedeterministický Turing·v stroj je devítice (Q,Σ,Γ,B,t, δ, q0, qa, qr),
kde v²echny symboly mají stejný význam jako v de�nici Turingova stroje vyjma
p°echodové funkce δ, která je de�nována jako zobrazení:

δ : (Q \ {qa, qr})× Γ→ P (Q× Γ× {L,R})

Pojmy kon�gurace, po£áte£ní, akceptující a zamítající kon�gurace jsou shodné
jako u Turingova stroje, de�nice kroku výpo£tu se zm¥ní pouze technicky. Vý-
po£et nedeterministického stroje na n¥jakém slov¥ uº si nem·ºeme p°edstavovat
jako prostou posloupnost kon�gurací, ale jako výpo£etní strom, jehoº uzly tvo°í
jednotlivé kon�gurace, s po£áte£ní kon�gurací v ko°eni a akceptujícími a zamí-
tajícími kon�guracemi v listech. P°itom stroj akceptuje práv¥ tehdy, kdyº tento
strom obsahuje alespo¬ jeden list s akceptující kon�gurací.

P°íklad 3. Napí²eme nedeterministický Turing·v stroj rozpoznávající jazyk:

L = {ww | w ∈ {a, b}∗}

Jen poznamenejme, ºe tento jazyk není bezkontextový. P°i návrhu Turingova
stroje vyuºijeme nedeterminizmu pro rozpoznání poloviny slova:

3



B a b X t
q0 (q0,B, R) (q1, a, R) (q1, b, R) qa
q1 (q1, a, R), (qaz , X, L) (q1, b, R), (qzb , X, L)
qaz (qa,B, R) (qaz , a, L) (qaz , b, L) (qaz , X, L)
abz (qb,B, R) (qbz, a, L) (qbz, b, L) (qbz, X, L)
qa (qX , X,R) (qa, X,R)
qb (qX , X,R) (qb, X,R)
qX (qX , a, R) (qX , b, R) (q2, X,R)
q2 (qaz , X, L) (qbz, X, L) (q2, X,R) (qc,t, L)
qc qa (qc, X, L)

V¥ta 16.2.1. Pro kaºdý nedeterministický Turing·v stroj existuje ekvivalentní
deterministický Turing·v stroj.

D·kaz. Uvedeme jen my²lenku, p°esná konstrukce by byla zbyte£n¥ technická.
Simulaci nedeterministického stroje budeme provád¥t prohledáváním výpo£et-
ního stromu p·vodního stroje. Tento pr·chod musí být do ²í°ky, nebo´ výpo£etní
strom m·ºe obsahovat nekone£né v¥tve (v p°ípad¥, ºe jeho výpo£et cyklí). Stroj
bude mít t°i pásky:

1. První páska obsahuje vºdy pouze vstup, nem¥ní se.

2. Druhá páska slouºí k simulaci výpo£tu nedeterministického stroje.

3. T°etí páska obsahuje °et¥zec {1, . . . , k}∗, kde:

k = max{|δ(q, x)| | q ∈ Q \ {qa, qr}, x ∈ Γ}

Tento °et¥zec popisuje cestu ve výpo£etním strom¥ z ko°ene do n¥jakého
uzlu jako sérii rozhodnutí, které pravidlo z p°echodové funkce v daném
kroce stroj pouºije.

Stroj pracuje následujícím zp·sobem:

1. Stroj opí²e vstup na druhou pásku.

2. Simuluje £innost p·vodního stroje na druhé pásce podle obsahuje t°etí
pásky.

3. Pokud do²el do akceptujícího nebo zamítajícího stavu, stroj akceptuje
nebo zamítá. V opa£ném p°ípad¥ inkrementuje kon�guraci na t°etí pásce
a vrací se do bodu 1.

16.3 Shrnutí

Ob¥ p°edchozí roz²í°ení základního modelu Turingova stroje jsou tedy konzerva-
tivní, tj. nep°idáváme ºádnou novou výpo£etní sílu. M·ºeme p°itom oba modely
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kombinovat a práci si je²t¥ zjednodu²it. Uve¤me (pouze schematicky) návrh ne-
deterministického t°ípáskového stroje, který rozpoznává jazyk:

L = {an | n je sloºené £íslo}

Automat na druhou a t°etí pásku zapí²e náhodn¥ °et¥zec a délky v¥t²í neº 1 (ne-
boli automat uhodne d¥litele £ísla n). Ve zbytku výpo£tu deterministicky zkon-
troluje, zda sou£in délek °et¥zc· na pomocných páskách je roven délce vstupu.
To m·ºe provést t°eba tak, ºe za kaºdý znak na t°etí pásce projde celou druhou
pásku a na vstupní pásce provede stejný po£et posun· doprava. Pokud se na
konci tohoto procesu nachází na posledním znaku vstupu, akceptuje, v opa£ném
p°ípad¥ zamítá.

Mohli bychom zavád¥t mnoho dal²ích formalizm·, které roz²i°ují model Turin-
gova stroje nebo jsou od n¥j odvozené:

• Stroj s oboustrann¥ nekone£nou páskou.

• Stroj s vícerozm¥rnou páskou, tj. roz²i°ujeme mnoºinu {L, S,R} o moºnost
pohybovat se do dal²ích sm¥r·.

• Stroj se dv¥ma zásobníky.

• Stroj se vstupní páskou a dv¥ma po£ítadly.

• Pravd¥podobnostní Turingovy stroje.

V²echny tyto varianty mají stejnou vyjad°ovací sílu jako základní model. His-
toricky se objevilo mnoho dal²ích výpo£etních model·, ale kaºdý pokus nalézt
siln¥j²í formalizmus neº Turing·v stroj selhal. To vedlo k formulování následující
teze, která se po svých autorech jmenuje Churchova-Turingova:

Kaºdý proces, který lze intuitivn¥ nazvat algoritmem, se dá

realizovat pomocí modelu Turingova stroje.

Tato teze není matematickým teorémem (protoºe se odvolává na lidskou in-
tuici), nelze dokázat ani vyvrátit. Shrnuje pouze základní historickou zku²enost
teoretické informatiky.

16.4 P°íklady k procvi£ení

Cvi£ení 1. Popi²te £innost stroje, který rozpoznává jazyk:

L =
{
an

2

| n ∈ N
}

Cvi£ení 2. Popi²te £innost stroje, který rozpoznává jazyk:

L =
{
an! | n ∈ N

}
5



Cvi£ení 3. Popi²te £innost stroje, který °e²í problém kliky. Problém kliky m·-
ºeme popsat jako jazyk:

CLIQUE = {〈G〉#k | k ∈ N ∧ graf G obsahuje kliku velikosti k}

Zna£kou 〈G〉máme na mysli n¥jaké zakódování struktury grafu na pásku, nicmén¥
touto technikálií se p°íli² nezabývejte. Klika grafu je de�nována jako úplný pod-
graf, tj. podgraf, v n¥mº jsou v²echny vrcholy spolu spojeny hranou.
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