Turingtv stroj

Jesté nez si sdélime presnou definici Turingova stroje, povime si obecnéji o jeho historii a vy-
znamu pro moderni informatiku. Je pojmenovan po svém ,vynéalezci“, britském matematikovi
Alanu Turingovi (1912-1954), ktery je povazovén za zakladatele umélé inteligence. Kromé svého
pusobeni ve skupiné kryptoanalytiki, ktefi za 2. svétové valky spolupracovali na odhaleni né-
meckych metod Sifrovani tajnych zprav, proslul i vyféenim podminek tzv. Turingova testu.
Jedna se o veelku objektivni metodu stanoveni, zda néjaky systém (napf. pocitac) je dostatecéné
inteligentni, aby nahradil ¢lovéka.

Vratmme se zpatky k Turingovu stroji. Je to vypocetni model pfislusny t¥idé rekurzivné
spocetnych jazykd, tedy jazyka typu 0 v Chomského hierarchii gramatik. Podobéa se kone¢nému
automatu, nebot disponuje vstupni paskou a konecné stavovou fidici jednotkou. Péska je vsak
nekonec¢na, navic Cteci i zapisovaci, a Turingliv stroj se po ni mtize pohybovat obéma sméry. Diky
tomu se jednd o vykonnéjsi zaFizeni, jehoz pasku si miizeme predstavit jako opera¢ni pamét, kde
jednotliva policka jsou bloky paméti. Pfistup k pésce je vSak bohuzel sekvenc¢ni, tj. k precteni
informace na daném policku potfebujeme projit vSechna predchézejici policka.

Z vyse uvedeného vyplyva, Zze model Turingova stroje se jiz velmi priblizuje dnesnimu po-
¢itaci, pokud si predstavime stavovou jednotku jako procesor a vstupni pasku jako operacni
pamét. Neni to vSak jediny ,abstraktni model, ktery byl matematiky ve 20. stoleti navrzen,
aby pomoci néj mohli popsat vypocetni silu dnesnich poé¢itac¢i. Uvedme nap¥. rekurzivni funkce,
Lambda kalkul, popf. RAM stroje. VSechny modely vSak maji jednu véc spole¢nou — da se do-
kazat, ze maji stejnou vypocetni silu. Turingtv stroj byl vsak vybran jako reprezentant této
t¥idy modeli, protoze ve své podstaté si jej muzeme nejlépe a nejjednoduseji predstavit.

Alan Turing spoleéné s Alonzem Churchem vSak vyslovili jesté jednu zajimavou domnénku,
kterad je vskutku revolu¢ni a ¢ini model Turingova stroje velmi vyznamnym. V tzv. Churchové
tezi pfesné popsali pojem algoritmus.

Churchova teze

Kazdy proces, ktery lze intuitivné nazvat algoritmem, se dé realizovat na Turingové stroji.

Poznamka.
Diikaz teze nebyl nikdy podan a pravdépodobné ani nebude. Divodem je abstrakce slova al-
goritmus. Tento pojem neni pfesné definovan, chdpeme jej pouze intuitivné, proto s nim nelze
operovat v matematickém dtkazu.
Definice — Turingiiv stroj
Turingtv stroj (TM) je M = (Q,%,T',>,, 0, qo, Qace; Grej ), kde

e () je koneénd mnozina stavi,

e ¥ je koneénd mnozina vstupnich symbold (vstupni abeceda),

e I je koneénd mnozina pracovnich symbolti (pracovni abeceda) — plati vztah ¥ C T,

> € '\ X je leva koncova znacka,

U eI\ ¥ je symbol oznacujici prazdné policko,

0: (Q\{gace,@rej}) xT' — @Q xT' x {L, R} je totalni pfechodova funkce,



e (o € () je pocCatecni stav,
® Gucc € @ je akceptujici stav,

® Grej € Q je zamitajici stav.

Poznamka.

Vstupni paska je jednosmérné nekonecni, tj. pozadujeme, aby se ¢teci-zapisovaci hlava na levé
koncové znacéce > mohla posunout pouze doprava a nepiepisovat tento symbol. Formalné: po-
volujeme pro libovolny stav g € Q pouze piechod 6(q,>) = (p, >, R), kde p € @ je té% libovolny.

Vypocet Turingova stroje

Predstavme si Turingtiv stroj na nasledujicim obrazku:

Vstupni paska

>l bf|lalalc|blal|lbl|lclulultul... L

Cteci-zapisovaci hlava

Konedné stavova
fidici jednotka

Megjme napf. slovo w = baacbabc. Vstupni paska obsahuje symbol >, ktery znamena zacatek
vstupni pasky. Poté zapiseme dané slovo w. Zbytek vstupni pasky je prazdny, obsahuje tedy
symboly U (= prazdné policka).

Principem fungovani Turingova stroje je, ze ¢teci-zapisovaci hlava se mtize pohybovat libo-
volnym smérem, bud doleva nebo doprava. Vzdy se posouvé na vstupni pasce o jedno policko.
Je pozadovano, aby se hlava nedostala za levy okraj vstupni pasky, tj. aby v pfipadé, ze Cte
symbol >, je mozny posun pouze doprava. Navic jsme v predchozi poznamce zminili, Ze se leva
koncova znacka > nemiize pfepsat.

Konfigurace

Oznaéeni: Symbolem LI rozumime libovolny (ne nutné konecény) pocet prazdnych policek,
tedy
U =uuu---u

Definice — konfigurace

Konfiguraci Turingova stroje M = (Q,%,T',>,U, 4, qo, Gace, ¢rej) rozumime libovolnou trojici
(¢, 2,m) z mnoziny @ x {yU“ |y € I} x Ny, kde



e prvek ¢ je stav z mnoziny (),

e prvek z je aktualni obsah vstupni pasky,

e prvek n je pozice hlavy na péasce, 0 oznacuje pozici >.
Je-li w vstupni slovo pro M, pak

e Poéatecni konfiguraci rozumime trojici (qo, >wl, 0),

e Akceptujici konfiguraci rozumime trojici (gacc, 2, 1),

e Zamitajici konfiguraci rozumime trojici (grej, 2, 1).

Krok vypocétu

Oznaceni: Je-li z € T fetéz objevujici se na vstupni pasce, pak definujeme z, jako jeho n-ty
symbol zleva. Tedy napf. > je roven zg.
Déle, s (z) oznacuje Fetézec 2z’ vznikly ze Fetézce z tak, ze n-ty symbol z, nahradime za X.

Definice — krok vypoctu

Na mnoziné v8ech konfiguraci Turingova stroje M = (Q,%,T', >, U, 8, ¢o, Gace, Gre;) definujeme
relaci s takto:

1. (p,z,n) b (q, 8% (2),n + 1), pokud 6(p, z,) = (¢, X, R),
2. (p,z,n) Fuar (¢, 8%(2),n — 1), pokud §(p, z,) = (¢, X, L),
kde p,qg e Q,z€eT'",n e Ng, X €T.

Poznamka.

Vypocet na néjakém slové w € £* je maximéalni (koneéna i nekoneénd) posloupnost konfiguraci
Ko, Ky, ..., kde K je pocatecni konfigurace pro w a K; Far K;41 pro vSechna i > 0.
Definice — prijimani ¢i zamitani slov

1. Turingiv stroj M akceptuje slovo w, pravé kdyz vypocet M na w je koneény a jeho
posledni konfigurace je akceptujici.

2. Turinguv stroj M zamita slovo w, pravé kdyz vypocet M na w je konecny a jeho posledni
konfigurace je zamitajici.

3. Turinguv stroj M pro slovo w cykli, pravé kdyz vypocet M na w je nekonecny.
Jazyk akceptovany Turingovym strojem M je mnozina

L(M) ={w € ¥* | M akceptuje w}.



Priklad 1.

Navrhneme Turingtv stroj M akceptujici jazyk L = {a"b™c" | n € Ng}. Vypocet na libovolném
slové bude probihat ve dvou fazich:

1. nejdfive zkontrolujeme, zda vstupni slovo w je tvaru a*b*c*. Poslouzi nam k tomu stavy
40,41, 92-

2. Jakmile dojdeme az k prazdnym policktim, pfepneme se do stavu g3 a vratime se na zacatek
pasky, k symbolu >. Poté v cyklu opakujeme postup, ve kterém vzdy prepiseme symbolem
X jedno a, jedno b i jedno c. A opét se vratime na zacatek pasky. K zapamatovani toho,
jaky symbol mame hledat a prepisovat na X, nam poslouzi stavy qu, g5, gs-

Jestlize se na zavér vratime (pomoci stavu g3) na zacatek pasky a ve stavu ¢4 budeme potad ¢ist
pouze symboly X, az se dostaneme k prvnimu prazdnému policku, pak slovo w akceptujeme.
Necht tedy

M = (Qa {a/a ba C}, {aa ba c, >, l_|, X}a >, |—|a 67 40, Qace QTej)7
kde Q = {40, 91,92, 93, G4, G5, 46, Gaces Irej } @ Prechodové funkce d je dana nésledujici tabulkou:

stav > a b c u X
qo (QO,D,R) (Q(),G/,R) (qhbaR) (qQaca R) (Q37U7L) -
q1 - (qTej7 — _) (qhbaR) (qQaca R) (Q37U7L) -
q2 - (QT€j7 — _) (q7‘ej7 —y (qQaca R) (Q37U7L) -
q3 (Q47>7R) (q37a/aL) (q3ab7 L) (q37ca L) (Q37U7L) (q37X7 L)
q4 - (QSaXa R) (%"ejafaf) (%"ej;faf) (Qaccafaf) (Q47X7 R)
qs - (Q5,G/,R) (q67X7 R) (q’!‘eja_a_) (qTeja_a_) (q57X7 R)
de - - (q67baR) (q3aXa L) (qTeja_a_) (q67X7 R)

Jesteé musime vysvétlit existenci symbolu — v konfiguracich pfislusnych stavim g,c;, ¢ace. V nich
je nam jedno, jaky symbol na pasku umistime, protoze jiz nepokracujeme ve vypocétu a bud
zamitame nebo pfijimame. Za pomlckou si tedy predstavte cokoliv.

Ukazeme si vypocet na slové aabbce. Nejprve zaciname fazi kontroly na tvar a*b*c*:

(o, >>aabbec1”;0) +  (qo, >aabbect”, 1) F (go, >aabbecl” 2) F (qo, >aabbec ' 3) =
F o (q1,>aabbecll”, 4) F (q1, >aabbecll”, 5) F (g2, >aabbecll”, 6)
F (g2, >aabbecll”,; 7)

Dostavame se k prvnimu prazdnému policku (jsme na pozici 7). V tu chvili se pfepindme do
stavu g3 a bez prepisovani se vracime zpatky k levé koncové znacce >>.

(g2, >aabbec ), 7) b (g3, >aabbec ), 6) b (g3, >aabbecd”,5) F - - - F (g3, >aabbec)” ) 0)

Jsme-li ve stavu g3 a na pozici patfici >, prepindme se do stavu g4 a zac¢indme prvni cyklus
prepisovani symbolu a, b, ¢ znakem X.

(g3, >aabbec”,0) +  (qq, >aabbecl” ;1) F (g5, >Xabbecd”, 2) F (g5, > X abbee | 3)
F o (gs, >XaXbccl”, 4) F (g6, >XaXbech”, 5) F (g3, >XaXbX I, 4)

Jsme ve stavu g3 a opét se vracime k levé koncové znacce >:

(g3, >XaXbXcl® 4) F (¢35, XaXbXcI¥ 3) F -+ F (g3,>XaXbX ¥, 0)



Zaciname novy cyklus pfepisovani symbolt a, b, c znakem X:

(g3, >XaXbXcll”0) F (qa,>XaXbXcl” 1)F (qq,>XaXbXcll”,2) F (¢5,>XXXbXcl”,3) F
F (g5, > XX XbX U, 4) - (g6, > X XXX Xelt®,5) F (s, >X XXX XL, 6) F
F (g, XXX XX XU, 5)

Pomoci stavu ¢3 se opét dostaneme na zacatek vstupni pasky:
(g3, >XXXXXXLY 5 F (g3, DX XXXXXUY 4) b -+ F (g3, > XXX XXX 0)

Na zavér se opét prepneme do stavu g4 a protoze mame na vstupu pouze symboly X, ziistavame
v ném az do konce.

(4, XXX XXX 0) F (qa, DXXXXXXUY 1) - F (qa, DXX XXX X1 T)
A7 se dostaneme k prvnimu prazdnému policku, mizeme akceptovat:

(g4, DX XX XX XU T) F (qaee, DX X XXX XY, —)

Rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky

Nyni se vratime k Chomského hierarchii gramatik. Uvadéli jsme si 4 typy:
1. typ 0 (gramatika bez omezeni) — frazova gramatika
2. typ 1 — kontextova gramatika
3. typ 2 — bezkontextova gramatika
4. typ 3 — regularni gramatika
Typy 2, 3 uz zname. Typ 1 zde nebudeme podrobné rozebirat, popiseme vsSak typ 0. Plati

nasledujici véta:

Véta 1 (vztah frazovych gramatik a Turingova stroje).

Jazyk L je rekurzivné spocetny (generovany gramatikou typu 0), pravé kdyz existuje Turingtiv
stroj M takovy, ze L = L(M).

Poznamka.

Vsimnéte si tedy, ze i pro gramatiky typu 0 mame odpovidajici vypocetni model a odpovidajici
tridu jazyku.

Definice — uplny Turinguv stroj

Turingtv stroj M se vstupni abecedou ¥ se nazyva tplny, pravé kdyz pro kazdé slovo w € ¥*
vypocet M zastavi, tj. je kone¢ny. (Libovolné slovo w je bud akceptovano nebo zamitnuto).
Definice — rekurzivni jazyk

Jazyk L se nazyva rekurzivni, pravé kdyz je akceptovan néjakym tplnym Turingovym strojem.



Poznamka.

Pro pfehlednost si nyni uvedeme vysledky naseho usili. V tabulce naleznete gramatiky, t¥idy
jazyku a vypocetni modely, které jsou vzajemné ekvivalentni. Plati, Ze tFida na nizsim radku je
vlastni podmnozinou (podtiidou) tf¥idy na vyssim Fadku.

Jazyky Gramatiky (typ) Automaty
rekurzivné spocetné frazové (0) Turingovy stroje
rekurzivni - aplné Turingovy stroje
kontextové kontextové (1) linedrné ohrani¢ené TM
bezkontextové bezkontextové (2) zasobnikové automaty
deterministické CFL - deterministické PDA
reguldrni reguldrni (3) konecéné automaty

Rozhodnutelné a nerozhodnutelné problémy

Nakonec si zobecnime i nasi ddvnou otazku, zda néjaky problém lze ¢i nelze rozhodnout. Nejdiive
si jej zpresnime:

Problém, zda dany objekt O mé vlastnost P, ztotoznime s mnozinou {O | O mé vlastnost P}.
Napt. problém, zda dané regularni gramatika G je kone¢nd, miizeme zapsat:

{G | G je regularni a L(G) je kone¢ny}.

Definice — rozhodnutelnost
Problém, zda objekt O ma vlastnost P, je
1. rozhodnutelny, pravé kdyz mnozZina {O | O ma vlastnost P} je rekurzivni.
2. nerozhodnutelny, pravé kdyz mnozina {O | O mé vlastnost P} neni rekurzivni.

3. Castecné rozhodnutelny (semirozhodnutelny), pravé kdyz mnozina {O | O ma vlastnost P}
je rekurzivné spocetna.



