Slozitost - cviceni

13.1 Rozhodnéte, které z nasledujicich vztah plati. Odpovédi zdlvodnéte.

a)2n €
b)n? €

0(n)
o(m)

c)nlog,n € 0(n?)
d)nlog,n € O(n)

e)3" e

20(n)

f)3n2+4n+17€0(n?-n+1)
g) 2n)! € 0(n!?)

Reseni:

a)

b)

c)

d)

f)

g)

Plati. Zvolme ny = 1 A ¢ = 2. Pak urcité plati, Ze 2n = f(n) < c - g(n) = 2n pro vsechna
n=1.

Neplati. Sporem pFedpokladejme, Ze existuji konstanty n,, c takové, 2e n> < c-npron =
ny. Nerovnici podélime nenulovym kladnym ¢islem n: n < c. At volime konstanty c, n, jak
chceme, vidy budou existovat mnoZina pfirozenych &isel M = {n;,,n; + 1, ...}, kde n; = [c],
takova, Ze pro vSechna x € M neplati vztah x < c.

Plati. Zvolme ny = 1 A ¢ = 1. Pak ur¢ité plati, Ze nlog,n = f(n) < c - g(n) = n? pro
vSsechnan > 1.

Neplati. Sporem predpokladejme, Ze existuji konstanty ng, ¢ takové, Ze nlog, n < c - n pro
n = ny. Nerovnici podélime nenulovym kladnym cislem n: log, n < c. At volime konstanty
¢, Ny, jak chceme, vzdy budou existovat mnozina pfirozenych &isel M = {n;,n; + 1, ... }, kde
n, = 2°*1, takova, Ze pro véechna x € M neplati vztah log, x < c.

Plati. Z definice plati, Ze f(n) € 200 o 3¢,n, € N: f(n) < 2™ pro vsechnan = ny. My
hleddme tyto konstanty tak, aby

(*) 317. S 2C‘n — (Zn)C.

Zvolme ¢ = 2,n = 1. Pak (2™)¢ = (2™)? = 22" = 4", )isté tedy pro libovolné n > 1 plati
3N < 20N — 4n

Plati. Zvolme ¢ = 4. K optimalni volbé ny dospéjeme feSenim nerovnice

3 +4n+17<4-(n*—n+1)

(*)0<n?-5n-16

Bud'spocitanim diskriminantu nebo odhadem usoudime, Ze pro n = 8 vztah (*) plati.
Hledanou konstantou je ny, = 8.

Neplati. Sporem predpokladejme, ze

(%) existuji konstanty ny, ¢ takové, ze (2n)! < ¢ - (n!)? pro véechnan > n,.

Zvolme m = max{1, ¢, ny} a dosadme do vztahu (*):

2m)! < c- (m!)?

2m-(2m—1)-..-(m+ 1) -m! < c-m!-m!(podélime nerovnici kladnym vyrazem m!)
=)2m-2m—-1)-...(m+1)<c-m-(m—-1)-...-2-1

ProtoZe ¢ < m, vztah (**) nem(zZe nikdy platit. Spor s predpokladem (*).



13.3 Dokazte, Ze tfida P je uzaviena na operace sjednoceni, komplement a zifetézeni. Rozhodnéte, na
které z téchto operaci je uzaviena tfida NP. Odpovéd zdlvodnéte.

Reseni:
Nejprve pfipomenime: P je tfida vSech jazyk( L, pro které existuje deterministicky TM s polynomidlni
Casovou slozZitosti, ktery rozhoduje L. Zejména tedy plati, Ze kaZdy jazyk L € P je rekurzivni. Z toho
vsak vyplyva, Ze tfida P je uzaviena na vSechny tfi operace.
Ttida NP obsahuje vSechny jazyky L, pro které existuje nedeterministicky TM s polynomialni ¢asovou
sloZitosti, ktery rozhoduje L. V pripadé operaci sjednoceni a zfetézeni pouZijeme postup, ktery byl
aplikovan v kapitole o uzavérovych vlastnostech tfid rekurzivnich a rekurzivné spocetnych jazyka.
Budte M,, My nedeterministické TM, které rozhoduiji jazyky A4, B v ase 0(n*), resp. 0(n'), kde k, [
jsou vhodna pfirozena disla.
Nedeterministicky Turing(v stroj Mg pro jazyk A U B sestrojime tak, Ze se na zac¢atku
nedeterministicky rozhodne, zda bude simulovat praci TM M, ¢i Mg. V pfipadé, Ze simulace skon¢i
v akceptujicim stavu, tak M akceptuje. V opacném pfipadé zamita. Stroj Mg na zacatku ucini jeden
krok (vybér stroje k simulace), nsledné v ¢ase 0(n*) ¢ 0(n') simuluje vypocet vybraného stroje, a
poté na zavér ucini posledni krok, v némz se pfepne bud do akceptujiciho nebo do zamitajiciho stavu.
V kazdém pripadé bude opét pracovat v polynomidlnim case.
Nedeterministicky Turingliv stroj M, pro jazyk A. B sestrojime tak, Ze se na zacatku nedeterministicky
rozdéli vstup w na dvé ¢asti w;. w,. Nasledné spusti simulaci TM M, na slové w; v ¢ase 0 (n*).
Akceptuje-li M, slovo wy, spusti M, vypocet Mg na slové w,. V pfipadé, Ze simulace skonci
v akceptujicim stavu, tak M, akceptuje, v kazdém jiném pfipadé, kdy M, zamita w; nebo Mg zamita
slovo w,, zamitd i stroj M. Stroj M, na zac¢atku ucini jeden krok (nedeterministické rozdéleni slova
w), nasledné v ¢ase 0(n*) + 0(n') simuluje vypocet obou strojd na slovech wy, w,. V kazdém
pfipadé bude opét pracovat v polynomialnim case.
O uzavfenosti tFidy NP na dopIné&k nelze rozhodnout. Redenim by mohla byt zaména akceptujiciho a
zamitajiciho stavu, ktera fungovala v ptipadé dlikazu uzavrenosti tfidy rekurzivnich jazykl na
doplnék. Vypoctl na néjakém slové w vsak muzZe byt v pripadé nedeterministického TM M mnoho.
Plati:

1. w € L(M) < existuje akceptujici vypocet M na w;

2. wnepatfido L(M) < vSechny mozné vypoéty M na w skondi v zamitajicim stavu.
Vyménou akceptujiciho a zamitajiciho stavu nedokazeme vyfresit ty situace, kdy pro dané slovo w
bude fada zamitajicich i akceptujicich vypocta.



13.4 Tfida coNP je definovana jako coNP = {co — L | L € NP}. Rozhodnéte, které z nasledujicich
tvrzeni plati. Odpovédi zdlivodnéte.

a) coNP = co — NP
b) L;,L, € coNP = L; N L, € coNP
c)L, ENP,L, c L;,L, € coNP = L; \ L, € NP

Reseni:

a)

b)

Neplati. Protipfikladem muze byt jakykoliv jazyk L € P. Diky uzavienosti tfidy P na operaci
doplnék plati téZz co — L € P € NP. Jazyk co — L € coNP, avSak co — L nepatii do co — NP.
Plati. ProtoZe L, L, € coNP, znamena to dle definice, Zze co — L{,co — L, € NP. V pfikladu
13.3 jsme ukazali, Ze tfida NP je uzaviena na sjednoceni. Plati tedy

co—L;Uco—Ly =co—(LyNL,)€NP.

Proto L; N L, € coNP.

Plati. ProtoZe L, € coNP, je dle definice co — L, € NP. Plati také vztah
Li\L,=L;Nco—Ly.

Navic, tfida NP je uzaviena na prlnik (dlkaz podobny jako v pfipadé uzavienosti rekurzivnich
a rekurzivné spocetnych jazyk( na prinik). Protoze L;,co — L, € NP, je i
Linco—L,=L;\L, €NP.

13.6 Dokazte, Ze nasledujici problémy jsou NP-UplIné.

a)

b)

c)

Reseni:

Problém Hamiltonovské cesty v grafu:

HAMPATH = {(G, s, t) | G je orientovany graf obsahujici Hamiltonovskou cestu z s do t}
Problém k-kliky (k-klika je Uplny podgraf s k vrcholy):

CLIQUE = {(G, k) | G je neorientovany graf s k-klikou}

Problém podgrafového izomorfismu (Subgraph Isomorphism, SGl):

SGl={(H,G) | H= (V,E),G = (U, F) jsou neorientované grafy takové, Ze existuje injektivni
zobrazeni f:V — U spliujici (w,u") € E = (f(w), f(u')) € F}

a) HAMPATH - tfeseni viz Sipser, kap. 7, dlikaz Theoremu 7.35 zacinajici na str. 262
b) CLIQUE
Duikaz CLIQUE € NP: Setrojime nedeterministicky TM M pracujici pro vstup (G, k) takto:

1.

Casti 1,

Nejprve zjisti, zda vstup je tvaru (G, k), kde G je neorientovany graf a k je pfirozené &islo.
Pokud ne, M zamitne.
Necht G = (V, E), kde V je mnozina vrchol(, E mnozina hran. Nedeterministicky zvol
mnozinuvrcholG U €V, |U| = k.
Ovér, zda U je uplny podgraf grafu G.

a. Pokud ano, akceptu;.

b. V opacném pripadé zamitni.

2 |ze provést polynomialnim poctu krokd. Je-lin = |{G, k)| délka vstupu TM M, pak ovéreni

korektnosti vstupu zabere O(n) ¢asu. Nedeterministickd volba k vrchol( také nezabere vic nez O(n)
krokd. Ovéreni, zda k vrchold je spojeno hranami, kazdy s kazdym, znamend ovéfit (k — 1) - ...-2-1



hran. Jde o konstantni pocet krok(l nezdavisejici na délce vstupu. VSechny Casti, kterych je
polynomialné mnoho, Ize tedy provést v polynomidlnim ¢ase.

Dlikaz 3SAT <, CLIQUE: Bud' ® = (a; V by V¢;) A(az V by Vcy) A .. A(ag V by V i) Booleovskad
formule ve 3cnf. Redukce f vyprodukuje kéd (G, k), kde G je neorientovany graf. Vrcholy budou
usporadany do k trojic, jejich ndzvy budou oznaceny literaly prislusnych klauzuli. Vrcholy jedné trojice
nebudou spojené hranami. Hrany povedeme napfic trojicemi (klauzulemi) dle tohoto pravidla.
Libovolny vrchol x trojice t; spojime hranou s vrcholem y trojice t; (i # j) pouze tehdy, je-liy # —x.

Priklad takového grafu, viz Sipser, kap. 7, obr. 7.7.

Chceme ukdzat, Ze 3cnf formule @ je splnitelnd pravé tehdy, kdyz f(®) = (G, k) je neorientovany
graf, v némz existuje k-klika.

1. Predpokladejme,ze ® = (a; Vb Vi) A(ay Vby V) AoA(ag V by Vcy) je splnitelnd
3cnf formule. To znamen3, Ze v kazdé klauzuli je alespon jeden z literall pravdivy. Napf. jde o
mnozinu S = {a,, by, 3, ..., by }. V orientovaném grafu G jisté musi byt hrana mezi kazdou
dvojici vybranou z S. Pokud by napf. pro dvojici {a,, b,} nebyla, znamenalo by to pfipad, Ze
b, = —a,. To ovSsem neni mozné, nemuze byt pravdivy literdl a, i jeho negace —a;. MnozZina
vrcholl S tedy tvofi k-kliku v grafu G.

2. Predpokladejme, Ze graf G disponuje k-klikou. Dle pravidel konstrukce Zadné dva vrcholy kliky
nejsou ve stejné trojici. Ohodnoceni proménnych provedeme tak, Ze kazdy vrchol kliky (tj.
literal, at uz v pozitivni ¢i negativni formé) bude pravdivy. ProtoZe hranou nejsou spojeny dva
vrcholy s navéstim x, =x, dosahneme ohodnoceni, které pro kazdou klauzuli bude znamenat
alespon jeden pravdivy literal, tj. cela formule @ sestavena z jednotlivych trojic grafu G
tvoricich klauzule bude splnitelna.

c) SGI
DuUkaz SGI € NP: Setrojime nedeterministicky TM M pracujici pro vstup (H, G) takto:
1. Nejprve zjisti, zda vstup (H, G) kéduje dva neorientované grafy H = (V,E) a G = (U, F).
Pokud ne, M zamitne.
2. Nedeterministicky zvoli zobrazeni f: V — U takové, aby bylo injektivni.
3. Prokazdou hranu {v,,v,} € E ovéfi, zda {f (v;), f(v,)} € F. Pokud ne, zamita.
4. Stroj M akceptuje, pokud testy v pfedchozim bodu byly pro vSechny hrany Uspésné.
Vsechny ctyti ¢asti lze provést v polynomialnim poctu krokd.
Dikaz CLIQUE <, SGI: Mé&jme kdd (G, k). Sestrojime funkci f, ktera nejprve ovéfi, zda
e (G, k) skute¢né kdduje dvojici neorientovany graf G = (V, E) a pfirozené Cislo k;
e |VI=k
Pokud jedna z podminek neplati, nastavime pro kéd x funkci f takto:
f(x)) = (Gy, Ga),
kde oba grafy budou mit pouze jeden vrchol, pficemz G bude mit u svého vrcholu smy¢ku, mnoZina

hran G, bude prazdna. Jisté kéd (G4, G,) nepatii do SGI. Plati-li obé podminky, nastavime funkci f
takto:

fUG, k)) = (G, H),
kde Hy, je Uplny neorientovany graf s k vrcholy. Jisté plati, Ze (G, k) € CLIQUE < (G, H,) € SGI
(ovéreni obou stran implikace je tentokrat zfejmé). Redukce f je sestrojena tak, Ze reaguje na vsechny



mozné vstupy, i kdyZ neni zadana dvojice (graf, Cislo). Ovéreni obou uvedenych podminek jisté
probiha v polynomialnim case. Sestrojeni graful G1, G, je také nendro¢né na Cas. Vytvoreni grafu Hy, je
také mozné zvladnout polynomialné. Nasledné ovéfeni podminky (G, Hy,) € SGI sice probiha
nedeterministicky, ale v polynomialnim Case, protoze jsme ovéfrili platnost SGI € NP.

13.7 Urcete vztahy inkluze/rovnost mezi nasledujicimi dvojicemi sloZitostnich trid. Svoje tvrzeni
zdGvodnéte.

a) TIME(n?) a TIME(n®)

b) SPACE(2n?) a SPACE(100n?)

c) SPACE(n?) a TIME(n?)

d) NSPACE(n?) a SPACE(n®)

e) P a TIME(2™)

Reseni:

a) TIME(n?), resp. TIME(n?®) jsou t¥idy jazyk( rozhodovanych né&jakym deterministickym
jedno- ¢i vicepaskovym TM s €asovou sloZitosti 0(n?), resp. 0(n?). Jisté platin? € 0(n3).
Proto jazyk L € TIME(n?) patti i do t¥idy TIME(n?), tedy TIME(n?) € TIME(n3).

b) V obou p¥ipadech plati, 7e 0(k - n?) = 0(n?). Proto se tFidy rovnaji, tj. plati
SPACE(2n?) = SPACE(100n?).

c) Zpfednasky (posledni pfednaskovd sada, slajd 20) vime, Ze pro kazdou funkci f: Ny = R*
plati TIME(f(n)) S SPACE(f(n)). Jisté tedy plati vztah TIME(n?) S SPACE(n?).

d) Podle Savitchovy véty plati vztah NSPACE(n?) € SPACE(n*). Déle je zfejmé, 7e n* € 0(n®),
tj. SPACE(n*) € SPACE(n®). Z obou vztahd tedy vyplyva NSPACE(n?) € SPACE(n®).

e) P je tfida jazykl rozhodovanych néjakym deterministickym jedno- ¢i vicepaskovym TM s
polynomidlni ¢asovou slozitosti O (n*). Zcela jisté n* € 0(2™) pro kazdé pFirozené k. Tedy
P S TIME(2™).



