19 Slozitost

Zakladni otézka teorie slozitosti je ,,jak rychle dokdZzeme néjaky problém fesit“.
Budeme pfitom vychazet z modelu Turingova stroje jako zakladniho vypocet-
niho modelu. Abychom mohli na tuto otdzku smysluplné odpovidat, musime se
omezit pouze na ty Turingovy stroje, které na vSech vstupech ukonéi svij vy-
pocet. Studium teorie sloZitosti se tedy omezuje na t¥idu rekurzivnich jazyki,
proto se ji také ik subrekurzivni vycislitelnost.

19.1 Model sloZitosti

Slozitost je v nejobecnéjsim vyznamu mira vyuziti zdroje. Mezi zékladni zdroje,
které muZe algoritmus vyuZivat, je pfedeviim Cas a pamét (prostor). Muzeme
se ovSem ocitnout v situaci, kdy mame pro vypocCty jiné omezeni, napt. pocet
piistuptt na disk, pocet pfistupti do sité, energie nebo téz mnozstvi néjakého
vzécného prvku. Pozadavek na nizkou ¢asovou néroc¢nost se ovSem zda byt ve
vétsiné pripadi univerzalni, proto jeho studium matematické teorii slozitosti a
algoritma dominuje.

Definice. Slozitost Turingova stroje M definujeme postupné jako néasledujici
zobrazeni:

e casovd sloZitost stroje M na vstupu jako zobrazeni tp: X* — N, kde t g (w)
je pocet kroku, které provede stroj M na vstupu w. V piipadé nedeterministic-
kého stroje bereme maximum ze vSech moZnych vypoc¢ti na daném vstupu.

e casovd sloZitost stroje M jako zobrazeni Thq : Ny — N, kde Th(n) je
nejvétsi pocet krokii, které stroj M provede na vstupu délky n, tj:

Tam(n) = max{Tp(w) | [w] = n}

e prostorovd sloZitost stroje M na vstupu jako zobrazeni sp(: X* — N, kde
sm(w) je pocet poliek na pasce, které stroj M navstivi béhem vypo¢tu na
slové w. V piipadé nedeterministického stroje bereme opét maximum ze vSech
moznych vypocti na daném vstupu.

e prostorovd sloZitost stroje M jako zobrazeni Syq: Ny — N, kde Sxq(n)
je maximalni pocet policek, které navstivi stroj M béhem svého vypoctu na
vstupu délky n, tj:

Sam(n) = max{spy(w) | |w| =n}

Rikame také, 7e stroj M pracuje v case Tam(n) a v prostoru Saq(n).

Pozndmka. V definici slozitosti bereme maximum pies vSechny mozné vstupy
dané velikosti. Odpovida to konvenci pocitat vzdy s nejhorsim moZznym pii-
padem. Existuji ale i jiné piistupy. Bylo by napf. mozné pocitat primérnou
slozitost, operace maxima by se nahradila aritmetickym primérem. Tohoto pii-
stupu se vyuziva pfedevsim v teorii ndhodnostnich algoritmi, kde se slozitost
definuje jako stfedni hodnota (vaZeny aritmeticky pramér).

Pozndmka. Uvedend definice slozitosti silné zévisi na volbé Turingova stroje
jako zadkladniho vypocetnitho modelu. Volbou jiného modelu se tato definice
muze znacné lisit. Tento problém budeme rozebirat dale v textu.



19.2 Porovnavani ristu

Motivace. Protoze ¢asova i prostorova slozitost stroje jsou definovany jako funkce
N — N a jesté obecnéji jako funkce N — R* (abychom se nemuseli zabyvat za-
okrouhlovanim), je studium teorie sloZitosti pfedevsim studiem funkci tohoto
typu. Zastavme se na kratce u dvou problémii:

a) Mame-li dva stroje, které fesi tentyZ problém, ktery z nich jej fesi lépe?
mend toto ,rychleji“? Slozitost jsme si nezavadéli jako &isla, kterd umime
snadno srovnat, ale funkce a ty nemusi byt vzdy porovnatelné. Piikladem
jsou funkce 10n a n? pro n < 10 plati 10n > n? a pron > 10 zase 10n < n?,
tak kterou z nich prohlasit za ,,tu, s mensi hodnotou“? Vzhledem k prak-
tickym omezenim dne8nich pocitac¢i nas zajimé, jak se slozitost vyviji pro
velké vstupy, tj. pro n — oco. Zajima nas tzv. asymptotické chovdini funkci.
Receno laicky, pro porovnani nam slouzi kritérium, zda jedna funkce nékdy
tu druhou pferoste.

b) Je tu jesté dalsi problém, ktery musime vzit v potaz pied nasledujici definici.
Kazdy Turingiv stroj muzeme ,linedrné urychlovat® tim, Ze jej nechdme
namisto s jednotlivymi symboly poécitat s dvojicemi (nebo obecné k-ticemi)
symbola. Tento fakt se shrnuje do tvrzeni, ze pro kazdy stroj M a libovolné
m € N existuje ekvivalentni stroj M’ spliujici:

Th(n) < Tpn) +n+2
m
Toto zrychleni je tedy vzdy nejvySe linearni a celkova slozitost nemuze
klesnout pod n.

Tyto dvé uvahy musime zahrnout do naSi definice. Tato definice tedy musi
zohlediiovat chovani funkci pro vysoké hodnoty n a musi ignorovat nasobeni
konstantou. V tomto momenté uz by méla nasledujici volba pfipadat naprosto
pfirozené.

Definice. Rekneme, 7ze funkce f mneroste asymptoticky rychleji nez funkce g,
jestliZe existuji ng € N a ¢ € RT takova, Ze pro kazdé n > ng plati f(n) < cg(n).
O funkci g fikame, Ze je asymptotickd horni zdvora pro f. Mnozinu funkci, které
nerostou asymptoticky rychleji nez g znacime O(g).

Priklad 1. Plati 10n € O(n?) volbou ng = 10 a ¢ = 1 nebo volbou ng = 1 a

c=10.

Priiklad 2. Pfi poméfovani asymptotického rustu nezalezi na zakladech loga-

ritma, totiz log, n € O(log, n) pro libovolné a,b > 1. To vyplyva ze vzorce:
log, n =log, b-log,n

Dvé logaritmické funkce o riiznych zakladech se lisi pouze nasobkem konstantou.

U logaritmi tedy nebudeme uvadét zaklad, popfipadé si jej pfi vypoctech volit

podle potfeby.

Ptiklad 3. Plati logn € O(n). To vyplyne, jakmile ukaZeme, Ze logn < n pro

kazdé n € N. To se d& ukazat geometricky nebo indukci, totiz logl =0 < 1 a

za, predpokladu, ze tvrzeni plati pro n, je indukéni krok tvaru:

log(n+1) <log(n+mn)=logn+log2=logn+1<n+1



Véta 19.1. Vlastnosti symbolu O:
a) Pro libovolnou funkci f: N — RT plati f € O(f).
b) Pro libovolné funkce f, g, h: N — RT plati:
feO@)ANgeOh)= feO(h)
Relaci ,neroste asymptoticky rychleji nez* je reflexivni a tranzitivni (neni

uspofadanim, nebot neni antisymetricka), proto ji miZeme intuitivné chapat
jako ,,mensi nebo rovno“. K tomu dostavame piridruzené pojmy:

pojem analogie znacka
neroste rychleji < @)
neroste pomaleji > Q
roste stejné rychle = (C]
roste pomaleji < 0
roste rychleji > w

Definice. Uved'me formélni definice v8ech pFedchozich pojmi:

O(g) = {f:No = R| Ing € N,c € R*Vn > ng : f(n) < cg(n)}
Qg) = {f:No = R|[3ng € N,c € R"Vn > ng : f(n) > cg(n)}
O(g) = {f:No = R |3ng € N,c1,¢ € R"Vn > ng : c19(n) < f(n) < cag(n)}

Dale:

o(g) = {f N0—>R|HILH;O§EZ)):0

= {750 100 )

Cviceni 1. Uspoiadejte nasledujici funkce podle ristu:
2" nlogn n! loglogn € n® —100n + 3
n™  logn! log’n 1 22" arctann
n o /2" NG (2n)!  (n!)? log n?
Cvic€eni 2. Dokazte nésledujici implikace:
a) feolg)Ngeolh)= feolh)
b) feolg) & gew(f)
) feolg)=feO(9)
d) g ¢ O(f) = [ €olg)

Asymptotickou symboliku miZeme pouzivat spolu s nékterymi zakladnimi
aritmetickymi operacemi:

a) Vyrazem O(f) + O(g) vétsinou davame najevo, Ze stroj provadi za sebou
dva tseky v ¢asech O(f) a O(g). Je potom logické klast:

O(f)+0(g9) =0(f +9)



b) Podobné miuzeme pouzit O(f) - O(g) = O(fg) pro pfipady, kdy stroj opa-
kuje tusek, jehoz Casova slozitost je O(g), a pocet iteraci je asymptoticky
ohranicen funkci f. Diky tomu staci znat odhad poctu iteraci a ne jeho
pfesny pocet.

¢) V nékterych piipadech bude uZitetné psat 20(") e ale tieba si uvedomit
20(n) £ O(2™), protoze napi:

O(Qn) % 47 = 22n e 20(n)

19.3 VlI1iv modelu

Jak uz bylo feceno, volba vypocetnitho modelu silné ovliviiuje rychlost vypocta.
Napi. RAM (random access machine) pracujici v ¢ase O(f(n)) lze pfevést na
vicepaskovy deterministicky Turingiiv stroj pracujici v éase O(f2(n)(f(n)+n)?).
Nékteré vztahy probereme formalné.

Véta 19.2 (Cena za jednu pésku.). Pro kazdy vicepaskovy Turingtv stroj pra-
cujici v ¢ase O(f(n)) existuje ekvivalentni jednopaskovy Turinguv stroj pracujici
v case O(f2(n)).

Diikaz. Obsahy vSech pasek zapiSeme za sebe a kazdy krok vypoctu vicepés-
kového stroje simulujeme prichodem celé pasky. Téchto prichodii je potieba
O(f(n)). Bylo-li k pasek, pak mame za sebou k tseku délky nejvyse O(f(n)).
Celkem se provede nejvyse O(kf%(n)) = O(f2(n)) kroki. O

Véta 19.3 (Cena za determinizmus.). Pro kazdy nedeterministicky Turingtv
stroj pracujici v ¢ase O(f(n)) existuje ekvivalentni deterministicky Turingav
stroj pracujici v ¢ase 20/ (")

Diikaz. Pripomenme, 7e pievod nedeterministického stroje na deterministicky
provadime tak, Ze prochazime vypocetni strom nedeterministického stroje do
sitky. Ozname miru vétveni tohoto stroje a. Potom a®/(™) je horni zavora
pro pocet uzli v tomto stromé. Na druhé pasce si pritom zaznamendvame
polohu ve stromé pomoci fetézce délky O(f(n)). SloZitost této simulace je
O(f(n)a® )y = 20(/(") Pievod na jednopaskovy stroj mé kvadratickou
cenu, coz je stale (20(F(M))2 = 20(f(n)), O

Cvigeni 3. Mé&jme jazyk L = {a"b" | n > 1}. Naleznéte:
a) Deterministicky jednopéskovy stroj rozpoznévajici L v ase O(n?).
b) Deterministicky dvoupéskovy stroj rozpoznavajici L v ¢ase O(n).
c) Deterministicky jednopéaskovy stroj rozpoznavajici L v ¢ase O(nlogn).

Staci uvadét myslenky, neni potieba stroje forméalné konstruovat.

19.4 Tridy slozitosti

Protoze mizeme mit vice Turingovych stroji, které fesi dany problém, definu-
jeme slozZitost problému pfirozené jako slozitost toho nejrychlejsitho z nich.



Definice. Pro libovolnou funkci f: Ny — R definujeme néasledujici t¥idy pro-
blému:
TIME (f) = {L | existuje deterministicky Turingav stroj M
akceptujici L a Th € O(f)}
NTIME (f) = {L | existuje nedeterministicky Turingtv stroj N
akceptujici L a Th € O(f)}
SPACE (f) = {L | existuje deterministicky Turingav stroj M
akceptujici L a Sy € O(f)}
NSPACE (f) = {L | existuje nedeterministicky Turinguv stroj N
akceptujici L a Sy € O(f)}

Pozndmka. Deterministicky stroj je speciadlnim piipadem nedeterministického,
proto plati:

TIME (f) C NTIME (f)  SPACE (f) C NSPACE (f)

Pozndmka. Zédny stroj nemuze navstivit vice poli¢ek pasky, nez kolik ma k
dispozici kroki. Proto je prostorova slozitost vzdy mensi nebo stejné jako ¢asova.
Z toho dostavame dalsi dva vztahy:

TIME (f) C SPACE (f)  NTIME (f) € NSPACE (f)

Definice. Definujeme ¢asové t¥idy problémi:

P = | J TIME (n*) EXPTIME = [ TIME (2"")
keN keN
NP = | J NTIME (n*) NEXPTIME = | NTIME (2"")
keN keN

Pozndmka. Ptevod vicepaskového na jednopaskovy stroj mél kvadratickou cenu.
Polynomialni cenu maji i pfevody mezi jinymi modely (RAM, stroje s vice po-
¢itadly atd.) Vyjimkou je vztah mezi deterministickymi a nedeterministickymi
modely, kde se zatim nepodaril ukazat lepsi nez exponencialni narist. Proto se
pro nedeterministické vypocty vyhradily samostatné t¥idy slozitosti a v nésle-
dujici vété jiz neberou v uvahu. Tridy P, NP, EXPTIME a NEXPTIME nejsou
citlivé na volbu vypocetniho modelu, fikdme, Ze jsou robustni.

Poznamka. Protoze nartst slozitosti pfi pfevodu nedeterministického stroje na
deterministicky je nejvySe asymptoticky exponencialni, dostavame néasledujici
inkluze:

P C NP C EXPTIME C NEXPTIME

Na tomto misté uvedme, ze doposud nebylo dokazano, zda inkluze P C NP je
¢i neni ostra, tj. zda ve skute¢nosti nenastava rovnost P = NP. Tento ,,P rovna
se NP“ problém se ukézal obzvlasté naroény a v roce 2000 na jeho vyfeSeni
Clay Mathematics Institute vypsal odménu jeden milion dolara. Pfitom feSeni
tohoto problému tésné souvisi s efektivitou vétsiny modernich kryptografickych
protokolu a jejich bezpecnosti. Pokud by se totiz ukazalo, ze P = NP, jednim z
disledki by byla existence efektivniho algoritmu na prolomeni Sifer s vefejnym
klicem.

Cviceni 4. Ukazte, ze tfida P je uzaviena na operace dopliiku, sjednoceni,
pruniku i komplementu.



19.5 Polynomialni vyc¢islitelnost

Z praktického hlediska jsou pouzitelné pouze algoritmy pracujici v polynomiél-
nim Case, tzn. problémy v t¥idé P, i kdyz existuji i vyjimky. Napf. pouzivanym
algoritmem pro feSeni systému line4drnich nerovnic je simplexovy algoritmus,
ackoli ma asymptoticky exponencidlni slozitost a ackoli existuji algoritmy pro
tento problém pracujici v polynomialnim case.

Priiklad 4. Uvazme problém cesty definovany jako problém piislusnosti do ja-
zyka:
PATH = {G#s#t | graf G obsahuje cestu z s do t}

Plati PATH € P.

Priklad 5. Uvazme problém hamiltonovské cesty jako problém piislusnosti do
jazyka:

HAMPATH = {G#s#t | v grafu G existuje hamiltonovska cesta z s do ¢}

Plati HAMPATH € NP. Nedeterministicky stroj pro tento jazyk bude pracovat
nésledovné: Nedeterministicky stroj konstruuje cestu z s tak, ze vidy nedeter-
ministicky zvoli nasledujici hranu do dalstho vrcholu. Je-li posledni vrchol ¢ a
nav$tivili jsme vSechny vrcholy grafu pravé jednou, pak akceptujeme, jinak za-
mitdme. Tento algoritmus méa ziejmé polynomidlni slozitost a akceptuje pravé
tehdy, kdyz v grafu existuje hamiltonovska cesta z s do t.

Priklad 6. Problém rozpoznéani prvociselnosti:
COMPOSITES = {n € N|n = pq pro né&jaka p,q > 1}

Potom COMPOSITES € NP. Nedeterministicky stroj uhodne dvé ¢isla p a g,
vynésobi je a vysledek porovna se vstupem, pokud se hodnoty shoduji, pak
akceptuje, jinak zamita.

Vgechny predchozi piiklady problému z NP méli spole¢nou strukturu: Vzdy
jsme nedeterministicky uhodli feSeni a poté deterministicky ovéfili, ze uhad-
nuté feSeni spliiovalo zadani. Ukazuje se, ze toto schéma piesné vystihuje t¥idu
NP. Jsou to pravé ty problémy, které lze polynomialné verifikovat. Provedeme
formalizaci:

Definice. Polynomidlni verifikitor pro jazyk L je deterministicky Turingav
stroj V takovy, ze w € L pravé tehdy, kdyz existuje fetézec c¢ takovy, ze V
akceptuje w#c v polynomialnim ¢ase vzhledem ke |w|.

Véta 19.4. Plati L € NP pravé tehdy, kdyz existuje polynomialni verifikitor
pro L.

Diikaz. =-: Je-li L € NP, pak podle definice existuje nedeterministicky Turingiv
stroj N akceptujici L v polynomidlnim ¢ase. M&me w € L libovolné. Za Fetézec
¢ zvolme posloupnost cifer, kterd kdduje seznam nedeterministickych vybéra,
které provedl stroj N na vstupu w. Polynomialni verifikitor ¥V bude pracovat
presné jako stroj A, pficemz nedeterministické volby bude provadeét determinis-
ticky podle fetézce c. Ziejmé je V polynomialni, protoze byl N polynomiélni a
akceptuje pravé w#c pro w € L.



<: Mame-li polynomidlni verifikitor V pro jazyk L, pak muZzeme sestrojit ne-
deterministicky stroj A akceptujici L jako stroj, ktery dostane na vstupu w,
nedeterministicky uhédne fetézec ¢ a poté simuluje ¢innost stroje V na w#c. Z
definice polynomiélniho verifikdtoru vyplyva, Ze stroj N pracuje s polynomiélni
slozitosti. Proto L € NP.

O

Cviceni 5. Dokazte, ze t¥ida NP je uzaviena na sjednoceni, prunik i zfetézeni.

Pozndmka. Otézka uzavienosti t¥idy NP na komplement je dodnes otevienym
problémem.

Cviceni 6. Definujeme t¥idu:
coNP = {L¢ | L € NP}
Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:
a) NPY = coNP
b) Tfida coNP je uzaviena na prunik.

¢) L1 €NP,Ly C Ly, Ly € coNP = Ly \ Ly € NP

19.6 Polynomialni redukce

Definice. Rekneme, ze problém A se polynomialné redukuje na B, piseme A <p
B, jestlize se na néj redukuje a piislugnd funkce je vycislitelnd Turingovym
strojem pracujicim v polynomialnim case.

Vé&ta 19.5. Necht A <, B. Potom plati:
a) BeP=AeP

b) A¢P=DB¢P

c) BENP=AecNP

d) A¢ NP = B ¢ NP

Analogicky teorii vy¢islitelnosti definujeme koncept tézkého a tuplného pro-
blému, tentokrat vzhledem k polynomiélni redukci.

Definice. Necht C je tiida jazyki a A libovolny jazyk. Rekneme, ze A je
a) C-tézky, jestlize C' <,, A pro libovolné C € C
b) C-iplny, jestlize je C-tézky a A € C

Poznamka. Kazdy netrividlni problém z tiidy P je P-tplny. Pojem tplnosti méa
tedy smysl uvazovat az pro vétsi t¥idy, pfedevsim pro tfidy NP. Stejné jako
tomu bylo u t¥idy rekurzivné spocetnych jazyki, sta¢i nam dokizat o jednom
problému, Ze je NP-uplny. O dalgich nam staci sestrojit redukci néjakého pro-
blému, o kterém uz vime, ze je NP-uplny. Historicky prvnim byl takovym pro-
blémem SAT. Tento problém je definovan jako problém pro danou vyrokovou
formuli uré¢it, zda je splnitelna. Snadno se ukize, ze SAT € NP: Nedeterminis-
ticky uhodneme valuaci proménnych, potom snadno deterministicky polynomi-
alné ovéfime, Ze tato valuace splituje zadanou formuli.



Cviceni 7. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici formule splnitelné:

a) (Vy) A(zV-y) A(—xzVy) A (—zV-y)

xV-Y)A(@VyVz)A(—zV -y A(-zVy) AV -z)

C

)
b)
) (VYY) A(xV-oyVz)A(—zV -y A(—zVy) AxV-z)

(
(
(
(

d) (uv-ovV-w)A(wV-yVvVz)AlwV-ozVe)A(zVyVz)

Véta 19.6 (Cook, Levin). Problém SAT je NP-t&zky.

Diikaz. Dukaz nebudeme uvadét, nebot je prevazné technicky. Myslenka je ta,
ze kazdy Turinguv stroj pielozime do vyrokové formule, pficemz tato formule
je splnitelnd pravé tehdy, kdyz stroj akceptuje vstup. Navic tato formule ma
délku imérnou délce vypoctiu puvodniho stroje. Pokud tedy stroj pracoval v
polynomiélnim ¢ase, je tato redukce polynomiélni. O

Priklad 7. Problém 3SAT je podproblém SAT urcit, zda zadané formule v 3-
CNF je splnitelna. Formule je v 3-CNF, jestlize je v konjunktivni normalni formé
a kazda klauzule ma maximalné t¥i literdly. Ukazeme, ze 3SAT je NP-tuplny
pomoci redukce SAT < 3SAT. Pro kazdou formuli ¢ v CNF sestrojime formuli
1 v 3-CNF takovou, Ze ¢ je splnitelna prave tehdy, kdyz je ¢ splnitelnd (formule
© a1 nemusi byt ekvivalentni). Z¥ejmé miZeme zachovat viechny klauzule, které
neobsahuji vice nez t¥i literaly. Kazdou zbyvajici klauzuli z1 V...V @, (n > 3)
ve ¢ nahradime formuli v 3-CNF:

(331 VoV y1) VANAN (_‘yi vV Ti+3 V yi+1) VANAN (—|yn_4 vV Tp—1 vV .Tn)

kde y1, ..., Yn_4 jsou nové proménné, které se nevyskytuji v pavodni formuli .
Tato redukce je pfitom polynomialni, pro kazdou klauzuli pfidame asymptoticky
linearni pocet novych proménnych a v§e muzeme provést v jednim prichodem
formule .

Priklad 8. Mnoho grafovych problémii je NP-tplnych, provedme dikaz pro
nasledujici problém kliky:

CLIQUE = {G+#k | graf G obsahuje kliku velikosti k}

Pripomefime, Ze klika je uplny podgraf. Provedeme redukci problému 3SAT.
Mgjme formuli ¢ v 3-CNF s k klauzulemi. Vytvoiime graf, jehoz vrcholy jsou
v8echny literaly ze vSech klauzuli. Dva literaly jsou spojeny hranou pravé tehdy,
kdyZ se nachéazeji v jiné klauzuli a jsou navzajem kompatibilni (jeden neni ne-
gaci druhého). Potom puvodni formule byla splnitelnd pravé tehdy, kdyz takto
sestrojeny graf obsahuje kliku velikosti k. Tato redukce je pfitom polynomiélni.

Cviceni 8. Dokazte, Ze problém podgrafového izomorfizmu je NP-uplny. Tento
problém je definovan jako problém pro dané dva grafy H a G urcit, zda G
obsahuje H jako svuj podgraf (je izomorfni n&jakému jeho podgrafu).



19.7 Prostorové tiidy slozitosti

Prostor je kvalitativné odlisny zdroj nez Cas, predevSim jej muzeme pouZivat
opakované (tzv. ,recyklovat®), coz vede k tomu, Ze celkové prostorova sloZitost
problémi bude niz8i nez jejich ¢asova slozitost. Zména modelu také nevede k
tak velkym cendm, jako tomu bylo u ¢asu. Napi. pfevod vicepaskového stroje na
jednopéaskovy nema zadny vliv na pouzity pocet policek, celkova slozitost bude
prosté soucet vSech pouzitych poli¢ek na vSech paskach.

Véta 19.7. Pro kaZdou funkci f: Ng — R plati:
SPACE (f(n)) € TIME (20<f<n>>) NSPACE (f(n)) € NTIME (2@<f<">>)

Diikaz. Zvolme za k velikost paskové abecedy stroje, ktery pracuje v prostoru
O(f(n)). Potom tento stroj miize navitivit pouze k(")) moznych konfiguraci,
pfi¢emz v kazdém kroku vypoctu navstivi pravé jednu. Stroj tedy musi skon¢it
v ¢ase 20(/(m) O

Definice. Zadefinujeme analogické prostorové tiidy:

PSPACE = | J SPACE (n") EXPSPACE = | J SPACE (2"")

keN kEN

NPSPACE = | | NSPACE (n*) ~ NEXPSPACE = | | NSPACE (2“")
keN keN

Priklad 9. Pomoci polynomiélni redukce miizeme dokézat inkluzi:
NP C PSPACE

Vzpomenme si, Ze problém SAT je NP-uplny. Tento problém pfitom snadno
vyfesit v linedrni prostoru. Stac¢i, kdyz si na druhou péasku vypiSeme né&jakou
valuaci (coZ je vlastné posloupnost nul a jedni¢ek) proménnych a zkusime for-
muli vyhodnotit (tfeba na dalsi pasce). Pfitom nespotiebujeme vice prostoru,
neZ je trojnasobek vstupu (obsah druhé ani tieti pasky nikdy nepiekroci délku
formule). Protoze polynomialni redukce musi probihat také v polynomialnim
prostoru (nemiZeme spotfebovat vice poli¢ek, nez mame k dispozici kroki), je
kazdy problém z NP v PSPACE.

Véta 19.8 (Savitch). Pro libovolnou funkci f: Ng — N spliwjici f(n) > n
plati:
NSPACE (f(n)) € SPACE (f*(n))

Diikaz. M&jme nedeterministicky stroj N s prostorovou slozitosti f(n). Stroj
N upravime tak, aby mél pouze jednu akceptujici konfiguraci - tieba tak, Ze
stroj donutime pied akceptovanim smazat obsah pasky a posunout hlavu taplné
vlevo. Oznafme tuto akceptujici konfiguraci caee. Ekvivalentni deterministicky
stroj M implementuje proceduru comp(cy, ca,t), ktera akceptuje, pokud lze ve
stroji N béhem nejvyse t krokii piejit z konfigurace ¢; do konfigurace cs, jinak
zamita. Oznacime-li ¢, inicidlni konfiguraci pro vstup w, potom staci, abychom
na zacatku vypoctu spustili comp(cy, cace, /M), kde k je velikost paskové abe-
cedy. Stroj s prostorovou slozitosti f(n) totiz nemize navstivit vice nez kf (n)
konfiguraci. Proceduru comp pro trojici (c1, ce,t) implementujeme rekurzivné:



a) Jestlize t = 1, ovéfime pouze, jestli ¢; = co nebo ¢; b co.

b) Jestlize ¢t > 1, zavolame comp(ci, ¢, [t/2]) a comp(c,ca, [t/2]) pro kazdou
konfiguraci ¢ délky f(n). Akceptujeme, jestlize obé volani akceptuji

Prostorova slozitost kazdého volani procedury comp je |c1|+ |c2| + |e| + |¢| +C €
O(f(n)) (C je nsjaka konstanta). Celkova prostorova slozitost stroje M je tedy
prostorové slozitost procedury comp krat hloubka rekurze, tedy:

Tam(n) € O(f(n)log k! ") = O(f2(n))

Pozndmka. Dusledkem Savitchovy véty jsou rovnosti:
NPSPACE = PSPACE
NEXPSPACE = EXPSPACE
Dohromady jsme jiz dokazali nasledujici fetézec:
P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME C NEXPTIME

Cviceni 9. UrCete vztahy inkluze/rovnost mezi nésledujicimi dvojicemi slozi-
tostnich t¥id. Své tvrzeni zdivodnéte.

a) TIME (n2) a TIME (n3)

b) SPACE (277,2) a SPACE (100712)

C

)
)
) SPACE (n?) a TIME (n?)
)

d) NSPACE (n2) a SPACE (n?)

e) P a TIME (2")

Priklad 10. Jen pro zajimavost uvedme piiklad problému, ktery je PSPACE-
uplny. Jde opét o pfipad problému splnitelnosti, tj. urcit pro danou formuli, zda
existuje valuace, ktera ji spliiuje. Formule tentokrat bereme z mnoziny kvan-
tifikovanych vyrokovych formuli, jsou to vyrokové formule se vSeobecnymi a
existen¢nimi kvantifikatory (kvantifikuje se pfes mnozinu {0,1}).
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