Ekvivalence kone¢nych automatu a regularnich gramatik

V tomto dokumentu ucéinime velmi dilezity zavér, ktery lze z predchoziho vytusit. Regularni
jazyky jsme si definovali dvakrat, poprvé pomoci gramatik typu 3, neboli regularnich gramatik,
jejichz definici jsme uvadéli v Chomského hierarchii gramatik. Podruhé jsme se o reguldarnich
jazycich bavili v souvislosti s koneénymi automaty. Nyni je ¢as, abychom oba pojmy (regularni
gramatiky, kone¢né automaty) postavili na stejnou troveni a prohlasili je za stejné ,silné“ co se
tyce mnoziny jazyku, které oba pfijimaji ¢i generuji.

Véta 1 (od regularni gramatiky ke koneénému automatu).

Ke kazdé regularni gramatice G = (N, X, P, S) existuje nedeterministicky kone¢ny automat
M = (Q,%,0,q, F) takovy, ze L(G) = L(M).

Dikaz (algoritmus pro pievod).

Bud G = (N, %, P, S) regularni gramatika. Mtizeme v ni mit pravidla tvaru A — a, A — aB,
kde A, B € N,a € %.. Navic zde mize zde byt pravidlo S — ¢, ale potom S nesmi byt na pravé
strané zadného pravidla.

Bud M = (Q, %, 9, g0, F') nedeterministicky kone¢ny automat s témito vlastnostmi:

L Q={AAcN}U{qs}, ar ¢ V;

2. F=A{qr}

3. qo=25;

4. ¢ je prechodové funkce, kterd vznikne takto:

a) mame-li pravidlo A — aB, pak B € §(4, a),
b) méame-li pravidlo A — a, pak g € (4, a),
¢) méame-li pravidlo S — ¢, pak F' = F U {qo}.
Dukaz korektnosti: nejdiive je potfeba ukazat platnost ekvivalence
S="a1...ayB <+ Eeg(g,al...ak),

kde ay,...,ar € ¥ (k € Ny), S, B € N. Dikaz provedeme pomoci matematické indukce vzhle-
dem ke k:

e Baze: bud k = 0, coz znamen4, ze a; ...ar = €. Nutné tedy B = S. Z definice rozsifené
piechodové funkce vime, Ze v jejim bazovém kroku je pro kazdy stav ¢ € @) definovan
prechod pod e takto: §(q,€) = ¢g. Nutné tedy musi platit i B € §(S, ¢).

e Indukéni krok: Necht pro vSechna slova w délky maximélné k € Ny plati tvrzeni
S=*wB <= BeiS,w).
e Indukéni krok: uvazujme vSechna slova wa, kde w € £*, a € ¥, |w| < k. Pfedpokla-
dejme, ze S =" waB a ukazme platnost ekvivalence
S =*waB <= B €i(S,wa).
Dle tvaru pravidel v regulédrni gramatice G musi platit:
S =* wC = waB,

kde C € N, pro ktery plati C' — aB € P. Dle induk¢niho pfedpokladu vSak



1. z derivace S =* wC plyne C € §(S,w) (|w| < k),
2. z derivace C = aB plyne B € §(C,a) (Ja| = 1).

Pokud dame dohromady predchozi dva vysledky C € §(S,w) a B € 6(C,a), dostavame

Sy

€ (S, wa)

Nyni je jiz celkem snadné ukazat platnost z € L(G) < x € L(M).
1. Pro z = ¢ plati

ce€L(G)&S—eeP <= SecF&eccL(M).

2. Proz = wa (w € ¥*,a € X) plati

wa € L(G) & S = wB = wa <= Be(S,w), ¢4 €5(B,a) < qf € 6(S,wa).

Poznamka 1.
Predchozi dikaz bychom mohli rozdélit do dvou ¢asti.

1. Algoritmus pro pievod, ktery pocita se tifemi druhy pravidel v regularni gramatice. Tvar

A — aB zachytime v kone¢ném automatu tak, Ze doplnime B € (A, a). Najdeme-li
pravidlo A — a, pak pfiddme q; € 6(A,a), kde g je novy stav patfici zrovenr do F.
A konecné, je-li v mnoziné pravidel S — &, potom upravime mnozinu F' tak, Ze do ni
piiddme stav S.

2. Dikaz korektnosti, jehoz hlavni ¢asti je dikaz ekvivalence
S="ai...ayB <+ Eeg(g,al...ak),

kde a1,...,ar € X (k € Ng), S,B € N.

Priklad 1.

Pfevedte regularni gramatiku G na nedeterministicky koneény automat M tak, aby L(G) =
L(M). Gramatika G = ({S, A, B,C,D},{a,b,c,d}, P, S).

P={S — aA|bB]|e,
A — bC |,
B — dD]a,
C — aA|cD,
D — aC|bB}

Reseni. Nejprve si viimnéte, ze S — ¢ € P. To znamena, ze mnozina koncovych stavii bude
obsahovat i stav gg prislusny neterminélu S. Nedeterministicky automat

M = ({q37 qA,49B,49C, 49D, Qf}a {aa ba ¢, d}a 57 qs, {QSa Qf})

mé pfechodovou funkci § danou néasledujici tabulkou:



1) a b c d
«— (gs {QA} {QB} - -
qa | — | H{ec,ar} | — -
qB | {ar} - - | {ep}
qc | {qa} - {ap} -
qp | {ac} | {¢B} - -
— qf — — — —

Véta 2 (od koneéného automatu k regularni gramatice).

Bud M = (@, %, 6, qo, F) koneény automat, pak existuje gramatika G = (N, X, P, S) takova, ze
L(G) = L(M).

Dukaz (algoritmus pFevodu).
Pfedpokladejme, ze M = (Q, X, 6, qo, F' je nedeterministicky koneény automat. Polozme
N ={q| ¢ € Q} a definujme mnozinu pravidel P v téchto bodech:
1. je-lip € §(q,a), kde p,q € Q,a € X, pak § — ap pfiddme do P. Pokud navic p € F, pfidej
jesté pravidlo ¢ — a.
2. V pfipadé, ze qo ¢ F, polozime S = gg. V opa¢ném piipadé (¢o € F = ¢ € L(M)) vytvo-
fime novy startovni neterminal S, pridame jej do mnoziny N a provedeme nasledujici:
S —e|a,
kde « je zastupny symbol pro vSechny pravé strany go-pravidel.

Vyslednou gramatikou je G = (N, X, P, S), kterd je jisté regularni.

Dukaz korektnosti: se provede matematickou indukci tvrzeni:

o, w)NF#£) <+— S§="w,

kde w = a7 ...ar € ¥*, a to vzhledem k délce slova w. Nebudeme jej uvadét, protoze je obménou
predchoziho diikazu, akorat v obraceném poradi.

Poznamka 2.

Bod 2. definice mnoziny pravidel P méa své opodstatnéni, ackoliv se to na prvni pohled nezda.
Pokud € € L(M), mé byt i e € L(G). Jestlize bychom ponechali startovnim netermindlem gg
a pfidali pravidlo gg — ¢, nemame zaruceno, ze se neterminal gy nebude vyskytovat na pravé
strané zadného pravidla. To by vSak bylo poruseni podminky v Chomského hierarchii gramatik.

Z toho divodu se pfidava novy startovni netermindl S, ktery obsahuje stejnd pravidla jako
Jo, navic vSak potiebné S — e. Tento neterminal na pravé strané pravidel urcité nenalezneme,
protoze byl nové vytvoren.

Priklad 2.

Bud dén nedeterministicky koneény automat M = ({qo, q1, 42}, {a, b}, d, g0, {g2}) s pFechodovou
funkci § zadanou tabulkou:



1) a b
— 4o {Q17(J2} {(J1}

q1 {QO7Q2} {(J2}
@2 {q2} {q0}

Pievedte automat M na ekvivalentni regularni gramatiku G.

Reseni. Prvni dilezité zjisténi je, Ze stav go neni koncovy, tudiz nemusime pfidévat novy
startovni neterminél do gramatiky G. Nejdfive aplikujeme bod 1. Vsude tam, kde se na pravé
strané vyskytuje koncovy stav g2, musime navic pridat i pravidlo pro samotny vstupni symbol.
Napft. pro stav ¢ a pfechod pod symbolem a: do mnozZiny P pfiddme pravidla gg — aq7 | agz.
Navic jesté pfidame pravidlo gg — a z dvodu g2 € §(qo, a), g2 € F. Stejné tak pro pfechod z qo
pod b, vysledkem tedy bude
Qo — aqr | agz | a | bgy

Podobné pro stavy g1, ¢2. Vysledkem bude regulérni gramatika G = ({qo, 31,32}, {a, b}, P, Qo) s
mnozinou pravidel P:

0 — aq|agz|albq

@ — agol|agz|al|bg|b
2 — agz|albgo
Poznamka 3.
Je samoziejmé mozné, abyste si netermindly vhodné pfejmenovali a symboliim qq, g1, . .. prifa-

dili velka pismena latinské abecedy tak, jak je zvykem.



