Rozhodnutelné problémy pro tridu regularnich jazykua

V predchozim dokumentu jsme se zacali regularnimi jazyky zabyvat obecné a ukézali jsme si
jejich uzavienost na rizné operace, se kterymi jsme se jiz setkali. Nyni nas budou zajimat
jesté obecnéjsi problémy a otézka, zda se daji algoritmicky feSit. PopiSeme si je pomoci dvou
kone¢njch automati M, M’ nad abecedou X:

1. Problém ekvivalence L(M) = L(M’);
2. Problém inkluze L(M) C L(M');

3. Problém pfislusnosti slova w € ¥* do jazyka L(M) (tj. pro zadané slovo w plati
w € L(M)?);

4. Problém prazdnosti jazyka L(M), tj. zda L(M) = 0;
5. Problém univerzality jazyka L(M), tj. zda L(M) = ¥*;
6. Problém konecnosti jazyka L(M).

Naznacime si, jak lze uvedené problémy algoritmicky fesit.

Problém ekvivalence

Existuje dvoji cesta, pficemz jedna uz je vam znama. V pripadé, ze mame dva konecné auto-
maty M7, My a chceme zjistit, zda generuji tentyz jazyk L, pak muzeme provést minimalizaci
obou automati a nasledné je ,kanonizovat®. Jsou-li oba redukované automaty stejné az na
pojmenovani stavil, pak generuji tentyz jazyk.

Poznamka 1.

Koneény automat je kanonickém tvaru, pravé kdyz jeho stavy jsou usporadéany tak, Ze poca-
tecni stav je prvni v poradi, a kone¢né stavy jsou v usporadani na samotném konci.

Dalsi, a patrné méné casové narocnou moznosti, je aplikace nasledujiciho tvrzeni: pro libovolné
jazyky L1, Lo nad abecedou ¥ plati, Ze:

(Ll = L2) <~ (Ll N CO—LQ) @] (CO—Ll n L2) =0

Na této rovnosti je zalozen nésledujici algoritmus:

Algoritmus (test rovnosti jazyku dvou automatu).

Vstup: dva koneéné automaty M7 = (Q1,%, 01, q1, F1), Mo = (Q2,%, 02, 2, F»).
Vystup: ANO, pokud L(M;) = L(My);
NE v opa¢ném pripadé.
1:=0
Ry ={(q1,92)}
repeat
Riv1 =R, U{(p,q) | 61(r,a) = p,da2(s,a) = q, (r,s) € R;,a € L}
if R; 11 obsahuje dvojici (k,l), kde k € F} < | ¢ F; then return NE
1:=1+1
until (RZ = Rifl)
return ANO



Poznamka 2.

Algoritmus spoc¢iva v konstrukci mnoziny uspotradanych dvojic stavi, do kterych se dostaneme
pri vypoctu obou automatd na néjakém slové. Zaciname tak, ze do mnoziny R pridame dvojici
slozenou z pocéteénych stavii obou automati, tedy R = {q1, ¢2}. Nasledné zkoumédme, kam se
dostaneme z obou stavi pod libovolnym symbolem a € ¥, a vysledné dvojice stavi vlozime do

R.

Pro kazdou (r,s) € R ovéfujeme, zda oba stavy r, s jsou soucasné bud koncové, nebo ne-
koncové. KdyZ napt. r € Fy A s ¢ Fy, algoritmus konéi s vysledkem NE, tj. L(M;y) # L(Ms).
Stejné tak v opa¢ném piipadé, tj. r ¢ Fy A s € Fs.

Dokud mtzeme, priddvame do mnoziny R stale nové dvojice a zkousime, kam se z nich
dostaneme v obou automatech. Algoritmus konéi, jakmile se ndm nepodafi vlozit novou dvojici
stavi, kterd v R predtim nebyla. V takovém piipadé je vysledek ANO, tj. L(M;) = L(M>).

Priklad 1.

Jsou dany dva kone¢né automaty

({pOaplaPZaPS}a {aa b}a 61ap0a {pS})a
= ({q07Q1anvq3}7{aab}v(SQ;QOv{ql})v

kde prechodové funkce 91, d2 jsou nasledujici:

(51 a b
— Po | P1 | Po
P1 | P1 | P2
P2 | P3| Po
— P3| P3| P3

52 a b
— qo | 92 | 90
“— 41| 40 | 90
q2 | 92 | 43
43 | 91 | 90

Rozhodnéte, zda L(M;) = L(My).

Reseni.

napliiujeme:

Polozme Fy = {ps}, Fo» = {¢1}. Do mnoziny R vlozime dvojici (po,qo) a postupné ji

1. Pro a plati: 61(po, a) = p1, 92(qo, a) = ga,
pro b plati: d1(po,b) = po, 92(q0,a) = qo,

tedy R = {(po, q0), (p1,q2)}. V algoritmu pokra¢ujeme, protoze p; ¢ Fi,qa ¢ Fs.

2. Do R jsme pfidali novou dvojici (p1, ¢2), zkontrolujeme jeji pfechody.

Symbol a: §1(p1,a) = p1, d2(q2,a) = g2,
symbol b: 01(p1,a) = p2, d2(q2,b) = g3,

coz davd R = {(po, qo), (p1,42), (p2,q3)}. U nové pfidané dvojice plati po ¢ Fi,q3 ¢ F3,
takze pokracujeme v hledani prvkd mnoziny R déale.

3. ZapiSeme piechody pro dvojici (p2, ¢3):
symbol a: 61(p2,a) = p3, d2(g3,a) = q1,
symbol b: 61(p2,b) = po, 02(g3,b) = qo,

¢ili do R opét pridavame novou dvojici (ps,q1). Pro ni vSak plati, ze p3 € F1,q1 € Fs.

Pokracujeme dale, vime, ze

R = {(po,q), (p1,92), (P2, 43), (P3,q1)}




4. NapiSeme si pfechody pro dvojici (ps, ¢1):
symbol a: 61(ps,a) = p3, d2(q1,a) = qo,
symbol b: d1(ps,b) = p3, d2(q1,b) = qo-
V obou piipadech se jednd o tutéz dvojici (ps, qo), pFi¢emz ps € Fy, kdezto qo ¢ Fb.

Algoritmus konéi s vysledkem NE a plati L(M7) # L(Ma).
Piiklad 2.
Jsou dany dva kone¢né automaty

Ml = ({pO;plaPZaPBap4}v {a’a b}v 51ap0a {p4})a
M2 ({qO7Q1aQ2aq3}v{aab}752aqov{q3})a

kde prechodové funkce 91, d2 jsou nasledujici:

(51 a b 52 a b
T Po P b2 — qo | 41 | 9

P b2 P q1 | 92 | 41

b2 | P3| P2 @ | | g

P3| D1 P “— 43 | 93 | 43
“— P4 | P4 | P4

Rozhodnéte, zda L(M;) = L(My).

Problém prislusnosti

Bud M = (Q,%,0,qo, F) koneény automat pro jazyk L, w € X* slovo. Pokud M dokazeme
prevést na deterministicky koneény automat s totalni pfechodovou funkei (coz umime), je pii-
slusnost do jazyka otédzkou vypoétu automatu, ktery bud skonéi v koncovém stavu (w € L)
nebo ne (w ¢ L).

Problém prazdnosti jazyka

V kapitole o minimalizaci jsme si uvadéli algoritmus na odstranéni nedosazitelnych stavt. Jazyk
pfijimany automatem M = (Q, X, 6, qo, F) je prazdny, pokud aplikaci tohoto algoritmu zjistime,
Ze ani jeden z koncovych stavi g € F' neni dosazitelny.

Problém univerzality jazyka

Je algoritmicky resitelny, pokud si uvédomime platnost néasledujici ekvivalence
LM)=0 <= coL(M)=%"

pro libovolny koneény automat M nad abecedou X. Ptame-li se, zda jazyk L(M) = ¥*, staci
sestrojit automat M’ pro jazyk co-L(M) a pomoci algoritmu pro odstranéni nedosazitelnych
stavi zjistit, zda M’ pfijimd prazdny jazyk.

Problém konecdénosti

Problém, zda jazyk L(M) je koneény ¢i nekoneény, je rozhodnutelny diky platnosti nasledujici
véty:



Véta 1 (o nekoneéném jazyku).

Bud M = (Q,%,9,qo, F) kone¢ny automat, kde |Q| = n, n € N. Jazyk L(M) je nekone¢ny,
pravé kdyz existuje slovo w € L(M) takové, ze n < |w| < 2n.

Dukaz.

Uvedend véta je tvaru ekvivalence P < @, kde P je tvrzeni, Ze jazyk L(M) je nekone¢ny.
Symbol @ oznacuje existenci slova w € L(M), pro které plati n < |w| < 2n. Budeme tedy
ukazovat oba sméry, ato P = Qi P < Q:

=: Pfedpokladejme, ze jazyk L je nekonecny. Urcité existuje slovo w € ¥*, které je delsi nez

n (Jlw| > n).

Pokud |w| < 2n, je dikaz hotov. V opa¢ném piipadé (|w| > n) pouZijeme lemma o
vkladani: z platnosti w € L(M), |w| > n vyplyva existence rozdéleni w = zyz, kde
lzy| < n, ly| > 1, ay*z € L(M). Je patrné, ze |zy| < n = |y| < n. Protoze |zyz| > 2n,
zbyva na ¢asti x, z miniméalné n symbold, tj. |xz| > n.

Uvazujme slovo w = xz. Pokud |zz| < 2n, nalezli jsme slovo w pozadované vlastnosti
n < |w| < 2n. V opa¢ném piipadé opakujeme postup z predchoziho odstavce.

Cely postup opakujeme tak dlouho, dokud se nadm slovo w, n < |w| < 2n nepodafi nalézt.
Urcité uspéjeme.

Predpokladejme, ze mame slovo w € L(M) takové, ze n < |w| < 2n. Protoze |w| > n
muzeme uplatnit Lemma o vkladani, tj. rozdélit slovo w na 3 ¢asti w = zyz, kde

ly| > 1, |ay| <naaxy'z € L(M), kde i € Ny. Jazyk L je tedy nekone¢ny, protoZe mnozina
{xy'z,i € Ng} je nekone¢n4.

Poznamka 3.

Problém konecnosti jazyka je tedy algoritmicky Fesitelny. Jestlize mame koneény automat M o
n stavech, pak je moZné ovéfeni existence slova w € L(M), jehoz délka je zdola omezena n a
shora 2n. Pfi konecnosti abecedy ¥ musime projit kone¢né mnoho slov w € ¥* délky minimalné
n a maximalné 2n.

Priklad 3.

Oveéite, zda jazyk L(M) pfijimany koneénym automatem M je nekoneény.
M = ({q07 q1,42, 43, q4}a {a7 b}a 67 q0, {q3a CI4})7 kde 6 je dana tabulkou:

6|l a | b
— Po | 41 | G2
q1 | 93 | 41
q2 | 92 | 94
— 43143 | q1
— 44 | G2 | G4

Reseni. Automat M ma 5 stavil, staci tedy nalézt slovo w € L(M), jehoz délka je zdola ome-
zena Cislem 5, shora ¢éislem 10. Napt. abbbba € L(M), |abbbba| = 6. Jazyk L(M) je nekoneény.



