Kleeneho véta

Americ¢an Stephen Cole Kleene (1909-1994) je povazovéan za jednoho ze zakladatelti teoretické
informatiky. Jako zak Alonzo Churche se potkaval se svymi vrstevniky, Alanem Turingem ¢i
Emilem Postem. Objevil regularni vyrazy a vyznamné se zabyval teorii rekurze, pfi¢emz symbol
iterace se v odbornych textech ¢asto nazyva Kleeneho hvézda (Kleene’s Star).

Tento dokument vam ukéze vyznamny poznatek teoretické informatiky, ktery byl nazvan
,Kleeneho vétou*. Postavi totiz regularni vyrazy a konecné automaty na stejnou vypocetni
uroven. V materialu se doctete, jakym zpisobem prevést reguldrni vyraz na koneény automat
a naopak. Nejdfive si uvedeme formulaci Kleeneho véty a poté zavedeme tzv. regularni pre-
chodovy graf, s jehoZ pomoci tvrzeni dokaZzeme.

Véta 1 (Kleeneho véta).

Libovolny jazyk je popsatelny regularnim vyrazem, pravé kdyz je rozpoznatelny koneénym au-
tomatem.

Definice — regularni prechodovy graf

Regularni prechodovy graf M je pétice (Q, X%, 6,1, F), kde

Q@ je neprazdné kone¢nad mnozina stavi,

Y je vstupni abeceda,

0:Q x Q — RE(X) je parcidlni pfechodova funkce,
I C @ je mnozina pocatecnich stavi,

F C @ je mnozina koncovych stav.

Poznamka 1.

1.

7Z definice prechodové funkce § by mélo vyplyvat, Ze ndvéstim hran mezi jednotlivymi stavy
jsou regularni vyrazy. To mizou byt pouze vstupni symboly (jak je tomu u kone¢ného

()

Pro kazdé dva stavy plati, Ze v jednom sméru muze vést pouze jedna hrana!

. Dalsi zajimavosti je moznost vice nez jednoho pocééate¢niho stavul!

. Je mozna ponékud matouci, ze pfechodova funkce ma jinak zavedeny defini¢ni obor a obor

hodnot. Vstupem pro d je dvojice stavi, prvni slozkou je stav, ze kterého hrana vychazi,
druhou slozkou stav, do kterého naopak vchazi. Vysledkem funkce je regularni vyraz, ktery
chapeme jako navésti hrany.

Priklad 1.

Na obrazku si mtzete prohlédnout regularni prechodovy graf M, ktery popisuje jazyk

M=

L = {uvu | u € {a,b}, v € {a,b}*"} U{e, a,b}

({qm q1,92, 93, Q4}ﬂ {a7 b}a 67 {QO7 QZ}a {qu q1, 43, Q4})7 kde § je zndzornéna pOIIlOCi stavového

diagramu:



a+b
\@ a.(atb)*a

b.(a+b)*b

Prechodova fukce § zapsana vyctem:
6(q()a Ch) =a+ b

0(g2,q3) = a.(a +b)*.a

0(g2,q4) = b.(a + b)*.b

Definice — akceptovani slova

Bud M = (Q,%,5,1,F) regularni prechodovy graf, w € ¥* slovo. Rekneme, 7e slovo w je
akceptovano grafem M, pravé kdyz

e existuje posloupnost stavi qo,q1,...,Gn, kde go € I, q, € F,n € N,
e a 0(qi,gi+1) je definovana pro kazdé 0 < i < n,
takova, ze
e w lze rozdélit na n ¢asti w = wy ... w, tak, ze
e w; € 0(qi—1,q;) pro kazdé 0 < i < n.
Slovo ¢ je akceptovano M, pokud I N F # ().

Poznamka 2.

Predchozi definice se muze zdat ponékud slozita. Zjednodusené feceno staci najit posloupnost
stavl takovych, ze zietézenim jejich hran ziskdme regularni vyraz, kterym muaze byt slovo w
popsano. Nesmime opomenout, Ze prvnim stavem zminéné posloupnosti je poc¢atecni, poslednim
stavem koncovy.

Véta 2 (prevod regularniho pfechodového grafu na NFA s e-kroky).

Pro libovolny regularni pfechodovy graf M = (Q, %, 4, I, F') existuje ekvivalentni nedeterminis-
ticky kone¢ny automat M’ s e-kroky.

Poznamka 3.

Pokud ukazeme platnost této véty, jsme schopni prevést i samotny regularni vyraz F na od-
povidajici konecny automat. Pokud totiz vytvorfime regularni pfechodovy graf o dvou stavech
qo € I,q1 € F takovy, ze jedinym jeho pfechodem bude hrana z gy do ¢; s navéstim E, méli
bychom diky platnosti Véty 2 sestrojit ekvivalentni konecny automat.



Duikaz.

Zvolme novy pocatecni stav qp ¢ Q a polozme Q' = Q U {qo}.Transformujme reguldrni pfecho-
dovy graf M pomoci nasledujicich t¥i kroku:

1. Pro kazdy stav ¢ € I pfidejme pfechod §'(qo,q) = € (napojeni ¢o na vSechny ptvodni
pocateéni stavy z mnoziny I).

2. Vyberme libovolny pfechod é(p,q) = E pivodniho reguldrniho pfechodového grafu, kde
p,q € Q a E C RE(X) takovy, ze E ¢ ¥ U{e}. Nahradime jej pomoci téchto ¢tyf pravidel:

2a. Je-li £ = (3, odstranime pfechod tplné.
2b. Je-li E = F + G, vlozime dva ptechody 6(p,q) = F a §(p,q) = G.

......... > ea

G
2¢c. Je-li E = F.G, vlozime do Q' novy stav r ¢ @ a pfiddme ptrechody é(p,r) = F a

o(r,q) = G.
=) > (O

2d. Je-li E = F*, vloZzime do @' novy stav r ¢ @ a piidame pfechody d(p,r) = ¢,
o(r,r) =F ad(r,q) =¢.

F+G

F
F* £ £
D=0 > O=C

3. Kroky 2a az 2d opakujeme do té doby, nez néktera z hran mé navésti rizné od X U {e}.

Vysledny reguldrni pfechodovy graf je stavovym diagramem ekvivalentniho NFA M’ = (Q', %, ¢, qo, F)
s e-kroky, jehoz pfechodovéa funkce ¢’ je modifikaci vysledné funkce d:

Jestlize §(p, q) obsahuje x € X U {e}, ptidame {q} € &'(p, ).

Poznamka 4.

Dikaz Véty 2 je konstruktivni v tom smyslu, Ze je zaroven algoritmem pro prevod. Je vsak
zaroven korektni, protoZe je postaven na transformaci dle kroku 2a az 2d, které jisté zachovavaji
ekvivalenci jazyka vstupniho i vystupniho regularniho prechodového grafu.

Priklad 2.

Je dan regularni vyraz E = (a.b)*.(a.a + b.b).(a + a.b)*. Sestrojte koneény automat M tak, aby
L(M)=L(E).



Reseni. Zaciname tim, ze vytvoiime regularni piechodovy graf M = ({qo, ¢1}, {a,b},6, {q0}, {a1},
jehoZ jedinym pfechodem bude §(go,q1) = E.

@ (a.b)* (a.a+b.b).(a+a.b)*

Nyni je potfeba, abyste si vsimli, Zze vyraz F je zfetézenim t¥i podvyraza. Dle kroku 2c tedy
vlozime dva nové stavy r, s a pfechody 6(qo, ) = (a.b)*,0(r, s) = (a.a+b.b),5(s,q1) = (a+a.b)*:

(a.b)* aatbb [~ "\ (a+a.b)*
r S >
O=0-20

Vznikly tii hrany, které jesté musime dale transformovat. V prvnim a tfetim pripadé se jedna
o iterace, pouzijeme tedy krok 2d a vlozime dva nové stavy t,u, abychom mohli nahradit
0(qo,r) = (a.b)* za pfechody d(qo,t) =€, §(t,t) = a.b, 6(t,r) =¢

0(s,q1) = (a.a + b)* za prechody §(s,u) =&, 6(u,u) =a.a+b, 6(u,q1) =¢

Piechod ze stavu r do stavu s zndsobime (dle bodu 2b), tj. pfiddme dvé paralelni hrany
o(r,s) = a.a, 6(r,s) =b.b

Nyni nam zbyvaji prevést 4 jednoduché hrany:

1. smy¢ku u stavu t odstranime tak, ze pfidame novy stav v a ptechody (¢, v) = a, §(v,t) =b
(viz bod 2c).

2. prechod d(r,s) = aa nahradime za dva pfechody jdouci pfes novy stav w (bod 2c):
o(r,w) = a, §(w,s) = a.
3. Stejnym zptisobem jako v predchozim piipadé, tj. vytvoiime novy stav x, ktery bude

smostem* pro stavy r,s: §(r,xz) = b, §(z,s) =b.

4. V pripadé smycky a+a.b nad stavem u si dovolime dva kroky najednou. Nejdiive zajistime
smycku pod a (§(u,u) = a), nasledné vytvorime novy stav y a prechody
o(u,y) =a, 6(y,u) =0.



Vysledkem je stavovy diagram automatu M’, ktery pfijimé stejny jazyk, jaky popisuje vyraz
E = (a.b)*.(a.a + b.b).(a + a.b)*.

Véta 3 (prevod DFA na regularni pfechodovy graf).

Pro kazdy reguldrni prechodovy graf M = (Q, %, 4, I, F') existuje ekvivalentni regulérni pfecho-
dovy graf M’ = ({x,y}, %, ¢, {z},{y}), kde ¢’ je definovino pouze pro dvojici (x,y).
Poznamka 5.

Algoritmus popsany v dikazu Véty 3 mizeme pouzit pro prevod deterministického koneéného
automatu M na dvoustavovy regularni prechodovy graf, jehoz jedina hrana je popsana regu-
larnim vyrazem E takovym, Ze L(E) = L(M). To znamend, Ze diky tomu dokéZeme zapsat
regularni vyraz popisujici jazyk L(M) koneéného automatu M.

Duikaz.

Transformace regularniho pfechodového grafu M na ekvivalentni M’ o dvou stavech z, y probih4
ve Ctyfech nasledujicich krocich:

1. nejdiive vlozime dva nové stavy =,y ¢ @ a piiddme hrany 6(z,p) = ¢ (pro kazdy p € I) a
0(q,y) = ¢ (pro kazdy q € F). Stav p bude poéatecni stav M’, stav y naopak koncovy.

2. Kazdy stav ¢ € @ (rizny od z,y) postupné odstranime podle nasledujici myslenky: uva-
zujme libovolné dva stavy r, s, pro které plati, ze

e 7 r vychaz{ hrana s navéstim F € RE(X) do ¢,
e 7 ¢ vychazi hrana s ndvéstim G € RE(X) do s.



e Navic pro stav ¢ miZe nastat i situace, ze ¢ obsahuje pfechody 6(q, q) = E1, 6(q,q) =
E2; ceey S(QaQ) = by (’H/GN), tJ 5((17(1) =FE +E+ -+ Ey.

Stav ¢ mizeme odstranit, pokud pro kaZdou takovou dvojici (r,s) vytvofime hranu s

3. Pokud nalezneme stav p takovy, ze do né€j zadna hrana nevchézi, nebo naopak zadna hrana
z néj nevychazi, pak se jedna o nedosazitelny stav, resp. o stav, z néhoz nikdy nemuzeme
dosdhnout koncového stavu. Stav p tedy mizeme odstranit i spolu s hranami, které do néj
bud vchézi nebo vychézi, a jazyk L(M') se nezméni.

4. Kroky 2, 3 provadime do té doby, nez v regularnim prechodovém grafu ztastanou pouze
stavy x,y a koneény pocet hran z x do y. Pomoci operatoru + miizeme spojit jejich navésti
a mame navésti jediné hrany mezi x, y.

Priklad 3.

2. krok algoritmu si radéji jesté znazornime na piikladu jednoduchého pfechodového grafu M o
péti stavech p, q,r, s, x, pfiCemz bychom radi odstranili stav x.

Je zapottebi si vSimnout, ze pres stav x vedou 4 mozné cesty, které mizeme znazornit pomoci
téchto regularnich vyrazu:

1. ze stavu p do r: §(p,r) = F.(E + 0)*.H,
2. ze stavu p do s: §(p,s) = F.(E +0)*.1,
3. ze stavu ¢ do 7: (q,7) = G.(E +0)*.H,
4. ze stavu q do s: §(q,s) = G.(E +0)*.1

Odstranénim stavu z tedy vznikne tento reguldrni pfechodovy graf (0 znacime 0):

F.(E+0)*H
F.(E+0)*%I

G.(E+0)*H

G.(E+0)*.I



Priklad 4.

Je dan nésledujici koneény automat M = ({p,q,r, s,t},{a,b,c},0,p,{r,t}), kde pfechodova
funkce je znazornéna pomoci stavového diagramu:

Naleznéte odpovidajici regularni vyraz E tak, aby platilo L(M) = L(E).

Reseni. Nejdiive pfidame stavy x,y, pficemz x bude pocateéni stav, y koncovy. Je nutno téz
doplnit hrany

0(z,p) =¢,
o(r,y) =e,
o(t,y) =e.

Odstranéni stavu p
Zacneme po poradku, tj. chceme odstranit stav p. Do néj vede e-hrana z x a vychazi z néj hrana
a + b do stavu ¢q. Staci tedy pridat prechod

d(z,q) =e(a+b)=a+b

Odstranéni stavu g
Stavu ¢ se tykaji dveé cesty:

1. cesta x — ¢ — r a pfechody 6(z,q) = a+b, d(¢,7) = a.
2. cesta s —q —r a prechody d(s,q) = b, d(q,7) = a.
3. cesta ¢ — ¢ a prechod d6(q,q) = c.

Stav ¢ odstranime a doplnime o nasledujici dva pfechody nahrazujici cesty v bodech 1, 2:
(z,r) = (a+b).(ct+0).a, d(s,r)=0b(c+0)".a

Radéji si mezivysledek znovu zobrazime, abychom lépe rozhodli, jak pokracovat dale.



. (a+b).(c+0)*a m

b.(c+0)*.a

Odstranéni stavu ¢
Asi uznéte, Ze nejvyhodnéjsi bude ted odstranéni stavu ¢. Pres ndj vede pouze jedind cesta
s —t — y. Mzeme jej tedy odstranit a pridat prechod

5(s,y) = a.(c+ D) e

Odstranéni stavu s
Odstranéni stavu s neni trividlni. Nejdfive si napisme, jaké cesty vedou pres s:

1. cesta r — s — r a pfechody d(r,s) = a, d(s,r) = b.(c + 0)*.a.
2. Cesta r — s — y a prechody d(r, s) = a, §(s,y) = a.(c+0)*.e = a.(c + 0)*.
3. A nakonec i smycka v podobé pfechodu (s, s) = c.

Stav s mtzeme odstranit, pfiddme prechody, které nahrazuji cesty v bodech 1, 2. Vsimnéte si
ptfechodu r do y, kde jsme jesté museli zahrnout i existujici pfechod pod ¢:

5(r,r) =a.lc+0).b.(c+0)".a, d(r,y) =c+ (a.(c+0)".a.(c+0)%)

Opét si radé€ji mezivysledek zobrazime pomoci obrazku:

a.(c+0)*.b.(c+0)*.a

(at+b).(c+0)*.a , et+(a.(c+0)*.a.(c+0)*)
) 10
Odstranéni stavu r
To u# je viceméné trivialni, viechny tii prechody
1. F=6(z,r) = (a+b).(c+0)*.a,
2. G=46(r,r) =a.(c+0)*.b.(c+0)*.a,
3. H=104(r,y) =+ (a.(c+0)*.a.(c+ 0)*)



spojime dohromady a mame vysledek:

E = F(G+0)".H
= [(a+b).c+D)*.al.[0 + a.(c+ 0)".b.(c + 0)*.a]*.[c + (a.(c + 0)*.a.(c + 0)")]

Pfitom plati, ze L(M) = L(E).



