Redukované gramatiky

Nasledujici studijni material se zabyva tzv. redukovanymi gramatikami, neboli bezkontexto-
vimi gramatikami bez nepouzitelnych symbolii. Casto se ndm miiZe stat, Ze budeme uvazovat
bezkontextovou gramatiku, kde je spousta informaci redundantnich, tj. takovych, Ze neovlivni
vysledny jazyk generovany gramatikou. Mtzeme si podat nasledujici piiklad gramatiky, kterd
tuto redundanci obsahuje.

Priklad 1.
Je déna bezkontextova gramatika G = ({S, A, B,C}, {a, b}, P, S), kde mnozina pravidel

P={S — aAb|bC
A — aAA
B — aB|bbB|b
C — b

Vsimnéte si netermindli A, B. Abychom mohli uplatnit pravidla pro neterminél A, tj. abychom
pfi derivaci pouzili tento symbol, musime na zac¢atku pouzit odvozeni S = aAb. Pro dalsi
odvozovani uz muzeme aplikovat pouze pravidlo A — aAA. To znamena, Ze vysledkem derivace
S = aAb = aaAAb = ... nikdy nebude slovo, ¢ili Fetézec pouze terminalnich symboli. Takovy
neterminél je pro nas nadbytec¢ny, nemusime ho v gramatice mit, protoze pomoci néj stejné nic
nevygenerujeme.

S netermindlem B je to podobné. Dokonce neexistuje derivace, kterd by zacinala v poca-
teénim neterminalu S a ,dosahla“ netermindlu B. Diky tomu je pro nas neterminal B také
zbyteCny a muzeme jej z gramatiky vypustit.

Pokud bychom tedy odstranili vSechna A-pravidla, B-pravidla a pravidlo S — aAb, zbyde
nam pouze obycejna regularni gramatika s pravidly

P={S — C
C — bC|b

generujici jazyk L = {b° | i > 1}. Co je vSak dilezité, odstranéni neterminali A, B bylo
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lépe predstavit, co generuje.

Definice — nepouzitelny symbol

Bud G = (N, 3, P, S) bezkontextova gramatika. Symbol X € N U¥ nazveme nepouZitelnym,
praveé kdyz v G neexistuje derivace tvaru

S =" wXy =" wry
pro zadné w,z,y € X*.

Definice — redukovana gramatika

Bezkontextova gramatika G = (N, X, P,S) se nazjvi redukovand, préavé kdyz neobsahuje
nepouzitelné symboly.



Poznamka.

Nepouzitelnost symboli si mizeme rozdélit na dva typy:
1. Nepouzitelnost 1. typu (nenormovanost): neexistuje w € ¥* takové, ze A =* w.

2. Nepouzitelnost 2. typu (nedosazitelnost): neexistuji z,y € (N U X)* takové, ze S =*
zAy.

V nésledujicim textu se budeme zabyvat tim, ze nepouzitelné symboly 1. a 2. typu odstranit, a
také, v jakém potadi pouzit dané dva algoritmy tak, aby vyslednd gramatika byla redukovana.

Algoritmus (nalezeni nepouzitelnych symbolu 1. typu)

Nésledujici algoritmus hleda takové neterminaly A, pro néz existuje w € X* tak, ze A =* w.
Takové neterminaly pridava do mnoziny IV;. Posledni takovou mnozinu IV;, kterd uz neni rozdilna
od té predchazejici N;_1, pfifadi do vysledné mnoziny N, obsahujici pouze pouzitelné symboly
1. typu (tj. normované).

Vstup: CFG G = (N, %, P, S)
Vystup: Mnozina N, = {A € N | Jw € ¥*. A =* w}.

1:=0; Nog:=10
repeat 1 :=1+1
N; ZZNi_lu{A€N|AHOZEP7O(E (Ni—l UE)*}
until Ni = Ni—l
Ne = Nz

Poznamka.
Algoritmus si jesté radéji popiSeme slovné. Kroky probihaji v tomto poradi:
1. Pocdateéni inicializace: Vytvofime mnozinu Ny, kterd nebude mit zadny prvek.

2. Konstruujeme mnozinu N;. Pfiddme do ni pouze ty netermindly, z nichz mizeme pfimo
odvodit terminélni fetéz.

3. Konstruujeme mnoziny N;, ¢ € {2,3,...}. Do N; nejdiive pfiddme vSechny neterminély
patfici do IV;_;. Poté uvazujeme ty neterminaly A chybé&jici v mnoziné N;_;. Sledujeme
vSechna A-pravidla a obsahuje-li nékteré z nich pouze fetézec terminalii ¢i neterminalt
patficich do NV;_q, pfidame A do N;.

4. Krok 3. opakujeme tak dlouho, dokud N; obsahuje vice prvka nez N;_;.
5. Polozime N, = N;.

Poznamka.

Vysledna gramatika neobsahujici nepouzitelné symboly 1. typu se ziskd tak, ze misto ptivodni
mnoziny N uvazujeme pouze mnozinu N., pfi¢emz z mnoziny pravidel P odstranime vSechny
pravé strany obsahujici netermindly nepatiici do N, tj. ta pravidla obsahujici nepouzitelné
symboly 1. typu.



Priklad 2.

Odstraiite nepouzitelné symboly 1. typu z gramatiky G = ({S, A4, B,C, D, E, F},{a,b,c}, P, 5),
kde

P={S — aA|bB
A — aAB|aa| AC | AE
B — bBA|W|CB]|BF
C — DF
D — cc|DD
E — FF|FE
F — EcE}

Reseni.
1. Nejdiive provedeme pocatecni inicializaci mnozin N;, tj. nastavime Ny = ().

2. Do mnoziny N; pfidame ty neterminaly, které se daji pfimo derivovat na termindlni fetéz,
tedy symboly A (diky pravidlu A — aa), B (diky pravidlu B — bb) a D (diky pravidlu
D — cc). Plati tedy, ze Ny = {A, B, D}.

3. UvaZujeme, co pridat do mnoziny Ny kromé netermindlt A, B, D, které do ni uz auto-
maticky patii. Napf. neterminédl S obsahuje pravidlo S — aA — prava strana se sklada z
terminalu a a netermindlu A € N;. S miZzeme do Ns pridat. Totéz ale neplati pro zbylé
netermindly C, E, F. Mnozina N, = {S, A, B, D}.

4. Uvazujme zbylé netermindly. Netermindlu C' se tyka jediné pravidlo C' — DE, kde sice
D € Ny, avsak E ¢ Ns. To znamend, 7ze C nemuzeme piidat do Nj. Sledujme déale
obé E-pravidla. Pravidlo E — FF nadm nepomtze — vzdyt F ¢ Ns. Stejné tak pravidlo
FE — FFE, ani neterminal F nemuzeme pridat do N3. Poslednim uvazovanym neterminélem
je F, ktery bohuzel také nemtZzeme zahrnout do N3, nebof pravidlo F' — EcE obsahuje
neterminal £ ¢ Ns.

5. Jelikoz N3 = Ny, hledand mnozina N, = {S, A, B, D}.

Vysledna gramatika bez nepouzitelnych symbolti 1. typu je nasledujici: G’ = ({S, 4, B, D},{a,b,c}, P', S),
kde

P'={S — dA|bB
A — aAB|aa
B — bBA|bb
D — cc|DD}



Priklad 3.
Je dédna bezkontextova gramatika G = ({S, A, B,C, D, E},{a,b,c}, P, S), kde

P={S — aAB|bBC|cE
A — aA|bD|cC
B — aBS|ab
¢ — DFE
D — ¢B|DD
E — cEE)

Naleznéte ekvivalentni bezkontextovou gramatiku bez nepouzitelnych symbola 1. typu.

Poznamka.

Uvedeny algoritmus se po mirném doplnéni pouziva téz ke zjisténi toho faktu, zda dana gra-
matika G generuje prazdny ¢ neprazdny jazyk. Uvédomte si, Ze pokud startovni neterminal
S nepatfi do mnoziny N, nelze z néj odvodit zddny terminélni fetéz. To vSak znamend, Ze
L(G) = (). Pokud S € N,, tak je jazyk L(G) neprazdny.

Algoritmus (nalezeni nepouzitelnych symbolua 2. typu)

2. algoritmus, ktery probereme, odstranuje tzv. nedosazitelné symboly, neboli takové symboly
A, které nelze odvodit z pocateéniho netermindlu S. Pfesnéji to znamend, ze neexistuji x,y €
(N UX)* takové, ze S =* zAy.

Vstup: CFG G = (N,%, P, S)
Vystup: CFG G’ = (N', X', P/, S) bez nepouzitelnych symbold 2. typu a spliujici L(G) =
L(a".

i:=0; Vp:={S}
repeat i :=1+1
Vi=V,1Uu{XeNUX|3AeV,1. (A—aXpeP)}
until V; = V,_;
N :=NNnV;
Yi=XNV
P :=PnN((V; x V")

Poznamka.

Radéji si pfedchozi algoritmus opét slovné popiseme. Naznacime si v jednotlivych krocich, jak
by mél ,uzivatel“ algoritmu postupovat.

1. Pocatecni inicializace: Do mnoziny Vj vlozime pouze neterminal S.

2. Do mnoziny V; pfiddme S (tj. jediny prvek mnoziny V) a déle vSechny termindlni i
neterminalni symboly vyskytujici se na pravé strané S-pravidel.



3. V dalsich krocich konstruujeme mnoziny V;, i € {2,3,...}. Provddime to tim zptsobem,
Ze vybirdme nové neterminaly A, které jesté nebyly zahrnuty ve V;_;. Do mnozZiny V;
vkldddme ty symboly (termindlni ¢ netermindlni), které se vyskytuji na pravé strané
vSech A-pravidel a nejsou prvkem V;_;.

4. Pokracujeme tak dlouho, dokud V; je rtizné od V;_;.

5. Poslednim krokem je iprava ptivodni gramatiky G. Do nové gramatiky G’ zahrneme pouze
ty termindly a netermindly patfici do V; a samoziejmé odstranime pravidla obsahujici
symboly nepatfici do V;, tj. nepouzitelné symboly 2. typu.

Priklad 4.
Je déna nésledujici gramatika G = ({S, 4, B,C, D},{a,b,c}, P, S), kde
P={S — aA|bB
A — aAB|aa
B — bBA|bb
C — ¢D|bCa
D — cc|DD}

Pievedte gramatiku G na ekvivalentni gramatiku G’ bez nepouzitelnych symbolt 2. typu.

Reseni.
1. Opét nejdiive provedeme pocéatedni inicializaci mnoziny V;, tj. polozime Vy = {S}.

2. Sledujeme vSechna S-pravidla a do Vi pfidame symboly vyskytujici jejich pravé strané.
Diky pravidlu S — aA pridame a, A, diky pravidlu S — bB vlozime b, B. Mnozina V; =
{S, A, B,a,b} — nesmime zapomenout na S, které bylo v pfedchozi mnoziné Vj.

3. V mnoziné V; se nové objevily netermindly A, B. Pokud vSak projdeme vSechna A-pravidla
a B-pravidla, tak nic nového do V5 nepfibyva, tudiz Vo = V.

4. Nové gramatika G’ bude obsahovat pouze symboly mnoziny Vs, proto z ni odstranime
symboly C, D, ¢ a vSechna C-pravidla a D-pravidla.

Vysledkem bude G’ = ({5, A, B}, {a,b}, P', S), kde

P={S — aA|bB
A — aAB|aa
B — bBA|bb}

Priklad 5.
Je déna nésledujici gramatika G = ({S, A4, B,C, D, E},{a,b,c,d}, P,S), kde

P={S — aBC
A — cAD |ccA
B — bBB|EE
C — Cd|CCa
D — AcD
E — ECd|aBC}



Pievedte gramatiku G na ekvivalentni gramatiku G’ bez nepouZitelnych symbola 2. typu.

Algoritmus (pfevod CFG na redukovanou gramatiku)

Posledni, 3. algoritmus je nejjednodussi a vyuziva predchozich dvou. Je vsak velmi dulezité,
abyste zachovali spravné poradi pouziti obou algoritm.

Vstup: CFG G = (N,%, P, S)
Vystup: Redukované gramatika Gy takova, ze L(G) = L(G3).

1. Pouzijte 1. algoritmus pro odstranéni nepouzitelnych symbold 1. typu — vysledkem je
gramatika G, takové, ze L(G1) = L(G).

2. Pouzijte 2. algoritmus pro odstranéni nepouzitelnych symbold 2. typu — aplikujte jej na
gramatiku G;. Vysledkem je redukovand gramatika G takova, ze L(G2) = L(G1) = L(QG).

Priklad 6.

K demonstraci faktu, Ze nelze ménit poradi pouziti jednotlivych algoritmii, predkladame nasle-
dujici ptiklad gramatiky G = ({S, 4, B}, {a, b}, P, S), kde mnozina pravidel

P={S — alA
A — AB
B — b}

Pouzijeme-li spravné poradi, tak nejdfive odstranujeme nenormované symboly, tj. takové, které
se nedaji odvodit na terminélni fetéz. Postupné pfidavime do mnoziny N, neterminaly S, B.
Netermindl A, jeho pravidla i vSechny pravé strany, kde se vyskytuje, musime odstranit. Vy-
sledkem je gramatika

G1 = ({S,B},{a,b},{S — a, B — b}, 5).

Aplikaci 2. algoritmu odstranujeme nedosazitelné symboly, tj. takové, které se nedaji odvodit z
pocatec¢niho neterminalu S. Zjistime, ze ani neterminal B, ani terminal b neni dosazitelny z S.
Zustava nam tedy vysledna gramatika

Gy = ({5}, {a}, {5 — a}, 5).

Pokud bychom vsSak pouzili opa¢né poradi a zacali 2. algoritmem, zjistime postupné, ze jsou
dosazitelné vSechny symboly gramatiky G. Naslednou aplikaci 1. algoritmu na stejnou gramatiku
G odstranujeme nenormované symboly, tj. takové, které nelze vyderivovat na terminélni fetéz.
Je ziejmé, Ze netermindl A opét nezahrneme do vysledné gramatiky, avSak neterminal B ano,
coz je chyba. Vsimnéte si, ze nasledujici derivaci

S=*A="AB =" Ab=" ...

se k nému sice dostaneme, ale neni nam to nic platné, protoze z neterminalu A terminalni fetézec
nedostaneme.



Priklad 7.
Je déna nésledujici gramatika G = ({S, 4, B,C, D, E},{a,b,c,d}, P,S), kde

P={S — acE|bSD|dB
A — abA|cdC
B — db|dB
C — caA|bdC | ab
D — bB
E — bdE|acDE)}

Pievedte gramatiku G na ekvivalentni redukovanou gramatiku G'.

Priklad 8.
Necht G = (N, X, P, S) je bezkontextova gramatika. Rekneme, ze

e netermindl X € N je normovany, pokud existuje w € ¥* takové, ze X =* w.

e netermindl Y € N je dosazitelny, pokud existuji «, § € (N U X)* takové, Ze S =* aY 5.
Zkonstruujte bezkontextovou gramatiku obsahujici neterminaly A, B, C, D, pro které plati

e A je nedosazitelny a normovany,

e B je dosazitelny a nenormovany,

e (' je nedosazitelny a nenormovany,

e D je dosazitelny, normovany a nepouzitelny.

Terminaly volte libovolné. Gramatika miize obsahovat i dalsi neterminély.



