Pumping lemma pro bezkontextové jazyky

V kapitole 9.5 CFG v Chomského normalni formé jsme naznaéili, zZe CNF je kanonicky tvar,
ktery vyznamné pouzijeme v dokazovani pomoci Pumping lemmatu pro bezkontextové jazyky.
Jesté nez si uvedeme znéni lemmatu, vysvétlime, pro¢ oba zminéné pojmy spolu souviseji.

Véta 1.

Necht G = (N, %, P, S) je bezkontextova gramatika v Chomského normalni formé, w € L(G)
je libovolné slovo. Oznac¢me derivacéni strom pro slovo w symbolem T'. Pak plati tvrzeni: ma-li
kazda cesta ve stromu T délku maximalné n (n € N), pak T obsahuje nejvyse 271 listii.

Poznamka.

Jesté nez provedeme diikaz, ukdzeme si nékolik konkrétnich pripadd deriva¢niho stromu pro
libovolné slovo w € L(G), kde G je CFG v Chomského normélni formé.

1. Zac¢neme stromem, kde libovolna cesta ma délku maximélné 1 (tj. n = 1). Uvédomte si,
ze v tom pripadé vypada strom tak, ze obsahuje pouze kofen, z néhoz vede jediné cesta
k listu. Pocet listt je tedy 1 =271 = 2171 =20,

2. Je-li n maximalné 2, tj. libovolna cesta ve stromu je délky nejvyse 2 (n < 2), pak mame
opét jedinou moznost, jak strom miize vypadat (nepoéitdme-li situaci z 1. pfipadu). Z ko-
fene A vedou dvé cesty do vnitinich uzla B,C € N (dle pravidla A — BC) a z kazdého
z nich potom jedna cesta do listu (dle pravidel B — z, C — y, kde z,y jsou libo-
volné termindly). Pocet list je 2, coz opét odpovidd podmince véty, Zze ma byt nejvyse
2n—1 — 22—1 = 9.

3. Je-li n maximalné 3, pak libovoln4 cesta ve stromu mé délku nejvyse 3 (n < 3). V tu chvili
uz mame t¥i mozné situace, jak strom miize vypadat. Pro lepsi pfehlednost oznac¢ime listy
¢tvercem a vnitini uzly kruznici:

a) b) c)

Vsimnéte si, Ze nejvyssi pocet listil je v pfipadé a), a to 4. Tyka se to situace, kdy kazda
cesta ve stromu ma délku praveé 3. Je tedy zfejmé, ze nejvétsi pocet listh ve stromu, jehoz
libovolna cesta méa délku max. 3, je v pfipadé, ze kazda cesta ma délku 3. V ostatnich
pripadech (b, c) je pocet listi mensi nez 4. I zde tedy plati zavér véty: pocet listd je max.
4=2n"1=2%"1=22

Takto bychom mohli pokracovat dale. Misto toho vSak podame obecny dilkaz véty pro libovolné
n € N znamenajici max. moznou délku cesty ve stromu.



Dukaz. Necht plati pfedpoklady véty, tj. méjme bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S)

v Chomského normélni formé. Zvolme slovo w € L(G) libovolné a oznacéte symbolem T' jeho

derivacni strom. Dale predpokladejme, Ze kazda cesta ve stromu 7' ma délku maximalné n.
Uvazujme podstrom 77 stromu 7', ktery vznikne tak, Ze ze stromu 7" odstranime listy a cesty

do nich. Pro takovy strom plati, ze délka jeho libovolné cesty je nejvyse n — 1.
Predpokladejme navic striktné, ze

(%) kazd4 cesta ve stromu T méa délku pravé n — 1.

(Je to ptipad, kdy strom 7) muZe mit nejvice listi.) Protoze Ty vznikl z deriva¢niho stromu
T vyjmutim jeho listidl, plati, Ze kazdy vnitini uzel 71 mé pravé dva nésledniky (mohli jsme
pouzit pouze pravidla A — BC'). To znamen4, %e kofen m4 2 pfimé nasledniky (1. dil cesty), 4
nasledniky ve 2. irovni ,pod“ kotenem (2. dil cesty), ..., 2" ! nasledniktt v (n — 1)-té trovni
,pod“ kofenem [(n — 1)-ty dil cesty]. Z toho vyplyv4, Ze pocet listi stromt T} je praveé 271
P¥ipojime-li ke stromu 77 ptvodni listy stromu T, zjistujeme, Ze jejich podet je také 27 1.

Protoze jsme v pfedpokladu (*) poéitali s tim, ze délka kazdé cesty ve stromu T; je prévé
n — 1, upravou (*)

(#x) kazd4 cesta ve stromu 77 md maximalné n — 1

zajistime tvrzeni véty, tj. Ze podet listd stromu 77, potazmo T je nejvyse 271,

Lemma (Véta o vkladani — Pumping lemma)

Bud L bezkontextovy jazyk.
Pak existuji p,q € N takové, ze kazdé slovo w € L, |w| > p, lze psat ve tvaru w = wowzy tak,
ze:

a) alespoii jedno ze slov v,z je neprézdné (v, x # &),
b) Jvwz| < ¢,

c) pro kazdé i € Ny plati uviwz'y € L.

Poznamka.

1. Konstanta p se miize rovnat q.
2. Tvrzeni je ve tvaru P = @, kde

e P je predpoklad, Ze L je bezkontextovy jazyk, a
e () je zbytek tvrzeni, tj. ze existuji konstanty p,q € Ny takové, ze...
3. V pfipadé, ze @ plati, nelze Fici, jestli plati ¢i neplati P (tj. zda L je ¢i neni bezkontextovy

jazyk, protoze implikace 0 = 1 nebo 1 = 1 jsou obé pravdivé).
Pokud ale pfedpokladéame, ze P plati (tj. L je bezkontextovy) a dokdZeme —@Q), pak je
platnost P A =Q) ve sporu s Pumping lemmatem, protoze jsme ukézali pravdivost
—(P = Q) = P A Q. N&s ptedpoklad, ze P plati, neni spravné, a tudiz P neplati (tedy
jazyk L neni bezkontextovy).

4. 7 predchoziho bodu vyplyva, Zze Pumping lemma lze pouzit pouze k dikazu toho, ze dany
jazyk L neni bezkontextovy.



Dukaz Pumping lemmatu. Piedpokladejme, Zze L je bezkontextovy jazyk. Potom existuje
bezkontextova gramatika G = (N, X, P, S), kterd jazyk L generuje, tj. L = L(G). Bez jmy
na obecnosti predpokladejme, Zze G je v Chomského norméalni formé. PoloZzme k rovno poctu
neterminalt, p = 251, ¢ = 2%,

Zvolme slovo z € L takové, Ze |z| > p = 2¥71. Tedy deriva¢ni strom pro z ma vice nez
2F=1 listfi. Potom (dle véty 1 na zac4tku tohoto dokumentu) existuje v deriva¢nim stromu pro
z cesta delsi nez k. Pocet vnitinich uzli cesty je tedy vétsi nez k, coz znamend, Ze minimalné
jeden netermindl se v derivacni cesté musi opakovat.

Zvolme pevné deriva¢ni strom T pro slovo z a v ném cestu ¢ delsi nez k, kterd zaroven
bude nejdelsi mozna. [Pfedpoklad maximalni mozné délky cesty ¢ je pro nas v dalsi fazi dikazu
dulezity!]

Na cesté c lze zvolit t¥i uzly ui, us, us s témito vlastnostmi:

1. uzly ui,us jsou oznaceny tim samym neterminalem A,
2. w1 je blize ke kofeni nez us,
3. uzel ug je list,

4. cesta od u; do ug ma délku nejvyse k + 1.

u \'J w X

Uzel uy oznadeny netermindlem A uréuje strom 73 (u; je kofenem T3). ProtoZe 11 je podstro-
mem 7', musi existovat slova u,y a derivace

(1) S="uly

Uzel uy oznaceny taktéz netermindlem A urcuje strom 75, pfiCemz plati, Ze T5 je podstromem
T1. Z toho opét vyplyva, Ze existuji Fetézce v,z a derivace

(2) A="vAx



Vysledkem podstromu 73 je néjaké slovo z;, které je podslovem slova z. Dle vlastnosti 4 ma
podstrom Tj nejvyse 2% listéi (opét to vyplyva z Véty 1). To znamena, ze i délka slova
|z1] < 2F = q. Pokud by existovala cesta z uzlu u; k n&jakému jinému listu uy, kterd by byla
delsi nez k + 1, pak by to byl spor s pfedpokladem, Ze nase cesta c je nejdelsi.
Vysledkem podstromu 7% je néjaké slovo w, pro které plati, ze je podslovem slova z;. Zaroven
jisté existuje derivace tvaru
(3) A="w

Nyni pouzijme jedenkrat derivaci (1), i-krat derivaci (2) a nakonec jedenkrat derivaci (3):
(4) S =" udy =" w'Az'y =* w'wa'y

Z derivace (4) je patrné, ze slovo uwv'wz'y € L(G) (bod ¢ je dokdzéan).

Navic v predchozim jsme tvrdili, Ze pokud cestu z uzlu u; do listu uz uskuteénime jednou,
bude mit podstrom 7} piislusny uzlu u; maximalné 2% = ¢ listii. Vysledkem stromu 7} je slovo
21, potazmo vwz, jehoz délka je mensi nebo rovna ¢ = 2% (bod b dokazan).

Déle si uvédomme, ze uzel u; s navéstim A je vnitini uzel, tj. musi existovat derivace
A = BC. Gramatika G je v Chomského normalni formé, tj. bez e-pravidel, musi tedy platit,
ze alesporil jeden z neterminald B,C' se odvodi na neprazdné slovo. Diky tomu mtzeme psat
vx # ¢ (bod a je dokazan).

Tim je dikaz hotov.

Poznamka.

Radéji si uvedeme pfesné znéni negace tvrzeni @): pro vSechna p, q € Ny existuje slovo
w € L, |w| > p, tak, ze pro kazdé mozné rozdéleni slova z = uvwzy, kde

a) vx # € a zarovell
b) |vwz| < g,

plati, Ze existuje i € Ny tak, ze uvwa'y ¢ L.

Poznamka.

Meéjme libovolny jazyk L, u kterého chceme ukazat, Ze neni bezkontextovy. Nejjednodussi stra-
tegie ditkazu pomoci Pumping lemmatu spoéiva v tom, Ze volime slovo z € L(G) zavislé pouze
na jediné obecné zadané konstanté n € Ny. Tj. plati n = p = ¢. Nemizeme vSak zvolit néjaké
konkrétni slovo, protoze potom bychom nesplnili po¢ate¢ni podminku tvrzeni —@Q: pro vSechna
p,q € Ny..., respektive pro vSechna n € Ny... Zaroven by u nasi volby slova z mélo platit, ze
|z| > n.

Poté hledame vSechna mozna rozdéleni slova z na pét ¢asti u,v,w,z,y, pricemz klademe
dulezitou podminku: [vwz| < n. Pro kazdé rozdélime hleddme konkrétni konstantu ¢ € Ny tak,
abychom zajistili uv'wz'y ¢ L. Podaii-li se nAm to pro vsechna rozdéleni, pak jsme ukazali
platnost —Q, coz spolu s pfedpokladem P (jazyk L je bezkontextovy) zajistuje spor s Pumping
lemmatem. Toto lemma je vSak dokazano, je tedy chyba v nasem piedpokladu P, a proto plati
jeho opak. Jazyk L neni bezkontextovy.



