Zasobnikové automaty — avod

Jiz vime, ze vypocetnim strojem pro regularni jazyky jsou kone¢né automaty. V kapitolach 8, 9
jsme podrobné rozebrali bezkontextové gramatiky, které generuji bezkontextové jazyky. Dosud
vS8ak nevime, jaky vypocetni stroj této t¥idé jazyku prislusi. V nasledujicich dvou kapitolach
tento ,rest doZzeneme a povime si o zasobnikovych automatech, zkrdcené PDA (z anglického
jazyka Push-Down Automata).

Princip fungovani PDA

Zasobnikovy automat si predstavte jako vylepseny konecény automat. Opét se zde setkavame se
vstupni paskou, na kterou jsou pred zacatkem vypoctu zkopirovany vSechny symboly slova,
u kterého chceme zjistit, zda jej automat akceptuje ¢i ne. I koneéné stavova ridici jednotka
je zachovana, pamatuje si aktualni stav a jeji ¢teci hlava ukazuje na pravé ¢teny symbol na
vstupni pasce.

Navic vsak PDA obsahuje tzv. zasobnik, neboli pomocnou pamét, do které mizeme ukladat
symboly. Kone¢né stavova fidici jednotka se tedy rozhoduje o dalsim kroku nejen na zakladé
symbolu na vstupni pasce a aktualniho stavu, ale také podle toho, co ma na zasobniku. Pro-
hlédnéte si obrazek 1 znazornujici strukturu zasobnikového automatu.
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1. Na vstupni pasku se zapiSe slovo w u kterého zjistujeme, zda jej PDA akceptuje. Slovo w
se na vstupni pasku zapiSe zleva doprava. Na zac¢atku vypoctu se ¢teci hlava posune na
prvni symbol slova w.

2. Zasobnik funguje na principu LIFO (Last in, first out) - posledni symbol, ktery pfisel do
zasobniku, je odejde jako prvni.

3. Konecné stavova fidici jednotka ,,vidi“ pouze na vrchol zasobniku, tj. na symbol, ktery
byl do zasobniku naposledy zapsan.

4. Cteni symbolu z vrcholu zasobniku je destruktivni, tj. pokud piecteme symbol, tak jej
zaroven mazeme.



Definice — nedeterministicky zasobnikovy automat

Nedeterministicky zdsobnikovy automat (PDA) je sedmice (Q, X, T, §, o, Zo, F) kde:

Q@ : kone¢nd mnozina stavi

> : kone¢na mnozina vstupnich symbold

I" : konecna mnozina zasobnikovych symboli,

0:Qx (XU{e}) xT — P(Q x I'*) pfechodové funkce
qo € @ : pocCatecni stav

Zy € T' : pocatecni symbol zasobniku

F C @ : podmnozina konec¢nych stavi

Poznamka.

1. VSimnéte si, ze neni dan vztah mnozin ¥, I'. To znamend, vstupni symbol mize byt i
zasobnikovym symbolem, coz se v praxi ¢asto stava.

2. Defini¢nim oborem pfechodové funkce § je trojice (stav, vstupni symbol, zasobnikovy sym-
bol), coz odpovida myslence v Gvodni ¢asti tohoto textu: koneéné stavova Fidici jednotka
se rozhoduje na zakladé aktualni stavu, symbolu na vstupni pasce a symbolu na vrcholu
zéasobniku.

3. Oborem hodnot funkce ¢ je potenéni mnozina P(Q x I'*), tj. libovolny, ale kone¢ny po-
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v kazdém kroku méni sviij stav a na vrchol zasobniku zapise libovolnou posloupnost za-
sobnikovych symbola.

Nyni si uvedeme formalni definici toho, jak zasobnikovy automat pracuje, tj. zavedeme pojmy
konfigurace, vnitini konfigurace a krok vypoctu.

Definice — konfigurace, krok vypoctu

Bud M = (Q,X%,T,0,qo, Zo, F') nedeterministicky zasobnikovy automat.

1. Konfiguraci rozumime trojici (¢, w, ), kde ¢ € @ je aktudlni stav, w je dosud nepfectend
¢ast vstupniho slova a o € I'* jsou vSechny symboly zasobniku ¢tené zleva doprava.

2. Vnitfni konfiguraci rozumime libovolnou dvojici (g, «), kde vyznam obou slozek je
stejny jako u konfigurace.

3. Krok vypoctu — tj. bindrni relaci — na mnoziné konfiguraci definujeme tak, ze

(qa aw, AOé) = (p7 w, ﬁa)a

pravé kdyz d(q, a, A) obsahuje dvojici (p, ).
Popiseme si jednotlivé symboly: ¢ € XU {e}, p,q € Q, o, €T*, AcT.

Poznamka.

Je zfejmé, ze u binarni relace — miizeme specifikovat jeji druh v zavislosti na poctu kroki,
které pii vypoctu udéla. Zapisem

e —F (k € Np) rozumime vypocet piesné v k krocich.



e —* rozumime vypocet v libovolné mnoha krocich (reflexivni a tranzitivni uzavér —)

e —T rozumime vypocet v libovolném nenulovém poétu krokt (tranzitivni uzaver ).

Nyni ndm jesté zbyva uvést, za jakych podminek PDA akceptuje vstupni slovo. Je$té nez si
definici uvedeme, prozradime, ze prijimani slov je mozné dvéma zpusoby: koncovym stavem ¢i
prazdnym zasobnikem.

Definice — zptsob akceptovani PDA
Nedeterministicky zdsobnikovy automat M = (Q, %, T, 6, g0, Zo, F') akceptuje
e koncovym stavem, pravé kdyz pro libovolné slovo w € L(M) plati
(90, w, Zo) =" (qaccept; €; @),
kde qaccept € F, a € T'™.
e prazdnym zasobnikem, pravé kdyz pro libovolné slovo w € L(M) plati
(90, w, Zo) =" (q,€¢),
kde q € Q.

Poznamka.

Zpusob akceptovani nejlépe rozpoznate tak, ze v pripadé PDA pfijimajiciho koncovym stavem
je mnozina F (tj. posledni polozka sedmice) neprazdna. Naopak u PDA pfijimajiciho prézdnym
zdsobnikem je na poslednim misté sedmice uvedena prazdnd mnoZina (.

Priklad 1.
Bud M = ({p, ¢, qaccept }>{a,b},{B, Z},6,p, Z, qaccept) zésobnikovy automat s funkei d:

d(p,a,2) = (p, BZ)
5(}7,0,,3) - (pv BB)
5(p,b,B) - (%5)
5(Q7baB) - (Q7€)
6(Q757Z) = (Qacceptvz)

Provedte vypodet automatu M pro slova aabb, aab, baa, ab a rozhodnéte, kterd z nich automat
M akceptuje a kterd ne.

Reseni.

L (pv aabba Z) = (p,abb,BZ) = (p,bb, BBZ) = (QabvBZ) = (Qasa Z) = (qacceptasa Z)
Slovo aabb € L(M), protoze jsme skonéili v koncovém stavu a pfecetli vSechny symboly
ze vstupni pasky.

2. (p,aab,Z) — (p,ab,BZ) — (p,b, BBZ) — (q,e,BZ). Slovo aab ¢ L(M), protoZe jsme
vypocet skoncili v nekoncovém stavu q.

3. Pro pocate¢ni konfiguraci (p, baa, Z) neexistuje pfechod pomoci funkee 0, tedy bba ¢ L(M)
protoze jsme jednak nepiecetli celé slovo a také neskoncili v koncovém stavu.

4. (p,ab,Z) — (p,b,BZ) — (¢,€,2Z) — (qaccept, €, Z). Slovo ab € L(M) — PDA precetl celé
slovo a skoncil vypocet ve stavu qaccept € F



Priklad 2.

Mgjme PDA M = ({qo}, {a, b}, {A, B, Z}, 0, q0, Z,0) prijimajici prazdnym zasobnikem, kde pre-
chodova funkce 0 je definovana nasledovné:

6(q05aaZ) = (q07AZ)
5(QOab7 Z) = (q07BZ)
5(QOaa7A) = (q07AA)
5(QOabvB) = (QOaBB)
5(q05a’B) = (qo,g)
6(q0,b, A) = (o, €)
5((10;5;Z) = (QOaE)

1. Provedte vypocet na slovech abba, abbab, aabb, a,b, abab, baa.
2. Naleznéte jazyk L = L(M)
Reseni.

b (qov abba’a Z) = (qov bbaa AZ) = (QO; baa Z) = (qoa a, BZ) = (qoa g, Z) = (qoa g, 5)' Slovo
abba € L(M), jelikoz PDA precetl celé slovo ze vstupni pasky a mé prazdny zasobnik.

(qo, abbab, Z) — (qo,bbab, AZ) — (qo,bab, Z) — (qo,ab, BZ) — (qo,b,Z) — (qo,&, BZ).
Slovo abbab bylo sice precteno celé, zasobnik vSak obsahuje fetézec BZ, tedy neni prazdny.
Z toho dtvodu abbab ¢ L(M).

(qo, aabb, Z) — (qo, abb, AZ) — (qo, bb, AAZ) — (qo,b, AZ) — (qo,&, Z) — (qo,¢€,¢€). Slovo
aabb € L(M).

(90,0, Z) — (qo,&,AZ) = a ¢ L(M).

(90,0, 2) — (qo,e,BZ) = b ¢ L(M).

(QO7ababaZ) = (qo;babaAZ) = (qo;abaz) = (q07baAZ) = (q07€72) = (q07€7€) =
abab € L(M)

e (qo,baa,Z) — (go,aa,BZ) — (qo,a,Z) — (qo,e,AZ) = baa ¢ L(M).

Pokud si vSe ddme dohromady, zjistime, Ze slova abba, aabb, abab € L(M), kdeZto abbabd, a,b, baa ¢
L(M). PDA M funguje tak, ze

e nacita-li symbol a ze vstupni pasky, pak v pfipadé, Ze na vrcholu zasobniku jsou Z nebo
A, pfidéva na zasobnik dalsi symbol A. Pokud je vS8ak na vrcholu zasobniku B, tak jej
maze.

e V pripadé symbolu b je to opac¢né: je-li na vrcholu zasobniku B nebo Z, pridava dalsi B,
pokud vsak na zasobniku ,vidi“ A, maze jej.

Shrneme-li predchozi dva body, mtzeme usoudit, Ze pomoci symbold A si PDA pamatuje pocet
a, pomoci B si zaznamenava pocet b. Jakmile precte celé slovo a na zasobniku mé Z, znamena
to, ze pocet a byl stejny jako pocet b. V tom pripadé vyprazdiiuje zasobnik a akceptuje dané
slovo. V opa¢ném ptipadé nedéld nic, ¢ili nepfijima slovo (nemd zisobnik prazdny). PDA M
tedy prijima jazyk

L(M) = {w € {a,b}" | #a(w) = #s(w)}



