Prijimani koncovym stavem ¢i prazdnym zasobnikem

V tomto dokumentu si uvedeme tvrzeni, které nam potvrdi fakt, Ze neexistuje rozdil mezi tim,
zda zasobnikovy automat pfijima koncovym stavem nebo prazdnym zasobnikem. Dukaz tvrzeni
nam bude podavat navod k tomu, jak mezi obéma typy PDA prevadét. Vse procvi¢ime na
nékolika FeSenych i neresenych ptikladech.

Véta.

Jazyk L = L(M,,) pro néjaky PDA M, pfijimajici prazdnym zasobnikem, pravé kdyz
L = L(Mjys) pro néjaky PDA My, piijimajici koncovym stavem.

Poznamka.
1. Véta je tvrzeni tvaru ekvivalence. Je tedy nutné dokazat jej obéma sméry, tj.

=: mame-li PDA M, pfijimajici prdzdnym zasobnikem, zkonstruujeme ekvivalentni
PDA My pfijimajici koncovym stavem.

<: mame-li PDA M}, pfijimajici koncovym stavem, zkonstruujeme ekvivalentni PDA
M, prijimajici prazdnym zasobnikem.

2. Jak jste asi poznali, ndzvy obou automatti jsou voleny tak, aby VAm pomohly v orientaci,
o jaky typ PDA se jedna. Zkratka ,,pz“ znamend prazdny zasobnik, naopak ,ks“ koncovy
stav.

Idea dukazu.

=: mame PDA M, pfijimajici prazdnym zasobnikem a chceme k nému zkonstruovat ekvi-
valentni PDA M, pfijimajici koncovym stavem. Budeme postupovat tak, Ze jesté pred
zahajenim ¢innosti M} pfiddme na dno jeho zasobniku novy symbol D. Poté za¢ne auto-
mat My, simulovat ¢innost automatu M. Kdykoliv se na vrcholu zasobniku My objevi
symbol D, pfepind se automat My, do koncového stavu ¢y € F. Je to logické, nebot v té
chvili mél automat M,,, prazdny zasobnik, tedy pfijimal slovo.

<: mame PDA My, pfijimajici koncovym stavem a chceme zkonstruovat ekvivalentni PDA
M, pfijimajici prazdnym zasobnikem. Automat M,,, bude opét simulovat ¢innost My,
pouze v piipadé€, Ze se My, ocitd v koncovém stavu, bude mit automat M,, moznost
prepnuti do nového stavu qgejete, ve kterém vymaze vSechny zbylé symboly na zasobniku
a akceptuje. Jediny problém muze nastat v situaci, kdy automat My, neni v koncovém
stavu a presto mé prazdny zasobnik (v tu chvili nepfijima slovo), avSak automat M,
simulujici jeho ¢innost slovo pfijima (mé prazdny zdsobnik). Tuto moznost ofetiime tak,
Ze jesté pfed zaCatkem prace M, pfidame na dno zasobniku néjaky novy symbol D, ktery
dovolime smazat pouze ve stavu qgejete-

Dukaz.
=: Mé&jme PDA M,. = (Q,%,T, 6, qo, Zo,0) pfijimajici prazdnym zasobnikem takovy, ze
L = L(M,.). Sestrojime PDA My, = (QU {qs},X, T U{D},d,qo, D,{qr}) takto:
1. ¢'(q0,€, D) = (g0, ZoD) — na dno zasobniku My, vlozime novy symbol D.

2. §(q,2,7) = 0(q,x, Z) pro libovolny stav ¢ € @, symbol x € X U {e} a zasobnikovy
symbol Z € I' - simulace ¢innosti PDA M,,, automatem Mj;.



3. §(¢,e,D) = (¢y,¢) pro libovolny stav ¢ € @ — je-li na zdsobniku symbol D, ukonéime
vypocet (automat M,, mé v tuto chvili prazdny zasobnik, My tedy musi konéit).

Korektnost: Je patrné, ze automat My, pTijima stejny jazyk jako M,,.. Pro jistotu si to
vSak radéji ovéfime. Zacina-li automat My pracovat a ma na vstupni pasce néjaké slovo
w € L(M,.), je v poCate¢ni konfiguraci (qo, w, D). Provede postupné tento vypocet:

((ﬁ),’lﬂ,D) —1 (Q(],’lU,Z()D H; (QaeaD) —3 (Qf7€76)5

kde ¢ € @ je libovolné. V§imnéte si hlavné vypoctu —3, ktery vyuziva pouze pfechody
automatu M, (viz bod 2). Automat My, totiz nemiize jinak, protoze pfechody v bodech
1, 3 jsou pro ¢, tj. neCteme nic ze vstupni pasky. Nasim cilem je ale pravé precteni celého
slova w, protoze je to jedna z podminek, za jaké muze libovolny automat slovo akceptovat.

<: Méme PDA My, = (Q,%,T,0, g0, Zo, F') ptijimajici koncovym stavem takovy, zZe
L = L(Mys). Sestrojime PDA M,. = (Q U {qgeietc }, X, T U{D}, ¥, qo, D, 0) takto:

1. 8(go,€, D) = (g0, ZoD) — na dno zasobniku M,,. vlozime novy symbol D.

2. §'(q,x,2) = 0(q,x, Z) pro libovolny stav ¢ € @, symbol x € ¥ U {e} a zdsobnikovy
symbol Z € I' — simulace ¢innosti PDA M}, automatem M.

3. Pro kazdy stav ¢ € F a kazdy symbol Z € I' U {D} pfidej pfechod
0'(q,¢e,Z) = (qaetete,€) — je-li M, ve stavu g, ktery je koncovy pro automat Mys,
pridavame moznost pfepnuti do stavu ggejere 0dstranujiciho vsechny zbylé symboly
ze zasobniku.

4. 8 (qdetete, €, Z) = (qdeiete,€) pro libovolny symbol Z € T' U {D} — ve stavu qgelete
postupné vymazeme vSechny symboly zasobniku.

Korektnost: Opét by mélo byt ziejmé, ze M, prijima stejny jazyk jako M. Radéji vak
i v tomto pripadé naznacime korektnost konstrukce vzhledem k jazyku obou automati,
tj. Ze oba prijimaji stejny jazyk. Automat M,. za¢ina v konfiguraci (go,w, D), kde

w € L(Mys). Provadi tento vypocet:

(QQ,’(U,D) =1 (q07w7 ZOD) '_); (q757Y1 .. YmD) =3 (qdeleteaf':aYQ .. YmD) l—)i (qdeleteagas)a

kde ¢ € F a Y1,Ys,...,Y,, € T U{D}. Opét si viimnéte, Ze pouze piechody v bodu 2
umoziuji ¢teni ze vstupni pasky. Jsou to vSak pfechody simulujici ¢innost automatu M.
Tj. automat M,, mize akceptovat pouze tehdy, kdyz simulovanou ¢innosti My, vyprazdni
vstupni pasku a dostane se do stavu g € F.

Priklad 1.

Mg&jme PDA My = ({p,q,r, s},{a,b,c},{Z,S},d,p, Z,{r}), kde funkce § je nésledujici:
(p, a, Z) (p,S2)
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Prevedte My na ekvivalentni PDA M, pfijimajici prazdnym zasobnikem.



Reseni. Zkonstruujeme automat M,, = ({p,q,7, s, qaelete }, {a,b,c}, {Z, S, D}, 8", p, D,0) dle

dikazu predchozi véty, ¢asti oznacené <«:
1. ¢'(p,e, D) = (p, ZD) — pfiddme novy symbol D na dno zasobniku.

2. opiseme vSechny pfechody automatu My, tj. simulujeme jeho ¢innost:
&'(p,a, Z) = (p,S2)

3. Pro koncovy stav r pfidame jesté nasledujici t¥i pfechody do ggejete pod slovem e:
5/(7A7 g, Z) = (qdeletea 5)
5/(T7 g, S) = (qdeletm 5)
6/(Ta g, D) = (qdelet67 5)

4. Ve stavu qgelete Vymazeme vSechny zasobnikové symboly:
6/(qdelet67 g, Z) = (qdelete; 8)
5/(qdelete7 g, S) = (qdeletea 5)
5/(Qdeletev g, D) = (Qdeletea 5)

Priklad 2.
Méjme PDA M,,. = ({p,q},{a,b},{Z, A, B},0,p, Z,0), kde funkce § je nésledujici:

o(p,a,Z) = (p, AZ)
5(p,b,Z) = (p, BZ)

5(177 a, A) = {(pa AA)? (q,s)}
4(p,a, B) = (p, AB)

5(p,b, A) = (p, BA)

6(p, b, B) = {(p, BB), (¢, ¢)}
6(qaaaA) - (Q7€)

5(q7 b’ B) = (q7 5)

6(g.¢,2) = (g,¢)

o(p,e. Z) = (q,¢)

Ptevedte M), na ekvivalentni PDA My, pfijimajici koncovym stavem.

Reseni. Automat Mys = ({p,q,qs},{a,b},{Z, A, B,D},,p, D,{qs}) zkonstruujeme dle di-

kazu predchozi véty, ¢asti oznacené =:
1. '(p,e, D) = (p, ZD) — pfiddme novy symbol D na dno zasobniku.

2. opiSeme vsSechny prechody automatu M., tj. simulujeme jeho ¢innost:
5/(p7 a7 Z) = (p? AZ)

§'(p, b, Z2) = (p, BZ)
8'(p,a, A) = {(p, AA), (¢,2)}
6/(paa’vB) - (p, AB)
5/(pab?A) = (p7 BA)
§'(p, b, B) = {(p, BB), (¢,¢)}



&'(q,a, A) = (q,¢)
5/(Q7 b7 B) = (q) 6)
8'(g:€,2) = (g:¢)
5/(p’ E? Z) = (q7 E)
3. mame-li (v libovolném stavu) na vrcholu zasobniku D, pfepindame se do nového koncového

stavu qy:
5/(pa€’D) = (C]f75)
8'(q,¢, D) = (gy,¢)



