Uzavérové vlastnosti bezkontextovych jazykua

Zkoumani bezkontextovych jazykd a gramatik, pfipadné zasobnikovych automatt se blizi ke
konci. V minulych kapitolach jsme si vztah vSech tfi pojma pfiblizili, nyni se jesté budeme
zabyvat mnozinou (resp. t¥idou) bezkontextovych jazykd obecné. Uvedeme nékolik sdéleni ty-
kajicich se jejich uzavienosti na riizné unarni i bindrni mnozinové operace a naznacime si diikazy.
Nejdiive vse prehledné zapiSeme:

Véta 1 (uzavienost CFL na operace).
TFida bezkontextovych jazykid je uzaviena na operace:
a) sjednoceni

b

zietézeni

d

)

c) iteraci
) pozitivni iteraci
)

e) prunik s regularnim jazykem

Véta 2 (neuzavienost CFL na operace).
Ttida bezkontextovych jazykd neni uzaviena na operace:
a) prunik

b) doplnék do jazyka (komplement)

Dikaz (1a: sjednoceni).

Mg&jme bezkontextové jazyky L1, La. Sestrojime pro né bezkontextové gramatiky Gy = (N1, %4, Py, S1)
a Go = (Na, 3, P2, Ss). Piedpokladejme navic, Zze N1 N Ny = ().
Vytvoiime novou gramatiku G = (Ny UN; U{S},X;UXs, P, S), kde S ¢ N; UN; a pravidla
P jsou nasledujici:
P:P1UP2U{S—>51|SQ}

Na pocatku libovolné derivace v gramatice G se musime rozhodnout, jakou cestou se vydame,
zda vybereme priichod gramatikou G ¢ G». Predpoklad Ny N No = () je nezbytny, v derivaci
nemizeme mit moznost pouzivat stfidavé pravidla P; nebo P,. Je patrné, ze gramatika G
generuje jazyk Ly U Lo.

Dukaz (1b: zfetézeni).
Budte L1, Ly bezkontextové jazyky pro néz méme bezkontextové gramatiky Gy = (N1, X4, P, S1)
a Go = (N2, Xa, Ps, Ss). Predpokladejme opét, Ze Ny N Ny = ().

Sestrojime bezkontextovou gramatiku G = (N7 U Ny U {S}, 21 UX,, P, S), kde S & Ny U Ny
je novy neterminal a pravidla P jsou néasledujici:

P:P1UP2U{S—>5152}

Retézeni slov z Ly, Ly zajistime Gvodni derivaci S = S155. Protoze N; N Ny = (), nemfize se
stat, ze bychom v deriva¢nim podstromu pro kofen S; pouzili pravidla gramatiky G5 a naopak.
Je patrné, 7ze L(G) = Ly.Ls.



Dukaz (1c: iterace).

Bud L bezkontextovy jazyk a G = (N, X, P,S) bezkontextova gramatika, kterd jej generuje.
Vytvofime gramatiku G* = (N U {S*}, X, P*, 5*) s novym neterminalem S*, kde pravidla z P
obohatime o dvé dalsi:

P*=PU{S" — SS* | ¢}

Na zacatku kazdé derivace pouzijeme n-krat (n € Ny) pravidlo S* — SS* a poté S* — ¢ —z S*
jsme odvodili fetézec n neterminali S. Kazdé S poté derivujeme na slovo w € L, tedy celkové

z fetézce S™ odvodime jazyk L™. Jelikoz n je libovolné, dostavame L(G*) = L* = JI, L".

Dikaz (1d: pozitivni iterace).
Je analogii predchoziho dilkazu pro iteraci. Mame-li pro jazyk L bezkontextovou gramatiku G =
(N,X, P, S), pak novou gramatiku Gt = (N U{ST},%, PT,ST) vytvoiime tak, Ze k pivodnim
pravidlim P piiddme ST — S | STS. PouZitim stejné myslenky jako v piedchozim dikazu
dostavame L(GT) = L*.
Dikaz (1le: prunik s regularnim jazykem).
Bud Lg regulérni jazyk a Lp bezkontextovy jazyk.

1. K jazyku Lg sestrojime koneény automat Mg = (Qr, %, 6r, ¢ft, Fr) a

2. pro jazyk Lp sestrojime zasobnikovy automat Mp = (Qp, %, T, 05, ¢, Zo, Fi).

PDA P pro jazyk Lr N L zkonstruujeme pomoci synchronni paralelni kompozice:
P= (Q/a 27 Fa 5/’ Q67 ZOa Fl)v kde

e Q' =QrxQp,
g = (q(l)’%’q(?)v
e ' = Fr x Fg — P akceptuje, pokud dojde do koncovych stavii obou automatt soucasné,

e ¢’ sestrojime takto: pro libovolné stavy p € Qgr,q € Qp, slovo w € X a zasobnikovy
symbol Z € T':

3 ((pyq),w, Z) = ((r,8),a) < dr(p,w) =rAdp(q,w, Z) = (s,a),
kde r € Qr,s € Qp,a € T'*.
Vysledny PDA P provadi synchronni paralelni kompozici automata Mg, Mg ¢ili akceptuje jazyk
Lr N Lp. Dulezité vsak je, ze Lr N Lp je tedy bezkontextovy.
Priiklad 1.
Ukazte pomoci uzavérovych vlastnosti, ze jazyk L = {w € {a,b, c}* | #a(w) = #p(w) = #.(w)}
neni bezkontextovy.
ReSeni. Stadi si uvédomit, ze
LNna*b*c" = {a™b"c" | n € No}.

Jazyk a*b*c*, jazyk {a"b™c™ | n € Ny} neni bezkontextovy. Pokud bychom pfedpoklédali, ze L
je bezkontextovy, pak dle uzavienosti tfidy CFL na prunik s regularnim jazykem musi nutné
byt bezkontextovy i jazyk {a™b"c" | n € Ng}. To v8ak uréité neni. L tedy neni bezkontextovy.



Dikaz (2a: prunik).

Protipiikladem: Budte
Ly ={a™b"c™ | m,n > 1},

Ly = {a™b"c" | myn > 1},
které jsou bezkontextové. Uvazujeme-li jejich prunik L = L; N Lo, zjistime, ze je to jazyk
{a™b"c" | n > 1}. Ten ale neni podle Pumping lemmatu bezkontextovy.
Poznamka.

Jisté budete namitat, jak je mozné, zZe t¥ida CFL je uzaviena na prunik s regularnim jazykem,
ale uz ne s bezkontextovym jazykem. Vysvétleni je nasnadé: provadime-li synchronni paralelni
kompozici dvou zasobnikovych automatii, nevime si rady s tim, jak ze dvou ptivodnich zasobnik
yudélat® jeden.

Dikaz (2b: doplnék).

Predpokladejme sporem, ze tfida bezkontextovych jazykt je uzaviena na doplnék. Mé&jme dva
bezkontextové jazyky L, Lo. Dle Morganovych pravidel plati

Ly N Ly = co-(co-L1 U co-Ls).

Predchozi rovnost je zaloZena pouze na konstrukci sjednoceni a doplinkd do mnozin Lq ¢ Lo,
diky niz ziskdme jazyk L, N Lo. Protoze jsme predpokladali, Ze tfida CFL je uzaviena na operaci
doplnék, je i jazyk L; N Ly bezkontextovy. To je vSak spor: tfida CFL neni uzaviena na operaci
prunik. Predpoklad uzavienosti na doplnék je tedy chybny a tfida bezkontextovych jazykt neni
uzaviena na doplnék.

Priiklad 2.

O kazdém z nasledujicich tvrzeni rozhodnéte, zda jsou pravdiva ¢i ne. Sva rozhodnuti vysvétlete.
1. Jsou-li Ly, Ly bezkontextové jazyky, pak je Ly U Lo kontextovy jazyk.
2. Je-li Ly bezkontextovy a L; N Ls neni bezkontextovy, pak Lo neni také bezkontextovy.
3. Je-li Ly reguldrni a Lo bezkontextovy jazyk, pak jazyk co-(L1 N Lg) je bezkontextovy.

4. Je-li Ly koneény a Lo bezkontextovy jazyk, pak jazyk co-(L; N La) je bezkontextovy.



