1 Rozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

Prostfednictvim tohoto dokumentu se budeme zabyvat otadzkami tykajicimi se t¥idy bezkontex-
tovych jazykl a ptat se, zda jsme schopni algoritmicky rozhodnout, mé-li jazyk L(G) urcitou
vlastnost (G je libovolnd CFG). Napf. je-li koneény, patii-li do néj vybrané slovo, zda je prazdny
atd.

Na spoustu otédzek odpovéd nalezneme, protoze jiz dany algoritmus zname — miZeme tedy
problém urceni vlastnosti povazovat za rozhodnutelny. Najdeme vSak i problémy, pro néz ne-
zname algoritmus k jejich feseni a které jsme schopni Fesit pouze svou intuici, ne vSak algorit-
mem. Takové problémy povazujeme za nerozhodnutelné.

1. Problém pfislusnosti do jazyka

Zname algoritmus, ktery pro dané slovo w a danou bezkontextovou gramatiku G dokéze roz-
hodnout, zda w € L(G).

Poznamka.

Jedn4 se bud o

1. nedeterministickou syntaktickou analyzu (shora dolti ¢i zdola nahoru),

2. pripadné deterministickou syntaktickou analyzu pomoci C-Y-K algoritmu.

2. Problém prazdnosti jazyka

Existuje algoritmus, ktery pro danou bezkontextovou gramatiku G rozhodne, zda jazyk L(G)
je prazdny ¢i nikoliv.

Poznamka.

I tento algoritmus zname, i kdyz to mozné neni na prvni pohled patrné. Mozna si vzpominate
na postup pro pfevod libovolné bezkontextové gramatiky na redukovanou, kterd jiz neobsahuje
nepouzitelné symboly 1. typu, ¢ili nenormované symboly. Uvadeéli jsme si, jak tento typ neter-
minali odstranit. Budovali jsme postupné mnoziny Ny, N1, ..., N;, do kterych jsme pridavali
netermindly, které je mozné prepsat na terminalni fetéz v i krocich (i € Np). Konstrukece skon-
¢ila v pripadé, ze se dvé mnoziny N a Ni_; nelisily. V tom pfipadé€ jsme polozili N, = Nj a
netermindly patfici do N, prohlasili za normované (pouzitelné 1. typu), ostatni naopak nikoliv.

Pokud se nyni zaméfime pouze na startovni neterminal S, tak v pfipadé, ze S € N, je mozné
S odvodit na termindlni fetéz. V tu chvili vSak L(G) neni prazdny. Jestlize vSak neterminél S
neobjevime v mnoziné N,, pak mizeme L(G) prohlésit za prazdny jazyk.

Priklad 1.

Bud déna bezkontextova gramatika G = ({S, 4, B, C}, {a, b}, P, S), kde mnozina pravidel P je
nasledujici:

S — aAB|WC
A — aBB

B — SC|bb
C — SaB

Zjistéte, zda jazyk L(G) je prazdny ¢ nikoliv.



ReSeni. Nejprve definujeme mnozinu Ny = (.

1. Hledame neterminaly X gramatiky G, které lze pfepsat v jednom kroku na terminélni
fetéz w, tj. takové symboly X, pro které v mnoziné P existuje pravidlo X — w, kde
w € ¥*. Takovou vlastnost ma pouze netermindl B, tj. polozime N; = {B}.

2. Do mnoziny Ny pfidame takové neterminaly X, pro které existuje pravidlo X — «, kde
a € (XU Np)*. Zjistujeme, Ze tuto podminku spliiuje pravidlo A — aBB, kde B € Nj.
Do N, tedy vloZime symboly B, A.

3. Vsimnéte si pravidla S — aAB, které obsahuje bud terminal a nebo neterminély patiici
do N3. Je tedy patrné, ze S vlozime do N3 spolecné s A, B.

4. Posledni krok je jiz pro nas nepodstatny, pfesto i neterminal C' lze prepsat na terminalni
fetéz, nebot pravidlo C' — SaB obsahuje pouze terminaly ¢ netermindly patiici do Ns.

Mnozina Ny = {S, A, B,C}, tedy z S lze vyderivovat terminalni fetéz, tim padem L(G) # 0.

3. Problém konec¢nosti jazyka

Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G rozhoduje, zda L(G) je
koneény ¢i nikoliv.

Véta 1 (aplikace Pumping lemmatu).

Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze sestrojit ¢isla m, n takovd, ze L(G) je nekonecny, pravé
kdyz existuje slovo z € L(G) takové, ze m < |z| < n.

Dukaz.

Je-li gramatika G bezkontextovd, pak i jazyk L(G) je bezkontextovy. Pfedpokladejme (bez Gjmy
na obecnosti), ze G je v .Chomského normalni formé. Podle Pumping lemmatu existuji ¢isla p, ¢
takové, Ze libovolné slovo z € L(G), |z| > p, miZeme rozdélit na pét ¢asti wvwzy, kde:

1. vz # ¢,

2. Jowz| < ¢,

3. w'wr'y € L(G) pro kazdé i € Ny.
Polozme m = p, n =p+q.

<: Predpokladejme, Ze existuje slovo z € L(G) takové, ze m < |z| < n. Nahradime-li p za
m, ziskdvdme nerovnost |z| > p. Dle Pumping lemmatu pak plati, ze z = wvwzy, kde
vr # ¢, jvwz| < ¢ a wiwaly € L(G) pro Vi € Ny. Jazyk L(G) obsahuje nekone¢né mnoho
slov uv'wzty, &ili je nekoneény.

=: Pfedpokladejme, ze L(G) je nekoneény. Urcité existuje nekoneéné mnoho slov z € L(G),
|z] > p = m. Oznaéme M = {z € L(G),|z| > p}. Vyberme slovo z € M, které ma
minimalni délku. Nasim ukolem je ukazat, Ze délka slova z je ohranidend i shora, tj.
lz2[ <p+q.

Pfredpoklddejme sporem, Ze z m4 tu vlastnost, ze |z| > p+q. Opét miizeme pouzit Pumping
lemma: tedy 2 lze rozdélit na 5 ¢asti uvwary tak, ze ve # ¢, |vwz| < q a wiwrly € L(G)
pro libovolné i € Np.



Pro i = 0 dostéavame, ze uwy € L(G). Protoze vz # ¢, plati, ze |uwy| < |uvway|. Jelikoz
luvwzy| >p+q A Jowz| <q,

dostavame, Ze |uwy| > p+q—q = p. To vSak znamend, Ze slovo vwy patii do mnoziny M a
ma pritom prokazatelné mensi délku nez z = uvwaxy. Dochazime ke sporu s predpokladem,
ze slovo z € M mé minimalni délku ze vSech slov mnoziny M. N&S§ Gvodni predpoklad, ze
|z| > p+ g, je mylny a plati opak: |z| < p 4 ¢g. Dadme-li v§e dohromady:

m=p<|z|<p+qg=n.

Definice — vlastnost sebevlozZeni

Bud G = (N, X, P, S) bezkontextové gramatika. Reknéme,7e G m4 vlastnost sebevloZeni pravé
tehdy, kdyZ existuje A € N, u,v € X1 takové, Zze A =* uAv.

Jazyk L ma vlastnost sebevlozeni, pravé kdyz kazda gramatika, které jej generuje, ma vlast-
nost sebevlozeni.

Priklad 2.

Méjme bezkontextovou gramatiku G = ({S, A, B}, {a,b}, P, S), kde mnoZina pravidel P je né-
sledujici:

S — aladA
A — DA|Bb|D
B — Aalb

Ukazte, zda gramatika G ma vlastnost sebevlozeni.

Reseni. Uvedme nasledujici derivaci v gramatice G:
A= bA = bBb=bAaab

Vsimnéte si, e A =1 bAaab, z éehoz vyplyva, Ze G m4 vlastnost sebevloZeni.

Priklad 3.
Je déna bezkontextovéa gramatika G = ({S}, {a, b}, P, S), kde mnozina pravidel
P={S—aS|Sb|a}.
Zkuste promyslet odpovédi na nasledujici otazky a zdtvodnit Vas nazor.
1. M4 gramatika G vlastnost sebevlozeni?
2. Urdete jazyk L(G).
M4 jazyk L(G) vlastnost sebevlozeni?

Je jazyk generovany gramatikou G regularni?

orok W

Jaky je vztah mezi vlastnosti sebevlozeni a regularitou?



Poznamka.

Odpovéd na otédzku 5. podava i nasledujici véta, jejiz diikaz nebudeme uvadét.

Véta 2 (vztah mezi regularitou a sebevlozenim).

Jazyk L neni regularni pravé tehdy, kdyz méa vlastnost sebevlozeni.

2 Nerozhodnutelné problémy pro bezkontextové jazyky

1. Problém regularity

Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G rozhodl, zda je
regularni ¢i neni.

Poznamka.

Je sice pravda, ze jazyk L(G) je reguldrni, pravé kdyz gramatika G nemé vlastnost sebevlozeni
(dle Véty 2). Neexistuje vak postup, jak ur¢it, ze dana gramatika ma ¢i nem4 vlastnost sebevlo-
Zeni. VSe je opét zalezitosti nasi intuice, zda jsme schopni najit derivaci znamenajici potvrzeni
vlastnosti sebevlozeni.

2. Problém univerzality

Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G = (N, X, P, S)
rozhodl, zda L(G) = ¥*.

3. Problém ekvivalence a inkluze

Neexistuje algoritmus, ktery by pro dvé libovolné bezkontextové gramatiky G1, G2 rozhodl, zda
L(G1) = L(G2), ptipadné L(G1) C L(G3) ¢ naopak.

Poznamka.

Plyne pravé z nerozhodnutelnosti problému univerzality.



