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ešené p íklady z diferenciálního po tu funkcí jedné prom nné. 

 
Vypracoval: RND.Št pán Mikoláš 
Tent o mat er i ál  j e ur �en j ako pomocný u�ební  t ext  pr o posl ucha�e 
kombi novaného st udi a na ESF v Br n�.  
 
                    Limita. 
   Pojem limity je st žejním pojmem matematické analýzy. Proto  mu i v této stru né sbírce 
p íklad   budeme v novat více pozornosti. 
   Obecná definice limity funkce - založená na pojmu okolí bodu na rozší ené reálné ose – 
zahrnuje všechny p ípady limit. Je uvedena na str. 75-76  DSO Matematika B. Pro lepší 
pochopení uvedeme definici limity pro n které zvláštní p ípady. 
 
Definice (vlastní limity ve vlastním bod ) 
Nech  ∈L,x 0 R.  ekneme, že 

0xx
lim
→

f(x)= L, jestliže pro každé 0>ε  existuje 0>δ  takové, že  

pro každé x∈ R : 0< δ<− 0xx    platí  ε<− L)x(f  .  

 
Definice (vlastní limity v nevlastním bod ) 
Nech  L∈ R. ekneme, že 

∞→x
lim f(x) L= , jestliže pro každé 0>ε existuje A > 0 takové,   

že pro každé x ∈ R:  x > A platí  ε<− L)x(f  .   

 
Definice (nevlastní limity ve vlastním bod ) 
Nech  ∈0x  R. ekneme, že 

0xx
lim
→

f(x) = ∞  , jestliže ke každému M > 0 existuje 0>δ  takové, 

že pro každé x∈ R : 0< δ<− 0xx    platí  f(x) > M. 

 
Definice (nevlastní limity nevlastním bod ) 

ekneme, že 
∞→x

lim f(x) = ∞  , jestliže ke každému M > 0 existuje A > 0 takové, že pro každé  

x ∈ R:  x > A  platí  f(x) > M.  
Poznámky  
1.:  ísla εδ,  v p edchozích definicích jsou velmi malá kladná ísla, ísla A,M jsou 
      velká kladná ísla. 
2. Podobn  lze vyslovit definice ostatních p ípad  limit. 
3. Smysl p edchozích definic je patrný z obrázk  na stran  2. 
 
Uvedeme ješt  n která tvrzení o limitách: 
V ta. Funkce f má v libovolném bod�  nejvýše jednu limitu. . 
 
V ta. Nech�  existují ob�  limity 

0xx
lim
→

f(x) = A , 
0xx

lim
→

g(x) = B, kde A,B∈  R.  Pak platí: 

    1.  
0xx

lim
→

(f(x) ±  g(x)) = A B±  2.  
0xx

lim
→

(f(x) ))x(g⋅ =AB, 3. Je-li B pak,0≠
B

A

)x(g

)x(f
lim

0xx
=

→
. 
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V ta (o limit  složené funkce)  
Nech�  

∞→x
lim ϕ (x) = α  a nech�  funkce f  je spojitá v bod�  α . Pak platí, že 

0xx
lim
→

f( ϕ (x)) = f(
0xx

lim
→

))x(ϕ = f( )α  . 

 
V ta.  
Nech�  ∈L,x 0 R, L 0≠ . Nech�   

0xx
lim
→

f(x)= L,  
0xx

lim
→

g(x)= 0. Nech�  existuje 0>δ takové, 

že pro každé x∈  R : 0< δ<− 0xx    platí   �
�

�
�
�

�
<> 0

)x(g

)x(f
0

)x(g

)x(f
. 

Potom  [ ]∞−∞=
→ )x(g

)x(f
lim

0xx
. 

Poznámka.  Všechna výše uvedená tvrzení lze vyslovit též pro limitu zprava a limitu zleva. 
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V ta. Nech�  existuje 0>δ  takové, že pro všechna ∈x R: δ<−< 0xx0  platí rovnost 

f(x) = g(x). Pak 
0xx

lim
→

f(x)= A  ⇔  
0xx

lim
→

g(x)= A, kde A∈R*   . 

Poznámka. Z této v ty vyplývá, že p i výpo tu limity m žeme zlomek krátit nebo rozši ovat 
výrazem, jehož limita v daném bod  je rovna nule. 

 

V ta.  Platí: 
∞→x

lim f(x) = ��
�

	



�

�
+→ y

1
flim

0y
 ,  

−∞→x
lim f(x) = ��

�

	



�

�
−→ y

1
flim

0y
. 

 
 Poznámka. P i výpo tu limity 

0xx
lim
→

f(x)  vždy nejprve dosazením  0x  do funkce f(x) 

zjistíme, o jaký typ výrazu se jedná. 
 
P íklady.  
Ve všech následujících p íkladech spo ítejte limitu: 

1. 
( )( )
( )( ) 2

3

6

2x

1x
lim

2x5x

1x5x
lim

10x7x

5x4x
lim

5x5x2

2

5x
==

−
+=

−−
+−=

+−
−−

→→→
  

 

2. 
( )( )

( )( )
( )( ) ( ) 21xxlim

1x

1x1xx
lim

1x1x

1x1xx
lim

1x

xx
lim

1x1x1x

2

1x
=+=

−
+−=

+−
+−=

−
−

→→→→
 

 

3. 
( )( )

( )( )
( )( ) ( ) 422xlim

2x

22x2x
lim

22x22x

22x2x
lim

22x

2x
lim

2x2x2x2x
=++=

−
++−=

++−+
++−=

−+
−

→→→→
 

 
  

4. ( )( ) ( )( ) ( )( ) =
+−

−=
+−

−+=��
�

	



�

�

+−
−

−
=�

�

	


�

�

−−
−

− →→→→ 2x3x

3x
lim

2x3x

52x
lim

2x3x

5

3x

1
lim

6xx

5

3x

1
lim

3x3x3x23x
 

    = 
5

1

2x

1
lim

3x
=

+→
 

 

5. 
4

3

y7y34

y5y23
lim

y

y7y34

y

y5y23

lim
7

y

3

y

4

5
y

2

y

3

lim
7x3x4

5x2x3
lim

2

2

0y

2

2

2

2

0y

2

2

0y2

2

x
=

−+
+−=

−+

+−

=
−+

+−
=

−+
+−

+++ →→→∞→
 

 

6. =

−
+

+

=
+

+

=
+

+

=
+

+
=

+

+
−−−− →→→→−∞→

y

2y

y

y1

lim

y

2y

y

y1

lim

y

2y

y

y1

lim

y

2
1

1
y

1

lim
x21

1x
lim

20y20y

2

20y

2

0y2x
 

     
2

2

2

1

2y

y1
lim

20y
−=−=

+

+−=
−→
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7. 
( )31x 1x

1x2
lim

−
−

→
  .  

    Po dosazení ísla x = 1 dostaneme v itateli 1, ve jmenovateli 0. P íklad budeme ešit podle 
    poslední v ty ze strany 2. 
 
 ( )1,1 δ−  ( )δ+1,1  
2x-1       +       + 

( )31x −         -       +  
 

 

( ) ( ) ∞=
−
−−∞=

−
−

+− →→ 31x31x 1x

1x2
lim,

1x

1x2
lim  

( )31x 1x

1x2
lim

−
−

→
  neexistuje  

 
  

8. 
( )( )

( ) 2x

3x
lim

2x

3x2x
lim

4x4x

6xx
lim

2x22x2

2

2x −
+=

−−
+−=

−+−
−+

→→→
 

 
 
 ( )2,2 δ−  ( )δ+2,2  
x+3        +         + 
2-x        -         + 

 

x2

3x
lim

4x4x

6xx
lim

2x2

2

2x −
+=

−+−
−+

→→
neexistuje 

 
 

∞=
−
+−∞=

−
+

+− →→ x2

3x
lim,

x2

3x
lim

2x2x
 

 
 

 
 
 

Derivace. 
 
   Dalším d ležitým pojmem je pojem derivace. 
 
    

Definice.  
Nech  funkce je definována v bod  0x .Existuje-li 

                                           
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

→
 , 

nazýváme tuto limitu derivací funkce f(x) v bod�  0x a zna� íme  f’ ( 0x ) 

    Poznámky. 

    1. Obdobn  nazýváme  
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

−→
 derivací funkce f(x) bod�  0x zleva, zna� íme       

( )0xf −′ a   
0

0

xx xx

)x(f)x(f
lim

0 −
−

+→
 derivací funkce f(x) bod�  0x zprava, zna� íme ( )0xf +′ .  

   2. Geometrický význam derivace je patrný z následujícího obrázku. 
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Definice.    
Bu  f(x) funkce, 0x bod. P ímku t,  která prochází bodem T= ( )[ ]00 xf,x  a má sm rnici  

f’ ( 0x ) nazýváme te� nou ke grafu funkce y=f(x) v bod  T. Její rovnice je 

                                     y – f( 0x ) = f ′ ( 0x ).(x - 0x ). 

P ímku n, procházející bodem T kolmo k te n  t nazýváme normálou ke grafu funkce y=f(x) 
v bod  T. Je-li  f ′ ( 0x ) 0≠ ,  má normála rovnici 

                                     y – f( 0x ) = ).xx(
)x(f

1
0

0

−⋅
′

−  

Je-li f ′ ( 0x ) = 0, má normála rovnici    x = .x 0  

 
V ta. (pravidla pro po ítání s derivacemi) 
Nech�  funkce f,g mají na množin�  M derivaci. Pak pro všechny body ∈x M platí: 

[ ] )x(fc)x(cf ′=′  

[ ]
[ ]

0)x(gpro
)x(g

)x(g)x(f)x(g)x(f

)x(g

)x(f

)x(g)x(f)x(g)x(f)x(g)x(f

)x(g)x(f)x(g)x(f

2
≠

′−′
=

′

�
�

�
�
�

�

′+′=′
′±′=′±

 

 
V ta (o derivaci složené funkce) 
Nech�  funkce )x(gu = má derivaci v bod�  0x  a nech�  funkce )u(f má derivaci v bod�  

).x(gu 00 = Pak složená funkce ( )[ ]xgf)x(h =  má derivaci v bod�  0x  a platí 

                                 )x(g)u(f)x(h 000 ′⋅′=′  . 

 
   Poznámka. Tedy v obecném bod  lze psát  ( )[ ] ( )[ ] ( )xgxgf}xgf{ ′⋅′=′  . 
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V ta (p ehled vzorc  pro derivování) 
Pro derivace elementárních funkcí platí: 

( ) xcosxsin =′  

( )
xcos

1
xtg

2
=′  

( )
2x1

1
xarcsin

−
=′  

( )
2x1

1
xarctg

+
=′  

( ) xx ee =′
 

( )
x

1
xln =′  

 
0c =′  

 

( ) xsinxcos −=′  

( )
xsin

1
xgcot

2
−=′  

( )
2x1

1
xarccos

−
−=′  

( )
2x1

1
xgcotarc

+
−=′  

( ) alnaa xx ⋅=′
 

( )
alnx

1
xloga ⋅

=′  

( ) R∈=′ − s,sxx 1ss  

Tyto vzorce platí všude tam, kde jsou p� íslušné funkce definovány. 
Poznámka. Na další vztahy se dívejte jako na návod k po ítání, nejsou to vzorce k zapamatování. 
Jedná se o derivaci tzv. „ funkce na funkci“. 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ���
	




�

� ′
+′=��

�

	



�

� ′
+′=

′
=

′ ⋅⋅

xf

xf
xgxflnxgxf

xf

xf
xgxflnxgeexf xgxflnxgxflnxgxg

 
Poznámka.   Na p íkladu funkce xarcsin uve me  jednoduchý výpo et derivace inverzní funkce.    
                     Platí 
                     ( ) xxarcsinsin =      celý vztah derivujeme: 

                     ( ) ( ) 1xarcsinxarcsincos =′⋅  a odtud vypo teme 

                     ( ) ( ) ( ) 22 x1

1

xarcsinsin1

1

xarcsincos

1
xarcsin

−
=

−
==′  

 
P íklady. 
V následujících p íkladech vypo ítejte první derivaci funkce y = f(x). 
 

1.  
2x2x

x
y

23

2

+−
=                

( ) ( )
( ) ( )223

4

223

2223

3x2x

x4x

2x2x

x4x3x2x2xx2
y

+−
+−=

+−
−−+−=′  

2.   ( ) xcos2x3xy 2 −+=       ( ) ( ) xsin2xcos3xxcos3x2y 2 −+−+=′  

3.   2x1xy +=                     

      ( )
2

2

2

2
22

1
22

x1

x21

x1

x
x1x2x1

2

1
xx11y

+

+=
+

++=⋅+⋅++⋅=′ −
           

4.   ( )2x2xey 2x +−=            ( ) ( ) 2xx2x xe2x2e2x2xey =−++−=′  

5.   ( )2xxsiny 32 +−=  

      ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2xx2sin1x31x3.2xxcos2xxsin2y 32233 +−⋅−=−+−+−=′  
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6.    
xsin1

xsin1
lny

+
−=   . Funkci upravíme 

xsin1

xsin1
ln

2

1

xsin1

xsin1
lny

2

1

+
−=�

�

	


�

�

+
−=  a pak derivujeme 

        
( )

( ) ( )
=

+
−⋅

−
+⋅=

+
⋅−−+⋅−⋅

−
+⋅=′

22 xsin1

xcos2

xsin1

xsin1

2

1

xsin1

xcos)xsin1(xsin1xcos

xsin1

xsin1

2

1
y  

 

         
xcos

1

xcos

xcos

xsin1

xcos
22

−=−=
−
−=  

 

 7. xxy =  . Funkci  upravíme na tvar ( ) xlnxxxln eey ⋅==   a pak derivujeme: 

      ( )xln1x
x

1
xxlney xxlnx +⋅=�

�

	


�

� ⋅+=′ ⋅  

8. xarctg
2

1

x1

x1
ln

4

1
y −

−
+=  

     
( ) ( )

( )
( )

4

2

4

22

2222 x1

x

x1

x1x1

2

1

x1

1

2

1

x1

1

2

1

x1

1

2

1

x1

1x1x1

x1

x1

4

1
y

−
=

−
−−+⋅=

+
⋅−

−
⋅=

+
⋅−

−
−⋅+−−⋅

+
−⋅=′

 
9. Vypo t te tvrtou derivaci funkce xlnxy 3=  . 

     2232 xxlnx3
x

1
xxlnx3y +=⋅+=′  

      x5xlnx6x2
x

1
x3xlnx6y 2 +=+⋅+=′′  

      11xln65
x

1
x6xln6y +=+⋅+=′′′  

       ( )
x

6
y 4 =  

 
V následujících p íkladech ur ete rovnici te ny a normály ke grafu funkce y=f(x) 
v bod  T=[ ( )00 xf,x ]. 

 
10.  ( ) [ ]?,1T,xexf x2 −==  

        Nejprve spo teme druhou sou adnici bodu T:  f(-1) = 2e−−  , [ ]2e,1T −−−=  
         Dále spo teme derivaci funkce f(x): 
         ( ) x2x2 xe2exf +=′   a její hodnotu v bod  -1: 

          ( ) 222 ee2e1f −−− −=−=−′  

        Rovnice te ny je  t:          ( )1xeey 22 +−=+ −−   , 

        Rovnice normály je n:       ( )1xeey 22 +=+ −  
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11.  ( ) ( ) [ ]?,2T,x31xxf 3 =−⋅+=  

        ( ) [ ]3,2T,32332f 3 ==−⋅=  

         ( ) ( )
( )3 2

3

x33

1
1xx3xf

−⋅

−++−=′  

         ( ) 0112f =−=′   
          te na t má rovnici:     y = 3       ,  normála n má rovnici:     x = 2   
 

Extrémy a monotónnost funkcí. 
 

Definice. 
íkáme, že funkce f(x) má v bod  0x  lokální maximum [respektive lokální minimum ], 

jestliže existuje takové 0>δ  , že funkce f(x) je definována na intervalu ( )δ+δ− 00 x,x a platí 

( ) ( )0xfxf ≤    [respektive ( ) ( )0xfxf ≥ ]  pro všechna ( )δ+δ−∈ 00 x,xx .  

Poznámka. 
Pokud nerovnosti v p edchozí definici jsou pro x 0x≠  ostré, mluvíme o vlastním lokálním 

maximu [respektive o vlastním lokálním minimu].  
 

Definice. 
ekneme, že funkce f(x) má absolutní maximum [respektive absolutní minimum] na množin  

M v bod  Mx 0 ∈ , jestliže je funkce f(x) definována na množin  M a platí ( )0xf)x(f ≤  

[ respektive  ( ) ( )0xfxf ≥  ] pro všechna .Mx ∈  
 

V ta. (Monotónnost funkce na intervalu) 
Nech�  funkce f(x) je spojitá na intervalu I a nech�  I0  je množina všech vnit� ních bod�  intervalu I. 
Nech�  funkce f(x) má na intervalu I0   derivaci. 
Jestliže ( ) 0xf >′  [  respektive ( ) 0xf ≥′ ]  pro x∈ I0  ,,potom f(x) je rostoucí [ respektive 
neklesající ]  na intervalu I. 
Jestliže ( ) 0xf <′  [  respektive ( ) 0xf ≤′ ]  pro x∈ I0  ,,potom f(x) je klesající [ respektive 
nerostoucí ]  na intervalu I. 
 

V ta.  
Nech�  funkce f(x) má v bod�  xo lokální extrém  a nech�  existuje derivace f’ (xo). Pak je f’ (xo) = 0. 
 

Poznámka. Funkce m že mít lokální extrém jen v bodech, ve kterých je její první derivace 
rovna nule, nebo v nichž první derivace neexistuje. 
 

V ta.  Nech�  ( ) 0xf 0 =′ . Je-li ( ) 0xf 0 >′′   [ respektive je-li ( ) 0xf 0 <′′ ] , má funkce f(x) 

v bod�  0x lokální minimum [ respektive lokální maximum] . 
 

V ta. Nech�  ( ) 0xf 0 =′ a nech�  existuje 0>δ tak, že pro ( )00 x,xx δ−∈  je ( )xf ′  definována 

a platí ( ) 0xf <′   [ respektive ( ) 0xf >′ ]   a pro ( )δ+∈ 00 x,xx  je ( )xf ′  definována a platí 

( ) 0xf >′  [ respektive ( )0xf <′ ] .Potom má funkce f(x) v bod�  0x  lokální minimum 

[ respektive lokální maximum] . 
V ta. Bu�  f(x) funkce definovaná na intervalu J a nech�  má v bod�  Jx 0 ∈   absolutní 

extrém. Pak 0x  je koncový bod intervalu nebo má funkce f(x)  v bod�  0x lokální extrém. 
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P íklady. 
V následujících p íkladech ur ete intervaly monotonnosti a lokální extrémy funkce f(x). 
 

1. 3xx3)x(f −=  

    ( ) ( )( )x1x13x33xf 2 +−=−=′    , ( ) 1x1x0xf =∨−=⇔=′  
interval ( )1,−∞−  ( )1,1−  ( )∞,1  
f ′          -       +        - 
f   klesá    roste klesá 
 

f(-1) = -2   je lokální minimum ,  f(1) = 2   je lokální maximum 
 

2. f(x) = 
2x1

x2

+
 

     ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( )2222

2

22

2

x1

x1x12

x1

x22

x1

x2x2x12
xf

+
+−=

+
−=

+
⋅−+=′  

 
interval ( )1,−∞−  ( )1,1−  ( )∞,1  
f ′          -       +        - 
f   klesá    roste klesá 
 

f(-1) = -1   je lokální minimum ,  f(1) = 1   je lokální maximum 
 
3. Ur ete absolutní extrémy funkce f(x) = 1xx2x 23 −+−   na intervalu   <0,4>. 
    Nejprve ur íme lokální extrémy: 
     ( ) 1x4x3xf 2 +−=′  = 0 

     
�


�
�

=−±=
1
3

1

3

342
x 2,1                     ( ) ( )1x

3

1
x3xf −�

�

	


�

� −=′  

 

interval 
�
�

	


�

� ∞−
3

1
,  �

�

	


�

�
1,

3

1
 

( )∞,1  

f ′          +       -        + 
f   roste    klesá    roste 
 

27

23

3

1
f −=�

�

	


�

�
  je lokální maximum  ,   f(1) = -1  je lokální minimum 

 

Nyní spo teme funk ní hodnoty v koncových bodech intervalu <0,4>. 
f(0) = -1  ,  f(4) = 35   a porovnáme je s lokálními extrémy. 
Absolutní maximum je   f(4) = 35, absolutní minima jsou   f(0) = f(1) = -1. 
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Konvexita a konkávnost funkce. Inflexní body. 
 

 P esná definice konvexity a konkávnosti a pr b hu funkce nad te nou a pod te nou viz 
DSO str. 144-149. 
 

Definice. 
ekneme, že funkce f(x) probíhá v bod  xo   nad te� nou [respektive pod te� nou], když 

existuje takové ,0>δ  že na intervalu ( )δ+δ− 00 x,x   je definována funkce  

                                     ( ) ( ) ( )( )000 xxxfxfxf)x( −′−−=Φ  

a ( ) 0x >Φ   [respektive ( ) 0x <Φ ]   pro ( ) ( )δ+∪δ−∈ 0000 x,xx,xx . 

ekneme, že bod 0x  je inflexním bodem funkce f(x), jestliže 

( ) 0x >Φ  pro ( )00 x,xx δ−∈   a  ( ) 0x <Φ  pro ( )δ+∈ x,xx 0  nebo 

( ) 0x <Φ  pro ( )00 x,xx δ−∈   a  ( ) 0x >Φ  pro ( )δ+∈ x,xx 0  

 
. 
Poznámky. 

1. Názorn  lze íct, že funkce probíhá v daném bod  nad te nou, jestliže v jistém okolí 
tohoto bodu leží všechny body grafu funkce nad grafem te ny. 
Funkce má v daném bod  inflexní bod, jestliže v n m její graf p echází „ z pod te ny 
nad te nu“ nebo „z nad te ny pod te nu“. 

2. Pro naše ú ely m žeme pojem konvexní ztotožnit s pojmem leží nad te nou, 
pojem konkávní ztotožnit s pojmem leží pod te nou. 
 

V ta. Nech�  I je otev� ený interval a funkce f(x) mám druhou derivaci na I. 
 Je-li 0)x(f >′′ pro každé Ix ∈ , pak je f(x) na I konvexní. 
 Je-li 0)x(f <′′ pro každé Ix ∈ , pak je f(x) na I konkávní. 
 
V ta. Nech�  0x  je je inflexní bod funkce f(x). Existuje-li ( )0xf ′′ , pak je ( )0xf ′′ =0. 

 
Poznámka. Funkce m že mít inflexi pouze v bodech, v nichž je druhá derivace rovna nule 
nebo v nichž druhá derivace neexistuje. 
 
V ta. Nech�  ( ) 0xf 0 =′′  a nech�  existuje 0>δ  tak, že pro ( )00 x,xx δ−∈   je  ( )xf ′′  definována 

a platí ( ) 0xf <′′   [ respektive ( ) 0xf >′′ ]   a pro ( )δ+∈ 00 x,xx   je  ( )xf ′′  definována a platí 

( ) 0xf >′′  [ respektive ( )0xf <′′ ] .Potom má funkce f(x) v bod�  0x  inflexi. 

 
V ta.  Nech�  ( ) 0xf 0 =′′ . Je-li ( ) 0xf 0 ≠′′′ , má funkce f(x) v bod�  0x inflexi. 

P íklady. 
 

V následujících p íkladech ur ete intervaly konvexity a konkávnosti a inflexní body f(x). 
 

1. ( ) 50x48x12xxf 234 −+−=  

    ( ) x96x36x4xf 23 +−=′  

     ( ) ( )( )4x2x12)8x6x(1296x72x12xf 22 −−=+−=+−=′′ =0 
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interval ( )2,∞−  ( )4,2  ( )∞;4  
f ′′          +       -        + 
f   konvexní  konkávní konvexní 
 

f(2) = 62   a    f(4) = 206   jsou inflexní body 
 
2.  ( ) xarctgexf =  

      ( )
2

xarctg

x1

e
xf

+
=′  

       ( )
( )

( ) ( ) ( )x21
x1

e

x1

x2ex1
x1

e

xf
22

xarctg

22

xarctg2
2

xarctg

−⋅
+

=
+

⋅−+⋅
+=′′  

 

        výraz  ( )22

xarctg

x1

e

+
 > 0 pro všechna ∈x R , takže znaménko ( )xf ′′  závisí pouze na (1-2x) 

       
interval 

       �
�

	


�

� ∞−
2

1
,         �

�

	


�

� ∞,
2

1
 

f ′′               +               - 
f   konvexní  konkávní 
 

( )
589,1e

2

1
f 2

1arctg ==�
�

	


�

�
�   je inflexní bod 

 
 

l’Hospitalovo pravidlo 
 
V ta. Nech  je spln na jedna z podmínek: 
1. ( ) ( ) 0xglimxflim

00 xxxx
==

→→
  , 

2. ( ) .xglim
0xx

+∞=
→

 

Existuje-li (vlastní nebo nevlastní) 
( )
( )xg

xf
lim

0xx ′
′

→
 , pak existuje také 

( )
( )xg

xf
lim

0xx→
  a platí: 

                                          
( )
( )

( )
( )xg

xf
lim

xg

xf
lim

00 xxxx ′
′

=
→→

 . 

Obdobné tvrzení platí i pro jednostranné limity a limity v nevlastních bodech. 
 
Poznámka. L’Hospitalovo pravidlo se používá pro výpo et limit typu  

∞
∞

∞
,

c
,

0

0
  ale lze je použít i pro limity typu  00 ,0,1,,0 ∞∞−∞∞⋅ ∞ . 
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P íklady. 
Vypo ítejte limity: 
 

1. 
4

3

8

6
lim

3x8

2x6
lim

7x3x4

5x2x3
lim

xx2

2

x
==

+
−=

−+
+−

∞→∞→∞→
 

 

2. 
( ) ( )

10
2

20

2x20

x120
lim

x2x5

5x15
lim

3

3

0x4

4

0x
==

+
+=

+
−+

→→
 

 

3. 
( )

2
xcos

2
lim

xsin

xsin
xcos

2

lim
xcos1

1
xcos

1

lim
xsinx

xtgx
lim

20x

3

0x

2

0x0x
==

−⋅�
�

	


�

� −

=
−

−
=

−
−

→→→→
 

 

4. 
6

6

1

7x

3

2

2

1

7x
2

1

3

2

7x

33

7x 73

2
x

3

2
limx

3

2
lim

x
2

1

x
3

1

lim
7x

7x
lim ===

�
�

	


�

�

�
�

	


�

�

=
−
− −

→

−

→−

−

→→
 

5. 
( )

( ) 2
2

4
lim

x2

2x4
lim

x1

x2x2
lim

x1x

1xx2
lim

x

1

1x

x
x1

2

lim

x

1
1ln

xarctg2
lim

xx2

2

2

2

x

2

2

xx
==+=

+
+=

+
+=

�
�

	


�

� −⋅
+

+
−

=
�
�

	


�

� +

−π
∞→∞→∞→∞→∞→

 

 

6.  3
x

3
cos3lim

x

1
x

3
cos

x

3

lim

x

1
x

3
sin

lim
x

3
sinxlim

x

2

2

xxx
=�

�

	


�

�=
−

�
�

	


�

�
�
�

	


�

� −

=
�
�

	


�

�

=�
�

	


�

�⋅
∞→∞→∞→∞→

 

 

7.  =
⋅+

−⋅−=
⋅

−⋅=�
�

	


�

� −=�
�

	


�

� −
→→→→ xcosxxsin

xcosxsinxxcos
lim

xsinx

xsinxcosx
lim

x

1

xsin

xcos
lim

x

1
xgcotlim

0x0x0x0x
  

     0
xsinxxcosxcos

xcosxxsin
lim

xcosxxsin

xsinx
lim

0x0x
=

⋅−+
⋅−−=

⋅+
⋅−=

→→
 

 

8.  ( ) 2

1

xeee

e
lim

xe1e

1e
lim

1ex

x1e
lim

1e

1

x

1
lim

xxx

x

0xxx

x

0xx

x

0xx0x
=

++
=

+−
−=

−
−−=�

�

	


�

�

−
−

→→→→
 

 

9.  ( ) ( )( ) ( )
L

e1ln
x

1

x

x

1
e1ln

x
x

1
x

x
eelimelime1lim

x
x

===+
+�

�

	


�

�

∞→

+

∞→∞→
 

 

    
( )

1
e

e
lim

e1

e
lim

1
e1

e

lim
x

e1ln
limL

x

x

xx

x

x

x

x

x

x

x
==

+
=+=+=

∞→∞→∞→∞→
     

    ee)e1(lim 1x

1
x

x
==+

∞→
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    10. L
xarctg

2
lnx

x

x

x
eelimxarctg

2
lim ==�

�

�
�
�

�
�
�

	


�

�

π
�
�

�
�
�

�
�
�

	


�

�

π
⋅

∞→∞→
  

 

 
π

−=⋅
π

−=
+

⋅−=
−

+
⋅

π
⋅π

=
�
�

�
�
�

�
�
�

	


�

�

π
=

∞→∞→∞→∞→∞→

2

x2

x2
lim

2

x1

x
lim

xarctg

1
lim

x

1
x1

12

arctgx2
lim

x

1

xarctg
2

ln

limL
x2

2

xx

2

2

xx
  

π
−

=�
�

�
�
�

�
�
�

	


�

�

π∞→

2

exarctg
2

lim
x

x
 

 

Asymptoty. 
 

Definice. 
P ímku  0xx =   nazýváme  asymptotou bez sm� rnice  funkce f(x), jestliže funkce f má v bod  

0x  alespo  jednu jednostrannou limitu nevlastní, tj. ±∞=
+→

)x(flim
0xx

  nebo  ±∞=
−→

)x(flim
0xx

 . 

P ímku  y = Ax + B  nazýváme  asymptotou se sm� rnicí  funkce f(x), jestliže platí 
( )( ) 0BAx)x(flim

x
=+−

−∞→
   nebo   ( ) ( )( ) .0BAxxflim

x
=+−

∞→
 

 

V ta. 
P� ímka  y = Ax + B je   asymptotou funkce f(x) pro ∞→x   práv�  tehdy když 

                            
( ) ( )( ) BAxxflimaA
x

xf
lim

xx
=−=

∞→∞→
 . 

P� ímka  y = Ax + B je   asymptotou funkce f(x) pro −∞→x   práv�  tehdy když 

                            
( ) ( )( ) BAxxflimaA
x

xf
lim

xx
=−=

−∞→−∞→
 

 

P íklady. 
V následujících p íkladech ur ete asymptoty funkce f(x). 

1. ( )
x1

x
xf

2

−
=   

    Nejprve ur íme asymptoty bez sm rnice. Funkce f(x) není definována v bod  1x 0 =   
 

 ( )1,1 δ−  ( )δ+1,1  
2x         +      + 

1 - x        +       -  

 

−∞=
−

∞=
− +− →→ x1

x
lim,

x1

x
lim

2

1x

2

1x
 

 

   Asymptota bez sm rnice je p ímka  x = 1.  Dále spo ítáme asymptoty se sm rnicí: 
 

   A = ( ) 1
1

1
lim

x1

x
lim

x1x

x
lim

xx

2

x
−=

−
=

−
=

− ∞→∞→∞→
            Výpo�et obou limit pro −∞→x    

                                                                                                                                  dává stejné výsledky. 

    B = ( ) 1
x1

x
lim

x1

xxx
limx

x1

x
lim

x

22

x

2

x
−=

−
=

−
−+

=��
�

	




�

�
−−

− ∞→∞→∞→
 

Asymptota se sm rnicí pro −∞→∞→ xproix   je p ímka    y = -x – 1 . 
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2.  ( ) xarctg2xxf ⋅−=  
 

    Funkce je definována pro všechna ∈x R , asymptoty bez sm rnice neexistují. 
    Vypo teme  asymptotu se sm rnicí: 

    1
1

x1

2
1

lim
x

xarctg2x
limA

2

xx
=+

−
=−=

∞→∞→
  .  

   Výpo et  koeficientu A pro −∞→x   je stejný. 

   ( ) ( ) π−=π⋅−=⋅−=−⋅−=
∞→∞→ 2

2arctgx2limxxarctg2xlimB
xx1  

    ( ) ( ) π=π−⋅−=⋅−=−⋅−=
−∞→−∞→ 2

2arctgx2limxxarctg2xlimB
xx2  

    Asymptota se sm rnicí pro ∞→x    je   y = π−x  , 
    asymptota se sm rnicí pro −∞→x   je   y = π+x  . 
  

3. 
( )
( )2

3

1x

1x
)x(f

+
−=  

 

     Funkce není definována v bod  1x 0 −=  

   
 ( )1,1 −δ−−  ( )δ+−− 1,1  

( )31x −           -          - 

( )21x +           +          + 
 

  
 

( )
( )

−∞=
+
−

−→ 2

3

1x 1x

1x
lim  

 
Asymptota bez sm rnice je p ímka x = -1. 
Ur íme asymptoty se sm rnicí: 

( )
( )

1
6

6
lim

4x6

6x6
lim

1x4x3

3x6x3
lim

xx2x

1x3x3x
lim

1xx

1x
limA

xx2

2

x23

23

x2

3

x
==

+
−=

++
+−=

++
−+−=

+
−=

∞→∞→∞→∞→∞→
 

( )
( )

( )
( )

=
+
+−=

++
−+−=

+
++−−+−=��

�

	




�

�
−

+
−=

∞→∞→∞→∞→ 1x2

2x10
lim

1x2x

1x2x5
lim

1x

1x2xx1x3x3x
limx

1x

1x
limB

x2

2

x2

223

x2

3

x

 

5
2

10
lim
x

−=−=
∞→

 

Protože p edchozí výpo ty z ejm  platí i pro −∞→x  , je p ímka    y = x – 5    asymptotou 
pro −∞→∞→ xproix . 
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                                       Pr b h  funkce. 
 

P�i vyšet�ování pr�b�hu funkce postupujeme takto: 
 

1. Stanovíme defini ní obor, zda je funkce sudá, lichá, periodická. Najdeme pr se íky 
s osami sou adnými a ur íme, kde je funkce kladná a kde záporná. 

2. Vypo ítáme 1. derivaci a podle jejího znaménka ur íme, kde je funkce rostoucí a kde 
je klesající. 

3. Ur íme lokální extrémy. 
4. Vypo ítáme 2. derivaci a podle jejího znaménka ur íme, kde je gunkce konvexní a kde 

je konkávní. 
5. Ur íme inflexní body, 
6. Ur íme  asymptoty bez sm rnice a asymptoty se sm rnicí. 
7. Nakreslíme graf funkce. 
 

P íklady. 
V následujících p íkladech vyšet ete pr b h funkce f(x). 
 

1.  ( )
1x

x
xf

2

3

−
=  

    
    1.  Defini ní obor:  R – { -1,1}  

       ( ) ( )
( )

( )xf
1x

x

1x

x
xf

2

3

2

3

−=
−

−=
−−

−=−    

        Funkce je lichá , její graf  bude st edov  soum rný vzhledem k po átku sou adnic. 
        f(x) = 0      ⇔    x = 0 , tedy po átek sou adnice je jediný pr se ík grafu funkce     
        se sou adnými osami. 
        Dále ur íme znaménko f(x). itatel má trojnásobný ko en x = 0, ko eny jmenovatele 
        x = -1   a   x = 1   jsou jednoduché.Tedy 
       
interval ( )1,−∞−     ( )0,1−      ( )1,0      ( )∞,1  
funkce         -        +         -         + 
 

2. Vypo teme první derivaci: 

      ( ) ( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )22

2

22

24

22

322

1x1x

3x3xx

1x

x3x

1x

x2x1xx3
xf

+−
+−=

−

−=
−

⋅−−=′    ,   

     ur íme její znaménko a intervaly, kde funkce roste nebo klesá 
interval  ( )3,−∞−  ( )1,3 −−     ( )0,1−     ( )1,0     ( )3,1     ( )∞,3  

f ′           +        -         -       -         -        + 
f      roste    klesá    klesá    klesá      klesá     roste 

 

3. Ur íme lokální extrémy  

  ( ) ( )
( ) 56,2

2

33

13

3
3f

2

3

−=−=
−−

−=− �    je lokální maximum  ,  ( ) 56,2
2

33
3f == �  

                                                                                                         je lokální minimum 
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4.Vypo teme  druhou derivaci: 

      ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) =
−

⋅−⋅−−−−=
′

�
�

�

	






�

�

−

−=′′
42

224223

22

24

1x

x21x2x3x1xx6x4

1x

x3x
xf  

      
( )( )( ) ( )[ ]

( ) ( ) =
−

+−+−−=
−

−−−−−=
32

35335

42

24232

1x

x12x4x6x4x6x4

1x

x3xx41xx6x41x
 

      ( )
( )

( ) ( )33

2

32

3

1x1x

3xx2

1x

x6x2

+−
+=

−
+=  

     
    ur íme její znaménko a intervaly, kde je funkce konvexní a kde konkávní 
     

interval    ( )1,−∞−    ( )0,1−      ( )1,0      ( )∞,1  

f ′′             -          +         -         + 
f konkávní konvexní konkávní  konvexní 
 
5. Ur íme inflexní body: druhá derivace m ní znaménko v bodech -1, 0 , 1 , 
    ale protože v bodech -1 a 1 není funkce definována, inflexe v nich nenastane.  
    Inflexní bod je bod  x = 0  a funkce v n m nabývá hodnoty  f(0) = 0 . 
 

6. Ur íme asymptoty bez sm rnice. Vyšet íme funkci v okolí bod  nespojitosti  
     x = -1 a x = 1. 
 

  interval ( )1,1 −δ−−  ( )δ+−− 1,1  ( )1,1 δ−  ( )δ+1,1  

    3x         -          -        +         + 

1x 2 −         +          -        -         + 
 

∞=
−

−∞=
−

∞=
−

−∞=
− +−+− →→−→−→ 1x

x
lim,

1x

x
lim,

1x

x
lim,

1x

x
lim

2

3

1x2

3

1x2

3

1x2

3

1x
 

 

      Asymptoty bez sm rnice jsou p ímky   x = -1   a   x = 1 . 
       
       Dále ur íme asymptoty se sm rnicí: 

      1
x2

x2
lim

1x

x
lim

x
1x

x

limA
x2

2

x

2

3

x
==

−
=−=

∞→∞→∞→
 

       0
x2

1
lim

1x

x
lim

1x

xxx
limx

1x

x
limB

x2x2

33

x2

3

x
=

−
=

−
+−=��

�

	



�

�
−

−
=

∞→∞→∞→∞→
 

       
Výpo ty pro   −∞→x    jsou z ejm  zcela stejné, 
P ímka   y = x   je asymptou fukce f(x) pro   −∞→∞→ xproix   . 
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7. Nakreslíme graf funkce. 

 
 
 
2.  ( ) xarctg2xxf −=  
    1. Defini ní obor:  R 
         ( ) ( ) ( )xfxarctg2xxarctg2xxf −=+−=−−−=−  
         Funkce je lichá, její graf bude st edov  soum rný vzhleden k po átku sou adnic. 
         Rovnici  0arctgx2x =−  neumíme ešit, víme pouze, že má jeden ko en   x = 0. 
     2. Vypo teme první derivaci: 

    ( ) ( )( )
22

2

2 x1

1x1x

x1

1x

x1

2
1xf

+
+−=

+
−=

+
−=′  

 
    a ur íme její znaménko a intervaly, kde funkce roste a kde klesá 
    
interval   ( )1,−∞−     ( )1,1−     ( )∞,1  

f ′          +         -       + 
f      roste      klesá     roste 

 
3. Ur íme lokální extrémy: 

      ( ) ( ) 423,0
2

11arctg211f =π−=−= �     je lokální maximum 

      ( ) ( ) 423,0
2

11arctg211f −=π+−=−−−=− �     je lokální minimum 
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4.Vypo teme  druhou derivaci: 

   ( ) ( ) ( )
( ) ( )2222

22

2

2

x1

x4

x1

x21xx1x2

x1

1x
xf

+
=

+
⋅−−+=

′

��
�

	



�

�

+
−=′′  

   ur íme její znaménko a intervaly, kde je funkce konvexní a kde konkávní 
    

interval  ( )0,∞−    ( )∞,0  

f ′′        -       + 
f konkávní konvexní 

 

   5. Inflexní bod je bod    x = 0    a funkce v n m nabývá hodnotu   ( ) 00f =  . 
 

    6. Funkce je spojitá na celém R, nemá proto žádné asymptoty bez sm rnice. 
       Dále ur íme asymptoty se sm rnicí: 

             1
1

x1

1
1

lim
x

xarctg2x
limA

2

xx
=+

−
=−=

∞→∞→
  .  

             Výpo et  koeficientu A pro −∞→x   je stejný. 

             ( ) π−=π⋅−=⋅=−⋅−=
∞→∞→ 2

2xarctg2limxxarctg2xlimB
xx1  

             ( ) π=π−⋅−=⋅=−⋅−=
−∞→−∞→ 2

2xarctg2limxxarctg2xlimB
xx2  

              Asymptota se sm rnicí pro ∞→x    je   y = π−x  , 
             asymptota se sm rnicí pro −∞→x   je   y = π+x  . 
 
       7.  Nakreslíme graf funkce.  

      Z vypo tených hodnot je z ejmé, že graf funkce protíná osu  x  ve dvou bodech, 
      které ozna íme   -a , a . Neumíme je spo ítat (to by bylo t eba ud lat numerickými 
      metodami) – viz bod 1, nyní však víme, že existují, 
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3. ( )
x

xln
xf

2

=  

     
1. Defini ní obor:  R { }0−  

      ( ) ( ) ( )xf
x

xln

x

xln
xf

22

−=−=
−
−=−  

           Funkce je lichá, její graf bude st edov  soum rný vzhleden k po átku sou adnic. 

           ešením rovnice 0
x

xln 2

=    dostáváme   1x 2 =    a odtud   1x ±=  . 

           Pr se íky grafu funkce s osou  x  jsou body   [ ] [ ]0,1a0,1− . 
           Ur íme ješt  znaménko funkce:  
  

interval  ( )1,−∞−     ( )0,1−     ( )1,0     ( )∞,1  
f         -          +       -        + 

 

2. Ur íme první derivaci: 

      ( )
2

2

2

2
2

x

xln2

x

xlnx
x

x2

xf
−=

−⋅
=′   a položíme ji rovnu 0. Dostaneme 

      ex2xln 2 ±=⇔=     a zjistíme znaménko první derivace v jednotlivých intervalech 
     

interval ( )e,−∞−  ( )0,e−      ( )e,0      ( )∞,e  

f ′         -          +         +         - 
f    klesá       roste      roste      klesá 

 

   3. ( ) 74,0
e

2
ef −=−=− �     je lokální minimum,  ( ) 74,0

e

2
ef == �     je lokální maximum 

 

  4.  Druhá derivace je 

         ( )
( ) ( )

3

2

4

22
2

2

2

x

3xln2

x

x2xln2x
x

x2

x

xln2
xf

−=
⋅−−⋅−

=
′

��
�

	



�

� −=′′   . 

 

         Vypo teme, kde je druhá derivace rovna nule: 

          ( ) 46,4exex3xln0xf 3322 ±=±=⇔=⇔=⇔=′′ �     
          a ur íme její znaménko 
          

interval ( )3e,−∞−   ( )0,e3−     ( )3e,0    ( )∞,e3  

f ′′          -         +        -         + 
f  konkávní       konvexní        konkávní konvexní 

 

  5.  Inflexní body jsou   ( ) 67,0
e

3
ef

3

3 −=−=− �    a    ( ) 67,0
e

3
ef

3

3 == �  
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6. Ur íme asymptoty bez sm rnice. . 
    Vyšet íme funkci v okolí bodu  x = 0 , který je jediným bodem její nespojitosti. 

     
interval  ( )0,δ−    ( )δ,0  

2xln        -       - 
x       -        +  

−∞=∞=
+− →→ x

xln
lim,

x

xln
lim

2

0x

2

0x
 

 
   Asymptota bez sm rnice je p ímka   x = 0 . 
  
   Najdeme ješt  asymptoty se sm rnicí: 
 

   0
x

1
lim

x2
x

x2

lim
x

xln
lim

x
x

xln

limA
2x

2

x2

2

x

2

x
=====

∞→∞→∞→∞→
 

 

   0
x

2
lim

1
x

x2

lim
x

xln
limB

x

2

x

2

x
====

∞→∞→∞→
 

 
   Výpo ty pro    −∞→x     jsou stejné. 
   P ímka    y = x   je asymptotou funkce pro   ∞→x i pro   −∞→x    . 
 
7. Nakreslíme graf funkce. 
 
       

 
 
 

        
 
     

 
 
 


