


 
 
 
 

Informace o písemné �ásti zkoušky. 
platí pro skupinu tutora RNDr. Mikoláše 

 
témata na písemku: 
- limity funkce jedné reálné prom nné 
- te ny a normály ke grafu funkce jedné reálné prom nné 
- pr b h funkce jedné reálné prom nné 
- diferenciál funkce jedné prom nné a jeho použití 
- neur itý integrál , metoda per partes a substituce 
- ur itý integrál a nevlastní integrál 
- defini ní obor funkce dvou prom nných 
- extrémy funkce dvou prom nných 
- totální diferenciál funkce dvou prom nných a jeho použití 

 
Písemka bude trvat 90 minut a bude mít šest p íklad . Každý p íklad bude hodnocen 
maximáln  10 body. 
Od bodového zisku se bude odvíjet návrh známky takto: 
 
<0,30) <30,35) <35,40) <40,45) <45,50) <50,60> 
F E D C B A 
 
Ústní zkouškou je možno si navrženou klasifikaci zlepšit, ale i zhoršit. 
Minimální po et bod , nutný k vykonání ústní zkoušky je 25. 
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                                       Diferenciál funkce. 
 
Definice. 
Nech   funkce f(x) je spojitá v okolí U bodu 0x  a nech  existuje derivace ( )0xf ′ . 

Potom výraz    
                          ( ) ( ) hxfxdf 00 ⋅′=   ,  kde  ∈h R  je prom nná 

nazýváme diferenciálem funkce f(x) v bod  0x  . 

 

Poznámka. 
Pro r zné hodnoty h dostáváme r zné hodnoty diferenciálu ( )0xdf . Diferenciál je tedy funkcí  

prom nné h. Jestliže místo pevného bodu 0x  uvažujeme obecný bod x, v n mž existuje derivace  

( )xf ′ , závisí   df(x)  nejen na  h, ale také na  x. Zvolme f(x) = x. Pak je df(x) =1.h, tedy  dx = h.  
Proto m žeme h, což je p ír stek neodvisle prom nné považovat za diferenciál  dx  prom nné x. 
Vzhledem k tomu píšeme obvykle diferenciál funkce  y =  f{ x}  v obecném bod  ve tvaru 
                                                  ( ) ( ) dxxfdyxdf ⋅′==  

Odtud plyne                              ( )
dx

dy
xf =′   .   

Proto m žeme derivaci ( )xf ′  považovat za podíl diferenciálu funkce f(x) a diferenciálu neodvisle  
prom nné  x. 
  
Geometrický význam diferenciálu. 
 Rovnice  te ny   ke grafu funkce  y = f{ x)  v bod   T = ( )[ ]00 xf,x   má tvar 

  ( ) ( )( )000 xxxfxfy −′=− . Položíme-li   hxx 0 =−   ,  dostaneme  odtud   

  ( ) ( ) ( )000 xdfhxfxfy =⋅′=− . Diferenciál je tedy p ír stek na te n , sestrojené v bod  T 

p i p echodu z bodu 0x   do bodu  hx 0 +  . 
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Ozna íme-li  ( ) ( ) ( )000 xfhxfxf −+=∆  p ír stek fukce v bod  0x  a  ( )0xdf   diferenciál 

funkce f(x) v bod  0x , je 

     
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) 1xf
xf

1

h

xfhxf
lim

xf

1
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=′⋅
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=
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′
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∆
→→→

 

Proto m žeme pro dostate n  malá h   klást   ( ) ( )00 xdfxf =∆ � . 

Platí tedy   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00000 xdfxfxfxfhxf +=∆+=+ � . Tohoto vztahu využíváme k p ibližnému 

výpo tu funk ních hodnot funkce f(x).  
 
P�íklady. 

1. Vypo t te diferenciál funkce ( )
x

xln
xf =   v bod  1x 0 =  p i  p ír stku neodvisle prom nné  dx = 

0,01. 
Nejprve vypo teme derivaci funkce f(x): 

( )
xx

xln
2

1
1

x
x2

1
xlnx

x

1

xf
−

=
⋅−⋅

=′     a její hodnotu v bod  1x 0 =  

       ( ) 11f =′  

       Poté spo ítáme diferenciál df(1) = ( ) 01,001,01dx1f =⋅=⋅′  
              

2. Vypo ítejte diferenciál funkce  f(x) = �
�

�
�
�

� −π
4

x

2
tgln  v obecném bod . 

      ( ) =
�
�

�
�
�

� −π
−=

�
�

�
�
�

� −π
�
�

�
�
�

� −π
⋅−=�

�

�
�
�

�−⋅
�
�

�
�
�

� −π
⋅
�
�

�
�
�

� −π
=′

2

x
sin2

1

4

x

2
cos

4

x

2
sin

1

4

1

4

1

4

x

2
cos

1

4

x

2
tg

1
xf

2

             

�
�

�
�
�

�
−=

2

x
sin2

1
 

       ( ) dx

2

x
sin2

1
xdf

�
�

�
�
�

�
−=  

 

3. Pomocí diferenciálu vypo t te p ibližn   o61cos  . 

K výpo tu zvolíme funkci ( ) xcosxf =  a její diferenciál v bod  
3

60x o
0

π==  

Úhly musíme p i výpo tech vyjad ovat v obloukové mí e. 

P ír stek neodvisle prom nné je 
180

1dx o π== . 

( ) xsinxf −=′   ,   
2

3

3
sin

3
f −=π−=�

�

�
�
�

� π′    ,   =π⋅−=
1802

3
60cos61cos 0o

�  

           484877795,001745,0866602,05,0 =⋅−=   
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4. Pomocí diferenciálu vypo t te p ibližn  
( )
( ) 5037,2

3037,2
2

2

+
−

 . 

Pro výpo et zvolíme funkci ( )
5x

3x
xf

2

2

+
−=    a její diferenciál v bod  2x 0 =   p i 

p ír stku neodvisle prom nné dx = 0,37 . 

Nejprve spo teme funk ní hodnotu  f(2) = 
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( )
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= .f(2,037) ( ) ( ) =+= 2df2f�  355259,0021925,0333333,0037,0
27
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Poznámka.  Použití diferenciálu na ešení podobných úloh je sice v dnešní dob  archaismem, 
použitý vzorec ovšem neztrácí smysl, pokud neznáme analytické vyjád ení funkce f(x) a hod- 
noty ( ) ( )00 xfaxf ′    jsme získali nap íklad m ením. 

 
Taylorova v ta. 

 

Užitím  následující v ty lze  vyjád it p ír stek funkce p esn ji, než užitím diferenciálu. 
 

V�ta (Taylorova) 
Nech�  funkce f(x) má v okolí bodu   0x   derivace až do � ádu   n+1, kde N∈n . Pak pro 

všechna x   z tohoto  okolí  platí: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,xRxx
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xf
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xf
xfxf n
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0
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                  kde   ( )
( ) ( )

( ) ( ) 1n
0

1n

n xx
!1n

f
xR +

+

−
+

ϑ=  , 

p� i � emž ϑ  je vhodné � íslo, ležící mezi  0x   a  x . Chyba ( )xRn  se nazývá zbytek a vzorec 

uvedený v této v� t�  se nazývá Taylor � v vzorec. 
 
Poznámka. 
 Je-li v p edchozí v t   0x 0 = ,  nazývá se vzorec Maclaurin v a má tvar 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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       kde  ( ) ( )
( )
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n x
!1n

f
xR +

+

+
ϑ=  ,  kde ϑ  je vhodné íslo mezi  0  a  x . 
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P�íklady. 

1. Napište rozvoj funkce ( ) xxf = podle mocnin  (x – 1)  do t etího stupn  a  vyjád ete zbytek. 

 V tomto p ípad  1x 0 =  n = 3.  Spo ítáme hodnotu funkce a jejích prvních t í derivací   v bod  1.  
Pro tvar zbytku budeme pot ebovat tvrtou derivaci. 
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( ) ( ) ( )xR
16
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8
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1x)x(f 3
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( ) 42

7

3 )1x(
128
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−

  , p i emž  ϑ    je vhodné íslo ležící  mezi  1  a   x. 

 
2. Rozvojem vhodné funkce f(x) podle mocnin x až do pátého stupn  vypo t te p ibližnou hodnotu 

e .  

V tomto p ípad   použijeme Maclaurin v rozvoj funkce ( ) xexf = , n = 5,  0x 0 = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) x654 exfxfxfxfxfxfxf ====′′′=′′=′=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ϑ=ϑ====′′′=′′=′= ef,1e0f0f0f0f0f0f 6054  
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1e 5

5432
x ++++++= , 

kde  ( ) ϑ= e
!6

x
xR

6

5   , kde  ϑ   je vhodné íslo mezi 0 a x. 

Dosazením x = 0,5  dostaneme 

)5,0(R64869,1)5,0(R00026,000260,0

02083,0125,05,01)5,0(R
120

5,0

24

5,0

6

5,0

2

5,0
5,01ee

55

5

5432
5,0

+=+++

++++=++++++==
  íslo  ϑ  

leží mezi 0 a x = 0,5. Proto m žeme zbytek odhadnout takto: 

( ) ( ) ( ) ( )
0000434,02
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e

!6

5,0
e

!6

5,0
5,0R

6
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6
5,0
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P i výpo tu e    jsme se dopustili chyby menší než    0,0000217. 
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Posloupnosti. 
 
Teoretické poznatky o posloupnostech viz DSO str. 14-37. Zde pouze stru n  shrneme 
nejzákladn jší pojmy. 
 

Definice. 
Nech   M  je možina n jakých objekt . Každé zobrazení množiny N p irozených ísel do množiny M 
nazveme (nekone� nou) posloupností v M. Každé zobrazení množiny { 1,2,…,n}   
do množiny M nazveme kone� nou posloupností. Jestliže je M množina ísel, budeme mluvit  
o � íselné posloupnosti. Prvky posloupnosti budeme zna it  na   . 

 
Poznámky. 
1.  Posloupnost lze psát jako ,...a,...,a,a n21      nebo jako     { }∞

=1nna    pop ípad   { }na  . 

2.   V dalším se budeme zabývat pouze íselnými posloupnostmi, pop ípad  posloupnostmi 
      reálných funkcí.  
3.  Posloupnost, jejíž limita je rovna nule se nazývá nulová posloupnost. 
 

Definice. 
ekneme, že posloupnost { }na  je shora ohrani � ená  [ respektive zdola ohrani � ená ], když existuje 

takové íslo K, že pro všechna N∈n  platí  Kan ≤   [respektive  Kan ≥ ]. 

 
Definice (vlastní limity). 

íkáme, že posloupnost { }na  má limitu α  a píšeme α=
∞→ nn

alim  práv  když ke každému 0>ε  

existuje íslo N∈0n   tak, že pro všechna  0nn >  platí   ε<α−na . 

 
Definice (nevlastní limity). 

íkáme, že posloupnost { }na  má nevlastní limitu rovnou ∞   [respektive ∞− ], píšeme ∞=
∞→ nn

alim    [ 

respektive  −∞=
∞→ nn

alim ] práv  když ke každému íslu A existuje íslo N∈0n   tak, že pro všechna 

0nn >  platí  Aan >   [respektive ]Aan < ]. 

 
Definice. 
Nech  { }na  je taková posloupnost reálných ísel,že platí  ...a...aa n21 ≤≤≤≤  

[respektive  ...a...aa n21 <<<<  ] . Potom íkáme, že posloupnost { }na  je neklesající [respektive 
rostoucí ]. 
 
Definice. 
Nech  { }na  je taková posloupnost reálných ísel,že platí  ...a...aa n21 ≥≥≥≥  

[respektive  ...a...aa n21 >>>>  ] . Potom íkáme, že posloupnost { }na  je nerostoucí [respektive 
klesajícící ]. 
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Pro limity posloupností platí ada tvrzení, z nichž zde p ipomeneme následující: 
1. Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu. 
2. Má-li posloupnost vlastní limitu, pak je ohrani � ená. 
3. Každá neklesající, shora ohrani � ená posloupnost má vlastní limitu. 
4. Každá nerostoucí, zdola ohrani � ená posloupnost má vlastní limitu. 
5. Nech�  β=α=

∞→∞→ nnnn
blim,alim . Pak platí 

      ( ) β±α=±
∞→ nnn

balim    ,   ( ) αβ=
∞→ nnn

balim     

     a je-li  0bn ≠   pro všechna N∈n  platí    
β
α=

∞→
n

n

n b

a
lim  . 

6. e
n

1
1lim

n

n
=�

�

�
�
�

� +
∞→

 . 

 
Ze st ední školy znáte aritmetickou a geometrickou posloupnost. Nyní je p ipomeneme. 
 

Definice (aritmetické posloupnosti). 
íselnou posloupnost { }na  nazýváme  aritmetickou, jestliže existuje takové íslo  d, 

zvané diference, že 
                                   ,...2,1nprodaa n1n ==−+  . 
 

Poznámky. 
1. Aritmetická posloupnost je ur ena nap . prvním lenem 1a  a  diferencí d. 

2. Pro sou et ns  prvních n len  aritmetické posloupnosti platí  n
2

aa
s n1

n ⋅
+

=  . 

3. Platí ( )d1naa 1n −+=  . 

4. Platí  ( )dsraa sr −+= , kde  sr a,a    jsou libovolné  leny posloupnosti { }na  . 

5. Pro 1n ≠   platí 
2

aa
a 1n1n

n
+− +

=   . 

 

Definice (geometrické posloupnosti). 
íselnou posloupnost { }na  nazýváme geometrickou, jestliže existuje takové íslo  q, zvané kvocient, že 

                            qaa n1n ⋅=+   pro n = 1,2,… . 
 

Poznámky. 
1.  Geometrická posloupnost je ur ena nap . prvním lenem  1a    a   kvocientem  q. 

2.  Pro sou et ns   prvních   n  len   geometrické posloupnosti platí 

                                 
q1

q1
as

n

1n −
−⋅=      pro  1q ≠  . 

3.  1n
1n qaa −=  . 

4.  Platí    sr
sr qaa −=  , kde  sr a,a    jsou libovolné  leny posloupnosti { }na . 

5.  Pro 1n ≠   platí   1n1nn aaa +−= . 
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    P�íklady. 
 

1. V aritmetické posloupnosti je dáno  .12s,4a,0a n64 =−==  Ur ete n. 
�

ešení: 
             Ze vztahu  ( )dsraa sr −+=   dostáváme   d2aa 46 +=    to je    -4 = 2d   a tedy d = -2. 

 Dále platí  n
2

aa
s n1

n ⋅
+

=     a     ( )d1naa 1n −+=  . Odtud dostaneme 

( )[ ]d1na2
2

n
s 1n −+⋅=  

 1a    vypo ítáme ze vztahu   d3aa 14 += . Dosazením za  daa4  dostaneme  

 ( )23a0 1 −⋅+=    tedy   6a1 =  

Dosazením do vztahu pro ns   dostaneme   

( ) 024n14n2n2n2n12242n262
2

n
12 22 =+−⇔+−=⇔+−⋅=   

ešením této rovnice vyjde 
 

2

48497
n 2,1

−±=     ,   3n,4n 21 ==  

 
2. Ur ete první len a kvocient geometrické posloupnosti, je-li 
       120aaaa15aaa 654321 =+−=+−  

�
ešení: 

Užitím vztahu  1n
1n qaa −=   dostáváme 

120qaqaqa15qaqaa 5
1

4
1

3
1

2
111 =+−∧=+−   

( ) ( ) 120qq1qa15qq1a 23
1

2
1 =+−∧=+−          a odtud 

( )
( ) 2q8q

15

120

qq1a

qq1qa 3
2

1

23
1 =⇔=⇔=

+−
+−

   a dosazení do první rovnice dává 

( ) 5
3

15
a15221a 1

2
1 ==⇔=+−  

 
      3.   P ipo teme-li k ísl m  2, 7, 17   totéž íslo, vzniknou t i po sob  jdoucí leny   
            geometrické posloupnosti. Ur ete je, 
            

�
ešení: 

            P i tené íslo ozna me x.  
            Hledané leny geometrické posloupnosti jsou   2+x ,  7+x ,  17+x.. Platí 

             
x2

x7

x7

x17

+
+=

+
+

 . ( )( )x7x2 ++   

              

( )( ) ( ) 3x15x549x14x34x19xx7x2x17 222 =⇔=⇔++=++⇔+=++
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4. Spo t te limitu posloupnosti { }
4n2n3

2nn
akde,a

2

2

n1nn −+
+−=∞

=   . 
�

ešení: 

3
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003

001
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1
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2
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=

−+
+−=

−+

+−
=

−+
+−

∞→∞→
 

       
      5. Spo t te limitu posloupnosti { } ( )n1nakde,a n1nn −+=∞

=  . 
�

ešení: 

( ) ( )( ) =
++
−+=

++
++−+=−+

∞→∞→∞→ n1n

n1n
lim

n1n

n1nn1n
limn1nlim

nnn
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=
++

=
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        6.   Spo t te limitu posloupnosti { }∞
=1nna  , kde  �

�

�
�
�

� −+++=
222n n
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2
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1
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�
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       . 

7.Zkoumejte monotonii a ohrani enost posloupnosti { }∞
=1nna  , kde 

1n2

9n
...

3

11

1

10
an −

+⋅⋅⋅=  . 

     
�

ešení: 

Posloupnost je rostoucí práv  tehdy když platí  1
a

a

n

1n >+ .  

1n2

10n

1n2

9n
...

3

11

1

10
1n2
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1n2

9n
...

3

11

1

10

a

a

n

1n

+
+=

−
+⋅⋅⋅

+
+⋅

−
+⋅⋅⋅

=+        ,        

9n1n210n1
1n2

10n <⇔+>+⇔>
+

+
 

       Posloupnost je pro n < 9  rostoucí,  pro n > 9  klesající. 
       Shora je ohrani ena íslem 9a  , zdola je ohrani ena íslem 0 (nebo  sou in kladných ísel 
       je vždy kladný). 
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Neur itý integrál. 

 
Definice. 
Bu   I  otev ený interval a bu te F(x) , f(x)  dv  funkce, definované v intervalu I. Nech  pro 
každé Ix ∈  platí  )x(f)x(F =′ . Pak íkáme, že funkce F(x) je v intervalu I primitivní k funkci 
f(x). 

 

V�ta.  Pro primitivní funkci platí: 
1. Bu�  F(x) funkce primitivní k funkci f(x) v intervalu I a nech�  c je libovolné � íslo. Pak funkce  
      F(x) + c  je také primitivní k funkci f(x) v intervalu I. 
2. Bu� te F(x), G(x) dv�  funkce primitivní k funkci f(x) v intervalu U . Pak existuje � íslo c tak, že 
      G(x) = F(x) + c . 
3. Bu�  f(x) funkce spojitá v intervalu I. Pak k ní v intervalu I  existuje funkce primitivní. 

 

Definice. 
Množinu všech funkcí primitivních v intervalu I k funkci f(x) nazýváme neur � itý 

integrál funkce f(x) v intervalu I a zna íme   dx)x(f . Píšeme  ∈+= .Ix,c)x(Fdx)x(f  

 

Poznámka.   

Funkci f(x) nazýváme integrandem,  symbol   integra� ním znakem , konstantu  c  integra� ní 

konstantou. Výkon, kterým ur ujeme neur itý integrál   F(x) + c   k dané funkci  f(x)  nazýváme 
integrováním (integrací)  funkce  f(x)     
 

V�ta. 
Bu�  I otev� ený interval a nech�  v n� m existují neur � ité integrály funkcí .)x(f),...,x(f),x(f n21  

Bu� te n21 c,...,c,c  � ísla. Pak v intervalu I existuje také neur � itý integrál k funkci 

)x(fc...)x(fc)x(fc nn2211 +++ a platí   [ ] =+++ dx)x(fc...)x(fc)x(fc nn2211  

   ++++= cdx)x(fc...dx)x(fcdx)x(fc nn2211  . 

 
Na následující stran  uvedeme v  tabulce  p ehled vzorc , které plynou ze základních vzorc  pro 
derivace. 
Zde pro úsporu místa uvedeme v tu o integraci per partes.. 
 
V�ta (o integraci per partes) 
Nech�  funkce u(x), v(x)  mají v otev� eném intervalu I spojité derivace (x).v (x),u ′′  
 Potom v intervalu I platí: 

                           ′=′ (x)v(x)dxu- u(x)v(x)  (x)dxvu(x)   . 

 
  Poznámka. 
  V ta o integraci per partes  plyne p ímo z v ty o derivaci sou inu dvou funkcí. 
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 = cdx0      pro   ( )∞∞−∈ ,x  

1nn x
1n

1
dxx +⋅

+
=  + c     pro  1n −≠       a     ( ) celé0n,,x ≥∞∞−∈  

                                                                  nebo  ( ) celé0n,,0x <∞∈   

                                                                  nebo  ( ) celé0n,0,x <∞−∈  

                                                                  nebo   ( ) necelén,,0x ∞∈  

( ) ( )∞∈∞−∈+= ,0xnebo0,xprocxln
x

dx
 

cedxe xx +=                     pro    ),(x ∞−∞∈  

 +−= cxcosxdxsin           pro   ),(x ∞−∞∈  

( ) ∞∞−∈+= ,xprocxsinxdxcos  

 += ctgx
xcos

dx
2

                pro x, pro n ž je 0xcos ≠   

cxgcot
xsin

dx
2

+−=          pro x, pro n ž je 0xsin ≠  

 +⋅=
+

c
a

x
arctg

a

1

ax

dx
22

   pro ( )∞∞−∈ ,x  

 +=
−

c
a

x
arcsin

xa

dx
22

   pro ( )a,ax −∈   

c)x(flndx
)x(f

)x(f +=
′

        pro x, pro která existuje )x(f ′  a pro n ž je 0)x(f ≠  

c)x(f2dx
)x(f

)x(f +=
′

      pro x, pro která existuje )x(f ′  a pro n ž je  0)x(f >  

  ++=+�+= c)bax(F
a

1
dx)bax(fc)x(Fdx)x(f  

Následující dva neur ité integrály se v dalším nau íme po ítat, ale je velmi užite né 
znát výsledek zpam ti: 

 += c
2

x
tgln

xsin

dx
            pro x, pro která je 0xsin ≠   

 +++=
+

ckxxln
kx

dx 2

2
    pro x, pro která je  ( ) 0kx 2 >+  
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P�íklady. 
 V následujících p íkladech vypo t te neur ité integrály. 

 1. ( )    ++−+=+−+=+−+ cxxsinx
3

2
x

5

1
dxdxxcosdxxdxxdx1xcosxx 2

3
52

1
44    

 

2. cexln
2

5

2

x
arctg

2

3
dxe

x2

5

x4

3 xx
2

+−+=�
�

�
�
�

� −+
+  

 3.
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) c1xc1x
4

3
c1x

1
3

1
1

dx1xdx
1x

1x
dx

1x

1x 3 4
3

4
1

3

1

3

1

3

2
3 2

+−=+−=+−
+

=−=
−

−=
−

− +

  

4. 
( ) ( ) ( )   ++=

++
=

++
=

++
c

2

1x
arctg

2

1

21x

dx

21x

dx

3x2x

dx
2222

 

 

5.     +−=−=−== cxxtgdx
xcos

dx
dx

xcos

xcos1
dx

xcos

xsin
dxxtg

22

2

2

2
2  

 

6. +
�
�

�
�
�

�

′

��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�−
=

�
�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

+
�
�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

=
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�+�
�

�
�
�

�

=     dx

2

x
cos

2

x
cos

dx

2

x
sin

2

x
cos

2

1
dx

2

x
cos

2

x
sin

2

1
dx

2

x
cos

2

x
sin2

2

x
cos

2

x
sin

xsin

dx
22

 

 

                c
2

x
tglnc

2

x
cos

2

x
sin

lnc
2

x
sinln

2

x
coslndx

2

x
sin

2

x
sin

+�
�

�
�
�

�=+
�
�

�
�
�

�

�
�

�
�
�

�

=+�
�

�
�
�

�+�
�

�
�
�

�−=
�
�

�
�
�

�

′

��
�

�
��
�

�
�
�

�
�
�

�

+         

 

7. ( )    ++=+=+=
−+

+=
+
+

c
2

x
xtg

2

1
dx

2

1

xcos

dx

2

1
dx

xcos2

xcos1
dx

xsinxcos1

xcos1
dx

x2cos1

xcos1
22

2

22

22

       

 

8. 
( ) ( )

( )
=

++
+

++

′
++=

++

++�
�

�
�
�

�

=
++

+
  222

2

22 21x

dx
2dx

5x2x

5x2x

2

3
dx

5x2x

22x2
2

3

dx
5x2x

5x3
   

 

( ) c
2

1x
artcg5x2xln

2

3
c

2

1x
arctg

2

2
5x2xln

2

3 22 +++++=+++++=  

 9. 
( ) ( )

( )
=

−−
+

−+

′−+−=
−+

++−−

=
−+

+
  22

2

22 2x9

dx
5dx

xx45

xx45

2

1
dx

xx45

54x2
2

1

dx
xx45

3x
 

 

   c
3

2x
arcsin5xx45 2 +−+−+−=  
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Následující  p íklady vypo t te metodou per partes. 
 

10.  cxlnxdxxlnxdx
x

x
xlnx

xv
x

1
u

1vxlnu
dxxln +−⋅=−⋅=−⋅===′

=′=
=    

 

11.   =
+

−⋅=
+

−⋅==
+

=′

=′=
= dx

x1

x2

2

1
xarctgxdx

x1

x
xartcgx

xv
x1

1
u

1vxarctgu
dxxarctg

22
2

 

 

   
( ) ( ) cx1ln

2

1
arctgxxdx

x1

x1

2

1
xarctgx 2

2

2

++−⋅=
+

′
+−⋅=   

  

12.  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

c
x

x2ln1
c

x

1

x

x2ln

x

dx

x

x2ln

x

1
v

x2

2
u

x

1
vx2lnu

dx
x

x2ln
2

2

2
++−=+−−=+−=−==′

=′=
=     

 

13.   +−===′

=′=
=−===′

=′=
=  x4x42x4

x4

x4x42x4

x42

x42 xe
8

1
ex

4

1

4

e
v1u

evxu
dxxe

2

1
ex

4

1

4

e
vx2u

evxu
dxex  

        ce
32

1
xe

8

1
ex

4

1
dxe

8

1 x4x4x42x4 ++−=+   

 

14.  =+−=−==′
=′=

= dxx3cose
3

2
x3cose

3

1
x3cos

3

1
ve2u

x3sinveu
dxx3sine x2x2

x2

x2

x2  

      −+−===′
=′=

= dxx3sine
9

4
x3sine

9

2
x3cose

3

1
x3sin

3

1
ve2u

x3cosveu
x2x2x2

x2

x2

 

      
       porovnáním levé a pravé strany odtud dostaneme 
 

          x3sine
9

2
x3cose

3

1
dxx3sine

9

13 x2x2x2 +−=    a tedy 

 

        ++−= x3sine
13

2
x3cose

13

3
dxx3sine x2x2x2  

 

15. =
+

−+−=
+

−=
+

=′=

==′
=⋅  dx

x1

11x

2

1
xarctg

2

x
dx

x1

x

2

1
xarctg

2

x

x1

1
v

2

x
u

xarctgvxu
dxxarctgx

2

22

2

22

2

2   

 

       cxarctg
2

1

2

x
xarctg

2

x

x1

dx

2

1
dx

2

1
xarctg

2

x 2

2

2

++−=
+

+−=      
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Nyní p ejdeme k výpo tu neur itého integrálu metodou substituce. P esné zn ní v t o substi- 
tuci viz DSO  str. 183 – 187.  Nám se zde sta í omezit na dva zp soby, kterými obvykle v tu 
o substituci používáme. 
 A.  Substituce typu  t)x( =ϕ  . 

     Pro zjednodušení výpo tu integrálu  ( )[ ] ( )dxxxf ϕ′ϕ , provedeme substituci  t)x( =ϕ . 

     P echodem k diferenciálu na obou stranách substitu ní rovnice obdržíme:    

     ( ) dtdxx =ϕ′    a dosazením do integrálu odtud plyne  ( )[ ] ( )  =ϕ′ϕ dt)t(fdxxxf . 

     Ve výsledku na pravé stran  pak píšeme ( )xt ϕ= . 
 
B. Substituce typu   x = g(t) . 
     V n kterých p ípadech je výhodn jší použít substituce x = g(t) . P echodem k diferenciálu 

      dostaneme    ( )dttgdx ′=   a  dosazením do integrálu odtud plyne  ( )[ ] ( )  ′= dttgtgfdx)x(f . 

       Ve výsledku na pravé stran  pak píšeme za t funkci inverzní k funkci g,  tedy  )x(gt 1−= .  
 
P�íklady. 
 

16. ( ) cxln1
3

2
ct

3

2
dttdttdt

x

dx
txln1

dx
x

xln1
2

3
2

3

2

1

++=+====
=+

=+
  

 

17.  ( ) c4x
4

3
ct

2

3

2

1
dtt

2

1
dt

t

1

2

1

dtxdx2

t4x
dx

4x

x 3 223

2

3

1

3

2

3 2
++=+⋅===

=
=+

=
+ 

−
 

 

18.  
( )

   =
+

−
+

+=
+

−+=
+

=
+

=

=
= dt

t1

t
dt

t1

1tt
dt

t1

ttt
dt

t1

t

t1

dt
dx

tarctgx
dxxtg

2

2

2

22

2

224

2

4

2

4  

           =++−=
+

+−=
+

−+−= ctartcgtt
3

1

t1

dt
dtt

3

1
dt

t1

11t
dtt 3

2
3

2

2
2  

         cxxtgxtg
3

1
c)tgx(arctgxtgxtg

3

1 33 ++−=++−=  

19.    =
+

−=
+

−+=
+

=
=

=
=

+
=

+
dt

t1

1
dtdt

1t

11t
dt

1t

t

dtdxe

te
dx

1e

ee
dx

1e

e
22

2

2

2

x

x

x2

xx2

x2

x3

 

 

        cearctgectarctgt xx +−=+−=  
 

20. 
( )( )

( ) ( ) =++=+=
+−

−=
−

−=
−

=
=

=−  
− ct12dtt1dt

t1t1

t1
dt

t1

t1

t1

dt
dx

tarcsinx
dxxsin1 2

1

2

1

2
2

 

 
       cxsin12ct12 ++=++=  
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N�které typy neur�itých integrál�. 
 

V p edchozích  p íkladech patrn  nejv tší potíže inilo ur it vhodnou substituci. V dalším 
uvedeme n které typy integrál , u nichž podle jejich tvaru lze p ímo ur it, která metoda i 
substituce je vhodná k jejich ešení.  
Prvním z nich bude integrál z racionální funkce lomené. 
Nejprve p ipomeneme n které poznatky o racionální funkci lomené (viz DSO A str. 96 
a DSO B str. 190 – 200) a tedy i o polynomech. 
Definice. 
Bu te n10 a,...,a,a , 0an ≠  reálná ísla. Funkci ( ) 01

1n
1n

n
n axa...xaxaxf ++++= −

−  

nazýváme polynom stupn�  n. ísla n10 a,...,a,a  jsou koeficienty polynomu f(x). Koeficient 

0a  se nazývá absolutní � len. íslo α , pro které platí 0)(f =α  se nazývá  ko
�
en polynomu. 

 

Poznámky.. 
1. Polynom stupn  n asto zna íme )x(Pn  p ípadn  )x(Qn  ímž zd razníme, že se jedná  
      práv  o polynom stupn  n. 
2. Je-li α  ko en polynomu, pak existuje polynom g(x) takový, že platí ).x(g)x()x(f α−=  
3. Je-li komplexní íslo iba +=α ko enem polynomu f(x), je jeho ko enem i íslo komplex- 
      n  sdružené  iba −=α . 
 

Definice. 
ekneme, že íslo α  je k-násobným ko

�
enem polynomu f(x), práv  když existuje polynom 

g(x)  takový, že  f(x) = ( ) )x(gx k ⋅α−   a  ( ) 0g ≠α . 
 
V�ta (o rozkladu polynomu v ko�enové �initele). 
Nech�  01

1n
1n

n
n ... axaxaxaf(x) ++++= −

−  je polynom stupn�  2n ≥ , který má reálné ko� eny 

r2 ,...,, ααα1  s násobnostmi r21 kkk ,...,,    a dvojice komplexn�  sdružených ko� en�  

ss2211 iba,...,iba ,iba ±±±  s násobnostmi  .s21 l,...,l,l Potom platí: 
s1r1 l2

s
2

s
l2

1
2

1
kk

n ]b)a-...[ (x]b)a-[ (x)-...(x)-(xaf(x) ++αα= r1 . 

Toto vyjád� ení se nazývá rozklad na ko
�
enové � initele. 

 
Definice (racionální funkce lomené). 

Bu te )x(Q,)x(P mn  polynomy. Funkce 
)x(Q

)x(P
)x(R

m

n=  se nazývá racionální funkce 

lomená. 
Je-li   m > n, nazývá  se funkce R(x) ryze lomená, je-li nm ≤  nazývá se R(x) neryze lomená. 

 
Poznámky. 

1. Obvykle budeme p edpokládat, že polynomy v itateli a ve jmenovateli nemají spole né ko eny. 
2. Každá neryze lomená racionální funkce se dá vyjád it jako sou et polynomu a ryze lomené 

racionální funkce (provedením d lení). 
3. Abychom dokázali racionální funkci lomenou integrovat, musíme ji p evést  tvar, který je 

pro integraci jednodušší. Jedná se o rozklad parciální zlomky. 
    Úplné zn ní v ty o rozkladu racionální fukce lomené v parciální zlomky viz DSO str.197-198. 
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Je-li dána ryze lomená racionální funkce 
)x(Q

)x(P
)x(R

m

n=  , rozložíme nejprve jmenovatele  

)x(Qm  v ko enové initele.  V rozkladu funkce R(x) na parciální zlomky odpovídá r-násob- 

nému reálnému ko eni jmenovatele iα    sou et  r  parciálních  zlomk  

                                      
( ) ( )r

i

r
2

i

2

i

1

x

A
...

x

A

x

A

α−
++

α−
+

α−
 

a každé dvojici s-násobných komplexn  sdružených ko en  jmenovatele   jj iba ±    odpovídá 

sou et  s parciálních zlomk : 

                  ( ) ( )[ ] ( )[ ]s2
1

2
j

ss
22

1
2

j

22

2
1

2
j

11

bax

CxB
...

bax

CxB

bax

CxB

+−

+
++

+−

+
+

+−
+

 

Koeficienty ss11r1 C,B,...,C,B,A,...,A  jsou jednozna n  ur eny a spo teme je metodou 

neur itých koeficient , kterou vysv tlíme na následujících p íkladech. 
               
P�íklady. 
V následujících p íkladech rozložte  racionální funkci lomenou v parciální zlomky. 

21.  ( )( )( )3x2x1x

x2
)x(R

+++
=  

      
�

ešení: jmenovatel má pouze jednonásobné reálné ko eny, rozklad na parciální zlomky 
      má proto tvar    

      ( )( )( ) ( )( )( )3x2x1x
3x

C

2x

B

1x

A

3x2x1x

x2 +++⋅
+

+
+

+
+

=
+++

   

                   ( )( ) ( )( ) ( )( )2x1xC3x1xB3x2xAx2 ++++++++=  
     Dostali jsme rovnost dvou polynom . Ta musí být spln na pro všechna ísla x, tedy 
     i pro ko eny jmenovatele, což jsou ísla   -1, -2, -3. Dosazením ko en  jmenovatele 
     do p edchozí  rovnosti  obdržíme: 
      1AA22:1x −=⇔=−−=  
      4BB4:2x =⇔−=−−=  
      3CC26:3x −=⇔=−−=  
     a rozklad funkce R(x) na parciální zlomky je 

      
3x

3

2x

4

1x

1
)x(R

+
−

+
+

+
−=   

 

 22.  ( )2xx

2xx6x2
)x(R

3

23

−
−++=  

        
�

ešení: jmenovatel má  jednonásobný reálný ko en 2  a  trojnásobný reálný ko en 0. Rozklad  
        na parciální zlomky má proto tvar    

        ( ) ( )2xx
x

D

x

C

x

B

2x

A

2xx

2xx6x2 3
233

23

−⋅+++
−

=
−

−++
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( ) ( ) ( )

2323

2323

Dx2DxCx2CxB2BxAx

2xDx2xCx2xBAx2xx6x2

−+−+−+=
=−+−+−+=−++

 

      dosazením ko en  jmenovatele dostaneme: 

       
5AA840:2x

1BB22:0x

=⇔==
=⇔−=−=

 

      protože jmenovatel nemá více ko en , budeme dále postupovat meodou porovnání koeficient  
      u stejných mocnin x 

      
066D26CD2C6:xu

352A2DDA2:xu
2

3

=−=+=�−=
−=−=−=�+=

 

       a rozklad R(x)  na parciální zlomky je  

           
x

3

x

1

2x

5
)x(R

3
−+

−
=  

  

 23.  ( )( )1xx1x

1
)x(R

2 ++−
=  

       
�

ešení: jmenovatel má  jednonásobný reálný ko en 1. Kvadratický troj len 1xx 2 ++  
       nemá reálné ko eny a odpovídá v rozkladu jmenovatele na ko enové initele dvojici 
       jednonásobných komplexn  sdružených ko en . Rozklad R(x) na parciální zlomky má tvar: 

       ( )( ) ( )( )1xx1x
1xx

CBx

1x

A

1xx1x

1 2
22

++−⋅
++

++
−

=
++−

 

         ( ) ( ) CCxBxBxAAxAx1x)CBx(1xxA1 222 −+−+++=−++++=     
          dosazením reálného ko ene jmenovatele   obdržíme 

          
3

1
AA31:1x =⇔==        

           a dále porovnáme koeficienty u stejných mocnin x: 

           

3

2
1ACCA1:x

3

1
ABBA0:x

0

2

−=−=�−=

−=−=�+=
 

          a rozklad R(x) na parciální zlomky je 
  

          
1xx

2x

3

1

1x

1

3

1
)x(R

2 ++
+⋅−

−
⋅=  

 
A. Integrace racionální funkce lomené. 
Racionální funkci neryze lomenou  nejprve p evedeme na sou et polynomu a racionální funkce 
ryze lomené. Z v ty o rozkladu ryze lomené racionální funkce je vid t, že p jde o integrály 
následujících typ : 
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I .  
( )

( )

�
�

�

�
�

�

�

=+α−

≠+
−
α−

=
α−

−


1rprocxln

1rproc
r1

x

x

dx

r1

r
 

 

  I I .   
( )[ ] ( ) +

+=
=

=−
=

+−

+
dt

1t

BAt

bdtdx

btax
dx

bax

NMx
s2s22

 

 
 Poslední integrál vede na dva typy: 

 1.  ( ) =
=
=+

=
+

dt
t2

1

dtdxx2

t1x
dx

1x

x
n

2

n2
 

  2.  Integrál ( ) +
=

n2n
x1

dx
K  . 

       pro n=1 je z ejm    +=
+

= cxarctg
x1

dx
K

21  

 
       pro 1n ≥   lze odvodit rekurentní vzorec 

                                   ( ) nn21n K
n2

1n2

x1n2

x
K ⋅−+

+
=+  

    V následujícím p íkladu si p edvedeme odvození rekurentního vzorce pro p ípad n  = 2. 
P�íklady. 
 

24. Vypo t te ( ) +
=

222
x1

dx
K   . 

Víme, že     =
+

= xarctg
x1

dx
K

21         a   budeme po ítat  1K    metodou  per partes: 

( ) ( ) ( ) =
+

−++
+

=
+

+
+

=
=

+

−=′

=′
+

=
=

+
=  dx

x1

11x
2

x1

x
dx

x1

x
2

x1

x

xv
x1

x2
u

1v
x1

1
u

x1

dx
K

22

2

222

2

2

22

2

21  

       ( ) 2122222
K2K2

x1

x

x1

dx
2

x1

dx
2

x1

x −+
+

=
+

−
+

+
+

=   

Porovnáním levé a pravé strany dostáváme 

 122 K
x1

x
K2 +

+
=  

 

( ) cxarctg
2

1

x12

x
K

22 ++
+

=  
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25.  ( )( )( ) +++
dx

3x2x1x

x2
 

 

       Jedná se o integrál z ryze lomené racionální funkce, jejíž rozklad na parciální zlomky 
       jsme odvodili v p . 21 na str. 35. Tedy 
 

       ( )( )( ) c3xln32xln41xlndx
3x

3

2x

4

1x

1
dx

3x2x1x

x2 ++−+++−=�
�

�
�
�

�

+
−

+
+

+
−=

+++   

       

       
( )

( )( )
c

3x1x

2x
ln

3

4

+
++

+=  

 

26. ( ) −
−++

dx
2xx

2xx6x2
3

23

 

       Jedná se o integrál z ryze lomené racionální funkce, jejíž rozklad na parciální zlomky 
       jsme odvodili v p . 22 na str. 35-36. Tedy 
 

( ) =+−−−=�
�

�
�
�

� −+
−

=
−

−++
 cxln3

x2

1
2xln5dx

x

3

x

1

2x

5
dx

2xx

2xx6x2
233

23

 

c
x

2x
ln

x2

1
3

5

2
+

−
+−=  

 

27.  ( )( ) ++−
dx

1xx1x

1
2

 

 

       Jedná se o integrál z ryze lomené racionální funkce, jejíž rozklad na parciální zlomky 
       jsme odvodili v p . 23 na str. 36. Tedy 
 

       ( )( )
( )

=
++

++
−−=�

�

�
�
�

�

++
+⋅−

−
⋅=

++−  dx
1xx

2

3
1x2

2

1

3

1
1xln

3

1
dx

1xx

2x

3

1

1x

1

3

1
dx

1xx1x

1
222

 

 

( ) c
3

1x2
arctg

3

1
1xxln

6

1
1xln

3

1

4

3

2

1
x

dx

2

1
dx

1xx

1x2

6

1
1xln

3

1 2
22

++−++−−=
+�

�

�
�
�

� +
−

++
+−−   

 
B. Integrály obsahuj ící goniometr ické funkce. 
     
    Poznámka. Racionální funkcí lomenou R(u,v)  dvou prom nných  budeme rozum t funkci 
    s touto vlastností:  považujeme-li  v za konstantu, je tato funkce racionální lomenou funkcí    
    prom nné  u   a  považujeme-li  u  za konstantu, je tato funkce racionální lomenou funkcí   
    prom nné  v. 
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a)   ⋅ dxxsinxcos nm   ,   0n,m ≥   jsou celá ísla 

     1. Je-li (m+n) sudé, užijeme vzorc  

           
( ) ( ) ( )x2sin

2

1
xcosxsin,

2

x2cos1
xcos,

2

x2cos1
xsin 22 =⋅+=−=  

     2.  Je-li (m+n) liché, užijeme substituce 
           )α   pro   m  liché  txsin =  
           )β   pro    n   liché  txcos =  
 

b)    dx)xcos,x(sinR ,  kde R je racionální funkce lomená dvou prom nných 

    Je-li 
    1.   )xcos,x(sinR)xcos,xsin(R −=−    použijeme substituci   txcos =  . 
    2.   )xcos,x(sinR)xcos,x(sinR −=−    použijeme substituci    txsin =  
    3.   )xcos,x(sinR)xcos,xsin(R =−−   použijeme substituci     txtg =  

            
222 t1

1
dx,

t1

1
xcos,

t1

t
xsin

+
=

+
=

+
=     

    4.   v ostatních p ípadech použijeme  substituci   t
2

x
tg =  

             
22

2

2 t1

dt2
dx,

t1

t1
xcos,

t1

t2
xsin

+
=

+
−=

+
=   

 
P�íklady. 
 

28.   ⋅ dxxcosxsin 22  

     s odkazem na a)1. užijeme uvedených vzorc  a obdržíme 

        ( ) ( )( ) ( ) cx4sin
32

1

8

x
dxx4cos1

8

1
dxx2sin

4

1
dxxcosxsin 222 +−=−==⋅    

 

29.    dxxcos4  

        op t s odkazem na  a)1.  užijeme  uvedených vzorc   a obdržíme 

        ( ) ( ) ( ) ( )( ) =++=�
�

�
�
�

� += dxx2cosx2cos21
4

1
dx

2

x2cos1
dxxcosdxxcos 2

2
224  

        
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) cx4sin
32

1
x2sin

4

1

8

x3

cx4sin
32

1

8

x
x2sin

4

1

4

x
dxx4cos1

8

1
x2sin

4

1

4

x

+++=

=++++=+++= 
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30.   dxxsin5  

       s odkazem na  a)2.β )   užijeme substituce  txcos =  
       

        dxxsin 5 = ( ) ( ) =−−=
=−

=
=−=⋅  dtt1

dtdxxsin

txcos
dxxsinxcos1dxxsinxsin

22224  

    

         ctcos
5

1
tcos

3

2
tcosct

5

1
t

3

2
tdt)tt21( 535342 +−+−=+−+−=+−−=   

 

31.    =++=�
�

�
�
�

� −=−=
=−

=
=−= c

t

1
tdt

t

1
1dt

t

1t

dtdxxsin

txcos
dx

xcos

xsin)xcos1(
dx

xcos

xsin
22

2

2

2

2

3

 

        c
xcos

1
xcos ++=    , kde jsme použili substituce podle b)1. 

 

32.  + xcos31

dx
2

 

       s odkazem  na  b)3.  a užijeme substituce txtg =  

        =

+
+

+=

+
=

+
==

=
+

dt

t1

3
1

t1

1

t1

dt
dx

t1

1
xcostxtg

xcos31

dx

2

2

2

2

2
=+=

+ c
2

t
arctg

2

1

4t

dt
2

 

        c
2

xtg
arctg

2

1 +=  

 

33.   +
dx

xcos1

xcos
  

        s odkazem na  b)4.  užijeme substituce  t
2

x
tg =  

        =

+
−=

+
=

+
==

=
+

2

2

2

2

t1

t1
xcos

t1

dt2
dx

t1

t2
xsint

2

x
tg

dx
xcos1

xcos
 =

+
−++
+

⋅
+
−

=

+
−+

+
⋅

+
−

 dt

t1

t1t1
t1

2

t1

t1

dt

t1

t1
1

t1

2

t1

t1

2

22

22

2

2

2

22

2

 

           +−−=�
�

�
�
�

�

+
−−=

+
−+−=

+
−= ctarctg2tdt

t1

2
1dt

t1

21t
dt

t1

t1
22

2

2

2

 = 

       c
2

x
tgxc

2

x
tgarctg2

2

x
tg +−=+�

�

�
�
�

�−−=  
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C. N�které další typy integrál�. 
 

     a) ( ) − dxxa,xR 22      ešíme substitucí    tsinax ⋅=  

      b)  ( ) + dxxa,xR 22      ešíme substitucí    ttgax ⋅=  

      c)  ( ) − dxax,xR 22      ešíme substitucí     
tsin

a
x =  

      d)   dx)e(R x                    ešíme substitucí     ex = t 

 
P�íklady. 
 

34. ==−=
=
==−   dttcos3tcos3dttcos3tsin33

dttcos3dx

tsin3x
dxx3 222  

           ( )( ) ( )  +��
�

�
��
�

�+=++=+== c
3

x
arcsin2sin

4

3

3

x
arcsin

2

3
ct2sin

4

3
t

2

3
dtt2cos1

2

3
dttcos3 2   

         

35.  
( ) ( )

=
+

==

=
=

+ 
tcos4ttg4

dt2

tcos

dt2
dx

ttg2x

4x

dx

2322
32

  =

��
�

�
��
�

�
+ tcos1

tcos

tsin

dt

4

1

2

3

2

2

 

        =

��
�

�
��
�

� +
tcos

tcos

tcostsin

dt

4

1

2

3

2

22

=+==  ctsin
4

1
dttcos

4

1
dt

tcos1

tcos

4

1
23

3

 

          = c
2

x
arctgarcsin

4

1 +�
�

�
�
�

�  

 36. =
−=

=
=

− dt
tsin

tcos
dx

tsin

1
x

1xx

dx

2

22  =
−

−=
−

−

dt

tsin

tsin1

tcos
dt

1
tsin

1

tsin

1
tsin

tcos

2

2

22

2

 − dttsin  = 

        c
x

1
arcsincosctcos +�

�

�
�
�

�=+=  

 

 37.    +=+=
+

=
=

=
=

+
cearctgctartcg

1t

dt

dtdxe

te
dx

1e

e x
2x

x

x2

x
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Ur itý integrál. 

 

V DSO na stran  218 – 236  je p esn  definován Rieman v ur itý integrál 
b

a

dx)x(f .  

Zde uvedeme jenom nejzákladn jší poznatky a budeme se zabývat výpo tem ur itého 
integrálu. 
Poznámka. 

Existuje-li Rieman v integrál 
b

a

dx)x(f  , íkáme, že funkce f(x) je integrovatelná 

v intervalu <a,b>. 
 
V�ta. 
Nech�  ∈b,a R ,  a < b. Nech�   f(x) je funkce spojitá na  <a,b> a nech�  F(x) je funkce primitivní 
k   funkci   f(x)   na   <a,b>  a nech�  je zde spojitá.  Pro ur � itý integrál z funkce f(x) od  a  do  b  platí 

                                   [ ]b
a

b

a

)x(F)a(F)b(Fdx)x(f =−=  

Poznámky. 
1. Nech  funkce f(x) je omezená na intervalu  <a,b> a je na n m spojitá  s výjimkou kone ného 

po tu bod  nespojitosti. Potom je na <a,b> integrovatelná. 
2. Nech   >∈<+ b,ac,...,c 1n1  taková ísla, že bcc...cca 1nn21 =<<<<= +   a nech   f(x) je  

omezená na  <a,b>  a  spojitá v každém intervalu  ( )1ii c,c + , i = 1,2,…,n. Nech  )x(Fi   je 

primitivní k funkci  f(x)  na( )1ii c,c + , i = 1,2,…,n  a nech   je spojitá  na  .c,c 1ii >< +  

            Potom                               ( ) ( ) ( )( )�
=

+ −=
n

1i

ii1ii

b

a

cFcFdxxf . 

       3.  Klademe  0dx)x(f

a

a

=    a je-li    a < b, klademe   −=
b

a

a

b

dx)x(fdx)x(f  pokud integrál 

            na pravé stran  existuje. 
4 . Pokud je f(x) nezáporná integrovatelná funkce na <a,b>, potom P obsah obrazce, ohrani eného 
     osou x, p ímkami  x = a   a  x = b   a grafem funkce y = f(x)  je roven 

                                                          P = 
b

a

dx)x(f  . 

 
V�ta (o integraci per partes). 
Nech�  funkce  u(x), v(x)  mají na intervalu <a,b> spojité derivace  . (x)v(x),u ′′ Potom platí 

                                            ′−=′
b

a

dx(x)vu(x)[u(x)v(x)]dx(x)v(x)u b
a

b

a

  . 
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V�ta (I . v�ta o substituci), 
Nech�  funkce f(x) je spojitá na intervalu  B,A . Nech�  funkce (t)x ϕ=  má na intervalu βα,  spojitou 

derivaci  a nech�  pro βα∈ ,t   je  ( ) BA,t ∈ϕ  a  ( ) ( ) B,A =βϕ=αϕ , kde .BbaA ≤<≤  

Potom platí 

                                                  ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

 
β

α

βϕ

αϕ

=ϕ′ϕ dxdt xfttf  

 
V�ta (I I . v�ta o substituci). 
Nech�  funkce  ( )tx ϕ=   má na intervalu βα,  spojitou derivaci a nech�  k ní  existuje inverzní funkce 

( )x-1ϕ na intervalu o  koncových bodech  ( ) ( )βϕ=αϕ= ba , .  Potom platí 

                                                ( ) ( )( ) ( ) 
β

α

ϕ′ϕ=
b

a

dx dtttfxf . 

 
Poznámka. 
 Tvrzení obou v t o substituci lze jednoduše shrnout takto: Pokud p i výpo tu ur itého integrálu 
 použijeme substituci, m žeme transformovat meze, v nichž integrujeme a nemusíme se po výpo tu 
 p íslušné primitivní funkce vracet k p vodní prom nné. 
 
P�íklady. 
 

1. [ ] ( ) =−=−=
−

5

2

5

2 4

13
ln

3

1
4ln13ln

3

1
2x3ln

3

1

2x3

dx
 

 

2. ( )[ ] ( )   +−=��

	

�

�++=
+

+
+

=
+
+

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0
2

222
4ln8ln

2

1

2

x
arctg

2

3
4xln

2

1

4x

dx
3dx

4x

x2

2

1
dx

4x

3x
 

( ) π+=−+
8

3
2ln

2

1
0arctg1arctg

2

3
 

 

 3. =
++

2

1

2 9x5x

dx  +�
�

�
�
�

� +

2

1

2

4

11

2

5
x

dx
= =�

�

	


�

� +=

�
�
�
�

�

	










�

�
+ 2

1

2

1

11

5x2
arctg

11

2

2

11
2

5
x

arctg

2

11

1
                          

      �
�

�
�
�

� −=
11

7
artcg

11

9
artcg

11

2
 

 

 4.    =
+

−=
+

−+=
+

1

0

1

0

2

1

0

2

21

0

2

2

1x

dx
dxdx

1x

11x
dx

1x

x [ ]
4

1arctgxx 1
0

π−=−  
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 5.  ==′=

==′
=−�

�

	


�

�
==′=

==′
=

e

1

3

2

2

e

1

2
3

3

22e

1

22

x

1
v

3

x
u

xlnvxu
dxxlnx

3

2
xln

3

x

x

xln2
v

3

x
u

xlnvxu
dxxlnx  

      
27

2e5

27

2

27

e2

9

e

3

x

9

2

3

e

9

2

3

e
dxx

9

2
xln

3

x

3

2

3

e 333e

1

333e

1

2

e

1

33 −=−+=�
�

	


�

�
+⋅−=+�

�

	


�

�
−=   

 

 6. [ ] =
−==′

=′=
=−=

==′
=′=

= 
π

π
π

xcosv1u

xsinvxu
dxxsinx2xsinx

xsinvx2u

xcosvxu
dxxcosx

2

0

2

0
2

22

0

2  

     [ ] [ ] π=−π=−= π
π

π

 4xsin24dxxcos2xcosx2 2
0

2

0

2
0  

 

7. ( )
( )

( )
−
−=′=

−==′
=−

2

1

2

2

x

xln12
vxu

xln1v1u
dxxln1 = ( )[ ] ( ) [ ] =−+−=−+− 

e

1

e
1

e

1
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Nevlastní integrál. 

 
V definici ur itého integrálu jsme p edpokládali, že integra ní meze jsou kone ná ísla a integrovaná 

funkce je omezená. Nyní pojem integrálu rozší íme i na neomezené intervaly a na neohrani ené funkce. 
  
Definice. 

Nech  funkce f(x) je definovaná v intervalu ),a ∞<  a nech  pro každé  t > a  existuje integrál 
t

a

.dx)x(f  

Potom ekneme, že nevlastní integrál  
∞

a

dx)x(f existuje (konverguje) práv  tehdy, když existuje vlastní 

limita    ∞→

t

a
t

dx)x(flim  a definujeme    
∞

∞→
=

a

t

a
t

dx)x(flimdx)x(f . Jestliže tato limita neexistuje nebo je 

nevlastní, ekneme že nevlastní integrál neexistuje (diverguje). 



KMMATB –  
�
ešené p

�
íklady  - integrální po� et funkcí jedné prom� nné                                       - 46 –  

  

Poznámka.  Analogicky se definuje nevlastní integrál   −∞→
∞−

=
b

t
t

b

dx)x(flimdx)x(f . 

Definice. 
Nech  f(x) je funkce integrovatelná v každém omezeném intervalu (a,b) a nech  c je reálné íslo. ekne- 

me, že nevlastní integrál 
∞

∞−

dx)x(f  konverguje práv  tehdy, když existují oba nevlastní integrály 

 
∞−

∞c

c

dx)x(fidx)x(f . Potom definujeme     
∞

∞− ∞−

∞

+=
c

c

dx)x(fdx)x(fdx)x(f  .  V opa ném p ípad   

ekneme, že nevlastní integrál  
∞

∞−

dx)x(f   neexistuje (diverguje). 

Poznámka. 
Dá se ukázat, že existence ani hodnota výše definovaného nevlastního integrálu nezávisí na   ísle  c. 
Definice. 
Nech  f(x) je funkce integrovatelná v intervalu <a,x> pro každé ( )b,ax ∈  a neohrani ená v bod  b. 

Nech  existuje vlastní limita   −→

x

a
bx

.dt)t(flim   Pak definujeme nevlastní integrál (vlivem horní meze)  

vztahem    =
b

a

dt)t(f −→

x

a
bx

.dt)t(flim  

Poznámka. 

Analogicky se definuje nevlastní integrál (vlivem dolní meze) jako   +→
=

b

x
ax

b

a

dt)t(flimdt)t(f   . 
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