4 Kategorizace vyrobnich faktort v produkéni funkci

V tomto oddile uvedeme strucny piehled nékolika dalezitych vlastnosti, kterymi mize byt
charakterizovana uvazovana vyrobni technologie dana produkéni funkci F'(x) nebo jednotlivé
vyrobni faktory obsazené v této produkéni funkei. Neékteré z téchto vlastnosti 1ze vyslovit,
aniz pouzijeme predpokladu o diferencovatelnosti (pfipadné i spojitosti) produkéni, ndkladové
nebo jiné ekonomické funkce. Vyhodou hladkych (neomezené diferencovatelnych) funkci
ovSem je moznost nékteré tyto vlastnosti overit snadnéji nez analyzou defini¢niho vztahu.

Definice 9 Podstatnost vyrobniho faktoru

Vyrobni faktor jako argument v ekonomickém vztahu je podstatny [angl. essential | tehdy,
jestlize jeho pfitomnost je nezbytné nutna k tomu, aby hodnota produkce, kterou vyrobni pro-
ces poskytuje, byl kladny. Formalné lze podstatnost skupiny s faktorti zapsat jednoduse
(pro prehlednost znaceni predpokladame, ze podstatnych je prave prvnich s faktort) vztahem :

4.1) F(0,....,0,..,0,X X,)=0
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podstatnych, non-essential) faktoru. L.

..,X, oznacuji libovolna dosazeni z oboru pfipustnych hodnot ostatnich (ne-
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Je zfejmé, ze je-li kombinace v,,....,v, faktorl podstatna, je podstatna i kterakoliv kombinace

V,..,v, pro s<r<nmn-1. Tento disledek je ocividny, nebot ubranim dalsiho faktoru

s kladnym mnozstvim z okruhu stavajicich podstatnych, jez vystupuji v nulovych mnozstvich,
nemuzeme dosahnout kladné hodnoty produkce.

Podstatny faktor je z geometrického hlediska charakteristicky tim, ze izokvanta na kterékoliv
hladin€ produkce nemiize prilnout k ose (osam) dané (danym) nepodstatnym (i) faktorem (fak-
tory) v jeho (jejich) konecné velké hodnoté (velkych hodnotdch). Podstatné jsou napi. viechny
argumenty Cobb-Douglasovy funkce a vSechny vyrobni faktory v ACMS-funkci s kladnou
hodnotou parametru p. Naopak, pfi zaporném p jsou vyrobni faktory u ACMS-funkce nepod-
statné, stejné jako vyrobni faktory v produkéni funkci typu ADDILOG, kde jsou argumenty
vazany aditivné.

Definice 10 Substituénost ( nahraditelnost ) dvou faktorQ

Vlastnost se vztahuje k moznosti nahrazeni dvou dosazovanych mnozstvi vyrobnich faktort
jinymi dvéma mnozstvimi vedoucimi k téze hodnoté€ produkce. Jestlize v urcitém bod¢ - fak-
torové kombinaci - existuji kladné mezni produktivity dvou faktort - pak lze fici, ze tyto fak-
tory jsou v substituénim vztahu (snizeni jednoho musi byt kompenzovano zvysenim druhého,
ma-li byt urovenl produkce neménnd). Pojem vSak lze zavést 1 u produkénich funkei, které
nejsou diferencovatelné a dokonce ani nejsou spojité.

F Pokropp v [1] definuje dva plné substitucni faktory (neklesajici produkéni funkce), napf.
r-ty a s-ty) rovnosti oborti funk¢énich hodnot

(4.2) F(x X,,,....,xs,....,xn):F(xl,....,x,,,....Xs,....,xn)

JEXEREDS

Pii 1<r,s<n, kde X, resp. X, oznacuji obor ptipustnych hodnot, zpravidla interval, kte-
rych mlze nabyvat r -ty resp. s-ty faktor. Nejsou-li uvazovana omezeni v rozsahu piipust-
nych hodnot faktort, pak X, = X, = (0,4+0).

Pojem /lokalni substitucnosti se zasazuje do prostiedi meznich uzitkd (substitucnich) faktort
v neklesajici produkcni funkci.



Necht’ mame F,(x), F,(x) dva mezni produkty v bodé¢ x. Pak jsou r-ty a s-ty fakto-
ry tomto bode¢ ( tedy lokdlné ) substituéni) plati-li: F,(x)>0 F,(x)>0.

Definice 11 Limitovatelnost produkéni funkce resp. faktoru

Pojem limitujici produkéni funkce je jistym protéjsSkem substitucni vlastnosti a souvisi s jiz
zavedenou vlastnosti podstatnosti faktort. Je spojovan se situacemi, kdy nezvySovani mnoz-
stvi jednoho nebo skupiny faktorti znemoziuje rast celkového vynosu, i kdyz (tfeba bez ome-
zeni) zvySujeme mnozstvi faktord ostatnich ( melimitujicich ). Lze ptitom rozlisit slabou a
silnou limitovatelnost, kdy slabd limitovatelnost predstavuje pouze nutnou zatimco silnd limi-
tovatelnost sou€asné nutnou 1 postacujici podminku k tomu, aby zvySeni mnozstvi limitujici-
ho faktoru (skupiny faktori) implikovalo zvyseni celkové produkce’.

Slaba limitovatelnost byla R.W.Shephardem v [ 2 ] definovéana jako podminka:

Existuje-li takova kombinace vyrobnich faktord x,...x, (pfi nelimitujicich faktorech

x,), ze pro jakykoliv vektor x = (x,,....x,,x_,....,x, ), kde x,<x, j=1..,s plati

T so Vsl

X

e
F (x) <M pro n&akou (dostatecné velkou) konstantu M , (tj. F (x) je shora omezend), pak

rekneme, Ze kombinace x;f,....,x:= je limitujici. L.

Souvislost s podstatnosti faktoru je dana vétou (viz[21]) .

VETA 1 Necht produkéni funkce F'(x)spliiuje axiom (P7%*), tj. u€inné podmnoziny E(y)
jsou ohrani¢ené pro libovolnou hodnotu produkce y . Pak plati, ze faktor (resp. faktorova
kombinace) je slabé limitujici pravé tehdy, kdyZ je podstatny(a).

Dikaz : pievezmeme z publikace [ 2 ]

0.
Zesilenim pfedchozi vlastnosti je silnd limitovatelnost, ktera je dana podminkou :
Plati-li pro jakoukoliv kombinaci vyrobnich faktort x;f,....,x:= (pf1 nelimitujicich x x,)a

FESETEEED)

jakykoliv vektor x:(xl,.. X,,X ..,xn) takovy, ze x, <x, *j=1,..,s plati. Ze F(x) je

BRI A

, . , , . * * q. . P
shora omezena, pak je dana faktorova kombinace. x,....,x, limitujici. .

Z definice, ktera ma globalni povahu, je ihned ziejmé, Ze siln€ limitujici faktor je 1 slabé limi-
tujici (a je tedy také podstatny, pokud je ovSem splnén axiom (P7%)).
Protikladem substitu¢ni vlastnosti je takova situace, kdy vyroba muze racionalné probihat

pouze tehdy, jestlize ¢ast nebo vSechny vyrobni faktory se u€astni vyrobniho procesu v pevné
uréeném poméru. (Tento pomér muze, ale také nemusi zaviset na velikosti thrnné produkce).

Definice 12
Krajnim ptipadem komplementdrni produkéni funkce, ktera vySe uvedeny typ technologie
popisuje vztahem:

(4.3) F(xl,xz,....,xn):min{ﬁ;x—z, ..... ,ﬁ}
a, a

' Georgescu-Roegen v této souvislosti mluvi o limitujici (analogicky ke slabé limitovatelnosti) resp. limitativni (obdobé silné
limitovatelnosti) faktorové kombinaci. U prvni vlastnosti jsou uréujici technické duvody, zatimco druhd ma zpravidla téZ soci-
alni a ekonomické pozadi.



ve kterém napt. hodnota --- v né&jakém bodé x° (a pti predem danych technologickych koe-
ficientech a,, j=1,2,....,n) urCuje limitujici minimalni hodnotu produkce). V ¢innych bo-

dech izokvant je minima dosazeno soucasné ve vSech argumentech funkce (2.1), pficemz po-

X,
mér —~ nezavisi na objemu produkce.

a ;

V “obecnych” komplementarnich funkcich je pojem “fixnich proporci” zahrnutych faktora
chapan  pon€kud voln&ji. Jestlize definujeme produkéni funkci ve  tvaru

y =Min(f,(x,),....f,(x,)), kde jednotlivé f vyjadfuji maximaln& dosazitelnou hodnotu

J
produkce, jestlize j-ty faktor je ve vyrobnim procesu uplatnén v mnozstvi x,, pak mnozina
ucinnych bodu na jednotlivych izokvantach nemusi byt ptimka prochazejici poc¢atkem. Pokud
jsou v8echny funkce f; rostouci, pak vzdy existuje jen jedina kombinace, v niz jsou vSechny
faktory slabé limitujici.
Pak: f,(x))= f,(x;)=...= f,(x,), pfi¢emZ (poloha bodu x"zavisi na dosaZeném objemu
produkce y).
(4.4) F(x,,x,,...x,)=min[f (x); £, ). f, (x,)]

Separabilita Smysl této vlastnosti se vaze k urcCité relativni nezavislosti postaveni pfislu§né-
ho faktoru v ekonomickém vztahu. Tato “nezavislost” ma zpravidla podstatny vliv na moz-
nost racionalni agregace faktort téze povahy do makroagregatu v makroproduk¢ni funkei.
Separabilita se bud’ definuje ve vztahu k monotonnosti funkce (nazvéme ji relacni separabili-
ta) nebo ve vztahu k mezni mife substituce faktor(, které maji byt agregovany (tzv. funkcio-
nalni separabilita).

Definice 13 Separabilita produkéni funkce
Relacni separabilita
Tento pristup uplatiiuje napt. Pokropp v [1]; vlastnost je pak pfedstavovana implikaci (v zapi-
su pro r -ty faktor):

Z nerovnosti F(xl,....,x,,,....,xn) < F(xl,....,x:,....,xn)
4.5) vyplyva vztah F(xf,....,x,,,....,x:)ﬁ F(xf,....,x:,....,x:)
pro jakakoliv dosazeni hodnot ostatnich faktord x,,x; * j # r. ZvySeni, resp. sniZeni produk-
ce zpusobené pouze parcialnim pusobenim r -tého (separabilniho) faktoru, je nezavislé na
jakychkoliv dosazenych hodnotach ostatnich zahrnutych faktora.

Funkcionalni separabilita je definovana ve vztahu k mezni mife substituce.

Provedme za timto GcCelem rozdéleni vSech » vyrobnich faktori do nékolika, feknéme g
disjunktnich skupin , a to tak, aby do stejné skupiny patfily faktory, které jsou v néjakém
smyslu “pfibuzné”. Tim dostaneme rozde€leni vSech n faktord do g skupin pfi Cetnostech

skupin n,n,,....,n,, kde Xn, =n.

Funkcionalni separabilita je charakterizovana nezavislosti mezni miry substituce (mezi dve-
ma uvazovanymi faktory) na zmeénach kterékoliv jiného vyrobniho faktoru (mimo oba uvazo-
vané). Formalné zapsano :

i

F
o
FJ’ [
(4.6) 57:0 nebo také £, -F, —F, -F, =0
k



Je zfeymé, ze anulovany vyraz obsahujici toliko parcialni derivace produkéni funkce ziskame
v V1 s , ’ . . . v , ; 2
z predeslého znamym pravidlem pro derivaci zlomku podle x, ( nehled€ na vynasobeni F°).

Definice 14 A

Rekneme, e produkéni funkce F(x,,...,x, ,....,x, ) je silné separabilni s ohledem na pfija-
té déleni n vyrobnich faktort do ¢ skupin, jestlize vztah (*) plati pro vSechny faktory i z r -
té skupiny a vSechny faktory j z s-té skupiny (7 -t4 a s -t4 skupina jsou disjunktni)

Definice 14 B

Rekneme, Ze produkéni funkce F(x,,...,X,,...,X,) je slabé separabilni s ohledem na
ptijaté déleni n vyrobnich faktord do g skupin, jestlize vztah (*) plati pro vSechny faktory i
a j z r-té skupiny. Jak slaba, tak silna separabilita mohou platit v bodé (konkrétnim mnoz-
stvi faktortr) i globalné.

Vyjadiime-li pojmy slabé a silné separability ponékud jinymi slovy, lze fici toto :

MpnoZina faktoru patiici do r-té skupiny (pfi dekompozici vSech n faktorti disjunktné a vy-
Cerpavajicim zpusobem do g skupin) je slabé separabilni vici vSem ostatnim faktoram,
JestliZe mezni mira substituce mezi kterymikoliv dvéma x;,x, z r-té skupiny je nezavisla

na zméné kteréhokoliv jiného faktoru nepatiiciho do této skupiny.
Produkéni funkce je slabé separabilni, jestlie tato vlastnost plati pro vSechny skupiny z
prijatého clenéni vSech n faktori do q skupin, q < n.

Silna (také aditivni) separabilita produkéni funkce predpokladd, Ze slaba separabilita plati
pro faktory z libovolné dvojice tiid (r-té, s-té) vici vSem ostatnim faktorum (pii piijatém
Clenéni vSech n faktord do ¢ tfid).

Poznamka: V definici aditivni separability se pfipousti, ze s =r (jde tedy o dvojici téze
skupiny), takze ze silné separability vyplyva slaba.

Velmi zajimavym zjisténim je dale skuteCnost, ze funkcionalni separabilita (slaba i silna) ma
bezprostiedni vliv také na strukturni tvar produkéni funkce, jestlize tato funkce je separabilni.
Blize o tom vypovida nasledujici véta :

VETA 2 (Goldman a Uzawa 1964)

a) Produkéni funkce F (x) je globalné slabé separabilni s ohledem na piijaté déleni do
q (q > 2) disjunktnich tfid, pravé tehdy, kdyz lze tuto funkci vyjadrit zapisem

(4.7) F(x)=G(r (x') 2 (). £ (x?) :
kde G je rostouci funkce a f' (xi) jsou néjaké funkce, z nichz kazda ma za argumenty pouze
faktory nalezejici do 7 -té tfidy (1' =1, 2,....,q).

a) Produkéni funkce F (x) je globalné silné separabilni s ohledem na pfijaté déleni do
q (q > 2) disjunktnich tfid, pravé tehdy, kdyz lze tuto funkci vyjadrit zapisem

(4.8) F(x)= G(quj Vs (xi)] :

kde G je rostouci funkce a f' (xi) jsou funkce, které maji za argumenty pouze faktory nale-



rejici do i-tétiidy (i=12...,9).

Pokud je produkéni funkce separabilni, je takto umoznéna jista decentralizace v rozhodovani,
nebot 1ze optimalizovat po krocich (krok ve vybéru optima v dané skupin€ neni nijak podmi-
nén situaci v jiné skupin€). Zajimavé je, ze 1 z historického pohledu vymezuje urcité funkéni
tvary. Lze totiz ukazat, ze Cobb-Douglasova funkce a ACMS-funkce jsou (explicitng) silné
separabilni , jakoz 1 to, ze Hanochovy CRESH a CDE- funkce jsou (implicitn€) silné separa-
bilni.

Castym piedmétem zkoumani je vliv proporcionalniho zvyS$ovani mnozstvi faktord na hodno-
tu produkce. K tomuto ucelu je nejcastéji uplatiiovan pojem homogenity funkce predstavovan
definici.

Definice 14 - Homogenita produkéni funkce

Jestlize pro produkéni funkei F(x,,x,,....,x,) plati vztah
(4.9) F(Ax;, A%y, Ax,)= A F(x,%,,...x,),

kde A je né€jaké kladné Cislo urcujici miru proporcionalni zmény vstupt a s je pevna kon-
stanta (muze byt i zaporna, zpravidla se pfijima omezeni s > —1) udavajici miru zvySeni (sni-
zeni) funkéni hodnoty v uvazovaném vztahu (stupefi homogenity), fekneme je produkéni
funkce je homogenni stupné s . Jestlize s = 1, tekneme, ze funkce je linedrné homogenni.
Podle velikosti této konstanty se mluvi o rostoucich (s > 1), klesajicich (s <1) & konstantnich

vynosech z rozsahu vyroby (s = 1) .

Poznamka Charakteristickou geometrickou vlastnosti izokvant generovanych linearné ho-
mogenni produkéni funkei (x) je rovnobéznost teCen k témto izokvantam v bodech, které
jsou pruseciky izokvant s paprsky (polopifimkami) vychazejicimi z pocatku soufadnic. Je to-
mu tak proto, ze mezni mira substituce mezi kterymikoliv dvéma faktory ziistdva pri proporc-
ni zméné viech faktori konstantni (Jde o homogenni funkci stupné€ 0).

Lemma: Necht je produkéni funkce F/'(K,L)homogenni funkce stupné 1. Potom je mezni
mira substituce r,; mezi faktory K, Lu této produkéni funkce homogenni funkce stupné 0.

ovéreni: Necht plati (4.9), pak pro r,; , ktera je definovana vztahem

FK
Fog =—>
KL FL
. :8F(K,L) F :8F(K,L)
OX g oxp
Definice 15 - Homoteticita produkéni funkce
Homotetickou (produkéni) funket lze vyjadrit ve tvaru:
(4.10) F(x,,x,,...x,) = ®G(x,,x,,...x,)) ,

kde G je néjaka homogenni funkce stupné 1 vstupnich vyrobnich faktori a @ je nezaporna,
spojita a rostouci funkce jedné proménné s vlastnostmi ®(0) = 0;lim ®(z) = +oo.



Lze snadno ukazat, ze z (nezaporné) homogenity kteréhokoliv stupné vyplyva homoteticita,
nikoliv vSak obréacené.

Podobné jako u linearni homogenity vyznacuje se struktura izokvant specifickou vlastnosti. K
urceni celé mnoziny izokvant postacuje znalost “jednotkové izokvanty”, tj. izokvanty odpovi-

dajici produkci y° =1. VSechny ostatni izokvanty miizeme ziskat radialni expanzi z po&atku
souradnic tak, ze libovolnou kombinaci faktord na této izokvanté vynasobime pomérem

' (y)

o™ (1)

Ve vztahu k pruznosti substituce libovolnych dvou faktorti Ize u homotetické produkéni funk-
ce ukazat, Ze se tato muze ménit pii pohybu po zvolené izokvanté, avSak zustava konstantni
podél paprsku vychazejiciho z pocatku (tj. neméni-li se proporce faktort).

. Tvar izokvant je tedy nezavisly na objemu produkce y .

Definice16 - Linearita v parametrech (po eventualini transformaci)

(4.11) F(xl,....,xs,....,xn): (b+a1g1(xl)+....+angn(xn))

Vyhodnost nelinearnich tvart, jez jsou linearni v parametrech, je snadnost, se kterou se zpra-
vidla provede odhad parametri téchto funkcnich tvarti (produkéni, nakladové aj.) Typickym
ptikladem je mnohoclen v n proménnych.

(4.12) Fx,x,...x,)=g ' (b+ag(x)+. +a,g,(x,)).

Snad vibec nejznamé;jsi priklad funkce linearni v parametrech po transformaci je CD-funkce.
Transformace je zde ziejmé logaritmicka.

Definice 17- Kvazilinearita a zobecnéna kvazilinearita

Pojem linearni aditivity zobecnil Wolfgang Eichhorn v [3] tak, Ze na jednotlivé prvky vztahu
( ) uplatriuje spojitou monotonni transformaci, k niz, jak znamo, existuje inverzni.
Ekonomicky vztah (produk¢ni, nakladova, poptavkova funkce) muize byt za téchto okolnosti
zapsan jako:

(4.13) Fx,x,...x,)=g  (b+agl)+.  +azgx,)), kde

g je spojita monotonni funkce a dale b, a,....,a, jsou vhodné konstanty (a, nenulové).
ACMS - funkce je kvazilinearni (obecnad mocnina fadu — p)

Zobecnénim kvazilinearity je pfipad, kdy inverzni funkce ve vztahu (4.13) neni totozna s jed-
nofaktorovymi funkcemi uvnitt zavorky pravé strany. Zobecnénou kvazilinearni funkci F' lze
tedy zapsat ve tvaru:

(4.14) F(xl,....,xs,....,xn): h(g1 (x1 ),....,gs(xs),....,gn(xn)), kde

g,,....8, jsou vesmes spojité a ryze monotonni funkce. Oproti (4.13) se nevyzaduje symetrie

vnitinich funkci g,, i =1,....,n vici jednotlivym argumentiim.

Predchozi vycet vlastnosti — aC ne vyc€erpavajici — umoziuje provést jistou typologii v ramci
produkénich nebo nakladovych funkci. Pfirozen€, nékteré z téchto vlastnosti (napf. substituc-
nost vs. komplementarita) se vzajemné vylucuji. Dany vyrobni vztah je proto tieba vySetfovat
obezietné a mit na paméti, ze ne ve vSech oblastech faktorového prostoru musi funkce, resp.
vztah nékterych jejich vyrobnich faktori vykazovat stejné chovani.



