5.1 Nakladova funkce a jeji vlastnosti

Dosud uvazovanou situaci (naturalné chapany vyrobni proces s 1 vyrobkem) rozsifime v této
¢asti ve dvou smérech. V prvé fade rozsifime uvazovani na situaci, kdy misto skalarni hodno-
ty produkce bude vystup zvyrobniho procesu tvofen vektorem m riznych vyrobku
y=0U,Y5,.-,Y,) . Tyto vyrobky nemusi byt nutné€ finalnimi produkty, ale tfeba meziproduk-

ty, které mohou vstupovat do navazujicich vyrobnich procest. Za druhé zavedeme do nasSich
uvah cenova hlediska, a to jednak zavedenim jednotkovych cen vyrobnich faktord, v podobé
vektoru p=(p,,p,,...p,) a obdobné¢ jednotkovych cen vyrobki jako vektor
q=(q,.9,,...9,,) . Piitom maze platit jak m < n, tak také n <m (a pfirozen¢, byt ojedinéle
téz m =n), nebot’ pocet vyrobkd viuci poctu vyrobnich faktord muze byt v riznych realnych
situacich velmi proménlivy.! S témito prostiedky miZzeme pfistoupit k definici nakladové
funkce:

Definice 5.1
M¢éme dan vektor y:(yl, Vorerins yn) vyjadiujici ur¢ité mnozstvi skupiny vyrobku

n= (771 1, ,....,77”) vyrabénych v dané technologii specifikované produkéni funkci F (x)
Necht' dale jednotkové ceny té€chto vyrobnich faktorii jsou po fad¢ p,, p,,....,p, aty vytvaieji
dohromady cenovy vektor vyrobnich faktort p = (p1 s Doseeens pn) . Pak

Nékladova funkce [cost function] (ptislusna k produkéni funkci F(x)) je funkce n+m pro-
meénnych definovana vztahem

(5.1 C(y,p):Min(p-x;xeL(y)) , kde

L(y) je produk¢éni mnozina vstupt odpovidajici produkéni funkci F (x) na hladiné produkce
reprezentované vektorem vyrobkl y . [

Jak je z uvedené definice patrné, argumentem nakladové funkce je jednak vektor vyrobka y,
jednak vektor cen vyrobnich faktori p . Hodnota nakladové funkce je pak nejispornéjsi vy-
daj spojeny pii danych cenach p s nakupem vyrobnich faktor v mnozstvi x umoziujicich
dosahnout (vektorové) produkce o velikosti y .

V ptipadé, ze vystup/produkci predstavuje pouze jediny vyrobek, 1ze pro popis vyrobni tech-
nologie pouzit produkéni funkci F'(x,x,,....,x,). Nakladovou funkci pak definujeme jako

(5.1A) C(y,p)=Min(p-x;F(x) = y)).

Poznamka 5.1 Nakladova funkce mize byt definovana i pro pfipad, Ze bychom se nachazeli
v nekonkuren¢nim prostfedi. Pak bychom mohli jednotlivé slozky vektoru p interpretovat
jako stinové ceny. Mnozinu Z = {(y, x);x € L(y),resp.y € P(x)} budeme nazyvat mnozZina
vyrobnich moznosti (“production possibility set’). Jde o mnozinu v§ech moznych vyrobnich
kombinaci z = (y,x) takovych, ze s vektorem vstupti x lze dosahnout (vyrobit) mnozinu

vystupll y .

! Pripady, kdy z jediné suroviny Ize ziskat vice produktd nejsou nijak vyjimecné: 18-karatové zlato Ize variantné
uzit na zhotoveni Fetizk(, nausnic, prstynkd ¢i hodinkovych pouzder, z ropy Ize pfislusnymi technologickymi
postupy ziskat benzin, petrolej ¢i dehty, ze dfeva Ize vyrobit desitky rdznych produktl apod.



Nyni uvedeme pro piipad m =1 vlastnosti pfisuzované obecné nakladové funkci (5.1)%
VETA 5.1

Nakladova funkce C(y,p) definovana v (5.1A) ve vztahu k produkéni funkci F'(x), ktera
spliiuje vlastnosti (P1),...., (P6), je

(C1) redlna, konecna a nezapornd funkce m+1 proménnych definovand pro viechny klad-
néceny p = (p1 s Doy D, ) >0 a pro vSechny kladné dosazitelné vystupy y .

(C2) Plati C(y, p) >0 pro y >0, pficemz C(O,p) =0.
(C3) Nakladova funkce C(y,p) je
(a) neklesajici funkce vystupu y . tj. pro y' < y* plati C (yl, p)S C (y2 , p) pro pevné p,
(b) pFi neomezené rostoucim vystupu rovnéz neomezené roste, tj. lim C (y, p) =0,
yo»
(c) neklesajici v cendch, tj. pro p' < p* plati C (y, pl)S C (y, p2) pro pevné y .
Zapisem p' < p’ rozumime, Ze p,' < p,”pro viechna j, kdy aspofi projedno ;" :p.' <p.’.
(C4) C (y, p) je funkce (polo-)spojita zdola v proménné y a spojita v proménnych p .

(C5) C (y, p) je funkce linedrné homogenni v cendch p , tzn. plati pro ni vztah

(5.3) C(y,/i.p):ﬂ..C(y,p).
(ce) C (y, p) je funkce konkdvni v cendch p pro libovolné y , tzn. plati pro vztah
(5.4) Clyap' +-2).p%)= 4.Cly. p')+ (- 2)Cly, p?).

Viastnost (C2) mj. Fikd, Ze v pripade, Ze se nic nevyrdbi, nevznikaji Zdadné vyrobni naklady.
Pri riistu cen vyrobnich faktorii (za jinak nezménéné vyrobni situace) je dle (C3) oprdvnéné
vyloucit pokles nakladii. Na druhé strané celkové naklady nemuseji nutné vzriist, nebot’ nemu-
seji byt aktivné vyuzivdny veSkeré vyrobni faktory (napr. ty, u nichz dojde k cenovému riistu),
Jje-li mozné pouZit jiné (existuje-li substitucnost mezi faktory). Matematickou viastnost (C4)
vyvoditelnou ze spojitosti (shora) produkcni funkce Ize ve vztahu k vystupu interpretovat tak,
Ze pozadavek po (dodatecném) zvySeni produkce miize byt za urcitych okolnosti provazen sko-
kovitym pririistkem vyrobnich nakladii. Ve vztahu k cenam je tvrzeni (C4) ziejmé. Konkdvnost
(C6) vystihuje okolnost, Ze pri (neproporcnim) zvySeni (nékterych) cen stoupnou ndklady
zpravidla mensi mérou, nez by odpovidalo maximdlni hodnoté cenového ndrustu. Podobné,
(C5) konstatuje, Ze (dle ocekavdni) se pii proporcni zméné cen umérné zméni vyrobni ndkla-
dy.

Vsimnéme si jistych rozdilt vlastnosti nakladové funkce oproti vlastnostem vydajové funkce:

- Ndkladova funkce je pouze jednostranné spojitd, zatimco pro vydajovou funkci jsme piijali
oboustrannou spojitost. Divodem je jednostranna spojitost produkéni funkce (P5), zatimco
u uzitkové funkce jsme predpokladali spojitost (z obou sméra) (U3).

- Nakladova funkce je pouze neklesajici v produkci, zatimco u vydajové funkce jsme specifi-
kovali ryzi monotonnost (rust) v uZitku. Pticinou je slabsi pfedpoklad (P3) pfijaty u produkéni
funkce oproti (U2) u uzitkové funkce.

% Uvedené vlastnosti Ize vyvodit z definiéniho vztahu (5.1A) , na zakladé pfijatych vlastnosti produkéni funkce
a z vlastnosti funkce Minimum.



Vlastnosti spojené s ,,hladkosti“ nakladové funkce nejsou ,,symetrické ve vztahu k produkci
a k cenam: nepatrna zména kterékoliv ceny nemuize vést ke skokovitému ristu nakladd, ale
nepatrny ubytek produkce skokovity pokles nakladi zptisobit mize — jde o dusledek (P5).

Dikaz:

(C1) Platnost tvrzeni je ziejma: funkce definovana v (5.1A) je redlna a nezdpornd, nebot je
definovana jako (minimdini) skalarni soucin redalného kladného vektoru cen p , resp. redalného

nezdaporného vektoru vyrobnich faktorii x. Hodnota tohoto skaldrniho soucinu je konecnd
(pro konecné jednotkové ceny a pro kone¢na mnozstvi vyrobnich faktort).

(c2) C (O, p) = Min(px; F(x)>0)=0, nebot” staci vzit nulova mnozstvi vyrobnich faktord,
pro ktera plati dle vlastnosti (P1) produkéni funkce rovnost £/(0) = 0. Je-li hodnota produkce
kladna, tj. y >0, musi byt kladna i hodnota nakladové funkce, protoze dle definice
Min(p -x; F(x)> O) > 0 (asponl jeden vyrobni faktor musime vzit v kladném mnozstvi).

(C3a) Dale musi platit C(yl,p)s C(yz,p) pro y' <y* y' #y? nebot

(5.5) C(yl,.p): Min(p.x;F(x) > yl))s Min(p x,F(x) > yz)): C(yz,.p) ’

X X

protoze — pii stejném vektoru jednotkovych cen — nemtze byt faktorova kombinace poskytu-
jicich vyssi produkci ( y?) levngjsi nez faktorova kombinace poskytujici nizsi produkei ( y').
C( ,p) je tedy neklesajiciv y .

(C3b) C neomezené roste nade vSechny meze:

Piedpokladejme naopak, e by existovala horni hranice nakladti C*, kterou by nemohla pie-
krogit jakkoliv velka faktorova kombinace. Zvolme tedy xtakové, Ze plati

C'(3p)={px*; F(x)>y)

Zvolme nyni proporéné zvétenou faktorovou kombinaci x™ =11.x", pro kterou mame
C*(rp)=lpx" i F(x) = vy

Je ziejmé, Ze tato faktorova kombinace je spojena s vysSim vynalozenim naklada (pfi nemén-

nych cenach) nez C*(y, p), coZ je spor s predpokladem, e C” je ona nepiekrogitelna horni
hranice. Odtud tedy nutné plyne

tj. lim C(y, p)=0.
Yoo

Kdyby totiz existovala horni hranice naklada, pak bychom mohli neomezené zvySovat pro-
dukci, aniz by nadale rostly naklady. Takovouto, zajisté jinak pfitazlivou eventualitu pfipustit
nemuzeme. Tim je dokazano Tvrzeni (C3Db). [

(C3¢c) C (y, p) je neklesajici v p :

Pro dva neidentické vektory se vztahem p' < p* ziejmé plati
.6 Clyp')=Minlp' ¥ F(x") 2 y))< Mi"(pz X7 GF(xT) 2 y)) - Clyp?).

protoze plati p'x” < p'x™ < p*x™: platnost prvni nerovnosti vyplyva z toho, 7e bod xje



bodem, v némz se nabyva minima nakladd ve vztahu k cenovému vektoru p', platnost druhé
nerovnosti vyplyva z podminky p' < p*.
(C4) Polospoajitost zdola/zleva budeme dokazovat pfimo na zakladé definice této vlastnosti:

Zvolme n&jaky pevny cenovy vektor p >0 a n&akou pevnou hodnotu vystupu y* > 0. Obg-
ma piislu§i n&jaka hodnota nakladové funkce C(y°, p). Dale vezméme neklesajici posloup-

nost (skaldrnich) hodnot 0 < y < y**™ <y Potom zfejmé musi platit

COY, p)y<COM, p)<COH, p) vdasledku jiz dokazané vlastnosti (C3a), ze C(y, p)je
neklesajici ve vystupu. Pak C (yN ). p): {p.xN JF(x) = y" } pro n&jaké x dosahujici pro-
dukce alespoii y" . Definujme dale kompaktni (omezenou a uzavienou) mnozinu v n+1 -

rozmérném prostoru Z = {(y, X):0<y<y;0<x;px< px’ }

Ziejmé pak pro libovolné prirozené &islo N body (y",x") patii do Z . ProtoZe posloupnost
dvojic (", x™) zastava v kompaktni mnoZind n+1 rozmérného Eukleidovského prostoru,
musi existovat jeji konvergentni podposloupnost (y™*,x"*), takova, ze limx™* =x"
a lim y™* = y" . Protoze pro &leny takovéto podposloupnosti (y™¢,x™*) plati F(x"*)> y™r

musi i pro jeji limitu (v kompaktni mnoziné Z ) platit F(x™ ) > y*. Nyni tedy mame

lim C(YY, p) =lim C(y"*, p) =lim px™* = px™ . Protoze dile F(x")=y", mame
px >=C(y", p). Takze dostavame lim C(y™, p) = C(y", p). Ale protoze na druhé strané téz
plati C(yY,p)<C(y", p), mame odtud lim C(y", p)<C(y", p). Obéma pozadavkim vy-

hovuje zfejmé& pouze moznost C(y", p)=C(y", p). Odtud plyne polospojitost zdola/zleva
funkce C(y, p) pro jakékoliv y pfi kladném cenovém vektoru p > 0. [

(C5) Snadno ukazeme, ze plati také linedrni homogenita:
(5.1A)  C(y,Ap)=Min(Ap-x;F(x)>y))=A.Min(p-x;F(x)>y))=A1C(y,Ap),

nebot’ A je skalarni hodnota a vysledkem nasobeni jednoho vektoru ve skalarnim soucinu
skalarni konstantou A je A -nasobek ptivodniho skalarniho soucinu. [

C6) Zbyva vysetiit konkdvnost v cendch: Pro libovolné body p', p* ziejmé plati
yvavy

Cly, Ap" +1=2).p*)=Min((Ap" +(1-2).p)x,F(x) > y)=

“lpt s a-pptle =ty v a-api ]
(5.7)
> A Min(p'x;F(x) > y) +(1— 1) Min(p*x;F(x) > y) =

2C(y,p")+(-2)Cy, p?)

Jako x" jsme oznaili takovou faktorovou kombinaci, ktera je nejiisporn&jsi mozna ve vztahu
k cenovému vektoru Ap' +(1-A)p? a pfi niz se dosahne produkce alespoti o velikosti .



Toto x viak nemusi byt minimalni ve vztahu k cenovym vektorim p', resp. p?: odtud ne-
rovnost (mezi druhym a tfetim fadkem). l

V tadé pripadt, kdy pracujeme s funkcemi, jejichz analyticky tvar umoziiuje nakladat s parci-
alnimi derivacemi, pfipojujeme k vySe uvedenym piedpokladim o produkéni funkci, které
umoziiuji vyvodit vlastnosti (C1) - (C6) nakladové funkce, jesté dodatecny:

C ( ¥ p) je funkce dvakrat spojité diferencovatelna v p .

Tento predpoklad nam umoziuje doplnit dvé dalsi, velmi uzitecné vlastnosti nakladové funk-
ce: Jde o (C7)

(5.8) C(y,p) = x,
p;
Vztah (5.8) se nazyva Shephardovo lemma’ a dale vlastnost (C8)
(5.9) *Cly.p) 0 (r.p) - vlastnost symetrie s dusledkem & _ —.

PP, p,p, p, P,

Vyznam Shephardova lemmatu spociva predev§im v moznosti generovat na zakladé znamé
nakladové funkce C (y, p) uplny systém poptavkovych funkci po jednotlivych vyrobnich fak-
torech. Smysl symetrické vlastnosti (C8) docenime zejména pii ekonometrickych analyzach,
nebot v ptipadé, ze plati symetrie, docilime snizeni po¢tu neznamych odhadovanych paramet-
ra nakladové funkce. Omezi se tim riziko vyskytu multikolinearity a uchova se potfebny po-
Cet stupiil volnosti pfi testovani vyznamnosti (pfipadné i nelinearnich) regresnich parametra.

Priklad nakladové funkce Uvazujme nakladovou funkci ve tvaru

(5.10) C(y,p):y.Zaipi ,kde O0<qa, <1 ;i=12,..,n
i=1

ktera spliiuje predpoklady (C1), (C2), je oboustranné spojita a za piijatych predpoklada o pa-

rametrech «,, je dale konkavni a linearné¢ homogenni v p . Vzhledem k diferencovatelnosti

lze pomoci Shephardova lemmatu (5.8) odvodit soustavu poptavkovych funkci ve tvaru

(5.11) X, = M:oz,..y,

’ ap,

z ¢ehoz je patrné, ze tato nakladova funkce predstavuje dost specialni poptavkovou strukturu,
kdy jsou jednotlivé faktory poptavany (vaci produkci) v pevnych pomérech, nezavislych na
cenach. Skutec¢né, reprezentaci ptisluSného produkéniho schématu je Leontiefova produkéni
funkce. Symetrie zde plati v trivialni podobé.

Zvlastni postaveni ma nakladova funkce, ktera se vztahuje k jednotkové velikosti vystu-
pu/produkce. Je nazyvana jednotkovou nakladovou funkeci.

Definice 5.2

Mg¢jme dan vektor e :(l,l,....,l) jednotkovych mnozstvi vyrobkd # = (nl,nz,....,nn) vyrabé-
nych v urcité technologii specifikované produkéni funkci F (x) Necht' jednotkové ceny vy-

robnich faktorit Xy,X,,...,X, jsou obsazeny ve vektoru p = (pl,pz,....,pn). Pak

* Dikaz Shephardova lemmatu najde &tenaf v &asti teorie uzitku — Tvrzeni 4.1, vztah (4.12).



Jednotkova nakladova funkce [unit cost function] ptislu§na nakladové funkci C(y, p), resp.
produkéni funkei F(x), je funkce # + m proménnych definovana vztahem

(5.12A) C(e,p) = Min(p "X;X € L(e)) kde

L(e) je produk¢éni mnozina vstupti odpovidajici produkéni funkci F (x) na hladiné produkce
reprezentované vektorem jednotkovych mnozstvi vyrobku e .

V piipadé¢ jednovyrobkové produkéni technologie popsané produkéni funkei F(x,,x,,....,x,)
1ze jednotkovou nakladovou funkci definovat jako

(5.12B) C(1, p)= Min(p - x; F(x) >1)).

Argumenty jednotkové nakladové funkce jsou tedy jednotkova mnozstvi vyrobkl e a cenovy
vektor vyrobnich faktort p . [

Poznamka 5.2 Jednotkova nakladova funkce je zfejmé funkci jen » argumentt (prvka ceno-
vého vektoru p). Zavedeme pro ni znaceni C(p)=C(1, p).
Poznamka 5.3 Jednotkova nakladova funkce je realna, konecna a kladna funkce, ktera je dale

(v cenach) neklesajici, konkavni a linearn€ homogenni. Plati pro ni Shephardovo lemma (C7)
a podminka symetrie (C8).

Diikaz: Platnost plyne bezprostfedné z vlastnosti nakladové funkce C(y, p).

K uzitetnému zjednodusSeni zapisu nakladové funkce dochazi tehdy, jestlize je ptvodni pro-
dukéni funkce linearné homogenni. Vztah je obsahem nasledujiciho tvrzeni:

TVRZENI 5.2

Jestlize je produkéni funkce F(Xp,X,,...,X, ) definovana vztahem (1.4) s vlastnostmi (P1)-
(P7) linearné homogenni, pak Ize k ni pfisluSnou nakladovou funkci zapsat jako soucin veli-
kosti produkce y a jednotkové nakladové funkce C (p) prislusné nakladové funkci C(y, p) .

n
Diikaz: Jednoduchou upravou nakladové funkce C(y, p) = Min {z pix;; F(x)>y }
i=1
dostaneme pro y >0

& 1
C(y, p) = Min {Zpixi ;—F(xp,%,.,%,) 211 } :

i=1 y
Vzhledem k linearni homogenité lze dale psat

n
C,p)=Min{ Y pyx; s F(LZ2, 20 =1

i=1 y.y Y

a dale vzhledem k vlastnosti multiplikativni komutativity minima

n . .
C(y, p) = yMin z_p,x, ;F(ﬂ,x—z,...,x—”)zl .
i=1 JV Yy y Yy



Po nahrazeni podild x; / Y novymi proménnymi Z; = X; / Yy tedy mame

n ~
C(y,p) = yMin {Zpizi s F(z1,29,..,2,) 21 } =y.CL,p)=yC(p). [
i=1

5.2 Vynosova funkce a jeji vlastnosti

Obdobnou ulohu, jako ma ndkladova funkce ve vztahu k nakladové strance vyrobniho proce-
su, ma vynosova funkce, ktera reprezentuje (jako pojem sam 1 svymi vlastnostmi) chovani
vynosoveé, penézné ohodnocené (trzebni) stranky vyrobniho procesu. (Produkéni funkce ma
primarné zobrazovat technologickou stranku vyroby).

Definice 5.3

M¢éme dan vektor y = (yl, Voseres ym) vyjadiujici urcité mnozstvi skupiny vyrobka
n= (771, 772,....,77,,,) vyrabénych v dané technologii specifikované skupinou produkcnich funk-
ci’ F (x) Necht dale jednotkové ceny téchto vyrobki jsou po fadé ¢q,,4,,....,q,, aty vytvare-
ji dohromady vektor cen vyrobklti ¢ =(q,,95,.-..,9,,) - Pak

Vynosova funkce [revenue function ] (pfislu$na k produkéni funkei F (x)) je funkce n+m
proménnych definovana vztahem

(5.12) R(x,q) = Max(q.y ;Y€ P(x)) , kde

P(x) je produkcni mnoZina vystupii odpovidajici produkéni funkei F (x) na hladiné produkce
reprezentované vektorem vyrobnich faktora x. [
Jak je z této definice patrné, argumentem vynosové funkce je jednak vektor vyrobnich faktoru
x, jednak vektor cen vyrobkii q . Hodnota vynosové funkce je pak maximalni dosazitelny
vynos (trzba) ziskatelny pii danych cenach ¢ s prodejem (vektoru) vyrobkt o objemech y,
které jsou vyrobitelné pfi nasazeni vektoru vyrobnich faktorti o velikosti x .

V ptipadé, ze vystup/produkce predstavuje pouze jediny vyrobek, Ize pro popis vyrobni tech-
nologie pouzit produkéni funkcei F(xy,x,,....,x,). Vynosovou funkci pak definujeme jako

(5.124) R(x,q)= Max(q.y; F(9) > y).

VETA 5.3

(R1) Vynosova funkce R(x,q) definovana v (5.12) ve vztahu k produkéni funkei F(x), kte-
ra spliluje vlastnosti (P1),...., (P6), je redlnd, koneéna a nezdapornd funkce m+1 promén-

nych definovana pro v§echny kladné ceny q = (ql, qz,....,qn)> 0 a pro vSechny kladné pou-
zitelné vstupy x.

(R2) Plati R(x,q) >0 pro x >0, pficemz R(0,q) =0.
(R3) Vynosova funkce R(x,q) je
(a) neklesajici funkce vstupu x . tj. pro x' < x* plati R(xl ,q)s R(x2 ,q) pro pevné ¢,

(b) pFi neomezené rostoucich vstupech rovnéz neomezené roste, tj. lim R(x,q) =,
X—>®©

* Pfesn&ji by $lo o m tzv. produkénich korespondenci.



(c) neklesajici v cendch, tj. pro q' < q* plati R(x,ql)s R(x,qz) pro pevné y .

Zapisem q' < q* rozumime, e q]-1 < q]-2 pro vechna j, kdy aspoii pro jedno j": qj-*1 < qj-*2 .
(R4) R(x,q) je funkce (polo-)spojita shora v proménné x a spojita v proménnych q .

(R5) R(x,q) je funkce linedrné homogenni v cendach vyrobkii q , tzn. plati pro ni vztah
(5.13) R(x,Aq)= AR(x,q).

(R6) R(x,q) je funkce konkavni v cendch p pro libovolné y, tzn. plati pro ni vztah

(5.14) Rlx, 2" +(1-2)q*)= 2.R(x.q")+ (- 2)Rlx.q*). 0

Viastnost (R2) konstatuje, Ze v pripadeé, Ze pro vyrobu nemdme Zddna (kladna) mnozstvi vy-
robnich faktorii, nelze realizovat (Zddnou produkci a tudiz) Zdadné trzby.

Pri ritstu cen vyrobkii (za neménné vyrobni situace) je dle (R3): (a) s riistem uzitych mnozstvi
vyrobnich faktorii nemozny pokles vynosii (ty vSak nemusi nutné riist, protoze se nemusi uzivat
praveé ty, u kterych se zvétsila potencialné zvétSena mnozstvi), (c) nemozny pokles vynosii (za
Jinak stejnych okolnosti), jestlize zdrazime ceny vyrobki, (b) neohranicena hodnota trzeb,
pokud soustavné zvySujeme nasazend mnozstvi vSech vyrobnich faktorii.

Viastnost (R4) vyjadiuje opét zdkonitosti matematické povahy: drobny cenovy riist (pokles)
vyrobkii nemiiZe vést ke skokovitému rustu vynosi, avsak drobny pririistek vyrobnich faktori
miize ojedinéle (neprimo pres skokovity riist produkce) vést k nespojitému riistu vynosii.

Linedrni homogenita (R5) je ziejmd: Proporciondlni zména cen (vSech) vyrobkii se odrazi
v adekvdaini zméné hodnoty trzeb (stejné jako proporciondlni zména cen vyrobnich faktorii
vede k adekvatni zmené nakladhi).

Konecné konkdavnost (R6) znamend mj. Ze pri poklesu (ktery nemusi byt nutné proporcni) cen
vyrobkii nemusi adekvatné poklesnout trzby ziskané z prodeje vyrobkii, nebot vyrobce v ramci
dané technologie (pripousti-li se substitucni moznosti) miize prejit (se stejnymi vyrobnimi
faktory) k vyrobé jinych produktii, u kterych ceny poklesly (oproti priuméru) méné, pripadné
vzrostly.

dl,il;az’:/éty 2 bude doplnén pozdéji, v podstaté vSak probiha (tvrzeni po tvrzeni) obdobné jako dukaz vlastnosti vydajo-
ve Tunkce.

5.3 Ziskova funkce a jeji vlastnosti

Minimalizaci vyrobnich naklada lze chapat jako jednu z fazi dvoustupnové procedury, ktera
v celku pojima zisk z vyrobniho procesu jako maximalni dosazitelny rozdil mezi hodnotou
produkce - danou skalarnim soucinem vektoru vyrobki a jim pfislusnych jednotkovych cen -
a vyrobnimi naklady (vyjadifenymi obdobnym skalarnim soucinem vektord vyrobnich faktora
a jejich jednotkovych cen). Na ni navazuje druhd faze: maximalizace hodnoty realizované
produkce (objemu trzeb) predstavované vynosovou funkci, od niz se odecitaji minimalizova-
né vyrobni naklady (spojené s pofizenim vyrobnich faktori v optimalnich mnozstvich).

Definice 5.4

Mg¢jme dan vektor m vyrobka y= (yl, Vypris ym) a vektor n vyrobnich faktord
x=(x,,X,,...,x,) vyuzivanych v ramci dané technologie uréené produkéni funkci F(x).
Vedle téchto vektord uvazujme jesté dva dalsi vektory, a to jednak jiz zavedeny vektor cen
vyrobnich faktora p = (pl,pz,....,pn) a vedle n¢; jesté vektor q = (ql,qz,....,qm), ktery ptred-
stavuje jednotkové ceny vyrobkt. Predpokladame opét nezaporné ceny p >0, q > 0 .



Ziskova funkce [profit function | (ptislusna k produkéni funkei F(x)) je funkce m+n pro-
ménnych definované vztahem

(5.15) T1(g, p) = Max(qy — px ;(x,y) € Z(x, y)) , kde

VA (x, y) je op€t mnozina vyrobnich moznosti uvazovanych v ramci dané technologie. Vyraz
(5.15) lze prepsat ve zkraceném vyjadreni pro pfipad, ze vezmeme z = (y, — x) jako tzv. vek-
tor Cistého vystupu (“net output vector”)

(5.15A) H( q*):Max(q* -z;zeZ(x,y)) , kde

Z je pravé vektor &istého vystupu (kladny pro vystupy, zaporny pro vstupy) a ¢ je prislusny
sdruzeny cenovy vektor ¢ = ( , p). [
Ziskové funkci definované vyrazem (5.15) pfisuzujeme tyto elementarni vlastnosti:

(21) H( q, p) je realna funkce definovana pro vSechny kladné ceny (vyrobku i vyrobnich fak-
tord) py,....P,> 4,,---»q,, - Uplatnime-li zkraceny zapis H(q* ), pak je tato funkce navic neza-
porna.

(Z2) H( q, p) je nerostouci funkce v cenach vyrobnich faktori a neklesajici v cenach vyrob-
kd, tzn. plati: pro p, < p,.

(5.16A) (g, 20Dy ) 2T @, Py P p,), 1or " € {12, 1}
a podobné plati pro ¢, <gq..

(5.16B) (g, qernq,, P) <TGy sGorrnq,> P), 88" € {12, 1},
(23) I1( ¢,
(24) T1( ¢,
17 Tl '~ g?.a-Hp?) < ATl p'g% p? )+ (- ATl p' g% p).
(25) T1( ¢, p) je linearné homogenni funkce v argumentech p,,.....p,.4q,,.....q,, tzn. plati
(5.18) [1(4g,4p) = AT1(g, p) pro libovolné 4> 0.

Z tvrzeni (Z1) je zirejmé, Ze zisku se dosahuje tehdy, jestlize je hodnota realizované produkce
Vvy$$i, nez cini vynaloZené vyrobni ndklady.V opacném pripadé jde o ztratu.

p) je spojita funkce ve vSech argumentech p,,.....p., q,,.....q,, .
p) je konvexni ve vSech argumentech p,,....,p,,q,,...q, . Znamena to, ze plati

Predpoklad (Z22) je v souladu se skutecnosti, zZe rust cen vyrobnich faktorii (pri nezménéné
vyrobni situaci) nemiiZe zvySovat zisk, na ktery viak naopak miiZe priznivé pusobit riist cen
vyrobkii.

Opét je opravnéné predpoklddat vztah (oboustranné) spojitosti zisku viici cendm - viz. (Z3).
Duvody jsou shodné jako u ndakladové a vynosové funkce.

Ve vztahu k (Z4) si povSimnéme rozdilu oproti ndkladové funkci, ktery vyplyva z rozdilného
ctlového kritéria. Konvexnost vyplyva ze dvou skutecnosti :  stejnou viastnost ma i vynosova
funkce — viz (R6) jako mensenec rozdilu (Clen qy), mensitel je pak nakladova funkce, kterd je
konkavni, takze jako zdporné vzatd velicina — px musi byt konvexni.

(Z5) Proporcni zména viech cen (jak cen vyrobkii, tak vyrobnich faktori), napr. pri zméné
penézni jednotky, musi mit za diisledek analogicky prepocet vysSe piivodné dosazeného zisku.



Pti aplikaci analytickych funk¢nich tvara obvykle uzivanych jako ziskova funkce je zpravidla
ucelné pripojit jesté nasledujici podminku:
(26) H( q, p) je dvakrat spojité diferencovatelna podle vSech svych argument.

Po doplnéni této posledni vlastnosti 1ze obdobné jako u nakladové funkce uvazovat dva jeji
dilezité dasledky.

(5.20) (Z7) M:x, , Tesp. M:ys pro r=12..n;,s=12..m
p, oq,
(vztah je znam jako Hotellingovo lemma) a dale opé&t vlastnost symetrie
2 2
0
(5.21A) (Z7*) o' Ilg. p) _ 2°1(g, p) s diisledkem & P
p,q, oq.,p, oq,  ap,

Jestlize do tohoto vyrazu zavedeme zkracené znaceni a sdruzime vektory cen (vyrobku a vy-
robnich faktorti) do souhrnného vektoru ¢" = (q1 Gy Prs Poseeos pn) a podobné slouceni

provedeme pro vektor mnozstvi (vyrobkli a vyrobnich faktorti), ktery oznacCime
2=, 9,,.,.%,%,,...x,), kde y, >0 a x, <0 (tedy opét pracujeme s vektorem Cistého
vystupu), mizeme posledni podminku (Z7*) psat v obecnéjsi formé:

o H(q*) = o H(q*) s dusledkem ai = Cz .
oq,0q, 04,89, oq, 0q,

N

(5.21B) (Z7)

V podminkach pro symetrii (5.21A), resp. (5.21B) mizeme tedy kombinovat navzajem ceny
vyrobkt 1 vyrobnich faktori. Vysledkem je soustava poptavkovych funkci symetricka ve
vztahu k vyrobkim i vyrobnim faktorim navzajem.

5.4 Nakladova minimalizace

Uvazujme minimalizacni problém, v némz jsou nezaporné jednotkové ceny vyrobnich faktort
x =(x,,x,,...,x,) urCeny exogenn¢ jako vektor p = (p,, p,,....p,), tedy

(5.18) o Min Z DX, za podminky,

i=1
7e dosahovana urovei produkce je rovna (alespo) y°, tj. F(x)>y". K tomu pfipojime
podminky nezapornosti mnozstvi vyrobnich faktor x, > 0.

Pohled'me na tuto optimalizac¢ni tlohu jako na problém nalézt vazany extrém funkce a pro-
ménnych x = (x,x,,...,x,) (pi1 pevnych cenach/parametrech). Optimalniho stavu (stavu rov-
novahy) lze dosahnout ve dvou krocich. Nejprve predpokladejme, ze je dan objem produkce
»? a ceny vyrobnich faktord p = (p,, p,,...,p,). Spotieba faktorti x = (x,,x,,....,x,) je tako-
va, ze vyrobni naklady px jsou minimalni za podminky, ze F'(x)=y.

Tuto minimaliza¢ni Ulohu Ize fesit, jak zndmo, napt. pomoci metody Lagrangeovych multi-
plikatort. S ohledem na jedinou omezujici podminku zde postaci jeden multiplikator. Ozna-
¢ime ho A. Znamena to minimalizovat vyraz tvaru

(5.19) H(x,A)=) px, —A(F(x)-y") piidanych y°, p,i=12,. 1

i=1
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Derivacemi podle jednotlivych x,,i =1,2,...,n a jejich anulovanim obdrzime postupné sousta-
vu podminek nutnych pro rovnovahu:

(5.20) w:pi -AF(x)=0 pro i=12,.. ,n
xi
(5.20A) % =F(x)-y"=0.

*

x " jako funkce parametr

2 My

Z (5.20A) dostaneme poptavkové funkce xl*,x

', Pys Pass P, - Tyto funkce musi splfiovat podminky nutné pro rovnovazny stav:

P .
5.21 =1 ro i=12,....n
(5.21) F ) p
(5.21A) D= P o = P
F(x)  F(x) F(x")

za vedlejsi podminky F(x)=y°. Vyrobni niklady » p.x, jsou potom tedy rovnéz funkci
.] 1771

parametri y° a p. Uvedené podminky vyjadfuji pozadavek, aby podil mezni produktivity
kazdého vyrobniho faktoru a jeho jednotkové ceny byl konstantni pro vSechny faktory. Pre-
vracené hodnoty téchto (stejnych) podilti jsou rovny multiplikatoru A.

Poznamka 5.4 Podminky (5.21) mizeme interpretovat prostfednictvim pojmu parcialni mez-
ni naklady: Jde o podil zmény p,dx; na celkovych nakladech a pfislusné zmény Fdx, v ob-
jemu produkce (znamena to malou zménu x,, pfiemz ostatni x,, j #i zlstavaji beze zmé-
ny). Plati totiz

azpixi
Ox, D
oF(x)  F(x)
.

1
Poznamka 5.5 Vsimnéme si dale, ze plati 6C/0Y = 4.
Ovéreni:
Poptavkové funkce (vyjadiené pro rovnovazny bod) jsou ziejmé funkci cenového vektoru p

a stanovené urovné¢ produkce y. Muzeme tedy psat x; = x,(p,¥),x, = x,(p,y). Ze zapisu
produkéni funkce mame

FQx(p,y),x,(p,y) =Y.

Provedeme-li na obou stranach parcialni derivace podle y, dostaneme

gy o &)
y y

Z nutnych podminek pro rovnovazny bod pak vyplyva

P (p.y) Py &P

Ay A

11



Vynasobenim obou stran rovnice 4 dostavame

le(p,y)+p ox,(p,y) 2
2. _— B

P oy oy

Protoze dale plati
C(p.y) = pix (P, )+ prx, (P, Y),
zfejmeé mame
acg,w :pliaxl(éfwwrang,y) . .
Postacujici podminky (zajistujici minimalizaci vyrobnich naklad() maji tvar, mutatis mutan-

dis, jako v ptipad€ maximalizace uzitkové funkce. Rozdil je dan tim, ze zde feSime ulohu na-
lezeni minima. Aby byla minimalizovana hodnota vyrobnich nakladd, je nutné, aby druhy

diferencial nize definované kvadratické formy d°H(x", 1) vy&isleny v bodé x* byl zaporny
pro vSechna dx, , ne vSechna nulova:
(5.22A) d2H(x*, ) =— A Fo(x )dx,dv, |>0,

Jj=1 k=1

a to pro vSechna dx; propojena vedlejsi podminkou

(5.22B) Zn:Fi(x*)dxj = 0.

Tato vedlejsi podminka je odvozena diferencovanim ze vztahu F(x") = y°.

Podminka (5.21A) je zfejmé& ekvivalentni pozadavku, aby platila (pfi kladném A, coz plyne
z (3.20)) nerovnost

(5.23A) S 3 F, (x*)d dx, <0
Jj=1 k=1

pro vSechna dx ; provazana zminénou vedlejsi podminkou

(5.23B) Z F(x")dx, =0.

Prevedeme-li — obdobné jako v ptipade uzitkové funkce — vySe uvedené podminky na vlast-
nost (symetrické) matice @, vzniklé z matice druhych parcialnich derivaci produkéni funkce
F(x) ovroubenim gradientnim vektorem v prvnim fadku a prvnim sloupci (a s nulovym le-

vym hornim prvkem), lze pozadavek na existenci extrému v bod& x* vyslovit ekvivalentng
. w w7 4 4 r W r . 4 . o M 5 .
jako pozadavek na stfidani znamének konecné posloupnosti hlavnich minori matice @ °, tj.

> Je zfejmé, e pro k =1 je vztah (5.23) spinén vzdy: minor je roven — Flz.

12



0o F F, .. F,
FOF,F, By
5.24 -D|F, F, F EF.| >0 k=23,..n.
2 12 22 2k
Fk Ek sz Fkk

Pokud tedy ma dana kombinace mnozstvi vyrobnich faktord x" vést k minimalizaci vyrob-

nich nakladt, musi s pfidanim kazdého vyrobniho faktoru (bez ohledu na poradi jejich vybeé-

ru) dojit ke zméné znaménka takto zveétSeného hlavniho minoru matice @ (s kladnou hodno-

tou pro dva vyrobni faktory) vyéislené v této uvazované faktorové kombinaci x" . Neni-li
* . . 4 O w

tomu tak, bod X minimem byt nemize.

Na fazi nakladové minimalizace navazuje jako druhy krok maximalizace zisku. Tu provede-
me tak, ze pfi dané jednotkové cené vyrobku ¢ stanovime rozsah vyroby tak, aby bylo ma-

ximalizovano rozpéti mezi trzbami a naklady. Zisk je timto vyjadien jako

(5.25) gy’ -CO"°,p),

tj. rozdil mezi objemem trzeb a vyrobnimi naklady. K tomu ovSem staci polozit (kladny) mul-
tiplikator A hodnoté g (jednotkové cené vyrobku). Tim je feceno, ze v rovnovazné situaci
jednak plati (jako nutné) podminky p,/F,(x")=q pro vSechna i =12,....n jednak (jako po-
staCujici) téz Hicksovy podminky stability (5.22), resp. (5.23).

llustrace

Vyse uvedeny postup ukazeme nyni na nejjednodus§im ptripad€, v némz vyrobni technologie
operuje tak, ze je vyrabén pouze jeden vyrobek y, k jehoz zhotoveni se pouzivaji dva vyrob-
ni faktory x,,x,

Nejprve vySetiime podobu podminek nutnych pro rovnovazny bod. Postupné odvodime vyra-
zy pro zménu poptavky po kazdém vyrobnim faktoru pii zméne jedné z cen (arbitrarné zvol-
me p,). Vyjdeme pfitom z podminek (5.25):

(5'26A7B7C) F(x1 (p), X, (p)) = yo Fl (xl (P), X, (P) )ﬂ“ =D Fz (xz (P), X, (P) )/1 =P,

Derivujme nyni vSechny tfi vztahy podle p, (ceny, ktera se méni). Dostaneme

OF(x) v,  OF(x) ox,

(5.27A) | >,
le 8p1 8)(72 8pl
(5.27B) AL OR & R 3
8[91 6x1 8p1 asz 8p1
(5.27C) g OA L PR® & R Oy
Py o, dp, ox, op

Po jednoduché upravé druhé a treti rovnice (vydélenim kazdé z nich A ) dostdvame soustavu
tfi rovnic pro tfi neznamé (dvé poptavkové zmény Ox;/ Op; a Oxa/ Op1 a pomocnou nezndmou
1/A. OA/Op1). Tuto soustavu je pak mozno souhrnné vyjadiit vektorové-maticovym zapisem
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104
0 F L ﬂéfpl 0
(5.28) T b
B Fo)| o |0

b

Odtud pouzitim Cramérova pravidla jiz snadno ziskame feSeni: vyraz pro poptavkové zmény

oy || oy, |®¥

(5.29) = : = , kde
o, |@| " |0
0 0 F 0 F 0
1 1
o, =/ — K o,=\F F -
1 1 ﬂ, 12 2 1 11 ﬂ,
F2 0 F22 F2 FiZ 0
Ptfimym vypoctem obou determinant dostaneme
O FE
5.30 ©, |=—32 O, =12
(5.30) @) |=— (@2 [=—
a tedy nasledné
(5.31) o _ - oy D
op, /1..|CD | op, ﬂ..|CD|

Vzhledem k tomu, ze L >0 a |CD| >0, dostavame ziejme, ze 0x;/ Op; < 0, zatimco Oxz/ Op;1 >

0. Znamena to tedy, Ze rust ceny prislusné vyrobnimu faktoru vede k poklesu poptavky po
ném, zatimco v pripadé druhého pritomného faktoru vede rist jeho ceny k rastu poptavky.
Oba vyrobni faktory jsou tedy v substituénim vztahu.

5.5 Prfima maximalizace zisku pomoci ziskové funkce

Rozsitme ulohu formulovanou v casti [5.4] tak, ze soubézné s minimalizaci ndkladové stranky
vyroby budeme usilovat o dosazeni maximalniho zisku z hodnoty vyrobené produkce. K to-
muto ucelu potfebujeme vedle vySe vyrobnich nakladi (pfipomenime, Ze ty jsou dany souci-
nem mnozstvi vyrobnich faktort a jejich jednotkovych cen) stanovit hodnotu, za kterou se
bude vytvofena produkce prodavat na trhu. Proto je tfeba do Gvah zaradit veli¢inu mnozstvi
vyrobkll a k nim pfislusnych jednotkovych cen, tedy (pii m vyrobcich) hodnotu skalarniho
soucinu tvaru

(5.32) q.y:quyj.
=1
Maximalizaci zisku (pfi nejmenSich moznych vyrobnich nakladech) lze pak zapsat ve tvaru
(5.33) Max11(q, p) = Max[q.y - p.x] = Max{z q,y, —Zpl.xl}
Jj=1 i=1

tentokrat viak bez piimého uvazovani vedlej§i podminky F(x)> y° predstavujici pozadavek,
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aby produkce dosazitelna pomoci vektoru mnozstvi vyrobnich faktorti x m¢la alespon velikost
y°. Ziskova funkce TI(q,p)Vv (5.32) pak udava maximalni dosaZitelny zisk z produkce reali-
zované pii minimalnich vyrobnich nakladech a pfi trzné stanovenych cenach p a ¢q.

V dal§im vykladu se pro zjednoduSeni omezime na situaci, kdy je produkovan pouze jediny
vyrobek, m =1, tzn. qy = qy . Pfislu§né uvahy by nicméné zistaly v platnosti i pro piipad
sdruzené produkce, tj. tehdy, pokud bychom rozsifili pojem produkéni funkce na vektorovou
situaci. S ohledem na sledovany cil (nalézt optimalni rozsah vyroby, pfi némz je minimalizo-
van zisk) v8ak bude nyni nutno na argumenty ziskové funkce pohlizet odlisné: Ceny p a ¢
budeme povazovat za exogenné stanovené , parametry* ulohy, zatimco optimalizaci budeme
provadét vzhledem k (proménnym, hledany) mnozstvim vyrobnich faktori. Abychom vsak
nekomplikovali situaci dal§im symbolem, pfidrzime se plivodniho znaceni ziskové funkce II.

Nutné podminky pro to, aby v konkrétnim bodé x* byla maximalizovana ziskova funkce’,
jsou

oi(x") _ aMl(x*) _afl(x®) __ afl(x*) _

(5.34)
ox, ox, ox, ox,

0

N ’ ./ ’ . ’ v ’ ’ S 7
vycisleni parcialnich derivaci zde vede k soustavé podminek nutnych pro rovnovazny bod":

aM(x") _y oF(x")

535A =0.

( ) o, o, P
al(x")  aF(x")

5.35B =q. ~p,=0.

( ) o, q o, P2

(5.35C) Mex) _Fx)_ o

ox ox

n n

*
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Optimalni rozsah vyroby je potom dan vztahem y = F (xl*,xz*,...,xn*), je tedy vyvozen pro
danou technologii z optimalnich mnozstvi vyrobnich faktorii x". Z dosazeného Ize vyvodit:

A) Vztah (5.36) ukazuje, Ze v rovnovazném stavu x je pomér spotieby kterychkoliv dvou

® Pouzivame znageni I1 oproti I, protoze ziskova funkce definovana v (5.15) je funkci cen q, p . Zde, ac pra-
cujeme s formalné shodnym vyrazem ¢y — pX , pohlizime na tento vyraz odliSné: pfi maximalizaci (5.33) pokla-
dame oboji ceny za pevné dané, maximum zisku se hleda ve vztahu k rovnovaznému bodu, ktery ur€uji hledana

optimalné uzitd mnozstvi vyrobnich faktord x* - produkci pak uréime z produkéni funkce y* = F(x*) .

7 Zde na rozdil od situace v Gasti [5.3] v8ak neprovadime podminénou, nybrz nepodminé&nou maximalizaci, neni
tedy divod uplatfiovat postup s pouzitim Lagrangeova multiplikatoru.
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faktord r,s takovy, Ze mezni mira substituce mezi nimi £, (x")/F,(x") je rovna poméru cen

téchto faktort p./p..

B) Optimalni rozsah vyroby, tj. mnozstvi vyrobnich faktort xl*,xz*,...,x " a nasledné hodno-

n

ta produkce y* = F(xl*,xz*,...,xn*) je pak dana tGrovnémi p, =¢q.F (x)pro vsechna
Jj=12,..,n Znamena to, ze rozsah vyroby se zvétSuje potud, pokud hodnota mezni produkti-
vity (pfi daném pevném ¢q ) kazdého faktoru neni rovna relativni cené (vici ¢q) tohoto fakto-
ru. V té chvili se dosdhne rovnovazného stavu, v némz se vyrobni pomeéry ustali. V tomto

7 * v .
stavu plati //(x )= p,/q provsechna i =12,...n.
Poznamenejme jeste, ze cilové kritérium, minimalizace zisku zde neni pfimo spojeno s poza-

davkem, aby hodnota produkce dosahla jistou (dostateénou) uroveri y°: Vyrobce bude mit

zajem zvySovat produkci do té doby, nez se dosahne, pfi zpravidla klesajicich meznich pro-
duktech, podminek (5.36). Na této urovni se pak rovnovazna (optimalni) vyroba ustali.

Dodatek Zkusme nyni vysetfit, jak se bude chovat zména poptavky pfi zméné ptijmu M (jde
o planované vydaje, které vyrobce vyhradi pro nakup vyrobnich faktort x,,x,,...,x, ).

Vyjdéme ze vztaht (5.26) resp. (5.26):
(537A,B,C) F(x,(p),x,(p)=»" Fx(p)x(p))i=p  F(x,(p)x(p))i=p,.
Derivujme nyni vSechny tfi vztahy podle M (penéz vyhrazenych na nakup). Dostaneme:

OF(x) & AF(x) &

(5.38A)
ox, oy ox, 0Oy
(5.38B) oLy it G B ILCINC ARy
oy X,y Xy Oy
(5.38C) £ 2% G o () By
y X, oy oxy, Oy

Po drobné upravé — vydéleni druhé a tfeti rovnice multiplikatorem A - mame

OF(x) & F(x) &

(5.38%A)
ox, oy ox, 0Oy
(5.38*B) Aot [ohx) & L&) O
Ady x dy x Oy
(5.38*C) p L CE OB B O O g
Ady o dy  0Ox,
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Tyto tfi vztahy prepiseme do vektorové-maticové podoby

0 A
(5.39) FoR,
FZ FiZ

Pomoci Cramérova pravidla nyni dostaneme teseni pro hledané dveé neznamé —
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Odtud nelze nic moc vyvodit: determinant ve jmenovateli je sice zaru¢ené kladny, na druhé
strané vyrazy F|;,F,, jsou zaporné, ale znaménko [, muize byt jak kladné (pro substitucni
faktory), tak zaporné (pro komplementarni faktory). Nicméng, jde-li o komplementy, pak jsou
Citatele obou vyrazi zaporné a pii kladném (shodném) jmenovateli, naznacovalo by to pre-
kvapivé ? pokles poptavky po obou faktorech. pti zméné pfijmu. V piipadé komplementd ne-
lze vyvodit nic, protoze znaménko v Citatelich nelze jednozna¢né urcit (prvni ¢len je vzdy

zaporny, druhy vzdy kladny).
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