6 Dalsi nelinearni funkc€ni tvary pouzivané v teorii produkce

6.1 Funkce s proménnou pruznosti substituce

6.1.1 VES- produkéni funkce [ Revankar 1971" ] je definovana jako

(6.1) F(K,L)=AKQ1-8.p)[L+(p-1).K]*” stémito omezenimi na parametry

A>0a>00<0<1,0<pod <1
Mezni produkt prace

o = aop.———— > 0 vzhledem k pfijatym omezenim na parametry
oL L+(p-1K

Mezni produkt kapitalu (pfi stejnych omezenich na parametry) ma tvar
oY Y Y
—=a(l-%p)—+adp.(p—1)—F———=>0
oK (1=%) x ¥ (w )L+(p—l)K

Mezni mira substituce ma tvar

(p—l 1—5,0]L Spr-8.p+1-5p)?
TKL = + - =

1-6p & JK op(1-3p)
o Spt +1-36p+5%p*  Sp(Sp+p-3)-1
KL —— -
op(1-9p) op(1-op)
Casto se viak pracuje — viz Fuss, Mc.Fadden str. 242 — s jednodus§im tvarem
(6.2) F(K,L)=y K% (L+ pK)* |

ktery vSak neni pfesnym specialnim ptipadem piedchoziho pro f=p—1,0=0, y=A4
Specialnim ptipadem (6.2) je Cobb-Douglasova funkce, coz je hned vidét, polozime-li f=0.

Jak 1ze snadno urcit, mezni produkty maji tvar

B o ap B o
ny —F(K,L){K1 +—L+2,BK} mL—F(K,L){LJrfBK}

a tudiz mezni mira substituce je rovna

] |xaem

L A L+pK]| K(L+ BK) B a, K

KL e % o, oL+ )+ K _a1L+(a1+a2),BK
K L+pBK K(L+BK)

Homogenitu (6.1) 1 (6.2) vySetfime snadno:
F(AK,AL)= A(AK).(1-8.p)(AL)+(p—1).(AK)]** = A**% F(K,L)

FQK, L) = y.(K)4 (AL + BOAK))™ = 1% F(K,L)
F..F,

Funkce tedy K vypoctu pruznosti substituce nelze tedy uzit vzorec s,, = ——>—=— |
y yp p y kLT (K.L)Fyy

'Revankar, S.Nagesh: A Class of Variable Elasticity of Substitution Production Functions. Econometrica Vol.39/1971,p.61-71.



Nezbyva, nez uplatnit uplny vzorec. Nejprve ur€ime druhé parcialni derivace:

po < OFED e @B | e | e B |
K=ok | K L+pK KZ (L+ BK)>

ol {ﬂJr a0 fp T_ a ay _plenlen - 2o f +052(052—1)~,32
K L+fK K2 (L+ BK)? K2 K(L+BK)  (L+pK)?

B, = (K’L){ % }rF(K,L){—_aZ }F(K,L){ % } % }F.—“ZZ“Z
oL | L+pK (L+ BK)* L+pK | (L+pBK)> (L+pKY

F = aF(K L) {“w *h +F(K,L){—%}=

K L+pK (L+ pK)?
a, ,6’ a | i o, _r oy o, (o, —1)p
K L+,6’K L+ K| | (L+pK)* |K(L+BK)  (L+pK)
322 it
Po dosazeni mame Sgr = K _L+AK L+ /K
F(K,L)Fy

my = F(K, L){ % p } my, =F(K, L){

K L+/K L+ﬂK}

_ p .p o,
e R e v
F{“l Y. }F{ % }
K L+ pK L+ pK
Spp =
FF _aZ/B + ﬁ_i_ aZ'/B 23
S+ PR K L+pBK||L+BK
Po dosazenich do obecného vzorce (2.7) dostaneme pro specifikaci (6.2) :

¢ :a1L+,6’.K(al+a2):l+al+a2 LK
K oL a L

(oveéfeno DM | 1)

Pruznost substituce je dle literatury u specifikace produkéni funkce (6.1) vyjadiena vztahem:

p—1
1-0.p

S =14 (chybi tam ale K a L !!)

Pokud jde o samotny nédzev této produkéni funkce, neni nijak vystizny. Funkce neni ani tak charakteris-
ticka proménlivou pruznosti substituce (takovych funkci je nepfeberna rady), jako tim, ze pruznost sub-
stituce je u tohoto nelinearniho tvaru konstantni podél poloptimky vychazejici z pocatku, tj. vSude tam,
kde plati K /L = konstantni, nikoliv — jako u ACMS funkce - podél izokvanty.Lepsi nazev by byl pro-
dukcni funkce s konstantni  paprskovitou pruznosti substituce constant ray elasticity of substitution

(CRES).



Wage rate w = 5.,0.1 = 5.,0.L
I L+(p-1)K

6.1.2 CMS- produkéni funkce [Bruno 1962,19687]

Zkratka objevujici se v nazvu této produkéni funkce (Constant Marginal Share) naznacuje, ze tento neli-
nearni tvar se vyznacuje konstantnimi t¢astmi na produkci shodné pro oba faktory. Jeji tvar je

(6.10) F(K,L)=AK* I - y.L A,>0,ae(0,1), 7 je n&aka konstanta.
Hodnoty meznich produktivit dostaneme jako
myg =Fp(K,L)= Aa K [}7% = %G(K, L),

mp =F; (K,L)=A(-a)K* L % —y = @.G(K,L) —y

pficemz jsme ,,Cobb-Douglasovu &ast z (6.2) oznagili jako G(K,L)= AK* I |
Vsimnéme si zde, ze podminkou kladného mezniho uzitku prace je, aby konstanta » byla kladna.

Mezni mira substituce je dana jako
1-
2 G, L)~y
my L K d-0)6GK,L)-yL Kl-a K

(6.11)  rgp =—== =—
my %G(K’ D L aGK.L) I « aGKIL)

Ponévadz je funkce tvaru (6.2) linearn€ homogenni, lze k odvozeni vyrazu pro sg; uzit vzorec ( 2.8):

Poté, co jsme ur€ili Fx :%.G(K,L)’ Fy = { _La) G(K,I)~y , mame Fy; = a.(l—Og(L;(K,L)

o (1-) B
ey, g OEDCTTERDEN gy Gk, Ly

S FKL) a(l—oZ.CLv’(K,L)(G(K’L)_M) (-oG&K, D)
(1-a)y.L 1+ ay.L | ay.L

-\ G(K.L)-(-a)yl -\ L-GK.,L)  (-a)FK,L)

SKL

mj y.L . L 3

(6.12) SKL:%:I_,B.F(K,L)_ l-a FKL)

Pokud v (6.2) uvolnime predpoklad o jednickovém souctu parametrii «, £, dostaneme obecnéjsi zapis
(6.13) F(K,L)=AK*LP —yL A,>0,a, >0, 7 je n&aka konstanta.
Podminku homogenity tohoto obecné&jsiho tvaru vySetifime snadno: Ziejmé plati

(6.14) F(AK,AL) = A.(AK)* (ALY’ —y(AL) = A.F(K,L) jen tehdy, jestlize o+ 8 =1.

Protoze takto modifikovana CMS-funkce neni obecné linearn€ homogenni, musime nyni k vypoctu pruz-

2 Bruno,M.: A Note on the Implications of an Empirical Relationship Between Output per unit of Labor.
International Economic Review, Vol.9/1968 s. 49-62.
? Ve shodé s vyrazem (1.12) textu Revankar, N: A Class of VES Production Functions. s.64 .



nosti substituce uplatnit souhrnny vzorec (2.17). Nejprve dopocteme druhé parcialni derivace

_ala-1)G(K,1) B(B-1)G(K,L) 5o _PGKL)
K? 1 KL KL

FKK FLL:

a nasledné vycislime

L B.(B-1D.G(K,L) .[a.G(K,L)j _ G(X,L)?

s PR I VA

o a(a-1)G(K,L) [ LG(K, L)~ y.LjZ _G(K,L)(BG(K, L)~ y.L)? 1)
K? L I’K?
g~ @BGKL) [ BG(K, L)~ y.Lj [a.G(K,L)j _ GK,L)* (B.G(K,L)—y.L) ey,
R KL L U K 1°K? a.

Odtud slou¢enim dostaneme
a’ B(f-DGK, L) +a(a-)(BGK,L)-y.L)

F, F.>+F F,> -2F,  F, F. =G(K,L) K>
R ERTE TR — 20 fG(K, L)(BGK,L)~y.L)

Na druhé strané mame

KFe+LF, aGK,L)+BGK,L)-y.L

(6.15.AB) ) resp.
K.L KL
FoF - {a.G(K,L)H LGK, L)~ y.L}
K L

Vyraz pro prvni ¢ast vzorce pro pruznost substituce (2.17) tedy bude

KF, +LF, [ aGK, L)+ GK,L)—y.L {a.G(K,L)} {,B.G(K,L) - ;/.L} 3
(6.16) KL f°F KL 1 k] L ,

=KL (a+ B)GK, L) -y Ll [aGK, D] [BG(KK,L) -y L]
Dosazenim do vyraz pro sg7,

K210 GK, L) [+ B)GK, L) -y L|BG(K,L) - y.L] resp

o =
. K212 G(K. La aB.(B-1)GK,L)? +(a-1)(BGK,L)-y.L)?
" —2a.8G(K, L) (BG(K, L)~y L)
6.17) [+ p)GK, L)~y Ll[BGK,L)~y.L]

o
M B B-DGK. )2 +@-D(BGK. L) -y L) 20 fG(K, L)(BGK, L)~y L)

Jmenovatel (6.17) dale upravime na tvar
a.B*G(K,L)? +a.fGK,L)? +(a-1)(BGK,L)-y.L)? —2a.B>°G(K,L)* -y L2a.fG(K,L) ,
ktery po vyruseni shodnych a preskupeni zbylych ¢lenti dava
a.BGK,L)* + B2 G(K,L)? =28y LG(K,L)—ay?I* +y* I? = (BG(K,L)-y.L) +a(,BG2 (K,L)- y.Lz)

Podobné upravou citatele (6.17) dostaneme:



[+ 8)G(K, L)~y L] [BGKK, L)~y L]=a GK,L[BGK, L)~y L]+ [fGK,L)-y.L]

_aGK, DIBGKK, L)~ y.L]+ [BG(K, L)y L}

Obdrzi
rzime (,BG(K,L)—%L)Z +a(ﬂG2(K,L)_72L2)

_aGK,DIBGK, L)~y LI+ ol 67 (K, L)~ L -l 6> (K, D)~ p L)+ [BG(K. L) -y LT
(BG(K, L) -y L) +alfG* (K, 1)~y 1)

—a(,b’Gz(K,L)—;/.Lz )+ a.G(K,L)|G(K,L)-y.L]

=1-
K (BG(K, L) -y.L) +alpG* (K, 1)~y 17
o mofG (K L) -af’ ~apGP(K,L) +ay’ AG(K,L).
H (BG(K, L)~y LY +alfG* (K, L)~ y*17)
(6.18)
a(-1*) +LG(K,L). ~ ayl(G(K, L)~ L)
sk =1- =1+

(BG(K.L) - LY +al G2 (K. D) -y*12)  (BG(K.L) -7 LY +alpG (K,1) - y*1?)
ZavéreCnymi upravami dospéjeme k tvaru
_[BGK. D) - +aGK, D[BGK, L)~ 1] _ L a|;/2L2 -y LG(K, L)|

[8G(K, L)~} +a|pGEK,1)* - 2L2] [BGK, L)1} +a|BGK,L)* - ysz]

ayl[yL - G(X, L))

6.19A =1
(6.194) T ek - F ralpok.ny -2

=l+ayLlWK,L) ,kde

y.L-G(K,L)

(6.19B) W(K,L)=
BG&K.L)—yLP +alpGK. 1)}~y 1]

Shodu s pfedchozim vyrazem ovétime napf. nasledovné: Jmenovatel ve W (K, L) zapiSeme jako:

[BG&K,L)-y.L]P +a.l,B.G(K, L)? - Q/Z.LZJ: B2G(K,L)-2.By LGK,L)+y*I* +aBG(K,L) —ay? I?

Nyni ¢leny preskupime a sdruzime takto:

[ﬂ (@+B)G*(K.L)-28yLG(K,L)+(1- a);/sz] ﬂ(a+ﬂ){G(K L) —LyLG(K L)+ 1—“y2.L2}
a+f p(a+ )

Je ztejmé, ze, aby byl koeficient u druhého ¢lenu roven — 2, musi platit (a + ,6’)_ =1, coz bude spln¢-
no
: o . T 1-
tehdy a jen tehdy, jestlize o+ £ =1. Pravé ze téze podminky bude koeficient u tfetiho ¢lenu ,B(—a,b’)
o+

rovnéz roven 1 a bude tedy mozné vyraz obsazeny v zavorce jmenovatele psat jako druhou mocninu
G(K,L)-y.L) anasledné kratit. Pak bude prave platit



W(K,L)= yL-G(K.L) yL-G(K,L)

[BGKK,L)-yLP +(1- ,B).I,B.G(K,L)Z - yZ.LZ] —28y.LG(K,L)+ fG(K,L)?* + By> I*
S £ I CSU O Ve T3 95 5 WP 5 S S
By.L-G(K, L)) pGEL=7.) BF(K,L)

6.1.3 Liu-Hildebrandtova produkéni funkce [ Liu-Hildebrandt 1965* ]
(6.3) F(K,L)=A[1-8)K 7"+ 5K o L0me[!7s
pfi nasledujicich hodnotach parametri: 6 € (0,1), 4 >0, p € (—1,+)

Dile mame F(IK, L) = A|(1-8)Y(AK) ™ +5.(AK) ™ (ALY ¢-me [ =

= AP = 8)K) P+ I r e (ky e Ly G-me [T =

— A= sy Ky 8 a0 (ky e Ly 0o |1

= A.F(K,L) Odtud vyplyva homogenita 1. stupné této funkce.

K vypoctu pruznosti substituce proto miizeme uplatnit zkraceny vzorec.
Derivujeme a dostavame:

1 1/ p-1
Hy =| - |ala-o) k7 +sxmer0me L pa-6)krt - smpr e =
Yol

5.(m -1 e e H(K,L) 5'('"_1){1@
:H(K,L){H : }: =),

1-8)K " +5I P K K , mo
4-2) (1—5).[Lj +5.[Lj
K K

_H(K,L) (m—1) _HK,L) m-1
K '1_5[Lj<1—’">-ﬂ1 K B(K,L)+1
—. +
o \K

4 Liu,T.C., Hildebrand,G.,H.: Manufacturing Production Functions in the United States, 1957, Ithaca, Cornell Univerity Press,
1965.

® Liu-Hildebrandtova funkce je vzdy linearné homogenni, CMS funkce mé tuto viastnost jen kdyz plati & + ,6’ =1, zatimco
VES

je homogenni stupné 1 +0(§p . Transcendentni funkce neni homogenni zadného stupné.



1/ p-1 ) e
H, = (— l]A.[(l —5)K P+ 5K L0 me | Cp e mpys ke L] <
Yo,

"
B o 5.(m—1).[j
_ mp y(m-1)p-1
- H(K.L) o.(m-1)K "L :H(K’L).lJr K _

(A=K +5 K" L"V? L p mp
=9 a-o | <o)
K K
_HE.D|,, m—1 _HED[,  m-]
L 1-5 [Ljﬂ—"ﬂ-/’ | L | BK,L)+1
— = +
s \K

Dale musime spocist kiizovou parcialni derivaci ; :

[l—é(Lj(l_m)"’ }1
GT.E +1
i, =L KL (m—1) +H(K,L).(m-1). =
K| oL 1_§(Lj(l m).p oL
— = +1
o K
_H(K,L) m-1 (m—1) o (s YT
KL 1+15(Lj(1m).p 'l_é(Lj(l—m).p +(1=m) "0[ S (Kj +1} ’
— +1|| —— | — +1
o K o \K
R T T
% :H(K,L) Bm+m—-B-1+m?* -2m+1+ p.B— pm* B _
BokL (B+1)?
:H(K,L) B(m—-1)+m(m-1)+1-m)(1+m)p.B :H(K,L) (m-1).(B+m—(1+m)p.B)
KL (B+1) KL (B+1)°

. . . . 1- P
V nasledujicim textu pouzijeme pro zkraceni zapisu vyjadieni B(K,L) = 75[%}

H.H,
Hy HK,L)

HK,L) m-1 [|HK L  m-1
K B(K,L) L U B&K,L)+1)|

) H(K,L) | (B(K,L)+1).(m—1)+(m—-1)* + p.(1—m)*.B(K,L)
KL (BKK,L)+1)°

Nyni jiz dosadime jednotlivé vyrazy do vzorce s, = . Dostaneme

S

}.H(K,L)



{ m-1 }(H m=1 ]

o K.LH(K,L)* B(K,L) B(K,L)+1

MUK LHK,L? [ m-D)[BK, L) 1+ m—1)+ p.(+ m).B(K,L)]
{ (B(K,L)+1) }

{ m—1 }(B(K,L)er](B(K’L)H)Z

B(K,L) |\ B(K,L)+1

T D [BK. L)+ m+ p(L+m)BK,L)]
B (B(K,L)+m).(B(K,L)+1)

K IBK, Ly +m+ p.(1+m).B(K,L)| B(K, L)

1 B 1 B

B (B(K,L)+m). ~
K IB(K, Ly +m+ p.B(K, L)+ pmB(K,L)|B(K, L) i p B(l+m) , B+ Bm
B+m B+m
. 1 ~ 1 ~ 1
K 1y pBE LD+ m+BE L =Dm . (BE.L)=Dm 1+ p+pC(K, Lm) ’
B(K,L)+m B(K,L)+m

1_5[Lj“”1 }
— | — —1|\m
o K

kde C(K,L,m)[ .
1—§(Lj” o
— = +m
K

o
Pruznost substituce u Liu Hildebrandtovy funkce je tedy
s SR N Sk je capital’s share
KL = mp K J€ cap
I+p+—
Sk

Je znamo, Ze tato funkce ma dualezité ekonomické dopady, ale obsahuje obtizné nelinearity pro zdravé

ekonometrické metody odhadu.
ln(K) =hy, +hlnw+h, ln(g)

Jednou z uvadénych vlastni Liu-Hildebrandtovy funkce je moznost vyjadreni ve tvaru

In(———

kde w je wage rate a /iy, /1y, h, jsou koeficienty tvofené transformacemi piivodnich parametrd funkce

ﬂfL% %+mmw+@m()



(6.37) F(K,L)= A'l(l_ 85K + 5‘KMGL(l—m)UJ1/a6

(6.37) Y/L=AL[1-8)K +5K" [0 | Ve
Y K o K mo /o
.37 —=Al(1-6)|—| +5|—
(6.37) 3 {( )(LJ + (Lj }
Y 1 K ) K m.o
(6.37) ln(z)—lnA+;.ln{(l—5),(zj +5'(fj }

e R R |

ln(%) —lnA+ E.m(gj ; l.ln{(l _5)+ 5.(%’%0}
o (o2

(m-1)o
ln(%) =InA4+ ln(gj + é.ln{(l —0)+ 5(%) }

6.1.4 Transcendentni produkéni funkce [Halter, Carter, Hocking 19577 ]
(6.40) F(K,L)=AK"I"? exploy K +a, L} A,a,a, >0, € (0,1)
s meznimi produktivitami

my = A.,BKﬁ_lLl_ﬁ.exp{alK +a2L}+ AKP [P exp{alK +a2L}al

= F(K,L).|:§+O[l:|
m; =A.(1- ,B)KﬁL_ﬁ.exp{alK +a2L}+ AKP [P exp{alK +a2L}912
= F(K,L){%Jr%} ’
mezni mirou substituce
poo=m L :(1_,3+052L)~(:B+051K)
me  proK KL
K

Liu-Hildebrandtova funkce je vZdy linearné homogenni, CMS funkce ma tuto vlastnost jen kdyzZ plati & + ,6’ =1, zatimco VES

je homogenni stupné 1 +0(§p . Transcendentni funkce neni homogenni zadného stupné.

7 Halter,A.,N., Carter,H.O.,Hocking, J.,G.: A Note on Transcendental Production Function. Journal of Farm Economics.

Vol.39/1957



) v . 8
ma pruznost substituce ve tvaru

(6.41) Sp = (l -p +a2L).(,6’ +a1K)
(1= NS+ K)* + B.(1- B+a,L)

ovéreni: Funkce neni linearné homogenni, takze musime uplatnit uplny vzorec:

Vypoctem parcialnich derivaci mame:

Fy :F(K,L).[ngal} , F, :F(K,L).[¥+a2}

EJFO[I)Z_%} , Iy :F(K,L).[(¥+a2)z+%}

Fy = F(K,L).[%Jral}{ngal} = F,,

Fep = F(K,L).[(ﬁ

Dosazenim do vzorce pro vypocet pruznosti substituce

L.F[l_'g+a2j+1{('g+alj F.[l_,B-FO[Zj.F.[IB-FO[lj
L K L K kde

L KL | J ’

2 2 2 2
J:F{[ﬁJralj —%MﬁJraZ} +F{[£+alj MﬂJr%} -
K K L K L

2 2
2.F3{ﬂ+a2} {ﬁJral}
L K

Po upravach (roznasobeni K L a zkraceni /*(K,L) dostaneme

[(1-B+a,.L)+(B+a, K1~ B+, L)(B+a,K)] |
(B +en k)~ plli- By L +[B+an K J0- B+ ayl)? + p-1]-2[1- pra, L]FT2.

SKL:_

Oznadime-lidale C =+ a,.K,D=1- B+ a,.L, mizeme psat

(C+D)CD C.D(C +D)

C*-p.0*+(D*+p-1)c?-2c2.D* D*p+CHB-1)’

Sgr =

coz po zpétném dosazeni vede k vyrazu
(B+o,K) (1~ f+o, L).(1+a, L +aoK)
(- +ay L)’ f+(B+aK) (-1

Z funké¢niho tvaru je patrné, ze pro o =a, =0 dostavame Cobb—Douglasovu funkci, ¢emuz odpovida
1 pfislu$né hodnota elasticity substituce:

8 K vypoctu elasticity substituce musime pouzit vzorec (2.17 ), protoZe produkéni funkce neni linedrné homogenni.

10



(1-p)8 s
pA-p)*+(1-p)B> B+ p1-p)

Jinou nelinearitou, ktera je obdobou transcendentni funkce (6. ), je specifikace ve tvaru

cDSkL =

(K,L)=y KPP e*K/E

Jeji pruznost substituce je

(v r1-p)(B-aw) _
KL= (@w+1-B)(B-aw)—aw ’ kde w=K/L.
oveéfeni:

6.2 Flexibilni funkéni tvary

Dalsi skupinou funk¢nich tvarG pouzivanych jako produkéni funkce jsou tzv. flexibilni funkéni tvary.
Uvedeme Ctyfi nejpouzivanéjsi z nich v zapisech pro obecny n -faktorovy ptipad.

(6) Transcendentni logaritmicka funkce (jinak znamé;jsi pod zkratkou TRANSLOG )
Funkci uvedli poprvé autofi Christensen, Jorgenson, Lau [1973]

InF(x)= g, + Z B, ln(x]. )+%Z;'B’k ln(x]. )ln(xk)

pri¢emz se predpoklada dodrzeni symetrie koeficientd u , kiizovych ¢lend“ tzn. plati B, = B,

Z ostatnich koeficientli se zpravidla vyZzaduje jiZ jen nezapornost /3, pro vSechna ;.

(7) Zobecnéna Leontiefova funkce zavedena poprvé Diewertem [1971]

1 1 1
— 2 2 2
F(x)_ Bo +Z'BI "Xj +ZZ'BJ7€ XXk
J ik
opét s dodrzenim symetrie koeficientli u , kiizovych odmocninnych ¢lend tzn. plati B, = B, a neza-

pornosti B, pro vSechna ;.

(8) Odmocnina kvadratické funkce (formy), jejiz tvar pouzili Lau [1974] a Denny [1974]
1

1 2
CRIES YRS » T RRY
J ik
stejné tak se symetrii koeficient(i u kfizovych ¢lent B, = B,;, pfiemz zpravidla jesté

pozadujeme S, >0 a B, >0 provSechna j k=1,.. ,n.
(9) Zobecnéna Cobb-Douglasova funkce

InF(x)= 4, + Z]: B, In(x, )+ ZZk: By ln{(x, tx, )}

J 2
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s kladnym g, a symetrickymi koeficienty £, vici j a k.

Jak patrno, vSechny tyto flexibilni funkcni tvary se vyznacuji pfitomnosti interakcénich clend
f (x ; ) f (xk) ve skupin€ vysvétlujicich proménnych (posuzovano ekonometricky). Smysl a pfinos zave-
deni téchto Clent (které na druhé, zaporné strané, vyrazné zvétSuji pocet odhadovanych parametra pri
ekonometrické analyze) je nasledujici :

Uvazujme problém, ze mame empiricky dostupna pozorovani hodnot produkéni funkce, aniz presné zna-
me analyticky funk¢ni tvar. Soucasné vyslovme pozadavek, aby tento funk¢ni tvar vyhovoval nasim
apriori zadanym podminkam, ze :

a) funk¢ni hodnoty jsou

b) mezni produktivity jsou .......

Pokud ovSem k pfedchozim pfipojime i pozadavek na to, aby :
¢) mezni mira substituce byla
d) pruznost mira substituce byla .......

dostaneme se do nesnazi, pokud se omezime na predchozi funkéni tvary. Je tomu tak proto, ze pocet pa-
rametru o téchto funk¢nich tvarti prosté nestaci na ,,vyhovéni“ vS§em volné¢ zadanym ekonomickym cha-
rakteristikam.
Urcitou nevyhodou (posuzovano ze statistického hlediska) je zna¢ny pocCet parametrd, které maji byt
predmétem statistického odhadu. Tak pro tiifaktorové funkce () je poCet parametrt jiz 10, pro Ctyifak-
torové pak 17.
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V 80. letech 20.stoleti byly ucinény ojedinélé pokusy o vyuziti i kombinovanych typa produkénich funk-

ci, napt. CD-TRANSLOG nebo ACMS -TRANSLOG.

6.3 Zobecnéné a kombinované funkéni tvary

V ¢lanku ... se objevily poprvé kombinace vySe uvedenych funk¢nich tvart
6.3.1 CES-COBB-DOUGLASova produkéni funkce

6.3.2 CES-TRANSLOG produkéni funkce

6.3.3 WDI funkg€ni tvar (zkratka z anglického weak disposability of input) je nelinearni tvar , ktery , v

zapisu jako produkéni funkce ma tvar se 6 parametry:
(6.9) H(K.L)= Ala,(K -y, 1)° +a,(L-7,K)° 1@

,pro (K-y,L)=0 a(L-y,K)>0 Ay, =0

Pruznost substituce pro WDI funk¢ni tvar Ize zapsat jako

|- al W(K,L)" " - ZZ wW(K,L)"" .
Sy = —— 2 L with WK, 1) = 227K (19
1-o L+yyy, +r, WK, L)+y,W(K,L) K-y L

6.3.4 McCarthyho funkéni tvar zapsany také se 6 parametry jako
(6.9) H(K.L)=BIAKH +2 1" + 2 KOO\ H,
for K>0and L >0
bé tyto jsou homogenni stupné 1, pokud jsou jejich parametry omezeny hodnotami
A>0,a,>0,a, >0,0 € (-0,0) U (0,]) in case of the form (2) and
B>0,4>0,4,>0,4, >0, pe(-»,0)0(0,1) for the form (3).
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The WDI functions allow for weak but not necessarily strong disposability of inputs. For the appropriate
output production correspondence P(x)it means that only the weak disposability holds: P(x) < P(Ax)

for scalar 4 >1 instead of P(x) < P(y)for x <y, where x, y are input vectors.

The WDI production functions allow for variable elasticity of substitution and they are suitable for mod-
eling production technologies that exhibit an input congestion, as is the case of traffic congestion.

Pruznost substituce pro McCarthyho tvar je dana vyrazem

1
S =
Nl p+pzZK,L)

R

[4 Eys %z(fj}[ﬂz 2,0 —i)@} |

ve kterém

Z(K,L) =

(%)
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