Teorie uzitku

Teorie uzitku (téz teorie hodnoty nebo teorie rovnovahy spottebitele), se jako uz klasicka sféra
matematické formalizace mikroekonomického prostredi, zabyva zkouméanim chovani jednoho
typického spotiebitele, ktery pii nakupu dostupnych komodit usiluyje o maximalizaci svého
uzitku, tzn. Ze - pfi stejnych vydajovych moznostech - nakupuje soubor komodit poskytujicich
mu co nejveétsi uzitek. Maximalizace se odehrava v prostiedi, kde spotiebitel musi vychazet z
cen komodit, které jsou utvareny v ramci trzniho prostfedi nezavisle na jeho vuli, a kde musi
rovnéz prihlizet k velikosti svého ptijmu/dichodu, ktery ma pro tento ucel k dispozici a ktery
nesmi piekrocit.

1 Preferenéni uvazovani spotrebitele

Formulace problému: Spotfebitel maximalizuje sviij subjektivné posuzovany uzitek za
pfedpokladu, Ze pii koupi potfebnych mnozstvi jednotlivych komodit £,,¢, ....,J, zajistujicich
mu velikost uzitku na pozadované trovni ' nepiekro¢i rozpoctové omezeni dané jeho

disponibilnim piijmem M .

Poznamka 1 Pro nasledujici Givahy neni priliS podstatné, jak chapeme velic¢inu dichod. Ta
pfirozené ani v kratkodobém pohledu nemusi byt predstavovana pouze pfijmem bezného
obdobi, ale také drivéjSimi usporami spotiebitele popf. jinymi aktivy nebo naopak také
budoucimi aktivy (pGjckami, budoucimi vynosy, rentou, pohledavkami), ktera mu budou k
dispozici pozdé&ji. V dal§im textu budeme konkrétni mnozstvi komodit ¢,,¢,,....,{, oznaCovat

veli€inami x,,x,,....,x

Definice 1 Uvazujme konetnou mnozinu komodit (statkd) ¢ =(£,.<,,..... ,), z niz
provadime postupné nékolik vybért j=1,2,....,r. Mnozinu vSech moznych vybiranych

mnozstvi/kombinaci ze vS§ech komodit nazveme komoditni prostor a oznacime jej

(1) X = (x("),x(") = (xl("),xg"), .....

AU X0 i=12.n  j=1..r

Hodnota x,.(") tedy vyjadifuje mnozstvi komodity ¢, vybirané pfi j -té varianté vybéru. Pro tuto
chvili, (a¢ to neni zasadné dulezité), budeme piedpokladat (tfeba velky) konecny soubor
moznych vybért.

Kazdé komodit¢ ¢, pfifadime kladné cislo p,, které bude vyjadfovat cenu za jednotku
fyzického mnozstvi (jednotkovou cenu) této komodity.

Definice 2 Soubor cen p, vSech komodit ¢,,i =1,....,n pfedstavovanych vektorem kladnych
Cisel
2) p=p,.pyp,) p, >0 proi=12.n

kde kazdé p, vyjadiuje jednotkovou cenu 7-té komodity ¢, a to nezavisle na provedeném
vybéru nazveme cenovy vektor.

Jak je patrné, v systému neuvazujeme volné statky, tj. komodity, u nichz p, = 0. Divodem

neni ani tak okolnost, ze by se v systému nemohly vyskytnout, jako fakt, ze pro feSeni
problému, ktery je svou povahou optimaliza¢ni (mj. vzhledem k cenam), nemaji vyznam, resp.
hledané fesSeni jimi nebude ovlivnéno.



Na rozliSovaci schopnost spotfebitele je nutno polozit nékteré zasadni pozadavky, které ve
svych dusledcich umozni rigorézni formulaci ulohy. Jednim z téchto pozadavki je napf.
predpoklad, ze spotfebitel musi byt pro jakékoliv dvé kombinace komodit, feknéme A a B
schopen rozhodnout, ktera z nich mu pfinese vyssi uzitek, pfipadné zda uzitek jimi poskytnuty
bude stejny. Jinymi slovy to znamena, ze tyto dvé kombinace A, B mohou byt co do uzitku
poskytnutého spotiebiteli rovnocenné (z pohledu spotiebitele jde o indiferentni komodity),
nemohou vS§ak byt nesrovnatelné. Presnéji :

Predpoklad Spotiebitel je schopen vzajemné porovnat libovolné dv€ varianty
x xV) j=12,...,n a(subjektivné) posoudit, ktera z nich je pro né vyhodnéjsi, popt. jsou-li
vzajemne rovnocenné. RozliSovaci (binarni) relace ,, 4 definovana na kartéském
soucinu X x X (t]. pro kazdou dvojici variant) ma piitom dale uvedené vlastnosti . Pfi znaceni
pouzijeme symbol ,,>,, jako symbol neostrého preferen¢niho usporadani tj. relace pro dvé

srovnavané kombinace zapiSeme ekvivalentnd x' & xU) | pravé tehdy, kdyz x> x",
pti¢emz symbol ,, > ,, Cteme jako , preferovano nebo stejné hodnoceno*.
Preferencni relaci je tfeba nyni pfisoudit takové vlastnosti, které jsou splnény pro co mozna

nejSirsi okruh myslitelnych situaci spojenych s rozhodovanim spotiebitele o vybéru zjemu
dostupnych a uzitek prinasejicich variant. Tyto vlastnosti jsou obsahem nasledujici definice.

Definice 3 Vlastnosti preferencni relace ,, >~ ,, :
(P1) Relace ,, > ., je reflexivni, tzn. plati x'") = x'") pro libovolné x') .
(P2) Relace ,, > ,, je tranzitivni, tzn. jestlize x) > x*) g x®) - x(l), potom plati x\) - x

(P3) Relace ,, > ,, je dplnd, tzn. pro viechna x'), x" plati x'") = x*) nebo x") &= x),
nebo soucasné oboji (tento posledni ptipad znamena indiferentnost/rovnocennost ,, =~ ).
(P4) Relace

nadfazena vici vSem ostatnim variantam. Jinymi slovy: ke kazdé varianté x) 1ze nalézt
(k) o (7

> ,, Je menasycend, tzn. neexistuje takova varianta x| ktera by byla
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variantu x'*) takovou, Ze plati x> x

Tato vlastnost ma za nasledek, ze uzitkova funkce je neklesajici a pfinejmensim v jednom svém
argumentu je rostouci.

(P5) Relace ,, > ,, je spojitd, coz znamena toto: Pro libovolnou variantu x\) definujme dvé
mnoziny
a) L(x(")) jako mnozinu vsech variant "pfinejmensim stejné dobrych jako XU
b) H (x(")) jako mnoZinu viech variant "nikoliv lepsich nez x'/" tzn. :

L{x)= fet H(x0)= ) 50 )

Relace ,,>,, je spojita pravé tehdy, jestlize mnoziny L(x(")) i H (x(")) jsou uzaviené, tj.

> 2

, xy x0)

soucastmi téchto mnozin jsou i jejich hranice (tj. body, kde plati indiference viici x(f)).

(P6) Relace ,, > ,, je konvexni, tzn. plati implikace:

(3) jestlize x) - x ) , potom A- xU) 4 (l - ﬂ)- x® x(¥) pro libovolné A e <O,l>.



Reflexivita (P1) konstatuje samoziejmost, ze kazda komoditni kombinace je vici sobé ,,aspoi
stejné dobra“. Jejim ucelem je dosazeni rovnocennosti hodnoceni kombinace viici sobé. Na
zakladé této podminky je preferencni relace definovana jako ,,neostra™.

Smyslem franczitivity (P2) je dosahnout uspotradani variant v souladu se zasadou, ze je-li
varianta 4 nejméné stejné¢ dobra jako druhd varianta B a tato druha aspor stejné dobra jako
varianta C, pak musi byt 1 varianta 4 nejméné stejné dobra jako varianta C'. V minulosti bylo
zavedeni této vlastnosti predmétem polemik a nemalé usili bylo vénovano konstruovani
protiptikladl, nyni se v zasadé pfijima jako opravnéna. Jeji odmitnuti by vedlo k vyraznému
omezeni deduktivnich postupt spojenych s konstrukci uzitkové funkce.

Uplnost relace (P3) znamena vyloudeni existence nesrovnatelnych variant, tzn. Ze pro
kterékoliv dv€ varianty musime byt schopni rozhodnout o jejich vzajemném preferencnim
postaveni ve smyslu ,.ne horsi nez“, | ne lepsi nez“ resp. ,,rovnocenné s* . Lze tedy také mluvit
o axiomu srovnatelnosti.

Nenasycenost (P4) relace je na prvni pohled jakoby zbytecna vlastnost. Nemame-li se vsak
omezovat na spotiebni koSe svzdy né€jak omezenymi mnozstvimi statkli, je potiebna.
Vlastnost se vaze k situaci, kdy mnozstvi nékterého statku zvétSujeme: disledkem zde nemtize
byt ani pokles v hodnoceni uzite¢nosti spotiebniho koSe, ale ani (pokud bychom zvétSovali
mnozstvi vSech komodit) zastaveni se na urcité jiz neptekrocitelné hlading uzitku.

Spojitost (PS) reprezentuje konzistentni zptisob uvazovani spotiebitele v tom smyslu, Ze kdyz
existuje posloupnost komoditnich kombinaci Z®) takovych, ze pro kterykoliv prvek této

posloupnosti plati z(k)zx, potom také pro limitni bod z této posloupnosti z (pro ktery

z = lim z*) ) musi platit z>x. Mnoziny L(x"), resp. H(x")se nékdy nazyvaji doln,
k=

resp. horni obrysovda mnoZina [lower resp. upper contour set] .

Konvexnost (P6) preferencni relace neni uz tak samoziejma vlastnost, byt’ jde o vlastnost velmi
dulezitou, ktera zajistuje - jak uvidime dale - kvanzikonkavnost nize konstruované uzitkové
funkce. Problém spociva v tom, ze vlastnost reprezentuje konstatovani, ze "smés" dvou
komoditnich kombinaci nemiize byt horsi nez horsi z obou téchto kombinaci. I kdyz se
omezime jen na statické nazirani na véc, je patrné, ze v fadé srovnavacich situaci tomu tak byt
nemusi: Smichame-li dva jinak chutné napoje (napi. whisky a gin), ziskany vysledek stézi
povede k lepSimu chutovému dojmu, nez kterakoliv z obou slozek konzumovanych
samostatn€. Totéz by platilo o fadé€ jinych komoditnich kombinaci spojenych s jidlem a pitim.

Jak dale uvidime, ne vSechny vlastnosti preferencni relace jsou stejné dulezité ve vztahu
k moznosti definovani spojité uzitkové funkce. Z tohoto pohledu jsou vlastnosti (P1), (P2),
(P3) a (PS) dulezitejsi nez dveé zbyvajici. Vlastnost (P4) ma vsak ptimy vztah k pozadavku, aby
byla uzitkova funkce rostouci a k tomu, aby bylo vzdy definovano feSeni nize formulovaného
optimaliza¢niho problému. Konvexnost (P6) zarucuje, ze indiferencni kiivky budou vyklenuty
vzhledem k poc¢atku, coz je ekvivalentni kvazikonkdvnosti uZitkové funkce.

Poznamka 2 Ostrou preferencni relaci "~" bychom ziskali doplnénim neostré preferencni
relace ">" o dodate¢nou vlastnost antisymetrie.

Definice 4 Rekneme, e relace ">" spliiuje vlastnost antisymetrie, jestlize pro ni plati

(k)

(P7) Varianta x") je ostie preferovana pred variantou x'*’- ve znaceni xU) = x®)

jestlize plati x) > x*) avsak nikolivx®) > x (),



Jejim protikladem je vlastnost, ktera se uplatiiuje u jinych binarnich relaci, nez je preferencni.

Definice 5 Rekneme, e relace > spliiuje vlastnost symetrie, jestlize pro ni plati
(P8) Jestlize plati x(j ) b x(k ), pak vzdy takeé plati x(k ) = x(j )

Poznamka 3 Pokud plati obé podminky (P8) v definici symetrie, pak fekneme, ze
Varianta x(j ) Jje indiferentni vici varianté x(k), a znaCime x(j ) ~ x(k)

Spojitost (PS) vazana k preferencni relaci vSak pro jiné situace neni az tak samoziejmou
vlastnosti, jak se mize na prvni pohled zdat. Za protiptiklad miizeme vzit napf. tuto relaci:
Definice 6 Lexikograficka preferencni relace je (v kontextu dvou komodit) definovana takto:
Xy [x1 > yl]nebo [x1 =y, asoucasné x, >y2]
V=X ve vSech ostatnich ptipadech
Tvrzeni 1 Lexikografickéa preferencni relace neni spojita.
Ovéreni:  Ukazeme, ze nelze najit komoditni kombinaci (z,,z,), ktera by byla odlisna od
(x,,x,) a ktera by byla vii¢i (x,,x,) indiferentni.
a) Jestlize x, #z,, pak bude z = (z,,z,) ostfe lepsi nebo ostfe horsi nez x = (x,x,) -
b) Jestlize x, = z,, pak bude z =(z,,z,) opé&t ostfe lepsi nebo ostte horsi nez
x = (x;,x,) v zavislosti na hodnoté druhého argumentu.

Dalsi moznost zfeymé neni, indiference tedy nelze dosahnout. [

Dusledkem 7vrzeni 1 je mj. skuteCnost, ze k lexikografické preferencni relaci nelze vyjadrit
indiferen¢ni kiivky jako souvislé vicebodové mnoziny. Pro libovolnou hladinu uzitku # >0 je
mindiferen¢ni kiivka“ degenerovana jednobodova mnozina. Obecn¢ji mizeme na véc pohlizet
tak, jakoby méla ,jednodimenzni“ indiferencni kfivka ,pfili§ malo“ bod( pro jednoznacné
zobrazeni kartéského soucinu X; ® X, na ni. V naSem pfipadé jde o zobrazeni £, — E,.
Poznamka 4 Rovnocennou definici konvexnosti bychom dostali touto formulaci:

Preferencni uspofadani se nazyva konvexni, jestlize dolni obrysova mnozina

L(x(")): {x(k); x) x(")} je konvexni pro viechna x*) € X .

Nyni ucinime nékolik poznamek k moznosti definovat nékteré z pfijimanych vlastnosti
preferencni relace v zesilené nebo naopak oslabené podobé¢.

Ke konvexnosti (P6) preferencni relace bychom mohli téz definovat téz jeji ,,zesilené* verze:
Definice 7 Relace ,, > ,, je ryze konvexni, jestlize plati implikace:
(P6s) Jestlize x!V) > x®) , potom A- xU) (l - ﬂ)- x® - x () pro libovolné A e <O,l> ,

Rozdilnost (P6s) oproti (3) se projevi vtom, Ze touto podminkou vylou¢ime z uvazovani
Hlinearni useky* na indiferencnich kiivkach a dosdhneme jednoznacnosti ur€eni rovnovaznych
bodhi. Jesté razantnéj$i moznosti zesileni konvexnosti bychom dosahli takto:

Definice 8 Relace,, > ,, je striktné konvexni, jestlize plati implikace:

(P6ss) Jestlize xV) &= x*) , potom A- xU) ¢ (l - ﬂ)- x> x) pro libovolné A e <O,l> ,



kterou mizeme vyjadrit jako pozadavek, aby uzitek z komoditni kombinace, ktera jakymkoliv
zpaisobem smésuje statky zastoupené v kombinacich x®, x(/) nebyl mensi nez dokonce lepsi
z obou variant. V preneseném smyslu (vztazeno k pfislusné vlastnosti uzitkové funkce) lze
mluvit o axiomu resp. vlastnosti riiznorodosti ¢i pestrosti. Jak je ovSem ziejmé, jde o
nepfimefené silny a malo realisticky pozadavek. Tézko bychom hledali oblast praktického
zivota, ve které by byl uplatnitelny (snad jen v omezeném okruhu modniho odévniho zbozi
posuzovano oCima extravagantnich konzument).

Poznamka 5

Nenasycenost preferencni relace je pomérné silnou vlastnosti. Nékdy se proto ukazuje ucelné
definovat jeji slabsi verzi

(P4w) Relace ,, > ,je lokdlné nenasycena, jestlize plati:

Pro kazdou variantu x =(x;,x,,...,x,) existuje okoli S;(x) bodu x, takové, ze aspoii pro

jedno z =(zy,2,,..,2,) , z€Ss(x)plati z > x..

Vyznam vlastnosti (P4w) nize ukazeme v souvislosti s existenci rovnovazného bodu na
mnozin€ rozpoctového omezeni.

Rovnéz spojitost preferencni relace miize byt zesilena v nékolika smérech. Uvedeme zde dvé
mozné podoby tohoto zesileni

Definice 9
Axiom nezavislosti: Jestlize p>q a A (0,1>, z libovolné, pak

(P9) Ax+(1-A)z>Ay+(1-A)z provSechna z

Archimédovsky axiom: Jestlize mame komoditni kombinace v relacich x > y > z, pak existuji
konstanty A, 1 € (0,1) takové, ze plati

(P10) X+(A-AD)z-y=wx+(1-p)z

Poznamka 6 Pokud bychom chtéli zavést relaci za ucelem dosazeni ekvivalence variant
(oznacenou napt. ,,=,, ), uplatnila by se jiz dfive implicitné formulovana podminka symetrie

> =9

(definujici indiferentni varianty)

(P11) Varianta x"/ je indiferentni vi&i varianté x| j. x") ~ x*)_jestlize plati
J ] J p

(k) ()

x> x%) a soudasné také plati x> x"’.

V zavéru této Casti se jesteé stru¢né zminime o dvou binarnich relacich, jejichz vyznamnost se

projevuje v jinych oblastech matematické ekonomie a teorie optimalniho rozhodovani. Jde o
relaci ekvivalence a relaci usporadani .

Definice 10 Binarni relace, spliujici vlastnosti (P1), (P2) a (P10) se nazyva ekvivalence. Je
tedy soucasné reflexivni, symetrickd a tranzitivni. (Znaci se napf. ,,=,,)

Definice 11 Binarni relace, kterd spliiuje vlastnosti (P1) a (P2) se nazyva Cdstecné
uspordadani. Je to tedy relace s vlastnostmi reflexivity a tranzitivity.

Definice 12 Binarni relace spliujici (P1),(P2),(P3) se nazyva uplné usporaddni.

Je to tedy relace s vlastnostmi reflexivity, uplnosti a tranzitivity.

Zatimco smyslem zavedeni relace ekvivalence je piedevsim jista kategorizace prvki/variant do
tfid obsahujicich prvky z jistého hlediska podobné, je ucelem uplatnéni relace usporadani



(Castecného ci uplného) dosazeni seraditelnosti prvki/variant podle zvoleného kritéria, které
obsahuji. (Pfitomnost vlastnosti (P1) naznacuje, ze takto definované usporadani je neostré).

Definice 12 Preferencni uspofadani se nazyva monotonni, jestlize situace, kdy plati

x(j) = x(k) a soucasné x(j) # x(k) znamena vzdy x) = x®),

Monotoénnost vylucuje tedy moznost existence ekvivalentnich tfid, ve kterych by bylo neékolik
raznych vzajemné indiferentnich prvka. Vlastnost udava, ze u kteréhokoli zbozi je preferovano
jeho vét§i mnozstvi , coz znamena, ze vSechna zbozi jsou zadouci.

Plati, ze uZitkova funkce odvozend z monotonniho usporadani je rostouci.

Nyni ptejdeme od relaci charakterizujicich vzajemny vztah srovnavanych komodit komoditniho
prostoru k vyjadfeni, pfi némz je kazda komoditni kombinace ohodnocena né€jakym realnym
Cislem nebo aspoil poradim z hlediska uzite¢nosti pro spotiebitele. Toto ohodnoceni by mélo
dodrzovat zasadu, ze horsi varianta je proti lep§i ocenéna mensim realnym Cislem.

(k

Definice 13 Piifadime-li kazdé varianté x'*) &islo u(x(k ))e R, ziskame tak funkci pfifazujici

kazdému bodu komoditniho prostoru X hodnotu, kterou nazveme uZitek. Tato uzZitkova
funkce u(x) pfitazuje lepsi varianté x") v&si hodnotu u(x(")) oproti hor§i varianté x®)
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které pfifazuje mensi hodnotu u(x(k )) v souladu se vztahem
4) xW e x®) o u(x("))z u(x(k)).

(/) (k)

V piipadg, Ze jsou ob& varianty indiferentni, tzn. plati x") = x*) a soucasné x*) = x| budou

hodnoty uzitku pfi obou variantach stejné tj. u(x(")) = u(x(k )).

Pro ucely dalsiho vykladu pfijmeme umluvu, ze komoditni prostor je tvofen kartéskym
soucinem uzavienych interval X, x X, x.... X, kde tyto intervaly X, <0,x, ), pficemz pravé

krajni body téchto intervali budou tvofeny bud kone¢nymi hodnotami nebo neomezenou
hodnotou ,,+o, . Intervalové uvazovani pfipustnych hodnot komodit ve svém dusledku
znamena, ze mnozstvi kazdé komodity budeme povazovat za neomezené délitelnou
(nezapornou) veliCinu a rovnéz to, ze z komoditniho prostoru mizeme provadét nekonecné
mnoho opakovanych raznych vybéru.

Jak je patrné, zdaleka ne kazda ekonomicky posuzovana komodita mé vlastnost neomezené
délitelnosti. To sice ne€ini podstatnéjsi problém v pfipade, kdy ji ocefiujeme penézné (déleni v
principu diskrétni veliCiny je zde ,,dostatecné jemné*), avSak v pfipade naturalniho vyjadieni to
muze piinést pomérné hrubé odchyleni se od skuteCnosti. Métime-li uzitek, ktery spotiebiteli
piinasi elektrospotiebi¢, vozidlo ¢i objekt bydleni, jsme pfi popisu mnozstvi komodity odkéazani
na vyjadfeni v pfirozenych cislech (které je typicky diskrétniho charakteru), pficemz pfechod
napt. ke zlomkovému vyjadieni by s ohledem na celistvost uzitné hodnoty véci byl sotva
rozumné interpretovatelny. Podobnych , protipiiklada* bychom nalezli ostatné nesCetn€ i mezi
predméty zieteln€ nizsi pené€zni hodnoty (odévy, kancelaiské potieby, hracky, tkani€ky od bot
apod.).

,,Zespojiténi” komoditniho prostoru, popf. omezeni oboru hodnot kazdé komodity zprava na
prakticky uvazovatelny rozsah je tedy provedeno prfedev§Sim z divodu matematické
zvladnutelnosti, mj. téz k moznosti definovat fadu pojma marginalni ekonomicko-matematické
analyzy s pouzitim spojitosti a diferencovatelnosti (uzitkové) funkce. V této souvislosti se
nejprve budeme vénovat matematické formalizaci uzitkové funkce.



