2 Uzitkova funkce a jeji vlastnosti. Monoténni transformace uzitkové funkce
2.1 Vlastnosti uzitkové funkce, geometrické znazornéni

Pro uzitkovou funkci u(x) zavedenou vySe pomoci relace , >, piijmeme nyni nékteré
vlastnosti, které jsou odvoditelné z vlastnosti preferencni relace ,,>,, a souCasné se ukazuji
jako opodstatnéné témét ve vsech situacich spojenych s rozhodovanim spottebitele na zakladé
svych preferencnich kritérii.

Definice 2.1 Jestlize funkce u(x) » proménnych x,,x,,....,x, ma nasledujici vlastnosti

(un) u(x) je realna konec¢na funkce a plati pro ni u(0) =0.

(U2) u(x) je rostouci ve vSech proménnych, tzn. plati: Jestlize x <z, x # z, pak u(x) < u(z)
(U3) u(x) je spojita v celém definiénim oboru.

(U4) u(x) je kvazikonkavni funkce.

(U5) u(x) je urena az na ryze monotonni (rostouct) spojitou transformaci (o(u)

Potom o takové funkci u#(x) fekneme, Ze ma vlastnosti uzitkové funkce.
Ptesny vyznam vlastnosti (U4) a (U5) nyni vylozime formulaci pfislusné definice.

Definice 2.2 Funkce n proménnych G(x) se nazyva konkavni, jestlize pro kterékoliv dva
body/vektory x, z z definiéniho oboru D, (G(x)) plati nerovnost:

2.1) Glx-2+(1-1)-2)2AG(x)+(1-1)G(2)

pro libovolné reélné Cislo 4 e (O,l). Konkavnost znamena, ze pfi prabéhu argumentu useckou
spojujici body x, z (v komoditnim prostoru) nesmi hodnota funkce G(y) v kterémkoliv bodé
y na této usecce klesnout pod (prostorovou) usecku spojujici body G(x) a G(z).

Definice 2.3 Funkce n proménnych G(x) se nazyva kvazikonkavni, jestlize pro kterékoliv
dva body x, z z defini¢niho oboru D, (G(x)) plati nerovnost":

(2.2) G(x- 2+ (1-2)-2)= Min|G(x),G(z)]

pro libovolné realné Cislo A € (O,l). Kvazikonkavnost tedy obrazné€ znamena, ze pii priabéhu
argumentu useckou spojujici body x, z (v komoditnim prostoru) nesmi hodnota funkce G(y)
v zadném bodé y na této usecce klesnout pod mensi z hodnot obou krajnich bodu této useCky
G(x), resp. G(z).

Kvazikonkavnost je takto definovana bez ohledu na existenci derivaci (resp. 1 spojitost) funkce
n proménnych. Pozdé€ji ukazeme, jak lze tuto vlastnost formulovat u funkci, které jsou
diferencovatelné. Poznamenavame dale, ze konkavni funkce je vzdy kvazikonkavni, zatimco
kvazikonkavni funkce nemusi byt nutné konkavni. Prostorova usecka spojujici body G(x)
a G(z) totiz v zadném pripadé nemuze ,propadnout® pod minimum vzaté z obou svych
krajnich hodnot.

! Pokud by ve vztahu (2.1) platila ostra nerovnost, fekli bychom, Ze G(x) je ryze konkavni



Definice 2.4 Funkce n proménnych G(x) se nazyva neklesajici, jestlize pro kterékoliv dva
body/vektory x, z z definiéniho oboru D, (G(x)) takové, e X <Z, tj. x; < z; pro viechna
i=12,...,n, pti¢emz alespoti pro jedno k x; < zj, plati nerovnost:

(2.3) G(x)<G(z).

Monotonnost (v rustu) tedy znamena, ze s piidanim hodnoty kteréhokoliv z argumentt

nemuze dojit k poklesu funk¢ni hodnoty.

Definice 2.5 Funkce n proménnych G(x) se nazyva rostouci, jestlize pro kterékoliv dva
body/vektory x, z z defini¢niho oboru D, (G(x)) takové, ze X <Z, tj. x, <z, pro viechna
i=12,..,n, pti¢emz alespoti pro jedno k x; <z}, plati nerovnost:

(2.4) G(x)<G(z).

Ryzi monotonnost (v rustu) tedy znamena, ze s pridanim hodnoty kteréhokoliv z argumentt

musi dojit ke zvysSeni funkéni hodnoty.

Definice 2.6 Funkce n proménnych G(x) se nazyva nerostouci, jestlize je funkce —G(x)
neklesajici. Funkce n proménnych G(x) se nazyva klesajici, jestlize je —G(x) rostouci.

Definice 2.7 Jestlize ve tfidé ordinalnich uzitkovych funkci g(u(x)), které jsou ekvivalentni
s #(x) po linearni transformaci g, existuje uzitkova funkce v(x) takova, Ze plati

(2.5) vx)=2g(x),
i=1
pak fikame, ze u(x) je aditivné rozlozitelna uzitkova funkce.

Je zfejmé, ze v takovémto pfipadé lze vyjadfit individudlni pfinosy k celkovému uzitku
samostatné pro kazdou komoditu, jinymi slovy, celkovy uzitek je pak souctem téchto
individualnich pfinosa.

Definice 2.8 Funkce n proménnych G(x) se nazyva homogenni stupné s, jestlize pro
kterykoliv bod/vektor x z defini¢niho oboru D, (G(x)) a libovolné 1 > 0 plati rovnost:

(2.6) G (Axy, Ay, 2x,) = A5G (x1,%0,...,%,)
pro néjaké realné cislo s (zpravidla s > —1).

Homogenita znamena, Ze skalarni zvétSeni (zmenseni) soucasné vSech funk¢nich argumentt se
projevi vynasobenim pivodni funkéni hodnoty s-tou mocninou této skalarni zmeny. NejCastéjsi
ptipady nastavaji pii 4 =1, kdy mluvime o linedrni homogenité ( pak bude funkéni hodnota
ptimo A — ndsobkem ptvodni), a pfi A =0 homogenita nultého stupné, kdy skalarni zména
vSech argument( nema na funk¢ni hodnotu zadny vliv (viz ptipad neprimé uZitkové funkce).



TVRZENI 2.1 Necht G(x) je (diferencovatelnd) uzitkova funkce, ktera je homogenni stupné
s ve smyslu definice (2.8). Pak je jeji derivace G'(x) homogenni funkce stupné s —1.

Oveéreni: Vztah (2.8) definujici homogenitu s - tého stupné derivujeme podle x . Dostaneme

0G(Ax) _ 0G(Ax) 8(A) _ s 0G(x) _ oA G(x)]
x  ox) a0 ax o

Porovnanim dvou stfednich ¢leni mame
Ag(Ax)= 1 .g(x) cili g(ix)= 271 g(x).
pticemz jsme derivaci G'(x) oznacili jako g(x). [

Poznamka 2.1 Platnost tvrzeni 2.1 je pro vySetfovani vlastnosti ekonomickych funkcnich typt
v prostiedi teorie spotiebitelské poptavky (a obdobné i v teorii produkce) velmi dulezita. Napf.
Marshallovské 1 Hicksovské poptavkové funkce ziskavame jako prvni derivace nepiimé
uzitkové, resp. vydajové funkce. Je-li vydajova funkce linearné homogenni, bude pfislusna
poptavkova funkce zapsand v Marshallovském tvaru (ve stejnych argumentech) homogenni
stupné nula.

Vlastnost (U5) konstatuje, ze uzitkova funkce neni urcena jednoznacné, ale ze za ,,v podstaté
tutéz funkci“, resp. funkci patfici do ,téze tfidy jako je vychozi u(x)“ lze povazovat
1 libovolnou transformovanou funkci (o(u(x)), pokud je transformace (0() spojita a rostouct.
Znamena to tedy, ze uzitkovou funkci uvazujeme ,jen” v ordinalnim smyslu, tzn., ze pfi
porovnani uzitku, ktery piinasi dvé komoditni kombinace x a z, nerozhoduje, jaké jsou
konkrétni Ciselné velikosti uzitku u(x) a u(z), nybrz jen to, zda vzdy plati u(x)>u(z) ¢i
u(z)>u(x) nebo zda u(x)=u(z). Zatimco pro kterékoliv dvé komodity lze rozhodnout, ktera
z nich je pro spotfebitele z hlediska pfina§eného uzitku lepsi (popf. jsou-li indiferentni), nelze
rozdil mezi dvéma riznymi uzitky (nejsou-li komodity indiferentni) kvantitativné vycislit tj.
zméfit. Kazda transformace ¢ s sebou pfinasi obecné jinou ,,mezihladinovou* §kélu pro métent
rozdild.

Poznamka 2.2 Nejednoznacnost urceni uzitkové funkce ve smyslu (U5) ma dasledek napf.

v tom, ze funkce u(x), 2-u(x), +/log u(x)+4 ,2- Ju(x)+3 vyjadiuji v podstaté tutéz situaci

ve spotiebitelové hodnoceni, které uplatiiuje viici nékolika komoditnim kombinacich, které mu
pfinaseji uzitek.

V pftipade€, ze chceme pojem uzitkové funkce vyuzit pfi hlubsi analyze spotiebitelova chovani
(napf. ve vztahu k cenam komodit a pfijmu spotiebitele) a potfebujeme piitom uplatnit
poznatky diferencialniho poctu, pifijimame pro uzitkovou funkci jesté jednu nebo obé (jak
znamo, prvni vyplyva z druhé) dalsi vlastnosti:

(U6) Existuji spojité 1.parcialni derivace u, = % (tj.podle vSech proménnych).
X,
o o d*u(x) .
(U6*) Existuji spojité 2.parcialni derivace u,, = PP (4. pro r,s=1,2,...,n).
X, 0X

r N

Vyznam spolecné uvazovanych vlastnosti (P1), (P2), (P3), (P5) preferenc¢ni relace ,,>,, bude
zietelngjsi ve svétle nasledujiciho tvrzeni:



Véta 2.1 [Debreu, Eilenberg, Rader]

Jestlize preferencni relace ,, > ,, spliiuje vlastnosti (P1), (P2), (P3), (P5) v komoditnim prostoru
generovaném spocetnou bazi otevienych mnozin, potom lze v tomto prostoru zkonstruovat
spojitou uzitkovou funkci u(x)

Ddkaz:

a) existence: Necht M, M, je posloupnost otevienych mnozin ve spocetné bazi X . Pro

jakékoliv x uvazujme mnozinu N (x) = {n| z>x pro vSechna zeM n} a definuyme funkci

v(x) vztahem

v(x) = 2™
neN(X)
Jestlize y > x, potom N(x)c N(y), takze v(x)<v(y). Na druhé strang, jestlize y < x, pak
existuje 7 € N(y) takové, ze x € M, ale nikoliv n e N(x). Tedy N(x)g N(y) a v(y) > v(x).
Tedy v je uzitkova funkce.

b) spojitost: Necht' S oznacuje libovolnou mnozinu na rozsifené realné ptrimce, ktera pozdéji
bude brana jako v(X ) S stejn€ jako jeji doplnék #S§ muze sestavat z nedegenerovanych
a degenerovanych intervali. Za ,mezeru“ S oznaCime maximalni nedegenerovany interval
dopliiku #S§, ktery ma horni a dolni hranici v §. Podle véty vyvozené G. Debreuem (1964)
plati, ze jestlize § je podmnozina rozsifené realné primky R, pak existuje rostouci funkce g
z § do R takova, ze vSechny mezery g(S ) jsou oteviené mnoziny. [

Geometrickad interpretace: Uzitkova funkce je pfedstavovana nadplochou v n+1-
rozmérném prostoru R, v ramci néhoz komoditni prostor X generuje n dimenznich slozek

n+l>
a hodnotu uzitku v posledni #+1-dimenzi. V této n+1-dimenzi ,méfime* uzitek, ktery
spotiebiteli prinasi kterakoliv komoditni kombinace (x;,x:,...,x")e X . Geometricka mista
bodt (komoditnich kombinaci), ktera poskytuji stejny uzitek (na urcité konstantni urovni ")
vytvareji (obrazné feceno) urcité ,vrstevnice®, piiCemz vyska kazdé vrstevnice udava hodnotu
uzitku pro danou kombinaci komodit.”> Tyto vrstevnice budeme nazyvat indiferenéni krivky
(ve vztahu k uzitku).

Pti této interpretaci lze o soustavé vrstevnic mluvit jako o tzv. indiferenéni mapé tvorené
témito vrstevnicemi pro vSechny mozné hladiny uzitku. S ohledem na vlastnost (US5) je
indiferen¢ni mapa nezavisla na volbé transformacni funkce (o(u), neboli feceno jinymi slovy:
pruméty vrstevnic do #-rozmérného komoditniho prostoru zistavaji pii zméné ¢ beze zmén.
Je tomu tak proto, ze se zménou ¢ se sice mize zménit nominalni hodnota uzitku, ale

preferencni srovnani libovolnych dvou komodit se zachovava.

Poznamka 2.3 1.ze také ukazat, ze také naopak ze znalosti indiferen¢ni mapy tj. vrstevnic
u(x,,x,,...,x,)=o pro libovolné o leZici na nékteré vrstevnici, lze odvodit (opét az na

2 Ne ze véech hledisek je ovSem srovnani indiferenéni mapy se skute€nou (geografickou) mapou plnohodnotné:
Vrstevnice indiferenéni mapy - jak ukazuje obrazek €. ... - nemohou byt uzaviené kfivky vzhledem k vlastnosti
(U2) uzitkové funkce a v dlsledku (U4) musi vytvaret konvexni Gtvary: tzn. GUseckové spojnice propojujici dva
body na téZe indiferenéni kfivce nesmi protnout Zadny bod s niZ8i hladinou uZitku. Spotfebitel pohliZejici na
mapu smérem ,od pocatku soufadnic* tedy ,vrstevnice vidi pouze smérem ,do kopce*, aniz by se v této mapé
mohlo vyskytnout za vrcholem &i hifebenem kopce (ij. pfi zvySenych mnozZstvich dosazovanych komodit) opét
klesani smérem dold.



transformujici funkci @) tvar uzitkové funkce u(x) V tomto sméru je tedy znalost uzitkové
funkce a znalost indiferencni mapy rovnocenna.

Ekonomicka historie znd mnoho polemik o opravnénosti toho, zda lze na kvantifikaci uzitku
pohlizet 1 klasickym, tj. kardinalnim zptisobem. Pfestoze existuje fada (i nekomplikovanych)
zpusobu, jak prechod na kardinalni vyjadfovani provést, ukazuje ekonomicka praxe, Zze
disledné kardinalni pojeti méfeni uzitku vyzaduje zpravidla vzdy takové informace
kvantitativni povahy, jejichz (tfeba jen subjektivné posuzovanou) urcitelnost ¢i odhadnutelnost
zajistit nelze. Zkuste napt. ohodnotit, zda - tfeba na odlehlém misté a v zimnim Case - jsou pro
nas teplé rukavice o 20 %, 40 % ¢i 70 % méné uziteCné, nez tepld zimni obuv, mame-li se
rukavicemi chranit pfed omrznutim rukou a teplymi botami pfed promrznutim nohou. Pfitom
uz samotné ordinalni srovnani muze byt urCitym problémem. Ostatné provést uvahu
s kardinalni kvantifikaci nejriznéjSich uzitkovych preferencnich srovnani a nasledné vyslovit
svlj nazor ¢i zaver muze kazdy Ctenar sam.

2.2 Ekonomické charakteristiky uzitkové funkce

Definice 2.9 Prvni parcialni derivace uzitkové funkce podle libovolné r-té¢ komodity
vyCislend v nékterém pevném bodé (xlo , X5 xfj) je nazyvana meznim (marginéalnim)
uZitkem r -té komodity v tomto bod¢ (kombinaci komodit). Mezni uzitek znac¢ime zpravidla

8u(x0)

' ox

I

Podle predpokladu o ryzi monoténnosti uzitkové funkce u(x) je mezni uzitek kterékoliv
komodity kladna hodnota. Tento pozadavek je dosti restriktivni, nebot’ nepfipousti (v realité
snadno myslitelné) uvahy o dosazeni urcité saturacni urovné ,uzite€nosti“ nékterych komodit,
po jejimz piekroceni se uzitek pocitovany spotiebitelem jiz dale nezvySuje. Zajisté by bylo
mozné jmenovat piipady, kdy po nabyti jisté trovné dané komodity uzitek klesa (pokud
bychom uvazovali napf. nezadouci privodni jevy spojené s nemirnou konzumaci jidel,
alkoholickych napoji apod.).

Definice 2.10 Podil dvou meznich uzitka (pfislusnych riznym komoditam ¢, ,¢ ), vyCisleny

v nékterém bod& x° komoditniho prostoru X se nazyva mezni (marginélni) mira
substituce mezi r -tou a s -tou komoditou. Znacime ji m  a definujeme tedy jako

(2.7) m,_ =—.
Jak je z definice patrno, mezni mira substituce je ve vztahu k poradi komodit reciproka. Tim

rozumime, ze obratime-li pofadi komodit v substitu¢nim vztahu, obdrzime pfevracenou

o e l ’ ’ . . v ;.
hodnotu piivodni: m, = ——. Hodnota mezni miry substituce bude siln€ zaviset na tom, ve
m

rs

kterém bodé& komoditniho prostoru ji vycislujeme, vzdy jde vSak o nezdpornou hodnotu.

Pro mezni miru substituce l1ze snadno odvodit vztah:

(2.8) m, =—-——:-.



Oveéreni: Vyjdeme ze znamého vyjadieni totalniho diferencialu funkce a jeho rozkladu na dvé
aditivni komponenty u funkce dvou (substitu¢nich) proménnych.
0 0
2.3) du(xo):%x)dxr +%")de.
ox, ox,
Protoze pii pohybu po indiferenéni kiivce u” =konst. se Giroveil uzitku neméni (méni se vsak
vzajemny pomeér faktori x. a x,), plati pro totalni diferencial a’u(x0 ) = 0. Odtud zfejme plyne

—u,dx, =udx, a z n¢j dale
u dx
2.9 L =-—"
29) u dx

Mezni mira substituce mezi dvéma komoditami (pfi neménicich se komoditach ostatnich)
kvantitativné vyjadifuje mnozstvi zvySeni jedné komodity (pfi snizeni druhé komodity
o jednotku jejiho mnozstvi) potiebné k tomu, aby takto noveé vytvorena komoditni kombinace
poskytovala stejny uzitek jako kombinace pivodni. VSimnéme si, Ze i ve vyrazu (2.1.4) zGstava
mezni mira substituce nezaporna: Jeden z diferenciali dx, nebo dx, bude totiz zaporny, nebot
priristek v mnozstvi jedné komodity musi byt kompenzovan ubytkem druhé a vice versa.
Pokud bychom soucasné zvysili mnozstvi obou komodit, dosahli bychom (pii predpokladu
kladnych meznich uzitkl) vyssi hladiny uzitku. V pfipadé tii a vice komodit jsou pfirozené
mozné kombinace zmén v mnozstvich komodit pfi zachovani dané hladiny uzitku pestiejsi.

Typickou vlastnosti mezni miry substituce je, Ze se tato charakteristika pfi pohybu po
indiferen¢ni kfivce méni. Pfitom pii pohybu po indiferencni kiivce smérem zleva/shora =
doprava/dola dochazi k poklesu mezni miry substituce. V této souvislosti Ize mluvit o zakonu
klesajici mezni miry substituce. Vyslovime jej presnéji:

Véta 2.2 Zakon klesajici mezni miry substituce: Pii pohybu po indiferen¢ni kiivce plati
pro libovolné dva body x = (x,,X,),Xx =(x, ,X, ) komoditniho prostoru takové, Ze jejich
soufadnice vyhovuji vztahim X, < x;k , Xy 2 x; a soucasn¢ lezi na téze indiferencni kiivce, tzn.
u(x,,x,)= u(xl* , x;), podminka m, (x,,x,)>m, (xl* , x;) prave tehdy, kdyz je uzitkova funkce
u(x) kvazikonkavni.

Diikaz: Jak jiz vime, mezni mira substituce je nezaporna funkce. Uvazovanou podminku lze
zapsat jako pozadavek na zapornost diferencialu veli¢iny dm,(x,,x,) pfi pohybu po libovolné

indiferencni kfivce. S pouzitim véty o rozkladu totalniho diferencialu (nékdy téz Youngovy
véty), lze uvazovanou podminku zapsat jako

(2.10) dm,, =M e M g .
ox ox

r s

Po tupravé vyuzivajici vyvozeného vztahu (2.9), lze klesajici tendenci mezni miry substituce
vyjadiit vztahem (délime hodnotou dx, , ktera je pfi uvazovaném sméru pohybu kladnd)

om.. om_
5o_m <0
ox ox

r s

2.11)
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PrepiSeme-li tento vyraz v definiénim vyjadieni m = — a provedeme-li vypocCty piislusnych

parcialnich derivaci, dostavame ekvivalentni vyjadieni

i
(2.12) L) A

ox, u; X,
které prejde po standardnich upravach do podoby
uu —uu,  u, UM, —UU .
(213) ST > ¥ SF __i‘ S TS > 4 SS aZ po
uS uS uS

tvar

2 2

uu, —2-uuu,_ +uu

(214) S 17 4 3S s 7 8§ <O

u

ZapiSeme-li Citatel vyrazu (2.14) pomoci kvadratické formy s proménnymi ., u_a koeficienty

u, ,u, u,dostaneme (s védomim toho, ze #_ je dle pfedpokladu> 0) nerovnost

o

u.. — U, u
(2.15) [, u]{_u u”HuS}o.

rs S8 r

Jinym zapisem téze podminky je pak vyjadieni

0 u, u,
(2.16) u, u, u,|>0,
uS rs S8

kterou snadno ovefime aplikaci napt. Sarusova pravidla.

Z (2.16) je ziegmé, ze podminka pro klesajici mezni miru substituce je formalné totozna
s podminkou pro kvazikonkavnost vychozi uzitkové funkce (je-li tato alespon dvakrat spojité
diferencovatelnd). Jinymi slovy: Jestlize pfedpokladame pro uzitkovou funkci vlastnost
kvazikonkavnosti, budeme mit zaruCeno, ze pfislusnd mezni mira substituce bude mit pfi
pohybu po indiferencni kiivce zleva/shora = doprava/doli klesajici tendenci.

Uvedené lze ilustrovat na obrazku 2: Ptipustné podoby indiferen¢ni kiivky vymezujici hladinu
uzitku u#° nalezneme na obrazku [2a], kde je patrné, e pii pohybu ve sméru zleva/shora =

doprava/dola se vzdy zachovava klesajici tendence poméru % Naopak na obrazku [2b] je

1
tato relace poruSena mezi (,,inflexnimi“) body B a C, kde je indiferencni kfivka vyklenuta
smeérem ,,od pocatku soufadnic”. (PovSimnéme si vSak, ze 1 v té€chto pfipadech prvni
soutfadnice bodu pohybujiciho se v uvedeném sméru po indiferencni kiivce roste, zatimco
druha klesa.) Klesajici mezni mira substituce je tedy siln€jsi vlastnosti nez pouhé konstatovani,
ze m_ > 0. Jak je patrné, v ptipadech 2c, 2d neni mnozina L(uo) konvexni. V ¢asti 3 ukdzeme
(n(a p)fikladu produkeni funkce), ze kvazikonkévnost ma pfimy vztah ke konvexnosti mnozin
Llu®).



Vyse zavedené predpoklady (U1)-(US), (U6*) nam umoziluji zavést pro ucely dal§iho vykladu
velmi uziteCnou Ctvercovou matici U/ sestavajici z prvnich a druhych parcidlnich derivaci
uzitkové funkce u, a u,_, konkrétné tvaru

ul u2 u3 un
ul ul 1 u12 u13 uln
u u u u u
2 12 22 23 2
(2.17) U= "
u3 u13 u23 u33 u3n
un uln u2n u3n unn

N—"

n(n+l
2

prvki). Jak uvidime dale, tato matice bude hrat dalezitou ulohu ve vice situacich.

Matice U je vzhledem k vlastnosti (U6*) symetricka (obsahuje tedy nanejvys raznych

2.3 Monoténni transformace uzitkové funkce

Jak bylo zminéno dfive, uzitkova funkce je urCena az na spojitou monotonni (rostouci)
transformaci g(u) V dalsim ukédzeme, jak volba transformace (majici za nasledek
nejednoznacnost u ) ovliviiuje veli€iny jako je mezni uzitek a mezni mira substituce.

a) mezni_uzitek (transformované) uzitkové funkce g(u(x)) se snadno odvodi z pravidla
pro derivovani slozené funkce:

(2.18) g = M =g'(u)-u,, kde u, = Gu_(x)
ox X

r r

Hodnota mezniho uzitku pfi transformaci je tedy zavisla na volbé transformujici funkce.
Vzhledem k tomu, ze g(u) je rostouci, bude ,transformovany* mezni uzitek opét kladny.

b) mezni mira substituce (transformované) uzitkové funkce g(u(x)) se odvodi podobné

oglu(x))

3 g,,(u(x)) o ox, g'(u)-u,, _u,
(2.19) m, = 2. (u(x)) = Gg(u(x)) = g'(u)-us = "
ox

N

a jeji hodnota je tedy na volbé transformujici funkce nezavisla. Jinymi slovy: kvantitativni
vyjadfeni vzajemného vztahu mezi dvéma substitucnimi komoditami zistava pii zméné
transformujici funkce nedot¢eno. Toto zjisténi je oCekavané mj. proto, ze pfi transformaci se
zachovava vzajemna poloha vrstevnic vymezujicich indiferenéni kiivky: transformace z tohoto
hlediska neméni nic na vztahu (napf. substituénim) obou komodit pii pohybu po indiferencni
kfivce.

c) druhé parcialni derivace (transformované) uzitkové funkce se zméni zptisobem:
(2.20)

0glulx) _ gl w,) _ iy 2 (x)

ox O, ox




d) Nyni vySetfime, do jaké miry se provedenim rostouci spojité transformace g na uzitkovou
funkci zméni matice U a jeji determinant. Nejprve tedy dosadime transformované hodnoty
meznich uzitkd a druhych parcialnich derivaci uzitkové funkce do pfislusné matice transformaci

(analogicky k U ji oznacime G ). Dostaneme

(2.21)

0 g'(u)- U, g'(u)- u, g'(u)- L g'(u)
g'(u)- u, g'(u)- Uy, + g”(u)'ul g,(u)'ulz + g”(u)'ul U, g'(u)- Uy +g”(u).ul Uy oo g,(u)'unl +
G = g'(u)- u, g'(u)- Uy + g”(u)uluz g,(u)uzz + g”(”)”z2 g u) Uy + g”(u)uz Uy g'(u)- Uy, +i
g)-uy g)uy +g @up, gy +g @, g'w)-uy + g (u)u, g)-u,5+,
g,(u) ’ un g,(u) ’ uln + g”(u)'ulun g,(u)'ubz + g”(u)'unUZ g,(u) ’ un3 + g”(u)'un'uf% g,(u) ’ unn +
a tedy pfislusny determinant z této matice jako (2.22)

0 g'u)-u, g'u)-u, g'(u)-u, g'u)-u,
g’(u)- U g,(u)'ull + g”(u)'ul g u)~u12 + g”(u)'ul Uy g'(u)- Uz + g(u)ulu% g,(u)'unl + g”(u).z
|G | _ g,(u)'uz g'(u)- Uy + g”(u)uluz ,(u)uzz + g"(u).u22 g'(u)- Uy + g(u)uzu% g,(u)'unz + g”(u)z
’ g’(u)-u3 g,(u)'uls + g”(u).u1u3 g,(u)uzs + g(u)uzu% g’(u)-u33 + g"(u).u32 g'(u) Us+§g (M)L
g,(u)'un g,(u)'uln + g”(u)'ulun g,(u)'MZn + g”(u)'unMZ g,(u)'unf% + g”(u)'un'u3 g,(u)'unn + g”(u)']

Abychom nyni urcili hodnotu tohoto determinantu, resp. pokusili se ho porovnat

, rozlozime |G| pomoci znamého souctového pravidla. To fika, ze pokud

s determinantem |U
je napf. prvni sloupec ¢tvercové matice 4 = {ai].} a, souctem dvou vektori @ a f, pak je
souctu dvou determinantli Ctvercovych matic se sloupci

determinant |A| roven

(a,a2 ,a, ,....,an)a (,B,a2 y g gunnny

G rozlozit na souctové Cleny, dostavame:

|al,a1 +B1,02 +B2,03 +B3seeees0y +Bn| =

|al,a1,a2 +B2,03 FB3seeeesp +Bn|+|al,B1,a2 +B2,03 +B3seeeesp +Bn| =
|al,a1,a2,a3 +PB3seeeerlpy +Bn|+|al,a1,B2,a3 +PB3seeeerlp +Bn|+

|31,B1,(l2,(l3 +B3,....,(ln +Bn|+|al,B1,B2,a3 +B3,....,(ln +Bn| atd.

a, ) Aplikovano na nas pfipad, kdy Ize druhy az » -ty sloupec

Celkem tedy obdrzime 2n—1 determinanti, z nichz vSak prevazna vétSina nijak neovlivni

vysledny vyraz. Pouze prvni z nich, ktery ma tvar

0 g'(u)- u, g'(u)- u, g'(u)- u, g'(u)- u,

g'(u)- u, g'(u)- uy, g'(u)- Uy g'(u)- Uy, g'(u)- u,

|G | _ g'(u)- u, g'(u)- Uy, g'(u)- Uy g'(u)- Uy g'(u)- u,
1 g'(u')- u, gl(u.)' Uy g'(u?- Uy g'(u?- Us, g'(u?- U,y ’

g, b, g0, ), - b,
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je totiz nenulovy a - jak je zfejmé - ma hodnotu [g ( ]"+1 |U | Vsechny ostatni determinanty

se vyznacuji vlastnosti, ze nejméné dva jejich sloupce jsou linearné zavislé a jejich hodnota je
tedy nulova. Priblizime to na rozkladu do souctovych ¢lent |G| =

(2.23) G| =[g"G)]"" - U]
(2.24)
0 g'@u g'(u)-u, g'u)-u,
g@)u  gl)u, gWup,  g'@w)uy+g ), &) u, +g w)uu,
|G | = g,(u)' u, g'(u)- U, g’(u)- U, u, g, u) Uy, '+g"(u).u2u3 g'(u) u,+§g (u)uzun
’ g'(u)- Uy g’(u)- Uy, g’(u)- U, U, g’(u)- Uz ,+g, ,(u)uzz g’(u) u,+g (u)uzun
g,(u)'un g,(u)'uln g,(u)u2u'% g,(u)'unf%,—i_g”(u)'unuf% gl(u)'unn +g”(u)'un2

v duasledku linearni zavislosti prvniho a tfetiho sloupce (oba jsou nasobky
Vektoru(O,ul,uz,.... u ) ),

0 0 g, g'(u)-u, g'(u)-u,
g,(u)'ul g”(u)'urul g,(u)uz g’(u)-u13’+g”(u).u1u3 g'(u)- U, + g”(u)'ulun
|G |: g,(u)'uz g”(u)'uruz g,(u)'uzz g’(u) u23’+g"(u).u2u3 g,(u)'unz +g"(u).u2un —0
’ g,(u)'u% g”(u)'urus g,(u)'uzs g (u) u33’+g"(u).u32 o @) uy + g W),
g,(u)'un g”(u)'ul'un g,(u)'MZn g,(u)'unf% ’+g”(7/l).7/ln7/l3 g,(u)'unn + g”(u)'un

v duasledku linearni zavislosti prvniho a druhého sloupce (oba jsou nasobky vektoru
(O,ul,uz,....un)),

0 0 0 g'u)-u, ( )-u,
g’(u)-u1 g"(u)-u1 U g"(z,t).uz.u1 ’(u)-u13 + g”(u).u1 Uy oo (u) +g u)
|G |: g,(u)'uz g"(u)'uruz g”(u)uzuz ,(u) Uss +g”(u).u2.u3 (u) +g (u) —0
! g’(u.)-ug g"(u).'urus g”(u).uzus (u) Uss +g(u)u22 (u) g (u)
TS SR P e S A # e e

tentokrat v duasledku linearni zavislosti prvniho, druhého i tretiho sloupce (kazdy z téchto
sloupct je opét nasobkem vektoru (0,u,,u,,....,u,).

Z predchoziho tedy vyplyva, ze miizeme psat
(2.25) G| =[g'@)]"" -U].
Odtud je patrné, ze i1 kdyz jsou obecné hodnoty determinantti |U | a |G| razné, zachovava po

transformaci (spojitou rostouci funkci) determinant |G| znaménko souhlasné s ptivodnim |U |
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Poznamka - pripad linearni transformace

Zvolme nejjednodussi spojitou rostouci transformacéni funkci, kterou je linearni funkce
(s kladnym koeficientem u linearniho ¢lenu), tedy g(u) =au+b, s konstantami a >0, b . Pak
ziejme plati

2
(2.26) B0y e, 281

Ox

=a-u,.
ox,0x,

Iz

Znamena to tedy, ze jak mezni uzitek, tak prvky matice 2. parcialnich derivaci se od pavodnich
prvka matice U lisi pouze vynasobenim kladnou konstantou a . Pfislusny determinant |G| je

pak @™ - nasobkem pivodniho|U]|.
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