3 Racionalni chovani spotiebitele : maximalizace uzitku, minimalizace vydaji

Spotfebitel si pii nakupu komodit pocina tak, Ze sviij penézni pfijem o velikosti M rozdéli
beze zbytku na nakup s komodit (1 <s< n), a to tak, aby dosahl svého maximalniho uzitku.
Jinymi slovy : komodity kupuje v takovych mnozstvich (ne vSak nutn€é vSechny dostupné),
aby pozadované hladiny uzitku dosahl co nejlevnéji. Bude tedy preferovat - pfi variantni
moznosti dosahnout hladiny uzitkuu” rliznymi kombinacemi komodit - takovou kombinaci,
pfi niz celkovy vydaj na pofizeni vSech uzitek mu pfinasejicich statkli (zavisejici zfejmé na
mnozstvich statkl a na jejich jednotkovych cenach) bude nejmensi mozny. Je tedy mj. ziejmé,
ze pii jinak stejném prispévku nékolika komodit k uzitku (pfi shodnych meznich uzitcich
téchto komodit) bude preferovat nakup komodity nejlevné;si.

3.1 Formulace maximalizaéniho problému

Pokud tuto situaci zformalizujeme, dostavame optimaliza¢ni problém feSici nalezeni maxima

(3.1A) Max u (x,,x,,....,x,) za podminky

(3.1B) > px, <M a podminek nezapornosti
i=1

(3.1C) x, 20 provSechna i =1,2,....n.

Z matematického pohledu jde tedy o ulohu nalezeni vazaného extrému (maxima) obecné

n
nelinearni funkce na mnoziné rozpoctového omezeni Z p.x;, <M . Jak je znamo, vzhledem k
i=1
tomu, ze omezujici podminka spolu s podminkami nezapornosti promeénnych (3.1C)
predstavuje kompaktni (tj. omezenou a uzavienou) mnozinu, nabyva jakakoliv spojita a ve
vSech proménnych rostouci nelinearni funkce svého maxima na hranicich takovéto mnoziny.

Lze tedy rozpoctové omezeni stejné dobfe psat ve tvaru Z p.x, =M.

i=1
Uloha uvedeného typu se standardn& fesi s pouzitim Lagrangeova multiplikatoru. P¥i této
reformulaci nabyva kriterialni funkce tvar

(3.2) Maxu(xl,xz,....,xn)—ﬂ{zn:pi ,.—M],
i=l

kde A je pravé zminény Lagrangetv multiplikator. S touto (hodnotou neznamou) veli¢inou se
zachazi obdobné jako s jinymi proménnymi : v dal§im ji budeme povazovat za funkci
implicitn€ zavislou na ,parametrech ulohy“ tzn. na cenach obsazenych v cenovém
vektoru p = (pl,pz,....,pn) a na pfijmu jednotlivce M .

Stejné jako v jinych extremalnich ulohach postupujeme dale tak, ze jednotlivé parcialni
derivace extremalizované funkce u(x)—ﬂ{z p.x, —M ] ve vztahu (6) podle proménnych
i=1

X, %,,...,X, & A polozime rovny nule. Po preskupeni ¢lenti dostaneme

1>

(3.3A) u, =A-p, pro r=1,2,....n (derivace podle x, )

(3.3B) > px, =M (derivace podle A ).
i=1



Rovnice (3.3A) a (3.3B) jsou nutnymi podminkami k tomu, aby pro feSeny optimalizacni
problém existovalo feSeni, tedy maximum. PovSimnéme si, ze téchto podminek je prave
stejny pocet (tj. n+1) jako je neznamych veli¢in modelu (velikosti poptavky po jednotlivych
komoditach x ,x,,....,x a 1).

V linearni situaci by se dalo oCekavat, ze feSeni bude dano jednoznacné. Zde vSak n vztah
(7A) nemusi byt linearnimi funkcemi, pfi¢emz jejich tvar je zavisly na specifikaci uzitkové
funkce u , v niz jako argumenty vystupuji neznameé x,,x,,....,X, .
Poznamka 1 Od typické ulohy matematického programovani se feSeny problém lisi ve dvou
smérech:

a) Tvar omezeni (3.1B) je pfedstavovan jedinou nadrovinou #-rozmérného prostoru
(omezujici mnozstvi komodit jen "shora")

b) Uzitkova funkce u(x) bude mit zpravidla komplikovanéjsi tvar, nez je obvykle linearni

funkce konvenéniho problému linearniho programovani a problém nalezeni optima bude
predstavovat zpravidla podstatné komplikovanéjsi analytickou ulohu nez tu, ktera muze byt
fesena technikami matematického programovani (napt. simplexovou metodou).

Poznamka 2 Jak patrno, v predchozim nerozliSujeme mezi diichodem spotiebitele a jeho
vydajem vynaloZenym na nakup uzitek mu prindSejicich komodit. V realité se spotiebitel bude
rozhodovat nejen podle prijmu aktudlniho obdobi, ale rovnéz podle stavu svych iispor,
moznych pujcek, jinych nutnych vydajii v rozhodovacim obdobi apod. V tomto smyslu je
ziejmé, Ze prijem miuize byt hodné vzddlen bezprostiedni hotovosti v penézence a bude silné
zaviset na tom, zda spotrebitel 7esi , optimalizacni problém* ndakupu potravin pro denni
potiebu nebo ndkladnéjsiho porizeni statku dlouhodobé spotieby (napr. campingového
automobilu).

Z podminek (3A) tedy bezprostfedné plyne, ze v rovnovazné situaci (kdy se poptavka
spotiebitele po jednotlivych komoditach pfi maximalnim uzitku ptizptisobi cenovym relacim)
bude platit vztah

u,  u, u

(3.4) A="l=22o =2
pl p2 pn

Vztahy (3.4) pfedstavuji soustavu podminek nutnych pro dosazeni rovnovazného stavu.
Vyjadiuji pozadavek, aby podil mezniho uzitku kterékoliv komodity a jeji jednotkové ceny
byl konstantni pro v§echny uvazované komodity. Sekundarné je odtud vidét, ze také veliina
A (uplatiujici se jako Lagrangetv multiplikator) je rovna praveé t€émto podilovym hodnotam.
O rovnovaze lze opravnéné mluvit tehdy, jestlize je dosazeno maximalniho uzitku pfi daném
pfijmu a dané mnoziné relativnich cen. Jakékoliv vychyleni z rovnovahy vede vzdy ke snizeni
hodnoty uzitku spotiebitelem pocitovaného.

Jestlize tedy kazdé u, predstavuje mezni uzitek (Umérny v rovnovazné situaci cené r -té
komodity) , mizeme veli¢in€ A prisoudit interpretaci jako , mezni uzitek penéz“ (ktery je
ovSem také funkci cen p,, i =1,2,....,na dichoduM ). Za téchto okolnosti pak plati pro podil
meznich uzitkl (tedy mezni miru substituce mezi r -tou a s -tou komoditou) vztah

(3.5A) m, 4 _ Py a podobné (3.5B) m,, LT 3
uS pS ﬂ/ l

s



Na zaklad¢é tohoto zjisténi muizeme fici, Ze mezni mira substituce mezi 7-tou as-tou
komoditou je v rovnovazné situaci rovna podilu jednotkovych cen obou téchto komodit. Cenu
P, lze pak interpretovat jako mezni miru substituce mezi 7 -tou komoditou a penézi.

Maximaliza¢ni problém, tak jak byl predstaven vztahy (3.1), mize byt ovS§em formulovan i
dualnim zpasobem. Maximalizace ucCelové funkce (3.1A) za podminek (3.1B-C) ma svou
dualni formulaci nasledujicim tvaru

(3.6A) Min M = Z DX, za podminky
i=1

(3.6B) u(x)=u’ opét pii p, >0 pro libovolné; .

(3.60) x, 20 pro vSechnai=12,....,n.

Maximalizuje-li spotiebitel sviij uzitek z komoditni kombinace pfi rozpoCtovém omezeni
(3.1B), tesi v podstaté tentyz problém, jako je minimalizace jim vynalozenych vydaja
spojenych pofizenim komodit v mnozstvich, ktera zarucuji dosazeni uzitku na pozadované
hlading #° . V tomto smyslu Ize s plnou opravnénosti mluvit o dvojici dualnich uloh.

Dale, protoze maximalizace uzitku a minimalizace s tim souvisejicich nakladi vedou k téze
(optimalni) volb€ komoditnich mnozstvi x, (parametry ulohy jsou p a M), vydaj pii prvé z
uloh se musi rovnat minimalnim nakladim v dualnim problému. V pivodnim problému
predstavuje feSeni soustava Marshallovych poptavkovych funkei g, (M , p), zatimco v dudlnim
problému jsou determinujicimi veli¢inami - argumenty poptavkovych funkci - Groven uzitku
u’ a cenovy vektor p. Tyto poptavkové funkce minimalizujici vydaje oznacime A (u, p) a
jsou znamy jako Hicksovy (také kompenzované) poptavkové funkce. Z interpretacniho
hlediska jsou charakteristické tim, ze informuji o tom, jak jsou poptavky x,
ovlivnény/kompenzovany cenami p (pfi pevném u ).

Obé¢ teseni dvou vySe uvedenych problémt musi byt, pfirozen€, taz. Proto lze psat
(3.7 X, :gi(M,p):hi(u,p) proi=12,..,n.
Kazdé z téchto feseni pfitom muzeme zpét dosadit do vychoziho pftislusného problému. V

prvém piipade obdrzime nejvyssi dosazitelny uzitek, ve druhém pripadé nejmensi dosazitelné
naklady. Lze tedy psat

68)  w=uls.xx)=ulg (4.p) g, (. )., (4. p)]= (1. p)
(69) M =3 poh . p)= E, p)

Funkce w(M , p) v (3.8) vyjadiuje maximalni dosazitelny uzitek (pfi pevn€ daném piijmu M
a cenovém vektoru p). Nazyva se nepiima uzitkovd funkce a mize byt definovana vztahem

(3.10) w(M,p)=A{ax{u(x);ipkxk =M}



Funkce E(u, p) v (3.9) vyjadiuje minimalni dosazitelny vydaj (pfi pozadované urovni uzitku

u’ a vektoru cen p). Nazyva se vpdajovd funkce alze ji definovat vztahem

(3.11) E(uo,p):]\/{cin{zn:pkxk;u(x):uo}

Nepfiméa uzitkova a vydajova funkce jsou vzajemné velmi uzce propojeny. Protoze
platiE(u, p):M , miZeme invertovat argument u , abychom dostali u jako funkci M a p,
coz nam da u = (,//(M , p). Uplné obdobné inverze vztahu u = (,//(M , p) povede pfimo k
relaciE(u,p):M . Obé funkce tedy obsahuji v podstaté tutéz informaci (zapsanou jen
pomoci jinych argumentd, byt p zistava v obou ).

Jsme tedy pln€ opravnéni rovnocenné uzit v dal§im téchto zapist

(3.124) x, = g,(M, p)= g,(Eu, p), p) = h, (u, p) proi=12,..,n .
(3.12B) X, :hi(u,p):hi(‘P(M,p),p):gl.(M,p) proi=12..n.

Prejdéme nyni k otazce, jak vrealné uloze, kdy mame specifikovan tvar pfimé uzitkové
funkce u(x)a dany parametry rozpoCtového omezeni (ceny p,,k=12,..,n a piijemM . )
nalezneme rovnovazny bod. Zakladnim voditkem k jeho nalezeni jsou nutné podminky
rovnovahy (3.4). Pfedem uved'me, ze feSeni n+1 rovnic (3.3A), (3.3B) nemusi byt nijak
jednoduché, a to nejen vzhledem k jejich obecné velkému poctu; v ¢asti [2.5], kde nalezneme
nékolik prikladd, je vétSina z nich omezena jen na nejjednodussi dvoukomoditni situaci, ale 1
vzhledem k Casto znacné ,technické” obtiznosti vypoctu feSeni (poptavek x,al) n+1
(obecné nelinearnich) rovnic. Pro uplnost dodejme, ze nalezeni poptavkovych rovnic
v explicitnim tvaru (tj. kdy jsme schopni zapsat vzdy pfimo x, = f;(M, p) neni obecné (aniz
ptipojime néjaka dodatecna a tieba malo realisticka omezeni) ni¢im zajisténo.

Presto vSak zminme dva postupy, které se pii hledani tvarti poptavek nékdy ucinné uplatni:

Postup A
u(x)
) ) . y B u, axj. P,
Postupuje se takovym zplisobem, ze ze vztahu (3.4) urime —— = =— , Cimz
w, ou(x)  p,
0ox;,

eliminujeme A a nasledné vyuzijeme tyto podminky spolu s rozpoctovym omezenim. Takto
lze vyvodit poptavky napt. u obecné n—komoditni Cobb-Douglasovy funkce, viz[ ].

Postup B

, , ou(x - e . N
Zakladni vztah au(x) = A..p; vynasobime x,a poté téchto n vztahu secteme pfes vSechna
;
J. Tim dostaneme, protoze >, p,x, =M :

o o
" Ou(x) = R .

> ——=x, =AM neboli A =———— anasledn¢ ————=-—"+
mox M gau M

. o

_ Di




Na levé stran€ nyni mame jen funkce x (jiz bez p,,M, A, pouze s parametry uzitkove funkce

u(x)), které miizeme, prinejmensim v principu, fesit jako funkce podilt (% ).

Vrat'me se jesté k zapisu Sluckého rovnice: Vedle zapisu
o, (M,p) _h(u,p) = %M, p)

(6.18A)
ap, ap, oM

se uplatriuje jesté ekvivalentni zapis

Oh,(u,p) o (M,p) oM, p)

(6.18B) .
ap, ap, oM

Poznamka 11

Vsimnéme si, ze dichodovy clen je vyjadien dusledné v Marshallovském zapisu (jinak to
ostatné ani nemuiize byt, protoze obsahuje derivaci poptavky x, podle pfijmu M ). Substitucni

¢len je naopak reprezentovan Hicksovskym zapisem. Sluckého rovnice tedy vyjadiuje — at' u v
podobach (6.18A) nebo (6.18B) - propojeni obou téchto zapist.

Poznamka 12

rs

Ve dvou moznych zapisech vyrazu X, =A4.. (obecné nezavislého na kompenzaci

N

zmeény ceny zménou piijjmu) a X, = (platného ptfi kompenzované zméne poptavky) je

jeden mozna malo postiehnutelny rozdil: V prvnim pfipadé se v ném prolinaji prvky
Marshallovského 1 Hicksovského pojeti: protoze podil determinantd je funkci pouze
Hicksovského u , vychozi vztah pro A je naopak psan v Marshallovskych argumentechM, p .

Kompenzace poptavky vSak vede k toliko Hicksovskému pojeti, takze ma opravnéni jen zapis
X, (u, p), neobsahujici M . Clen X,, zde piedstavuje zménu poptavky A, (u, p) pfi zméné
ceny p, .

Zajimavé je, ze vyjdeme-li z vysledkil uvedenych v Casti [4], mizeme dospét ke Sluckého
rovnici (a to jednoduseji, nez pfi vyvozovani z ptimé uzitkové funkce u#(x) ) dvéma dalSimi
cestami. Uzijeme pfitom poznatkd, které mame o vydajové a nepiimé uzitkové funkei.

Prvni z postuptl je vychazi z rozpisu (3.12A), podle n¢hoz plati
hy(u, p) =x(E(, p), p) = x,(M, p) .

Pokud nyni tento vztah derivujeme podle p, , dostaneme

(3.13) Chy(u, p) _ 5 Ox,(u,p) Py , Ox,(u,p) E@p) Ox  0ox M, p) E(u p)
. apr m=1 apm ' apr aZZ(u:p) ' apr apr ' aM ' apr
a dale, aplikujeme-1i na n&j Shephardovo lemma ( 4.12), na zéklad¢ kterého plati
OF(u,
FOD) s wp)
ap,

mame



ax,M, p)
oM

Sh,(u,p) _ ox, (M, p)

3.14
G p, p

+x,(M, p).

a nasledné po preskupeni dostavame presnou korespondenci s (6.18):
ox (M, p) _ Oh,(u,p) _ ox,(M, p)
ap, ap,
Ve druhém pripade vyjdeme z analogického zapisu (3.12B),
(3.15) g M,p)=x,(u,p)=x,YM,p),p) .
uplatnime vSak pfitom poznatky o nepfimé uzitkoveé funkci. Derivaci podle dostaneme

BM.p) _ g xM.p) Py | x(FM,p)p) O¥M,p)
ap, m p, p, MWM,p)  op,

M, p)
op

x, (M, p) pro libovolna r,s =1,2,....,n. L.

(3.16)

. 0
, protoze P
r r

MNWM,p) __d¥YWM, p)
ap, oM

Z prvniho Clenu zistane opét jen vyraz =0 pro vSechna m=#=r,

zatimco u druhého podle Royovy identity (4.20) mame X, atudiz

og,(M,p) _0x,(M.p) axs(‘P(M,p),p)'(_x ) S¥AM, p)

(3.17)
p, ap, oYM, p) aM

, pficemz ale

op .
o, (¥M, p).p) 0¥M,p) _x,(¥M, p).p) . protoe viechna Py
OV (M, p) oM oM oM

Protoze plati (3.12A,B), musi pro derivace (podle argumentd p, ) téz platit

0og,(M,p) _ ox,(M,p) _ ox,(u,p) _ Oh,(u, p)
p, p; p, p;

I zde v tomto ptfipadé tedy mame

ox,(M,p) _h(u,p) M. p) ox, (M, p)
op, op T M

pro libovolna r,s =1,2,....,n. .
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