m Pravd épodobnost

Pocet pravd épodobnosti




3. Pocet pravd épodobnosti

44

Cil kapitoly

Teorie pravdépodobnosti tvori samostatnou védni disciplinu. Nésledujici dve
kapitoly Vas seznami s nékterymi zakladnimi pasazemi této teorie. Vybér
pojmu, kterymi se budeme zabyvat, je zvolen s ohledem na zakladni poslani
téchto kapitol. Mély by slouzit predevsim jako teoreticka baze pro nasledujici
slozitéjsi uvahy. Vybranych pojmu z teorie pravdépodobnosti je vyuzivano
v oblasti konstrukce bodového a intervalového odhadu (kapitola 5), statis-
tickych testu (kapitola 6 a 7) a s také regresniho a korelacniho poctu (s témito
pojmy se seznamite ve druhé ¢ésti tohoto predmeétu).

V této kapitole Vas uvedeme do zakladnich pojmu z teorie pravdépodobnosti,
které vychazeji z jeji definice. V této souvislosti budete seznameni s nékterymi
zakladnim vztahy a vlastnostmi pti pocitani s pravdépodobnostmi. Kapitola
Vis také seznami s nékterymi pojmy a veli¢inami z kombinatoriky, které jsou
pii vypoctu pravdépodobnosti nezbytné.

Casov & zaté?
4 hodiny (4. tyden v fijnu)

Pojem ,,pravdépodobnost® je casto uzivanym vyjadienim nejistoty ohledné
vysledku néjaké ¢innosti, projektu, stavu ¢i udalosti. Hledani pravdépodob-
nosti souvisi s mirou této nejistoty, kdy mame k dispozici pouze sadu indicii,
na jejichz zékladé se domnivame na konkrétni podobu vysledku této ¢innosti.

Vsechny situace, posuzované v ramci hledani jejich pravdépodobnosti je moz-
no zahrnout pod souhrnné oznaceni jev. V praxi muzeme rozdélit na tii typy
— jevy jisté, nemozné a nahodné.

B Jev jisty
Jev jisty je mozno charakterizovat jako jev, pti némz pri dodrzeni
urcitych podminek nastane vzdy stejny vysledek. Obvyklym
piikladem jevu jistého jsou napiiklad fyzikalni zakony. (Zahfejeme-li
vodu na 100 stupnu celsia, dojde za normdlnich podminek k jejimu
varu.)

B Jev nemozny
Opakem jevu jistého je jev nemozny. Je mozno jej charakterizovat jako
jev, kdy pii dodrzeni uréitych podminek urcity vysledek ne-
nastane nikdy. (Zahfejeme-li vodu na 100 stupnu celsia, nikdy se
nezméni v led.)

B Jev ndhodny
Vsechny ostatni typy jevu jsou zahrnovany pod oznac¢eni nahodného
jevu. Ndhodnym jevem je tedy takovy jev, pfi némz i pii dodrzeni
stejnych podminek mohou nastat ruzné vysledky. (Neni mozné, aby
v kazdém meésici roku byl pocet nezaméstnanych osob stale stejny, ne-
bot jejich pocet je ddn nejen objektivnimi divody — napi. ekonomické
prostiedi, ale i nepredpokladanymi faktory — napriklad impulsivni roz-
hodnuti pracovnika o podéni vypovédi).



Pri zkoumani ekonomickych vztahu a zavislosti se budeme prakticky vyhrad-
né setkavat s nahodnymi jevy. Nahodné jevy jsou oznacovany jako vysledky
ndhodnych pokusu. (Ndhodnym pokusem je v nasem piikladé napiiklad hod-
nota poctu nezaméstnanych osob v prislusném mésici roku.)

Pojem nahodného jevu je vychozim pojmem poctu pravdépodobnosti. Pro
formalni cely (napf. vypocty) jsou jednotlivé ndhodné jevy zpravidla o-
znacovany velkymi pismeny abecedy (A, B,C,...). Pro ndhodné jevy plati
nékteré typické vlastnosti a vztahy:

B Rovnocenné jevy A = B
pokazdé, kdy nastal jev A, nastava také jev B a naopak.

B Prianik jevi AN B
jev A nastane soucasné s jevem B. Prunik byva nazyvan logickym
soucinem jevu.

® Sjednoceni jevi AU B
pokud nastane alespon jeden z jevi A a B. Sjednoceni byva nazyvano
logickym souctem jevu. Pro sjednoceni dvou jevu plati, ze

AUB=A+B.

B Rozdil jevi A — B
jestlize nastane jev A a souc¢asné nenastane jev B, neboli A—B = ANB.
m Jev opaény k jevu A
jev, jenz spoc¢iva v nenastoupeni jevu A. Oznacuje tedy jev ,nenastane
A«
m Neslucitelné jevy ANB =0
jestlize vyskyt jednoho z jevu vylucuje vyskyt druhého jevu.

Budeme uvazovat nahodny pokus hod klasickou herni kostkou. Nahodnym
jevem potom je hodnota (pocet bodu), ktera pri jednotlivych hodech padne.
Prikladem sjednoceni jevu je napriklad jev, kdy sledujeme, zda na kostce
budou alespori tii body (jedna se o sjednocent jevii — padne jeden, dva ¢i tri
body). Prunikem jevu ,padne 3“a ,padne 1“ by byl jev ,na kostce je alespori
jeden bod .

3.1 Pravd épodobnost

K pojmu pravdépodobnost je mozno pristoupit ze dvou pohledu. Vychozim
je tzv. klasicky pristup, kdy vychazime z predpokladu, ze vSechny jevy jsou
rovnocenné a vzajemné se vylucuji. Zadny jev tedy neni zvyhodnén proti
jinému, kazdy z vysledku ndhodného pokusu ocekdavame stejné. V pripadé,
ze uvedené podminky nejsou dodrzeny, ¢i neni mozno zajistit jejich ovéreni,
je nutno zvolit tzv. statisticky piistup k definovani pravdépodobnosti.

3.1.1 Klasick a definice pravd épodobnosti

Necht muzZe pii urcitém pokusu dojit k n stejné moznym vysledktim, z nichz
m ma za nasledek nastoupeni jevu A, zatimco zbylych n — m jej vylucuje.

Klasicka
pravdépodobnost
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Pak pravdépodobnost jevu A je rovna podilu vsech priznivych jeva A (tedy
vysledku, kdy nastéava jev A) k poc¢tu vsech moznych jevu (vysledku). Tedy
plati

Pravdépodobnost muze nabyvat hodnot mezi nulou a jednou, tedy pro prav-
dépodobnost libovolného jevu A plati

0<P(A) <1,

kde 0 oznacuje pravdépodobnost jevu nemozného a 1 je pravdépodobnost
jevu jistého. Pravdépodobnost je uddvana obvykle v procentnim vyjadieni.
Lze tedy naptiklad tici, ze pravdépodobnost jevu jistého je stoprocentni.

Priklad 3.1

Urcete pravdépodobnost, ze pifi hodu klasickou Sestisténnou hraci kostkou
(1 - 6 bodu na jednotlivych stranach) padne

a) 5 bodu,

b) nepadne 5,

¢) sudé cislo.
Reseni
Pii hodu hraci kostkou je k dispozici Sest ruznych vysledku, které se vzajemneé
vylucuji. Plati tedy, ze n = 6.

a) Jev A predstavuje jev ,padne pétka“. Pocet priznivych vysledku, tedy
jevii, pii nichz nastava jev A je m = 1 (nebot na kostce je jen jedna
pétka). Proto pravdépodobnost, ze padne 5 je rovna

b) Pravdépodobnost jevu ,nepadne pétka“ lze vypocitat dvéma zpusoby.
Bud’ vyjdeme z toho, Ze tento jev predstavuje jev opaény k jevu A a
jeho pravdépodobnost je rovna rozdilu jedné a pravdépodobnosti jevu
A (viz vyse). Plati tedy

P(A) =1— P(A) =1— 0,167 = 0,833 = 83,3%.

Nebo dosadime piimo do definiénitho vztahu. Pocet vsech ptiznivych
jevii m je roven poctu vsech vysledku, pti nichz nepadne pétka. Tedy se
jedna o jevy ,,padne jednicka“, ,padne dvojka*, ,padne trojka“, , padne
c¢tytka® a ,,padne Sestka“. Plati

— m D
P(A) = — == =10,833 = 83,3%.
n 6
¢) Jev ,padne sudé cislo“ predstavuje jev, pii némz tvoif mnozinu piiz-
nivych vysledku tii jevy — ,padne dvojka“, padne ,ctyrka“ a ,padne
Sestka“. Pravdépodobnost, ze padne sudé ¢islo je tedy rovna
m 3

P(A) = — = £ =05 =50%.



Priklad 3.2

Pri zkousce ze statistiky tvori zkouskové okruhy 30 otazek. U zkousky si
student nahodné vytahne 3 z nich. K tspésnému absolvovani zkousky postaci,
aby zkouseny student odpovédél spravné na 2 z vytazenych otazek. Student
Martin se pred zkouskou nestihl pripravit na vSsechny otazky, je presvédcen
pouze o 70% z nich, ze by je zodpoveédél spravné. Urcete pravdépodobnost,
ze Martin u zkousky uspéje a vytdhne si pravé dvé otazky, na které zna
odpoved'.

Reseni

Pocet vsech jevu n tedy uréime jako vSechny trojice z tficeti prvku, coz je

kombinac¢ni ¢islo
30
n= )
3

Pocet vsech priznivych jevi m pak urcéime jako vSechny priznivé moznosti,
které jsou naklonény nastoupeni tohoto jevu. Aby student zkousku vykonal,
musi si vytahnout dvé otazky, které ovlada, coz jsou vSechny dvojice z 21
prvku (které tvori 70% otazek, které student ovladd). Tteti vytazend otdzka
jiz muze padat mezi ty otdzky, které jiz student neovladd. Budou to tedy
vsechny jednoclenné mnoziny z 9 prvki. Vysledny pocet ptiznivych moznosti

je tedy roven:
(21 9
m={, L)

Hledanou pravdépodobnost vypocitame dosazenim do definicniho vztahu.
Dostéavame

21\ (9 2120 9

(2)'(1) 21 1 210-9

( ) (330) 30?;.229:128 5.29.98

= 0,466 = 46,6%.

Pravdépodobnost, Ze si Martin vytahné pravé dvé otazky, které ovlada, je
priblizné 47%.

Vypocet kombinacnich ¢isel a vlastnosti pti pocitani s nimi je samostatnou
Casti teorie pravdépodobnosti. Jejich zakladni nastin je uveden v piiloze této
kapitoly. Vice naleznete napiiklad v klasickych ucebnicich matematiky pro

stfedni skoly, nebo v Prehledu stfedoskolské matematiky od J. Poldka na
stranach 288-300.

3.1.2 Statistick a definice pravd épodobnosti

V pripadé, ze nejsou splnény podminky pro pouziti klasické definice pravde-
podobnosti, nebo chceme-li ovérit splnéni podminky o stejné moznych vsech
vysledcich ndhodného pokusu, provedeme jeho hromadné (mnohondsobné)
opakovani a jejich statistické vyhodnoceni. Uréime pocet pokusu, ve kterych
nastal sledovany jev A (tedy jeho Cetnost) a uréime jeho relativni cetnost
p(A). Pii rostoucim poctu na sobé nezavisle provedenych pokust, ma tato
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relativni ¢etnost tendenci kolisat kolem urcité c¢iselné hodnoty. Tuto hod-
notu je mozno povazovat za pravdépodobnost jevu A. Uvedend skutecnost je
vychodiskem pro tzv. statistickou definici pravdépodobnosti, ktera zni:

Provadime-li dostatecné velky pocet pokusu, v nichz zaznamenavame vyskyt
jevu A, pak hodnota relativni ¢etnosti vyskytu tohoto jevu kolisa kolem urcité
hodnoty, kterou nazyvame pravdépodobnosti P(A) jevu A. Tedy plati

P(A) =

m
)
n

kde m je absolutni ¢etnost vyskytu jevu A a n je celkovy pocet pokustu.

Pro hodnotu pravdépodobnosti ve smyslu statistické definice plati stejna pra-
vidla jako pro pravdépodobnost ve smyslu klasické definice. Pro pravdépo-
dobnost ve smyslu statistické definice navic plati, ze pii rostoucim poctu
pokusu se snizuje kolisani kolem pevné hodnoty a dostavame tak presnéjsi
vysledek.

Priklad 3.3

V péti pracovnich dnech prvniho tydne provozu nové vyrobni linky byla
zjistovéna jeji spolehlivost. Byl zaznamenavan pocet vadnych kusti v jednot-
livych dnech. Zjisténé hodnoty jsou v nésledujici tabulce:

celkovy pocet .
pracovni den vyrobyerrl)ych pocet vaglnych
soucastek kusu
Pondéli 1506 46
Utery 1442 42
Stieda 1334 41
Ctvrtek 1706 53
Patek 1205 36

Odhadnéte nejpravdépodobnéjsi pocet vadnych soucastek, které dana linka
vyprodukuje za cely mésic, je-li pfedpokladan mésicni objem vyroby 30 000
kusu.

Reseni

Abychom urcili pocet vadnych kustu za cely mésic, uréime nejprve pravdépo-
dobnost vyskytu vadného kusu. Tuto pravdépodobnost urcime pomoci jeji
statistické definice, tedy pomoci relativnich cetnosti vadnych kusu v ramci
celého objemu vyroby. V piipadé, Ze tyto relativni ¢etnosti budou kolisat
velmi malo kolem jejich prumérné hodnoty, lze ztotoznit tuto hodnotu s prav-
dépodobnosti. Vysledky jsou v nasledujici tabulce:



celkovy pocet . ., .,

pracovni den Vyrobyerrl)ych pocet vadnych relativni
Souddstek kusu cetnost

Pondél{ 1506 46 0,0305
Utery 1442 42 0,0291
Stieda 1334 41 0,0307
Ctvrtek 1706 52 0,0305
Patek 1205 36 0,0299

Priimér 0,0302 |

Pravdépodobnost vyskytu vadné soucastky je tedy 0,0302, neboli 3,02%.
Pi mésicnim objemu vyroby (O) bude pravdépodobny pocet vadnych (V')
soucastek roven

V =P(A)-O =0,0302 - 30000 ~ 906 vyrobku.

3.1.3 Pravidla pro po ¢itani s pravd épodobnostmi

B Pravdépodobnost sjednoceni dvou jevu je rovna sou¢tu pravdépo-
dobnosti jednotlivych jevii zmensené o pravdépodobnost pruniku (tedy
jevu, kdy nastanou oba jevy soucasné).

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

V piipadeé, Ze se jedna o jevy neslucitelné (jejich prunik je roven nule)
je pravdépodobnost sjednoceni rovna souctu pravdépodobnosti

P(AUB) = P(A) + P(B).

m Pravdépodobnost pruniku dvou jevu (soucasného nastoupeni dvou
jevil) u nezavislych jeviu lze urcit jako soucin pravdépodobnosti jed-
notlivych jevu.

P(ANB) = P(A)-P(B)

® Pravdépodobnost opac¢ného jevu k jevu A uréime jako doplnék
pravdépodobnosti jevu A do jedné

P(A) =1— P(A).

Priklad 3.4

Urcete pravdépodobnost, ze pii hodu dvéma hracimi kostkami

a) padne alespon jedna Sestka (jev A),
b) padne soucet 7 nebo soucet 8 (jev B),
¢) nepadne ani soucet 7, ani soucet 8.
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Reseni
Pocet vsech jevu n tedy urc¢ime jako vSechny moznych vysledku. Jelikoz
hézime dvéma kostkami, je pocet moznych vysledki 62 = 36.

a)

Jev A (padne Sestka alespori na jedné kostce), lze vyjadrit jako sjedno-
ceni dvou diléich jevi A; (prvni kostka) a Ay (druhd kostka). Hleddme
tedy pravdépodobnost sjednoceni dvou jevu a muzeme uzit prvniho
pravidla

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).

Pravdépodobnost jevu Ay, resp. A, je rovna pravdépodobnosti, ze pad-
ne Sestka na jedné kostce tedy 1/6. Pravdépodobnost pruniku obou jevu
je pravdépodobnost, ze na obou kostkach padne 6. Jelikoz k danému
jevu muze dojit pouze v jednom ze vSech moznych vysledku, je tato
pravdépodobnost rovna 1/36. Pro celkovou pravdépodobnost tedy do-
stavame

P(A) = P(A{UAy) = P(Ay) + P(As) — P(A1 N Ay) =
1 1 1 11
=—-—4-——=—=10,306 = 30,6%.
6 i 6 36 36 ’ 5%
Opét vyjadifme jev B jako sjednoceni dvou jevu B (na kostkach padne
soucet 7) a By (padne soucet 8). Ve prospéch nastoupeni jevu B; hovoii
6 priznivych vysledku (vysledky 146, 2+5, 3+4, 4+3, 5+2, 6+1), jeho
pravdépodobnost je tedy rovna

6
P(B;) = —.
(B1) =35
Podobné spocitdm pravdépodobnost jevu Bs (v jeho prospéch hovoit
5 vysledku 246, 3+5, 4+4, 543, 6+2). Jeho pravdépodobnost tedy
urcime jako podil priznivych a vSech moznych jeviu, tedy jako

P(B,) = —.

Celkovou pravdépodobnost jevu B urc¢ime jako soucet téchto dil¢ich
hodnot, nebot pravdépodobnost pruniku je rovna 0 (nelze ocekdvat, ze
soucet bude 7 a zaroven 8). Plati tedy

P(B) = P(B1UBy) = P(By)+ P(Bs) — P(Bi1N By) =

6 5 11
= 55+ 55 = 35 = 0,306 = 30.6%.

Jev C lze povazovat za jev opacny k jevu B. Proto jeho pravdépodob-
nost uréime na zakladé 3. pravidla

12
2 0,604 = 69.4%.

P(0)=1-P(B) =1 =2



Priklad 3.5

Pravdépodobnost, ze vyrobni linka bude pracovat po cely pracovni den bez
poruch je 80%. Vypocitejte pravdépodobnost, ze u dvou stejnych vyrobnich
linek nedojde béhem pracovniho dne k poruse.

Reseni

Hleddame pravdépodobnost, ze ani u jednoho ze stroju nedojde k poruse.
Zajima nés tedy pravdépodobnost pruniku dvou jevu — jevu A (nedojde
k poruse na prvni lince) a jevu B (nedojde k poruse na druhé lince).

Jelikoz se jednd o identické linky, lze predpokladat, ze pravdépodobnost po-
ruchy bude na obou linkach stejna. Stejné tak lze predpokladat, ze chovani
jedné linky neovlivni chovani druhé linky (jevy jsou tedy nezavislé). Proto
muzeme uzit druhého pravidla pro pocitani s pravdépodobnostmi.

P(ANB) = P(A)- P(B) =0,8-0,8 = 0,64 = 64%.

Soucasny provoz obou vyrobnich linek bude bezporuchovy s pravdépodob-
nosti 64%.

Shrnuti kapitoly

Miru nejistoty ohledné vysledku néjaké ho jevu nazyvame pravdépodobnosti.
Teorie pravdépodobnosti vychdazi z existence tzv. ndhodného jevu, tedy jevu,
jehoz vysledek neni predem znam. K urceni konkrétni hodnoty pravdépo-
dobnosti je mozno vyuzit dvou definiénich vztahu. Prvni z nich, obvykle
nazyvany jako klasicky, vychézi z predpokladu rovnocennosti vsech moznych
vysledku ndhodného jevu. V tomto piipadé je pravdépodobnost pocitana
jako pomeér vysledku, které hovoii ve prospéch sledované skutecnosti a vsech
moznych vysledk.

V pripadé, ze nelze dodrzet predpoklad rovnocennosti vSech vysledku, je
vyuzivano tzv. statistické definice pravdépodobnosti. Pravdépodobnost je
potom ztotoznovana s relativni ¢etnosti vyskytu jednotlivych vysledku. Pred-
pokladem uziti druhé definice je vsak dostatecny pocet méreni (ndhodnych
pokusu).

Otazky k zamy Sleni

1. Naleznéte a vyjmenujte nékteré jevy, které splnuji vybrané vlastnosti
(sjednocent, rozdil, opaény jev apod.).
2. Jevy A a B jsou neslucitelné a vime, ze P(A) = 0,3 a P(B) = 0,2.
Urcete pravdépodobnost, ze
e nastane jev A i B,
e nastane A nebo B,
e nenastane A.
3. Ve vyrobené sérii 50 vyrobku je jich 6 nekvalitnich. Kdyz se nadhodné
vybere 10 z nich, jaka je pravdépodobnost, ze jsou mezi nimi nejvyse
2 nekvalitni?
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Priloha kapitoly 3
Vybran é pojmy z kombinatoriky

Kombinace

Kombinaci nazveme kazdou mnozinu & prvku vybranych z n prvku, pricemz
se zadné z prvku neopakuji (jednd se o vybér bez vraceni). Pocet téchto
kombinaci se znaci C(k,n) a vypocitame je

C(kj,n):(:>_ n! n'(n_1)'(71_2)'---"(?1—(]{;4-1))

Ckl(n—k)! 1-2-3-

Symbol (Z) oznacuje tzv. kombinaéni &slo. Cteme jej jako ,m nad k*.

Vlastnosti kombinac¢nich ¢isel:

n!

1. Kombinaéni ¢islo lze vyjadrit jako (Z) = W

2. (1) = (2

3 () + () = ()

4 (o) =) =1
5.(1) = () =n
Priklad 3.6

Ze Sesti kandidatu je do volebni komise nutno vybrat tii osoby. Kolika zpu-
soby je to mozné?

Reseni

Hledédme trojice ze Sesti prvku, tedy kombinace 3 tridy ze Sesti prvku. Pocet
moznosti uréime jako

6 6! 6-5-4
¢(3,6) = <3) - 3l(6-3)! 2.3 2

Priklad 3.7

Urcete pocet vSech tanec¢nich paru z 15 chlapcu a 10 dévcat.

Reseni

Ptredpoklddame, ze taneéni par tvoii vyhradné dvojice chlapec—divka. Pocet
vSech paru proto uréime jako pocet vsech dvojic ze vsech pritomnych snizeny
o pocet dvojic chlapec—chlapec a divka—divka.

Pocet vsech dvojic jsou vSechny dvojice z 25 osob.

25\ 25! 25-24
212

C(2,25):<2 s - T

Pocet dvojic tvorenych dvéma chlapci jsou vSechny dvojice z 15 chlapcu

15 15! 15 - 14
C(2,15) = = = — 105.
(2,15) (2) 2115 —2)! 1.2




Pocet dvojic tvofenych dvéma dévcéaty jsou vSechny dvojice z 10 divek

10 10! 10 -9
C(2,10) = - - — 45.
(2,10) (2) 21(10 —2)! ~ 1-2

Celkovy pocet tanecnich paru pak dostavame jako
TP =300 — 105 — 45 = 150.
Z 10 divek a 15 chlapcu lze vytvorit 150 ruznych tanecnich paru.

Kombinace s opakovanim

Kazdou mnozinu k prvku vybranych z n prvki, pricemz se dané prvky mohou
v této mnoziné opakovat, se nazyva k-clennou kombinaci z n prvkiu.
Zmacime ji C'(k,n) a vypocitame ji podle vztahu

'k, n) = (”*Z‘l).

Priklad 3.8

V prodejné se suvenyry je k dispozici 12 ruznych druhu pohlednic, pricemz
od kazdého druhu je k dispozici nékolik kust. Urcete kolika moznymi zpusoby
si z nich lze vybrat

a) libovolnych 15 pohlednic,

b) libovolnych 7 pohlednic,

c¢) 7 ruznych pohlednic.
Reseni

a) Jelikoz ndm nezédlezi na tom, zda vybrané pohlednice budou ¢i nebu-
dou stejné, pocitame kombinace s opakovanim. Patnact pohlednic tedy
muzeme ziskat nasledujicim poc¢tem zpusobu:

15412 — 1 26
'(15,12) = = = 7726160.
C'(15,12) ( " ) (15) 7726160

b) Opét nam nezalezi na tom, zda se obrazek na nékteré z pohlednic ne-
bude v naSem vybéru opakovat. Proto pocet moznosti jak vybrat 7
libovolnych pohlednic vypocitame jako sedmiclennou kombinaci s opa-
kovanim ze 12 prvku. Dostavame nasledujici poc¢et moznosti

12 -1 1
C'(7.12) = (” - ) _ ( 78> — 31824,

¢) V tomto pripadé nam zalezi na tom, abychom si koupili 7 rtuznych
pohlednic. Pocet moznosti tedy ziskdme jako kombinace bez opakovani
7 tiidy z 12 prvku. Ziskavame nasledujici pocet moznosti

C(7,12) = (172) — 792,
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3. Pocet pravd épodobnosti
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