UVOD DO CASOVYCH RAD

VITEZSLAV VESELY

1. Uvop

Casova Fada: = soubor pozorovani ndhodnych veli¢in {z;,t € T}, kde ¢ je zpravidla
cas a T C R.

1.1. UKAZKY CASOVYCH RAD.

1.2.

Obr. 1.1:
Méfeni proudu prochazejiciho odporem r v obvodu se stiidavym napétim,
v(t) = acos(vt + ©), tj. 2, = % cos(vl + O), kde a a O jsou zatiZzeny nahodnou
chybou.
Obr. 1.2:
Riust populace v USA v létech 1790-1980 sledovany v desetiletych intervalech.
Obr. 1.3:
Pocet stavek v USA v létech 1951-1980.
Obr. 1.4:
Meésicny pocty tisicu cestujicich v mezinarodni letecké dopravé v 1étech 1949-1960.
Obr. 1.5:
Poc¢ty slunecnich skvrn v 1étech 1770-1869.
Obr. 1.6:
Pocet timrti pfi nehodach v USA v létech 1973-1978.

OBLASTI UPLATNENI METOD ANALYZY CASOVYCH RAD.

fyzika, technika:

seismicky zaznam v geofyzice.

fada nejvyssich dennich teplot v meteorologii.

priubéh vystupniho signalu urcitého elektrického pristroje.

tenzometrické méreni povrchového napéti v provozu namahané strojni sou-
castky.

biologie, ekologie: sledovani rtiznych parametru znedisténi ovzdusi.
medicina: zaznam EKG nebo EEG.

spolec¢enské védy: zmény v poctu a sloZeni obyvatelstva.

sociologie: vyvoj rozvodovosti.

vvvvvv

pro analyzu ekonomickych dat, napft.:
e analyza poptavky po urcitém vyrobku
e analyza objemu zemédélské produkce
e analyza poctu cestujicich v letecké doprave
e analyza vyvoje kurzu akcii na burze

Date: 12.]eden 2004.
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1.3. CIL ANALYZY.

Porozuméni mechanismu, jimZ se generuji sledované tdaje.
Znalost modelu tohoto mechanismu = znalost algoritmu, jimz muzeme chovani tohoto
mechanismu simulovat na poc¢itac¢i = schopnost popsat s jistou presnosti jeho chovani:
e mezi ¢asovymi okamziky méfeni (interpolace)
e v budoucnosti (extrapolace, prognéza)
e s cilem ridit a optimalizovat ¢innost urcitého systému vhodnou volbou vstupnich
a pocateénich podminek (regulace), napf. regulace slozitych technologickych
procest.



2. ZAKLADNI POIMY

2.1. DEFINICE CASOVE RADY.

Definice 2.1. Nahodny (stochasticky) proces X je neprazdny systém (7' # 0)
nahodnych veli¢in definovanych na stejném pravdépodobnostnim prostoru (£, A, P).
Piseme X := {X, |t € T} nebo stru¢né {X;}. Specialni pfipady:
T C R ...proces se spojitym ¢asem nebo ndhodna funkce.
T CZ...proces s diskrétnim ¢asem, nahodna posloupnost nebo ¢éasova rada.

Poznamka 2.2. Indexovd mnozina 1" je obvykle usporadana a interpretuje se jako
spojity nebo diskrétni casovy interval. Muze ale byt také neusporadana, napriklad
soufadnice bodi v roviné (v meteorologii) nebo v 3-D prostoru (geofyzika).

Definice 2.3. Pro kazdy ndhodny piipad w € Q dostavame funkci x : T — R jako
vysledek nahodného experimentu: x(¢) := X;(w). Tato funkce se nazyva pozorovani
(trajektorie, realizace) procesu X.

Pozndmka 2.4. Obrazky 1.1-1.6 ilustruji trajektorie ruznych nahodnych procest (¢aso-
vych fad).
Piiklad 2.5 (Ptiklady ¢asovych tad).

(1) Sinusovka s ndhodnou amplitudou a fazi (Obr. 1.1).

(2) Binarni proces hazeni minci.
(3) Nahodna prochézka.
(4)

Proces vétveni.

2.2. SYSTEM DISTRIBUCNICH FUNKCT.

Definice 2.6 (Konzistentni systém distribu¢nich funkei procesu X).

Oznac¢me T :={t|t = [t1,t2,...,t,] € T™, t; £ 1;, pro i # j, n € N}. Pro kazdé t € T
libovolné délky n € N nechf Fi(x) znadi sdruzenou distribuéni funkci marginalniho
nahodného vektoru X; vybraného ze stochastického procesu X = { X, };er v Casovych
okamZicich ¢1,t5, ... t,. Systém {F;}ter Gplné popisuje stochastické chovani procesu
X a nazyva se konzistentnim systémem distribuénich funkei procesu X (viz
nasledujici tvrzent).

Véta 2.7. Systém distribucnich funkct {Filier 2z definice 2.6 se nazyvd konzistentni
protoZe md pro kaifdé ® = [x1,79,...,2,]7 € R® a n € N ndsledujici dvé vlastnosti
konzistence:
(i) Fy,(®p) = Fy(x) pro kaZdou permutaci p indexi {1,2,...,n}. Zde znaci t,,
resp. xp vektory t, resp. x se slozkami permutovanymi podle permutace p.
(i1) limy, oo Fe(®) = Fe(@1, o0y Tim1, 00, Tig1y e ooy Tpy) =
=: Fyy(x(2)) pro kazdé @ € {1,2,...,n}, kde t(1), resp. ®(i) znaci vektor t,
resp. & s vynechanou t-tou slozkou.

Definice 2.8. Stochasticky proces se nazyva normalni nebo gaussovsky, kdyz kazdy
marginalni ndhodny vektor X; (¢ € T) je normalné rozlozeny neboli kdyz kazda dis-
tribuc¢ni funkce Fy konzistentniho systému tohoto procesu popisuje sdruzené normalni
rozlozeni.

Definice 2.9. Jestlize X = {X,} je Casova fada, kde vSechny ndhodné veli¢iny X,
t €T, jsou vzajemné stochasticky nezavislé a stejné rozloZené se stredni hod-
notou p a rozptylem o2, budeme psat

X ~ [ID(p, 0%)




2.3. MOMENTOVE CHARAKTERISTIKY.
Nyni zavedeme momentové funkce jako analogie stiedni hodnoty a kovarianéni ma-
tice nahodného vektoru, ktery muzeme pokladat za specialni pripad konecéné casové

fady (T'={1,2,...,n}).

Definice 2.10. Jsou-li dany stochastické procesy X = {X;}ier a YV = {Y;}ier, oba
definované na témz pravdépodobnostnim prostoru, pak definujeme momentové funkce
1. a 2. radu nasledovné:

(1) stfedni hodnota X: ux : T'— R, kde
px(t) := EX;, pokud stiedni hodnoty existuji pro vsechna t € T'.
(2) autokovarianéni funkce X: vx : T'x T'— R, kde
vx (7, 8) := cov(X,, X), pokud kovariance existuji pro vSechna r,s € T.
(3) rozptyl X: 0% : T — R*, kde
0% (t) := var(X,) = cov(Xy, X;) = vx (¢, 1), pokud rozptyly existuji pro viechna
tefT.
(4) autokorela¢ni funkce X: px : 7' x T — [—1,1], kde

px(r,s) {Wlif“fix@s) bro \/Ax (oI (s,9) # 0
X 9 = ’ )
0

jinak,
pokud korelace existuji pro vSechna r,s € T'.
(5) vzajemna (krizova) kovarianéni funkce X a Y:
yxy : T'x T — R, kde vxy(r,s) := cov(X,,Y;), pokud kovariance existuji pro
vsechna r,s € T
(6) vzajemna (krizova) korelaéni funkce X a Y:
pxy T xT — [—1,1], kde

Yxvy(r,s) )
pxy (1, s) = 4 Vxly/v(ss) pro v/vx (r,r)\/yv (s, s) #
0

jinak,
pokud korelace existuji pro vSechna r,s € T'.

2.4. STRIKTNI A SLABA STACIONARITA.

Definice 2.11. Casové fada X := {X,|t € Z} se nazyva striktné stacionarni,
jestlize kazda distribucéni funkce jejitho konzistentntho systému {F;}ees, nezavisi na
posunuti: Fi(+) = Fepn(:) pro kazdé t € T a h € Z.

Definice 2.12. Casova fada X := {X,|t € Z} se nazyva (slabé&) stationarni, jestlize
jsou splnény nasledujici podminky:

(1) X mé kone¢né druhé momenty: o3 (1) < oo pro kazdé ¢ € Z.

(2) vx(r,s) =vx(r+ h,s+ h) kazdé r,s,h € Z.

(3) px(-) = px je konstantni funkce.
JestliZe jsou splnény pouze podminky (1) a (2), pak X se nazyvéa kovarianéné staci-
onarni.

Poznamka 2.13.

(1) Ziejmé ze (2) vyplyva pii r = s, Ze rozptyl stacionarni casové tady je rovnéz
konstantni funkce: o (-) = o%.

(2) Jestlize plati (3), pak z yx(r,s) = EX, X; — (EX,)(EX;) = EX,. X, — 1% plyne,
ze (2) je ekvivalentni (a muZe tak byt nahrazena) podminkou:
EX,. X; = EX, 11 Xy pro kazdé r,s, h € Z. Celkem vidime, Ze vsechny prvni
a druhé momenty stacionarni ¢asové rady jsou invariantni k posunuti. Proto je
slaba stacionarita také nékdy oznacovana jako stacionarita druhého radu.



Pozndmka 2.14. Zfejmé podminka (2) z definice 2.12 muze byt také ekvivalentné na-
hrazena modifikovanou podminkou:
(2’) vx(r, s) zavisi pouze na rozdilu svych argumenti r — s.

MuZeme proto autokovarian¢ni i autokorelacni funkci stacionarni casové rady zavést
jako funkci jen jedné proménné:
yx(h) = x(t + h,t)
yx(t+ht)  yx(h)
) i= px(t oty = UL T 2.1)
Ug( = FYX(tvt) = FYX(O)v

kde t, h € Z jsou libovolné.

Véta 2.15. Kazda strikiné staciondarni ¢asovd tada s konecnymi druhymi momenty je
staciondrnt.

Poznamka 2.16.
Obecné stationarita nema za nésledek striktni stacionaritu.

Véta 2.17. KazZda gaussovskd staciondrni ¢asovd tada je strikiné staciondrni.

Definice 2.18. Casova fada X = {X;} se nazyvé bily $um se stiedni hodnotou p a
rozptylem o2, jestlize px(t) = p a

o’ pror=s

W= inak
Piseme

X ~ WN(, )

Stacionarni ¢asova rada, kterd neni bilym sumem, se nékdy také nazyva barevny Sum.

Pozndmka 2.19. Je snadné ovérit nasledujici implikace:
X ~1ID(p,0%) = X ~ WN(u,0°) = X je stacionarni.

Poznamenejme také, ze zadna z opac¢nych implikaci neplati.

2.5. LINEARNI TRANSFORMACE CASOVYCH RAD.

Definice 2.20. Rekneme, 7e ¢asova fada X := {X;} mé4 ohrani¢ené druhé mo-
menty, jestlize existuje konstanta C' € R s vlastnosti E|X;|* < (' < oo pro kazdé ¢.

Véta 2.21. Casovd rada X := {X,} md ohranicené druhé momenty prdvé kdy? existuji
redlné konstanty puy < oo a ox < oo takové, Ze |ux(t)| < pux a lox(t)] < ox pro
kazdé t, tj. praveé kdyZ X mda ohranicenou stredni hodnotu i rozptyl.

Véta 2.22 (Hlavni véta o konvergenci). Jestlize ® := {®p} € 1 (4. >, |Px| < )
a U := {U;} je ¢asovd fada s ohranicenymi druhymi momenty, pak nekonecnd tada

2 . . . v v 7 . s v
Xy = O.U,_1 konverguje podle kvadratického stiedu' pro kaZdé t a linedrn€ trans-
k quje p 4
formovana casova fada X := {X;} md rovnéz ohraniéené druhé momenty.

1tj. ¢4stecné soucty konverguji dle kvadratického stiedu:
E| X — Zi\f: ~ PrUi—k)? — 0. Soucet v tomto smyslu oznacujeme symbolem 2 v dalsim textu bude

sumace fad vzdy uvazovana v tomto smyslu, 1 kdyz symbol 2 nad rovnitkem bude vynechén.



Pozndmka 2.23. Linearni transformace s koeficienty ¢ := {®;}, ktera kazdou casovou
fadu s ohranicenymi druhymi momenty transformuje opét na fadu s ohranicenymi
druhymi momenty se nazyva stabilni. 7Z pfedchozi véty tedy vyplyva, Ze postacujici
podminkou pro stabilitu linearni transformace je absolutni sumovatelnost posloupnosti
® jejich koeficientt. Proto se tato podminka také nékdy nazyva podminkou stability.

Disledek 2.24. Jestlize ® € {1 a U = {U,} je staciondrni se stiedni hodnotou py a
autokovariancéni funkct vy, pak plati

(1) X; 2 > PuUi_y konverguje pro kaZdé t
(2) X :={X:} je staciondrni se stfedni hodnotou a autokovarianéni funkci:

px = po Y 0 (2.2a)
;

yx(h) =YY @;0qu(h —j+ k), h>0. (2.2b)

Diusledek 2.25.

ok =x(0) = Z > @00 (k - j) (2.3a)
0% < UIQJ(Z|(I)1|2) (2.3b)

Definice 2.26. Casova fada X, ktera je linearni transformaci fady U jako ve vété
2.22 se také nékdy nazyva casovou fadou (linearné) generovanou radou U. Jestlize
je ®, = 0 pro kazdé k < 0, pak X se nazyva kauzalni (kauzalné generovanou),
nebot jeji hodnoty X; nezavisi na budoucich hodnotach U,, 7 > t generujici fady (jsou
podminény jen hodnotami U,,7 < t). V takovém pfipadé Castecné soucty pfi sumaci
dle kvadratického stredu nabudou tvaru Ei\;o ®,U;_;, a samotnou radu tak muZzeme
psat ve tvaru X; 2 Y o PrlUig.

Pozndmka 2.27 (Operator zpétného posuvu).

Znacime pro k € N:

BU; := U,_y, atd. rekurentné B*U; = B(B*U;) := U,y

B~U, := Uy, atd. rekurentné B~*U, := B_I(B_(k_l)Ut) = Uy,

B°U, := U,. Pak formélné misto X, = Y reo PrUi—p piSeme strucné X, = &(B)U,, kde
®(B) := Y2, ®,B*, nebot

Yoo Pl = 300, ¢, B*U, = Dy @, B*)U, je operator ziskany formalnim dosa-
zenim operétoru B za proménnou v fadé (polynomu) @(z) = > 12, ®x2", kterd(y) hraje
roli pfenosové charakteristiky linearni transformace (ta je totiz konvoluéniho typu).

2.6. ODHADY MOMENTOVYCH FUNKCI.

Definice 2.28. Necht @ = [z1,...,2,] je n pozorovani (z; = Xy(w) prot =1,...,n)
stacionédrni ¢asové fady se st¥edni hodnotou u, rozptylem o2, autokovarianéni funkci
v(+) a autokorelacni funkei p(-). Pak jejich odhady spocteme takto:
ﬁ =1 2?21 zj ... odhad g;
) Zn_h(xj+h_ﬁ)(xj_ﬁ)v 0<h<n-—1,
(h) :y\( h), —(n—1) <h <0... odhad y(h);
:=7%(0) ... odhad rozptylu;
ﬁ(h) : ?h) —(n—1) <h <n—1 (viz rovnici (2.1))
..odhad autokorela¢ni funkce v pfipadé 5(0) # 0, jinak p(h) := 0.

A
\_/



Véta 2.29. Necht X :=[Xy,..., X,] je margindlni vektor v X korespondujici s vekto-
rem pozorovant . Potom jak matice

ktera je odhadem variancéni matice varX, tak ¢ matice R, = 5y ktera je odhadem

korelaéni matice p(X), jsou symetricke a pozitivné semideﬁnitn
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Poznamka 2.30.

(1) Odhad je spolehlivy pouze pro n > 50 a h < 7.

(2) Odhad ~(h) je vychyleny (E5(h) # v(h)), protoZe soucet pozorovani je délen n
a nikoliv po¢tem stupnii volnosti n —1— h. Poznamenejme, ze véta 2.29 neplati
pro nevychyleny odhad (matice I',, ztrati o¢ekavanou vlastnost pozitivni semide-
finitnosti). V kazdém pripadé je ale odhad 7(h) asymptoticky nevychyleny
v tom smyslu, Ze E5(h) — v(h) pro n — oo. Navic je také konzistentni podle
kvadratického stFedu v tom smyslu, ze E|7(h) — v(h)|* = 0 pro n — oo, kde
konvergence je dokonce rychlejsi nez v pripadé nevychyleného odhadu.

(3) 7Z algebraického hlediska 7(h) lze psat ve tvaru skaldrnitho soucinu 7(h) =
L(@o, @), kde @), :=[0,...,0, 21— [,..., 2, —[1,0,...,0]. Vektor @y tak repre-

h n—1—h
zentuje puvodni vektor pozorovani (doplnény na konci n — 1 nulami), zatimco
x, je jeho kopie posunutéd (zpozdénd) o h.



Ziejmé ||aol|* = |4l = >20_, la; — [i]>. Ze Schwarzovy nerovnosti dostavame
(o, )| < laol?, cor vede na [3(A)] < Lol = (o, 25) = 3(0). Od-
tud vidime, Ze odhad autokorelacni funkce zachovava jeji prirozenou vlastnost
AR < 1.

(4) Vzhledem ke (3) je mozno odhad p(h) interpretovat geometricky jako kosinus
thlu mezi puvodnim a posunutym vektorem pozorovani &g a @, coz lze inter-
pretovat jako miru jejich linearni zavislosti (podobnosti): nula znamena orto-
gonalitu (iplnou linedrni nezavislost=zadna korelace mezi obéma vektory), 41
odpovida linearni zavislosti (aplna korelace: jeden z nich je skalarnim nasobkem
druhého).

(5) Trend je charakterizovan korelacemi na velkou vzdélenost, coZ se projevuje
pomalym poklesem ~(h) pfi h — oo. Periodicka slozka se projevi oscilatorickym
chovanim 7(h) s dominantni periodou této slozky, pfipadné smési takovych
slozek.

3. PREDIKCE V CASOVYCH RADACH

3.1. PRINCIP ORTOGONALNI PROJEKCE.

Definice 3.1 (Prostor L»(2,A, P)).
Ly := Ly(2, A, P) definujeme jako mnozZinu vsech (realnych nebo komplexnich) nahod-
nych veli¢in nad tymz pravdépodobnostnim prostorem (€, A, P), které maji konecné

druhé momenty (resp. rozptyly - viz dale 3.5), tj.
Ly(,A, P) := {X | X ndhodna veli¢ina nad (Q, A, P), E|X]* < co}.

Poznamenejme, Ze do tohoto prostoru zahrnujeme také vsechny konstanty z C, které
povazujeme za nahodné veli¢iny s nulovym rozptylem.

Véta 3.2 ([BDY3, 5.46-48, §2.10°]).

Ly(Q, A, P) je Hilberttv prostor? se skaldrnim soucinem (X,Y) = EXY a normou
X2 = (X, X) = E|X]2. Tedy konvergence indukovand touto normou je pravé
konvergence podle kvadratického stredu.

Disledek 3.3 (Schwarzova nerovnost).

EXY| <|[X[[IY ]l = VEIXPVEYT,  X,Y € Ly(Q,4, P).
Diusledek 3.4. X € [,(2,A,P) = EX existuje.
Diikaz.

[EX] = E(1.X)] < VE[L]2 VE[X[* = \/E[X]? < 0.
——

1

Dusledek 3.5.
XY e L,(NAP) = X —EX, Y —-EY € L,(Q,A, P)

(X —EX, Y —-EY)=EX —-EX)(Y —EY) = cov(X,Y)
existuje a splnuje Schwarzovu nerovnost

lcov(X,Y)| < VE|X —EX|2\/E[Y —EY|? = 5x0y.

2Hilberttv prostor piedstavuje zobecnéni euklidovského prostoru piipoustéjici i nekoneénou dimenzi
v piipadé, ze prvky prostoru jsou funkce, ndhodné veliciny apod.



Dusledek 3.6.
cov(X)Y)

p(X,Y) = s~ Pro oxoy # 0
’ 0 pro oxoy =10

je tzv. korelaéni koeficient nahodnych veli¢in X a Y, pro néjz plati |p(X,Y)| < 1
a specidlné —1 < p(X,Y) <1 v pfipad€ redalnych nahodnyjch velicin X a Y.

Véta 3.7 (Véta o ortogonalni projekci: [BD93, §2.3]).
Je-li L wuzavieny linedrni podprostor Hilbertova prostoru H (napiiklad H = Ls) a
x € H, pak nasledujict tvrzent jsou ekvivalentni:

(i) existuje jediny prvek T € L takovy, Ze
e N
lv =7 = infflz —y]] (%)
a
(ii) néjaky proek mda minimdlni vlastnost (*) pravé kdyz « — % L L, tj. « — T L y
(neboli (x — Z,y) = 0) pro kazdé y € L. Piseme ¥ = Pra, kde Pr je tzv.
operator ortogonalni projekce na podprostor L.

Definice 3.8.
Necht Xo:=1,X1,..., X, € Ly a L := L(Xo, X1,...,X,) je linearni podprostor v Ly
generovany nahodnymi veli¢inami Xo, Xy,...,X,,. Je-li X € Ly néjaka dalsi nahodna

velidina, pak X = P X se nazyva nejlepsi® linedrni predikce nahodné veli¢iny X
pomoci nahodnych veli¢in Xg, X1,...,X,.

Pozndmka 3.9. Operator P je korektné definovan, nebot . ma konecnou dimenzi
(dimL < n 4 1) a je tak automaticky uzavieny. Protoze X € L(Xo, Xi1,...,X5),
existuje vektor By := [Bo, B1,. .., Ba]t € R*H! takovy, ze

1

I kdyz X je jediny, nemusi byt 8, obecné jednoznacné urcen. Je tomu tak jen kdyz
Xo, X1,..., X, jsou linearné nezavislé, tj. tvori bazi prostoru L.

Véta 3.10. Vektor B, ze vztahu (3.1a) se spocte jako teseni nasledujictho systému

n + 1 linedrnich rovnic (tzv. normalni systém rovnic), kde 1 =0,1,... n:
(Xo, X)Bo + (X1, X)B1 + -+ + (X, Xi) B, = (X, X)) (3.1b)
neboli dle véty 3.2
B(XoX:)f0 + E(X1 X081 4 -+ + B(X,., Xi)f, = B(X X)), (3.1¢)

Diikaz. Dle 3.7: R R
X=PX & X—-X LYprokazdéV € L & X — X 1 X, pro kazdé 1 =
0,1,....n & (X =X,X,) =0pro kazdéi=10,1,....,n & (X,X,) = (X,X;) pro
kazdé i = 0,1,....n & (35 (B;iX;, Xi) = (X, Xi) pro kazdé ¢ = 0,1,...,n &
2?20 Bi(X;, Xi) = (X, X;) pro kazdé i = 0,1,...,n, coz je pravé (3.1b). O
Piiklad 3.11 (n = 0).
L = L(Xo) = L(1) = R je linearni podprostor vsech (redlnych) konstant v L,. Pak
(3.1b) se redukuje jen na jednu rovnici:

E(XoX =EX Xp).

(XoXg)Bo = E(X Xo)
1 1

3rozumi se ve smyslu minimaln{ stiedni kvadratické chyby.



Odtud mame By = EX a tedy X = BoXo = EX.
Tedy EX je nejlepsi linearni predikce ndhodné veli¢iny X pomoci konstanty. Dosazena
miniméln{ stfedn{ kvadratické chyba je E(X — EX)? = varX.

Disledek 3.12. Jestlize EX = EX; = ...EX,, =0, pak X = PLX = Prx,...x)X,
Bo =0 a (3.1c) prejde v systém n rovnic, kde 1 = 1,... n:
E(X1X;)B1 4+ - + E(X,, X))5, = E(XX)). (3.1d)
Polozime-li X := [X1,..., X,|¥, miZeme jej prepsat do maticového tvaru
(varX)B = cov(X, X)7, (3.1e)

kde B :=[B1,...,3,]% € R™

Diikaz. Prvni rovnice (1 = 0) v (3.1¢) bude tvaru:

E(1.1) Bo + E(X1.1) 81 + - - - + E(X,..1) B, = E(X.1).
N—— N—— —— ——

1 0 0
Odtud dostavame By = 0, takze ve zbyvajicich rovnicich pro ¢ = 1,...,n bude
E(XoX1)Bo = 0, coz je pravé systém normalnich rovnic pro Pr(x, . x,)X. O

.....

Disledek 3.13 (Nejlepsi linearni predikce pro stacionarni casové rady).
Necht X := {X;} je staciondrni éasovd fada s nulovou stiedni hodnotou px =0 a auto-

kovarianéni funket vx. Pro dané k € N necht X znaci nejlepsi (k-krokovou) linedrni

t+k
predikei nahodné veliciny Xy1p pomoct n predchozich velicin Xy, Xi_q, ..., Xeg1-n ve
tvaru Xt(i)k =i CI)ffj)thH_]‘. Pak vektor ®%) = [CI)fﬁ), ey CI)q(JZ)]T nalezneme tesenim
tzv. Yule-Walkerova systému linearnich rovnic:
(k)
7(0) y(1) e A= 17 By (k)
(1) ¥(0) -y =2)| |o%) y(k+1)
) ) i = . (3.2)
Wn=1) An=2) o 40 ] o]  Ltk4n—1
T a® 7

Diikaz. Plyne z 3.12 po zaménach: X ~ Xy, X; ~ Xipq_j, B~ CI)S? a tedy pak
varX = [cov(XiX;)] ~ [cov(Xep1oi, Xepr—j)] = [y(I+1—i=(t+1=7))] = y(G—i)] = I
a podobné

cov(X, K)o [E(Xepr, Xewa—j)] = - = [y(t+h—(t+1-7))] = [y(k+j-1)] = +P. O
Véta 3.14 (Stredni kvadraticka chyba).

Strednt kvadraticka chyba o= E|Xyr — Xt(i)k|2 nejlepsi k-krokové linedrni predikce
se spocte dle vztahu:

n

o® = ~(0) = > 0Lk +j —1) = 7(0) — @I~ . (3.3)
7=1
Diikaz. Uff)k: ElXipr — X2 :kHXtJr: — X{0l? = (Xewr — )it(i)kaXHk - X{) =
(Xepn — X0 Xewr) — (Xewr — X500 X0 = (Xewns o) — (XG4 Xogr) =
0
n k n k
Xl = (252 @0 Xopaoy, Xegr) = [ Xesl[? = Ty @) (Xigag, Xog) =
B(XZ) = S0, O B(X oy X)) = 4(0) = S, 0yt +1 - j — (1 + k) =
$(0) = S0 Wy (1 = — k) = 4(0) = S0, @y (k45— 1). O




Definice 3.15. R
Necht X, Y, Xy,..., X, € Ly a X a Y jsou nejlepsi linearni predikce nahodnych veli¢in
X a Y pomoci Xi,...,X,. Pak p(X,Y | X1,...,X,) := p(X — X, Y —Y) se nazyva

parcialni korela¢ni koeficient ndhodnych veli¢in X a Y pii danych X;,..., X,.
Interpretace: parcidlni korelace mezi X a Y pvi danych Xq,..., X, je korelace mezi X
a'Y ocisténd o tu svoji cast, kterd je zprostiedkovana nahodnymi velicinami Xy, ..., X,.

Definice 3.16. Necht X = {X,|t € Z} je stacionarni ¢asova fada s autokorela¢ni
funkei px(-). Pak parciadlni autokorela¢ni funkei (pacf) ax(-) ¢asové Fady X
definujeme nasledovné:

ax(0) = px(0) =1,
ax(1) = px(1) = p(Xi41, Xy)
ax(h) = p(Xegn, Xe | Xeg1, ..oy Xegnor) pro h > 2.

Véta 3.17 ([BD93, §5.2)).

Jestlize X = { X, |t € Z} je staciondrni ¢asovd tada se stiedni hodnotou px =0 a par-
cidlni autokorelacni funkei ax(+), pak ax(n) = ®,, pron > 1, kde ®, = [®,1,...,P,,]7
je resenim problému nejlepsi linearni predikce.

ax(h) 1ze poditat rekurzivné uzitim mezivyslednych vztahu (3.4b) déale uvedeného Dur-
bin-Levinsonova algoritmu 3.19.

Jiny postup pocita CI)%k)1 z (3.2) pomoci Cramerova pravidla podle nasledujictho du-
sledku. Bohuzel tato metoda neni vypocetné prilis efektivni pro velka n.

Diusledek 3.18. Je-li matice I',, := [yx (1 — 5)]*._, reguldrni, pak

2,7=1

detI™
detl,,’

OéX(n) = (I)n,n =

kde T :=[[(:,1),...,0(c,m — 1), 4,] @ v = [vx(1), ..., vx(n)]T.

3.2. DURBIN-LEVINSONUV A INOVACNI ALGORITMUS.

Véta 3.19 (Durbin-Levinsonuv algoritmus pro rekur. vypocet @, [BD93, Prop.5.2.1]).
Necht X = {X, |t € Z} je staciondrni ¢asovd Tada s nulovou stiedni hodnotou ux =0
a autokovarianéni funkei yx(h) — 0 pro h — oo. JestliZe )?n-l—l =0, X+ +9,,.Xy
Je nejlepst linearni predikce, pak pro koeficienty @, ; a stiedni kvadratickou chybu v, =

E| X1 — Xoq1|? plati ndsledugici rekurentni vztahy.

Pocateéni krok pro n = 0:

vo = vx(0). (3.4a)



Rekurentni krok pro n > 0:

=0 pro n=1
n—1
B = [1x(n) = Y ®usyyx(n —j)]oly, (3.4b)
7=1
vy = v 1 (1 — @, ]%), (3.4c)
(I)n,l (I)n—l,l (I)n—l,n—l
o, b, _ Dy
) ? =1. v —Qnn | b pron > 1. (3.4d)
(I)n,n—l (I)n—l,n—l (I)n—l,l

Predstavme jesté jiny algoritmus pro vypocet jednokrokové nejlepsi linearni predikce.
Jednd se o tzv inovaéni algoritmus (IA), ktery muZe byt na rozdil od Durbin-
Levinsonova algoritmu (DLA) aplikovan na libovolnou i nestacionarni ¢asovou fadu
s nulovou stredni hodnotou px = 0. Tento algoritmus neni nic jiného nez soutradnicovy
prepis Gram-Schmidtova ortogonalizacniho procesu.

Véta 3.20 (Inovac¢ni algoritmus pro rekurentni vypocet @, [BD93, Prop.5.2.2]).

Necht X = {X;|t € Z} je casovd Tada s nulovou stiedni hodnotou px = 0 s matici

smisenyjch momenti [k; ;|7 .y, ki = BE(X;X;), kterd je reguldrni pro kaZdé n. Pak jed-

nokrokové nejlepst linearnt predikce )?n-l—l = )?7(1{'_)1, n >0, a jejich stredni kvadratické
(1)

chyby v, := vy’ spocteme rekurentné pomoct ndasledujicich vztahi:

X 0 pron =10
Aok = " Y (3.5a)
i {E]‘:1 ®n7j(Xn+1—j - Xn—|—1—j) pron > 1,

uitim
vo = k(1,1) (3.5b)
k—1
@nm_k = Uk_l(/i(n —|— 1, k —|— 1) - Z ®k7k_]‘®n7n_]‘vj) (35C)
7=0
n—1
v, =k(n+1Ln+1)— Z 0 ;. (3.5d)
7=0

postupné v poradi: vo; O 1,v1; 022,041,095 ...

4. MODELOVANI A ODHAD PARAMETRU

4.1. PREDZPRACOVANTI.

4.1.1. Osetreni specifickych efektn.

a) Volba okamziki pozorovani:
e jsou primo diskrétni svou povahou, napt. troda obili za jednotlivé roky.
e vznikaji diskretizaci spojité ¢asové Fady, napr. teplota v danou denni
dobu na daném misté.



e vznikaji akumulaci (agregaci) hodnot za urcité obdobi, napf. denni
mnozstvi srazek, roéni vyroba zavodu. Misto akumulace se nékdy provadi
prumérovani.

Je-li dana moznost volby, je treba ji vénovat pozornost:

e malo bodid = unikne charakteristicky rys tady.

e mnoho bodl = zvysi se vypocetni naro¢nost.

e ekvidistantni diskretizace zpravidla usnadni numerické zpracovani, ale
neumoznuje adaptivné meénit hustotu diskretizace v zavislosti na lokalnim
charakteru rady.

e pii agregaci se mohou porusit vlastnosti puvodni fady.

b) Problémy s kalendarem:
ruzna délka kalendarnich mésiet.

4 nebo 5 vikend v mésici.
ruzny pocet pracovnich dnt v mésici.
pohyblivé svatky: napt. svatek na zacatku mésice snizi prodej potravin za
tento mésic, ale zvysi jej za predchozi v dusledku efektu predzasobeni.
Priklad ‘ocisténi’ ¢asové rady napt. od proménlivé délky mésice:
zavedeme ‘standardni’ mésic o délce 30 dnti a pak tdaj tfebas o produkci
za leden prenasobime korekénim faktorem %.
c) Problémy s nekompatibilitou jednotlivych méfreni: Priklad: hodnota né-
jakého ukazatele se jeden rok tyka napft. 85 podniki, dalsi rok jen 82 apod.

d) Problémy s délkou ¢asovych fad:

e zvéteni poctu méfeni (napf. pulenim casovych intervalti mezi body) ne-

musi vzdy znamenat zvétseni mnozstvi informace.

e nc¢kdy se mohou objevit protichidné tendence: metoda zpracovani vyzaduje
delsi fadu, ale na druhé strané fada vznikla dlouhodobym sledovanim muze
meénit charakteristiky svého modelu v ¢ase = obtize s konstrukel modelu.

4.1.2. Stabilizace rozptylu.
Vétsina bézné uzivanych modelu predpoklada alespon kovarianéné stacionarni chocani
analyzované fady X := {X,}, tj. zejména konstantni rozptyl o% (tzv. homoskedasti-
cita). Pokud je tato podminka porusena (tzv. heteroskedasticita), je tfeba bud uZit
vhodny model a nebo fadu transformovat na fadu s konstantnim rozptylem. Takové
transformaci fikame stabilizace rozptylu.

Obvykle predpokladame exponencialni model zavislosti smérodatné odchylky na
stiedni hodnoté: ox(t) = ooux (t)®. V praxi se nejcastéji vyskytuji 2 piipady:
e O = 0: rada je jiz homoskedasticka a neni tfeba ji transformovat;
e O = 1: smérodatna odchylka rady zavisi linearné na stredni hodnoté.

Existuji postupy, které umoznuji odhadnout parametr © z pozorované rady. He-
teroskedasticitu pak odstranime jednou z niZe uvedenych transformaci, kde zvolime
parametr A =1 — O.

Box-Coxova transformace pro radu X; > 0:

X} -1
Voo £ pro A # 0
b In(X;) pro A = 0 (linearni nartst pii © = 1)

Mocninna transformace pro fadu X; > 0:

)X} pro A #£0
T In(X;) pro A = 0 (linearni nartst pii © = 1)



Poznamka 4.1.

(1) Jestlize neni splnéna podminka X; > 0 nebo pozorované hodnoty jsou blizké
nule, nelze uvedené transformace primo pouzit. V takovém pripadé je mozno
fadu vhodné posunout do kladnych hodnot. Tento posuv vsak predstavuje nato-
lik umély zasah do stochastického chovani originalni fady, ze muze vést k jejimu
znehodnoceni a nevérohodnosti vysledného modelovani.

(2) Mocninné transformace neni spojita pro A — 0, takZe je nutno se vyhybat
malym nenulovym hodnotam parametru A.

(3) Postup odphadovani parametru ©, resp A lze nalézt napt. v [Cip86, s.144-145].

4.1.3. Identifikace periodickych komponent.

Identifikace je zaloZena na rozkladu T-periodické funkce (¢) do jeji Fourierovy rady:

o0

i2mkt - 2kt
2(t) = Z CkeTk = %+2Akcos< 7; —tpk), Ag = 2ey],
k=1

k=—c0

kde se pak snazime identifikovat energeticky nejsilnéjsi harmonické komponenty, tj.
takové, které maji velkou hodnotu kvadratu své amplitudy A%, coz je veli¢ina tmérné
energii (nebo strednimu vykonu) této slozky na intervalu délky 7'

K tomu slouzi tzv. periodogram:

Periodogram = odhad energetické spektralni hustoty realné T-periodické funkce (1),
%] znaci celou c¢ast zlomku %), dosadime odhad

¢, spocteny pomoci DFTR (operator Diskrétni Fourierovy transformace — viz déle)
po ekvidistantni diskretizaci jedné periody x(?):

T = NAt, z,=2x(nAt), n=0,1,...,N, & :=[xg,...,2N-1].

kde za ¢x, k=1,...,m (m ::[

Periodogram je tedy posloupnost hodnot {I;}7.,, kde
2

1 2
Iy = I(wy) = 2T'[c)* = 2N At ‘ka = NAt|Xk|2, k=1,...,m (4.1)

a X :=[Xy,..., Xn] je transformaci vektoru & pomoci DFTy:
N-1 N
X, = Z :I;te_i%lrvkt = the_ﬁgvkt.
t=0 t=1

Druha rovnost je zde dasledkem N-periodicity xg = apn.

7. hlediska kvalitativnich zavért nezalezi na multiplikativni konstanté, proto bez
ujmy na obecnosti muzeme predpokladat At = 1 a dostavame tak vysledny vztah
pro hodnoty [; periodogramu ve tvaru

2
[k = [(wk) = W|Xk|2 = (42)

N 2 N 2
2 2kt 2kt
=N (E T4 COS 7]TV ) —|—<E xtsin%> , k=1,...,m. (4.3)
=1

t=1

Velka hodnota [ indikuje velkou energii k-té harmonické komponenty, tj. silné za-
stoupenti slozky xy(t) = cxe’* + c_pe™ ™" = Ap cos(wit — @) v rozvoji z(t) do Fourie-

rovy Tady (wy := %)



Véta 4.2 ([BD93, Prop.10.1.2]).

c2mhk N - 1

I, =2 Z ~N(h)ew prokzl,Z,...,{T},

kde 5(h) je odhad autokovariancni funkce vektoru @ = (x1,...,xx)T spocteny dle 1.46.
4.1.4. Fisheruv test periodicity.

N-1

> ] a definujme statistiku

Polozme m = [

Iy
W= max Y;, kde Y,=———.
k=1,....,m Ej:l ]]

Protoze [; >0 proj=1,2,...,m,je 0 < W < 1.
Necht X, = P, + E;, E, ~ WN(0,0?%) gaussovsky.

Plati-li nulovéa hypotéza Hy : X, = K, pak testova statistika W méa na intervalu [0, 1]
rozdéleni, pro néjz plati

PW >ua)= —1)i-t ”T‘) 1—ja)" " 0<z <1,
W= 3 o ()00
15250

pficemz P(W > z) & m(1 — 2)™™! je dobr& aproximace pro m < 50.

Necht gp(1 — «) znadi (1 — a)-kvantil rozdéleni statistiky W (tabelovano), tj.
P(W < gr(l —a)) =1 — a. Pak Hy zamitame s rizikem «, pokud W > gr(1 — ).
Je-li v takovém pripadé Iy, = maxy=1, m Is, pak ko-tou harmonickou komponentu
povazujeme za vyznamnou. Dalsi vyznamnou harmonickou komponentu zjistime z pe-
riodogramu délky m — 1, kde vynechame [, a tak pokracujeme dale, dokud neni
hypotéza Hy prijata.

4.1.5. Siegeluv test periodicity.
Tento test je vhodnéjsi nez Fisheruv v pfipadé vétsiho mnozstvi harmonickych kom-
ponent. Siegelova statistika je tvaru

m

T\ = Z(Yk —Agr(l —a))t, 0 < X <1 (doporuéenéd hodnota je A = 0,6).
k=1

Hy zamitame s rizikem o, jestlize T\ > t\(1 — «), kde t,\(1 — ) je (1 — «a)-kvantil
rozdéleni T (tabelovano).

Pozndmka 4.3 (Praktickd doporuceni).

(1) Vzhledem k povaze nulové hypotézy ve vyse uvedenych testech by v testovanych
datech nemél byt obsazen trend. Doporucuje se proto alespon hrubé predbéziné
odstranéni dlouhodobého trendu. Jeho pritomnost totiz snizuje citlivost testu.

(2) Vzhledem k povaze rozvoje do Fourierovy fady musi byt N délitelné délkami
period vsech harmonickych slozek, které se snazime detekovat (obvykle staci,
aby N bylo délitelné délkou dominantni periody). V piipadé potieby je proto
treba od zacatku rady ubrat co nejmensi pocet pozorovani a snizit tak celkovou
délkun na N = n—r, které vyhovuje. Cinime tak oviem jen pro tcel identifikace
periodickych komponent.



(3) PoZzadavek (2) je obtiZné splnit, jestlize délka dominantni periody neni pfe-
dem znama. V takovém pripadé postupné zkousime r = 0,1,... a vybereme
N = n —r, pro néjz jsou v periodogramu nejvyssi a nejostrejsi $picky (lokalni
maxima), z nichz je co nejvice vici sobé navzajem harmonickych (perioda jedné
komponenty déli periodu jiné komponenty).

4.2. DEKOMPOZICNI MODEL.

Py
Aditivni model (AM): X; = Tr; + Sz, + C; + E,,
———— —

Dy
Py

——
Multiplikativni model (MM): X, = T'r;. Sz,.C, . Ey,
——
Dy
kde znaci
Try ...dlouhodoby trend
Sz ...sezénni komponenta (perioda je predem znama)
Cy ... cyklickd komponenta (perioda neni pfedem znama)
P; ... celkova periodickda komponenta
Dy = px(t) ...deterministickd komponenta (stfedni hodnota
F; ...stacionarni nahodna komponenta (obvykle bily sum nebo IID): g = 0 pro AM,
resp. ugp = 1 pro MM.
AM lze pouzit jen pro homoskedasticka data, nebot ox(t) = o(Di+ E;) = o(Ey) = o
je konstantni vzhledem ke stacionarité F,.
Naopak MM lze pouzit jen pro linearné heteroskedasticka data, nebot ox(t) = o(D;. Fy) =
Dio(E:) = px(t)og zavisi linearné na stfedni hodnoté pux(t). V takovém piipadé lze
MM prevést na AM logaritmickou transformaci (srov. s 4.1.2).

4.2.1. Parametrizované modely.

Oznacent .

t=(t1,....t,)0, t; £t proi #j ... vektor “Casu”,

Xi=Xs= Xy, X )T ... nahodny vektor populace vybrané
7 Casové Tady,

x =z = (v1,...,2,)", 7; = X;,(w) ... pozorovani vektoru populace X.

Parametrizované metody pouzivame v pripadé, Ze je znam analyticky tvar
Dy = D(t; p1,...,53,) v aditivnim modelu X; = D; + F; (multiplikativni model pre-

vedeme na aditivni logaritmovanim) s neznamymi parametry 3 = (fy,...,3,)7, které
odhadneme minimalizaci vyrazu N(B4,...,8,) = ||D(&;B1,...,8,) — || ve vhodné
normé || - ||. Zpravidla se pouziva euklidovska norma a klasicka metoda nejmensich
Ctverct:

N(ﬁlv"'vﬁp) = Z|D(tlvﬁlvvﬁp)_xl|2

Lokalni extrém hledame fesenim systému rovnic

ON(P1,. -y 0)
0B,

=0proy=1,...,p



s ovéTenim podminky pro lokalni minimum (jakobian je pozitivné definitni matice):

g {QQN(&, . ,ﬁp)]
B dp: 0B;

Pokud D zavisi linearné na fq,...,[3,, pak tento systém je systémem p linearnich
rovnic pro p neznamych fy,..., 3, a dostavame klasicky linearni regresni model.

V ptipadé nelinearni regrese pouzijeme pro minimalizaci N(f4, ..., 3,) vhodnou op-
timalizaéni metodu, naptiklad Optimization Toolbox v prostiedi systému MATLAB.

> 0.

]

Linedrni regresni model: D(t; B1,...,0,) = ¢1(t)P1 + - - - + ¢, ()8, kde ¢; jsou dané.

X=DB+E, E=(E,,....5E,)" ~1ID(0,0%),
kde
D =[pi(t), - 0]y 9i(8) = (@(t1), - p5(1a))"

je matice s plnou sloupcovou hodnosti p.

Pro vektor pozorovani piejde vyse uvedeny model v
x=DB+e, e=(e,...,e,)7, kde ¢; = E; (w).

Klasické dekompozi¢ni metody

¢ Metoda malého trendu predpoklada v kaZzdé sezonni periodé pribliZzné kon-
stantni trend, ktery se odhadne jako prumeér. Po jeho odecteni odhadneme se-
zoénni slozku sezénnim prumérovanim (viz [BD93, §1.4]).

e Metoda sezonnich klouzavych prameéra vyuZiva pro odhad trendu obycej-
nych klouzavych pruméru s délkou rovnou sezénni periodé. Dale postupujeme
jako v predchozim pfipadé (viz [BD93, §1.4]).

e Linearni regresni model (ozn. polfs), v némz trend je modelovan polyno-
mem (pol) a periodickd slozka zkracenou Fourierovou fadou (fs=Fourier Se-
ries) v goniometrickém tvaru nazyvany té7 metoda skrytych period, do niz
zaradime pouze vyznamné harmonické slozky s periodou 7} dle periodogramu:

Tre=Bit? + Bot? 4o+ Boyr, 0< p (4.4a)
g
2t . 2wt
P = ; a; COS(Tj> +b; &n(Tj). (4.4b)

V modelu tedy odhadujeme (p41)+2¢ neznamych parametra 8;,¢ = 1,2,...,p+ 1
aa;,b,j=12....4q.

e Linearni regresni model (ozn. polper), v némz trend je opét modelovan
polynomem (4.4a) a u periodické slozky P, (per) jsou jeji hodnoty v jedné
jeji zakladni (sezénni) periodé piimo odhadovanymi parametry: s, := Py pro
k=2 ...,sas = P ur¢ime z dodatecné podminky %2221 sp = 0: Celkem
tedy v modelu odhadujeme p+ 1+ s — 1 = p + s parametru a pak klademe
Py =5, t=(7—1)s+k (tj., je-li P, k-tou hodnotou v j-té zakladni periodé).



4.2.2. Filtraéni techniky.

Za vhodnych predpokladi konstruujeme linearni nebo nelinearni operator S (smoo-
ther = vyhlazovac) takovy, Ze

SH{Xi}) = {ﬁt} ~{D:}

je dobry odhad D; v tom smyslu, Ze {ﬁt} — {D;} ve vhodné konvergenci pfi n — oo,
tj. odhad je asymptoticky presny.

Bézné vyhlazovaci techniky:

e Metoda klouzavych praméra (linearni konvolué¢ni filtr):

q q q
Y: = Z we X, = Z wrDyigr + Z wr ey -,

T=—q T=—q T=—q

Du=S({D¢}) Ep=S({E:})

kde pozadujeme:

(1)

Co nejmensi zkresleni Dy, tj. Dy ~ 3:_(1

Standardni pozadavek je, aby bez zkresleni byly filtrem zachovany po-
lynomy dostatecné vysokého stupné. Je-li D; po castech polynomického

UH[%+W

tvaru, bude pak aproximace D, velmi dobra. Odpovéd dava nasledujici
véta:

Véta 4.4.
Pro kazdy polynom P, = co + cit + -+ + cxt* nejuyse k-ho stupné plati
P =>"1_ w,; Py, prave kdy? vdhy spliugi ndsledujici 2 podminky

T=—q

. (4.5)
237'7’10T =0pror=1,....k.
T=—¢q
Co nejvétsi redukei rozptylu ndhodné slozky Fy, tj. 0 & 3:_(1 w; By s

Mirou pro tento ucel je tzv. redukéni intenzita klouzavych praméra
definovana jako podil rozptyli o /0% za predpokladu, ze E; ~ WN(0,c?).

Spoc¢téme nejprve rozptyl o¥: oy = vark, = var( 3:_(1 Wy Feyr) =
q 2 _ 2N 2 _ 2 2
T=—q wTva'r(Et‘l'T) =0 T=—q w, =20 HwH .
2 /.2 o 2 27,2 2
Odtud oy /o5 = varE;/varFy = o?||w]||?/o* = ||w||*.
Pozadujeme tedy ||w]]* < 1 co nejmensi. D4 se ukézat, ze z tohoto pohledu
vyhovuji nejlépe obycejné klouzavé prumeéry w, = ﬁ, kde
2 __ q 1 2941 __ 1 M : AN :
|wl|* = >21__, GIT? = GotiP = 341 Ty vsak zase nejsou pfilis opti-

malni z hlediska pozadavku (1). Zachovavaji totiz pouze polynomy nejvyse
stupné 1, tj. (po ¢astech) linearni pribéh D; a nehodi se tedy na fady s vyssi
dynamikou ve stfedni hodnoté.

Klasickou technikou hledéani vah je postupna polynomialni regrese, kdy po-
stupné zleva prokladame segmenty dat délky 2¢g+ 1 regresni polynom zvoleného
stupné. Jsou-li data ekvidistantni, pak takto ziskané vahy nezavisi na poloze
segmentu a jsou tedy korektné definovany.



Hledani optiméalnich vah zachovavajicich polynomy do zadaného stupné pri
co nejlepsi redukeni intenzité vedou na ulohu kvadratického programovani:
minimalizujeme ||wl]? = z:_q w? pii linedrnich omezenich danych rovni-
cemi (4.5).
Piikladem kvalitné navrzenych vah jsou tzv. Spencerovy 15-ti bodové vahy:
[wo, . .., wr] = 535[74,67,46,21,3, =5, —6, —3], kde w_, = w, pro |7| < 7. Tyto
vahy zachovéavaji polynomy az do stupné 3 pti redukéni intenzité 0.1926, coz je
velmi dobry vysledek ve srovnani s dolni mezi 11—5 = 0.0667 danou obycejnymi
klouzavymi pruméry délky 15.

e Exponencialni vyrovnavani: viz [Cip86, kap.7].

e Jadrové vyhlazovani: viz [Ves94], [Ves96a).

e Waveletové vyhlazovani: viz [Ves96b], [Ves9Th], [Ves97a] a pripadné zobec-
néni téchto technik pro neortogonalni a preurcené bazové systémy [CDS98],

[Ves02], [ZVHO04].

4.3. BOX-JENKINSOVY MODELY.

4.3.1. ARMA modely pro stacionarni ¢asové rady.

Definice 4.5 (ARMA proces).
Stochasticky proces X = {X; |t € Z} se nazyva ARMA procesem ¥adu p,q (0 <
p,q < o), piseme X ~ ARMA(p, q), jestlize

Xe=0 X1+ 0X, 0+ -4+, X, +74,+0:74,,+ 027, 2+ +0,7,_,,

Autoregresni ¢ast (AR) Cést klouzavych souéttt (MA=Moving Average)

(4.6a)

kde Z := {Z, |t € Z} ~ WN(0,0%) a ®, # 0, O, # 0, o # 0. Piepiseme-li (4.6a) do

ekvivalentniho tvaru

X=X -0 Xy 90— —9,X, , =2, +0:74,14+0:%Z 3+ -+0,7Z,_,,
(4.6b)

lze pouzit téz zkraceny zapis dle poznamky 2.27:
¢(B)X: = 0O(B)Z, (4.6¢)
kde pii &g = Q¢ =1 je
P(z)=1—-01z —---—D,2P, Oz)=14+01z +---+0,27, z€ C.
Pozndmka 4.6. V predchozi definici bez Gjmy na obecnosti predpokladame Q¢ = 1,

nebot v opaéném piipadé staci nahradit bily um {Z,} ~ WN(0,c?) sumem {07, } ~
WN (0, (0ga)?).



Pozndmka 4.7 (Specialni piipady).

a) Autoregresni proces (AR proces):
X ~ AR(p) = ARMA(p,0) :
&(B)X: = Z;, nebot O(z) = 1.
Tedy

Xe=0 X + P Xy o+ + O, X, + 7. (4.6d)
V tomto piipadé pripoustime i p = oo za predpokladu, ze ® := {®;}%2, € /.

b) Proces klouzavych souéti (MA proces):
X ~ MA(q) = ARMA(0,q) :
X: = O(B)Z;, nebot &(z) = 1.
Tedy

Xe=Zi4+01Z1+ 0225+ -+ 0,7, (4.6e)
V tomto ptipadé pripoustime i ¢ = co za predpokladu, ze © := {0,}°2, € /.

¢) Bily Ssum (jediny proces, ktery je souc¢asné AR i MA):
X ~ ARMA(0,0) = AR(0) = MA(0) = WN(0,0%): X, = Z,.

d) Smiseny ARMA proces:
X ~ ARMA(p,q), 0 < p,q < oo: Netrivialni smés autoregrese a klouzavych
souct.

Definice 4.8.
Bud X = {X;|t € Z}, X ~ ARMA(p,q). X se nazyva kauzalni ARMA proces,
jestlize existuje v = {¢;}32,, E;ioW’ﬂ < oo (tj. ¥ € fy) tak, Ze

Xy = Z%Zt_j (zkracené Xy = (B)Z;), t € Z. (4.7a)
=0

X se nazyva invertibilni ARMA proces, jestlize existuje
7 =17}, E;.;OWJA < oo (tj. m € ) tak, Ze

Zﬂ']‘Xt_]‘ = 7; (zkracené m(B)X; = Z7,), t € Z. (4.7b)
7=0

Pozndmka 4.9.

Tedy kauzalita znamena, ze ARMA proces X je kauzalnim linedrnim procesem, ktery
1ze generovat bilym Sumem {Z;}, neboli X ~ MA(c0).

Podobné invertibilita znamena, Ze bily Sum {Z,;} je kauzalnim linedrnim procesem,
ktery je generovan ARMA procesem X, coz je ekvivalentni s X ~ AR(o0).

Véta 4.10. Necht {X;} ~ ARMA(p,q) : ®(B)X: = O(B)Z; takovy, Ze polynomy &(z)
a O(z) nemaji spoleéné koreny. Pak plati
(i) {X:} je kauzdlni pravé kdyz &(z) # 0 pro vsechna z € C, |z] < 1 (vsechny

koteny @(z) musi byt vn€ uzavieného jednotkového kruhu). V takovém pripadé
o) _
= , o(z)
E]‘:o 27, pricemZ posloupnost ¢ := {1} € {1 a je uréena jednoznacné.

Y, jsou uréeny Taylorovym rozvojem raciondlni funkce lomené (z) :=



(i1) {X:} je invertibilni pravé kdyz ©(z) # 0 pro vdechna z € C, |z| < 1 (vSechny

koteny ©(z) musi byt vné uzaviencho jednotkového kruhu). V takovém pripadé
P(z) _
()

7; jsou uréeny Taylorovym rozvojem raciondlni funkce lomené m(z) :=

[oe] . ] voew v o . - v . v v
Ej:o 7z, pricemZ posloupnost m:={m;} € {1 a je urdena jednoznacne.

Véta 4.11 (Autokovarianéni funkce MA procesu).
{X:} ~ MA(q), g < oo je staciondrni ndhodny proces s nulovou stiedni hodnotou
tx =0 a autokovarianéni funkci

q
vx(h) = o° Z O41£0% pro h > 0. (4.8a)

k=0

Specialné pro g < oo je

vx(h) = (4.8b)

o’ Z;’S 01420 pro0 < h <gq
0 pro h > q

a zejména vx(q) = 0?0, # 0, nebot Oy = 1.

Diikaz. Vztahy jsou dusledkem 2.24. O

Diusledek 4.12.

q

0% =x(0) = 0> ) |04

k=0 (49)
ok = (141012 + 102 + - + +[0,]*) pro ¢ < 0.
q—h
px(h) = 20 OOy > 0. (4.10)

EZ:O|®k |2
Véta 4.13 (Parcialni autokorela¢ni funkce kauzalniho AR procesu).

Necht {X;} ~ AR(p), p < oo je kauzdlni AR proces. Pak {X;} je staciondrni s nulovou
stiedni hodnotou px = 0 a parcidlni autokorelaéni funkei ax, pro niz ax(p) = ®, #0
a ax(h) =0 proh > p.

Na obrazcich 2, 3 a 4 jsou typické pribéhy odhadnuté autokorelacni a parcialni auto-
korela¢ni funkce simulovanych procesfi po fadé AR(2), MA(2) a ARMA(2,2). Carko-
vany pas udava interval spolehlivosti 95% pro nulovou hodnotu. Vidime, %e v pripadé
procesu AR(2) na obr. 2, resp. MA(2) na obr. 3 skutecné ax(h) ~ 0, resp. px(h) ~ 0
pro h > 2 v souladu s vétami 4.13, resp. 4.11. V ostatnich pfipadech obalka px(h),
resp. ax(h) (v pripadé ARMA(2,2) na obr. 4 dokonce obou) vykazuje exponencialné
klesajici, pripadné navic 1 oscilatoricky, prubéh. Da se totiz ukazat, ze px 1 ax jsou
v téchto pripadech linearni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a kosinu-
sovek s geometricky klesajici amplitudou.

4.3.2. (S)ARIMA modely pro kovarianéné stacionarni ¢asové rady.

Do popisu téchto modela vstupuje operator diferencovani, ktery lze také ekvivalentné
vyjadrit pomoci operatoru zpétného posuvu B popsaném v poznamce 2.27:

Diferencovani ¢asové rady na vzdalenost s € N:
Vi = AXy = X — Xoos = Xy — B°X, = (1 — B?)X,, atd. rekurentné pro libovolny
iad diferencovani d € N: Y, := AZX; := A (ALX) = (1 — B*)X,.



Pozorovani procesu, n = 500

-l x“‘ Hmm AV s u,.“, l M m.lh m m
Stpftt Mg

=3 Soo

1

T

-

Autokoreladni funkce

e

=
Z*IITTTT ****************************************** *
C,: T?OO$$$$$<&¢¢0000???¢¢o¢?oo¢¢o¢¢¢ oooooooooo < _|
=

e o0

OBRAZEK 2. AR(2): ® =1[0.5,0.2], o = 2.25.

Pro s > 1 se A? = (1 — B*)? také nazyvé operatorem sezénniho diferencovani Fadu
d, nebot s hraje roli délky sezénni periody.

Pro s = 1 znaéime A? := A = (1— B)? a operator nazyvame operdtorem nesezénniho
diferencovani radu d.

Konstrukce modelu:

{Xi} ~ SARIMA(p,d,q, P, D,Q, s), jestlize pro V; := AP X, plati:
Vi = 51‘/7:—5 + 52‘/7:—25 + -+ 5P‘/L‘—P5 +E; + 61Et—s + 62Et—25 +--F 6QE75—Q57

Sezénni autoregresni ¢ast Sezénni ¢ast klouzavych soudétu

(4.11a)

kde {AYE,} ~ ARMA(p, q) s parametry jako v (4.11b), pficemz
P,Q,d,D >0 as>1 jsouopét cela ¢islaa @, # 0, O, # 0.

{X:} ~ ARIMA(p,d,q) = SARIMA(p,d, ¢,0,0,0,1) neboli
X;=Vi= E; tj. pro W;:= A?X; ~ ARMA(p, q) plati:
W= Wi, +0,W, 0+ +Q,W,_, + 2, +0124, 14+ 07,3+ ---+0,7Z,_,.
(4.11b)
Ve viech vyse uvedenych modelech navic predpokladame, ze popisuji kauzalni casovou

fadu, neboli soucasné plati {X;} ~ MA(oc0), pricemz posloupnost MA-koeficientt je
absolutné sumovatelna a prislusna fada konverguje dle kvadratického stredu.



Pozorovani procesu, n = 500
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OBRAZEK 3. MA(2): © =[-0.5,-0.2], o = 2.25.

Pouziti a interpretace modelu ARIMA:

Jestlize aplikujeme operator A na (alespon lokalné) polynomialni prubéh, dojde ke
snizeni stupné polynomu (nejméné) o 1 (snadno se ovéri). Tedy A¢ sniZi stupen nejméné
o d. Model ARIMA(p,d, q) se tedy hodi na stacionarné kovarianéni ¢asovou fadu X :=
{X:}, kde stacionarita je porusena jen ve stfedni hodnoté px(t), ktera neni konstantni
a ma po castech polynomidlni charakter stupné nejvyse d. Nesezénnim diferencovanim
fadu d dosdhneme bud konstantni nebo dokonce nulové stfedni hodnoty u diferencované
fady. Je-li takto ziskana rada stacionarni (v coz obvykle doufame), pak 1ze pouzit model

ARIMA.

Pouziti a interpretace modelu SARIMA:

Zde predpokladame, Ze vsechny ¢astecné mezisezonnifady { Xjq 5}, prok =0,1,...,s — 1
se chovaji jako ARIMA(P, D, Q) s tymiz parametry ?; a @j (tj. nezavisi na k).
Reziduélni fada { F;} ziskana z tohoto modelu je ovsem dekorelovana jen mezisezénné

a zatizena zbytkovym kolisanim ve sttedni hodnoté pg(t) a tudiZ predpokladdme pro

ni opét model ARIMA, avsak s jinymi rady p,d, ¢ a jinymi parametry ®; a ©;.

Obvykle staci volit D = 1 (odstrani mezisezénné konstantni sezénni slozku). Vyjimecné
volime D = 2, jestlize je tendence k mezisezénnimu linearnimu nartustu nebo poklesu.
Pozorované mezisezénni fady byvaji totiz vétsinou velmi kratké a tudiz takové chovani

je z nich obtizné ovéritelné.



Pozorovani procesu, n = 500

nlm A J‘Mu. “.JM‘,“,H MM ,J,x ‘f Lyl LA, m“n Jall lA B L L A,J“;,
- 1!” ! i AT (G R i

s —

= —

Autokoreladni funkce

b

S ERr=3 =o == =0 == S o as So

Parcidlni autokorelac¢ni funkce

OBRAZEK 4. ARMA(2,2): ® =[0.5,0.2], ® = [-0.6,0.3], o = 2.25.

5. DEMONSTRACNI UKAZKY POMOCI KNIHOVNY TSA-M

V praci [Ves00] lze nalézt podrobny popis knihovny funkei TSA-M vytvorené au-
torem tohoto prispévku jako toolbox pro numerické vypocetni prostredi MATLAB.
Nékteré moznosti knihovny jsou zde ilustrovany na realném datovém souboru zachy-
cujicim mési¢ni pocty umrti pri automobilovych nehodach v USA v letech 1973-1978
prevzatém z [BD93, Example 1.1.6] (viz Obr. 1.6 z odst. 1.1).

V ukéazkach je modelovana predikce o jednu sezénu (12 mésict) jednak pomoci klasic-
kého linearniho regresnitho modelu a jednak uZitim modelu SARIMA(0,1,1,0,1,1,12),
ktery se po podrobnéjsi analyze ukazal pro zvolena data jako optimalni.

Ukazky soucasné nazorné demonstruji posloupnost systematickych kroku nutnych
pii analyze casové rady:

Predzpracovani — Volba modelu — Identifikace modelu — Predbézny odhad jeho
parametri — Finalni odhad parametri — Verifikace modelu.

Pro odhad parametri se standardné pouzivaji techniky zalozené na minimalizaci
stredni kvadratické chyby uZitim ortogonalni projekce. V ptipadé (S)AR(I)MA modela
se vsak obvykle uzivaji pouze v roli predbézného odhadu, z néhoz startujeme iterace pro
nalezeni finalnich, zpravidla tzv. maximalné vérohodnych odhadu, které maximalizuji
prislusnou vérohodnostni funkeci.

Pti verifikaci modelu hraji dulezitou roli rezidua (rozdil mezi daty a modelem). Je-li
model adekvatni pro data, pak rezidualni fada by neméla vykazovat vyznamné korelace.

V pripadé (S)AR(I)MA modela by dokonce méla byt pozorovanim bilého Sumu {Z;}.



Pro tento 0cel se pouzivaji nejruznéjsi testy, z nichZz nejznamé;jsi je tzv. Portmanteau

test: podrobnéji viz napt. [Cip86, kap.10, odst.12.3] a [BD93, §9.4].
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