
ÈASOVÉ ØADY

VíTÌZSLAV VESELÝ

PODPORA VÝUKY NA POÈÍTAÈOVÉ SÍTI

http://www.math.muni.cz/~vesely

Algoritmy pro èasové øady v MATLABu:

d = vesely('cas rady') : : : pøipojení a výpis obsahu knihovny

d : : : výstup=úplná cesta do adresáøe knihovny.

1. Úvod

1.1. Ukázky èasových øad.

Èasová øada = soubor pozorování nìjaké velièiny fx

t

; t 2 Tg, kde t je zpravidla èas a T � R.

Obr. 1.1:

Mìøení proudu procházejícího odporem r v obvodu se støídavým napìtím,

v(t) = a cos(vt + �), tj. x

t

=

a

r

cos(vt +�).

Obr. 1.2 (MATLAB: getdata('brockwell.dat/uspop.dat')):

Rùst populace v USA v létech 1790{1980 sledovaný v desetiletých intervalech.

Obr. 1.3 (MATLAB: getdata('brockwell.dat/strikes.dat')):

Poèet stávek v USA v létech 1951{1980.

Obr. 1.4: Výsledky Národní a Americké ligy v baseballu v létech 1933{1980.

Obr. 1.5 (MATLAB: getdata('brockwell.dat/sunspots.dat')):

Poèty sluneèních skvrn v létech 1770{1869.

Obr. 1.6 (MATLAB: getdata('brockwell.dat/deaths.dat')):

Poèet úmrtí pøi nehodách v USA v létech 1973{1978.

1.2. Oblasti uplatnìní metod analýzy èasových øad.

fyzika, technika:

� seismický záznam v geofyzice.

� øada nejvy¹¹ích denních teplot v meteorologii.

� prùbìh výstupního signálu urèitého elektrického pøístroje.

� tenzometrické mìøení povrchového napìtí v provozu namáhané strojní souèástky.

biologie, ekologie: sledování rùzných parametrù zneèi¹tìní ovzdu¹í.

medicína: záznam EKG nebo EEG.

spoleèenské vìdy: zmìny v poètu a slo¾ení obyvatelstva.

sociologie: vývoj rozvodovosti.

EKONOMIE: Teorie èasových øad = jedna z nejdùle¾itìj¹ích kvantitativních metod pro analýzu

ekonomických dat, napø.:

� analýza poptávky po urèitém výrobku

� analýza objemu zemìdìlské produkce

� analýza poètu cestujících v letecké dopravì

� analýza vývoje kurzu akcií na burze

Date: 27. kvìtna 1999.
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1.3. Cíl analýzy.

Porozumìní mechanismu, jím¾ se generují sledované údaje.

Znalost modelu tohoto mechanismu ) znalost algoritmu, jím¾ mù¾eme chování tohoto mechanismu

simulovat na poèítaèi ) schopnost popsat s jistou pøesností jeho chování:

� mezi èasovými okam¾iky mìøení (interpolace)

� v budoucnosti (extrapolace, prognóza)

� s cílem øídit a optimalizovat èinnost urèitého systému vhodnou volbou vstupních a poèáteèních

podmínek (regulace), napø. regulace slo¾itých technologických procesù.

1.4. Nìkteré speci�cké problémy analýzy èasových øad.

a) Volba okam¾ikù pozorování:

� jsou pøímo diskrétní svou povahou, napø. úroda obilí za jednotlivé roky.

� vznikají diskretizací spojité èasové øady, napø. teplota v danou denní dobu na daném

místì.

� vznikají akumulací (agregací) hodnot za urèité období, napø. denní mno¾ství srá¾ek, roèní

výroba závodu. Místo akumulace se nìkdy provádí prùmìrování.

Je-li dána mo¾nost volby, je tøeba jí vìnovat pozornost:

� málo bodù ) unikne charakteristický rys øady.

� mnoho bodù ) zvý¹í se výpoèetní nároènost.

� ekvidistantní diskretizace zpravidla usnadní numerické zpracování, ale neumo¾òuje adap-

tivnì mìnit hustotu diskretizace v závislosti na lokálním charakteru øady.

� pøi agregaci se mohou poru¹it vlastnosti pùvodní øady.

b) Problémy s kalendáøem:

� rùzná délka kalendáøních mìsícù.

� 4 nebo 5 víkendù v mìsíci.

� rùzný poèet pracovních dnù v mìsíci.

� pohyblivé svátky: napø. svátek na zaèátku mìsíce sní¾í prodej potravin za tento mìsíc, ale

zvý¹í jej za pøedchozí v dùsledku efektu pøedzásobení.

Pøíklad `oèi¹tìní' èasové øady napø. od promìnlivé délky mìsíce:

zavedeme `standardní' mìsíc o délce 30 dnù a pak údaj tøebas o produkci za leden pøenáso-

bíme korekèním faktorem

30

31

.

c) Problémy s nekompatibilitou jednotlivých mìøení:

Pøíklad: hodnota nìjakého ukazatele se jeden rok týká napø. 85 podnikù, dal¹í rok jen 82 apod.

d) Problémy s délkou èasových øad:

� zvìt¹ení poètu mìøení (napø. pùlením èasových intervalù mezi body) nemusí v¾dy znamenat

zvìt¹ení mno¾ství informace.

� nìkdy se mohou objevit protichùdné tendence: metoda zpracování vy¾aduje del¹í øadu, ale

na druhé stranì øada vzniklá dlouhodobým sledováním mù¾e mìnit charakteristiky svého

modelu v èase ) obtí¾e s konstrukcí modelu.

1.5. Oznaèení a základy matematické statistiky.

s := v, resp. v =: s : : : oznaèení výrazu v symbolem s.

Èíselné obory:

N : : : mno¾ina v¹ech pøirozených èísel

N

0

= N[ f0g : : : mno¾ina v¹ech nezáporných celých èísel

Z: : : mno¾ina v¹ech celých èísel

R : : : mno¾ina v¹ech reálných èísel

R

+

: : : mno¾ina v¹ech nezáporných reálných èísel

C : : : mno¾ina v¹ech komplexních èísel

(�)

+

: R! R

+

: : : zobrazení de�nované pøedpisem (x)

+

= max(0; x)

(a; b) : : : otevøený interval
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[a; b] : : : uzavøený interval

I(a; b) = fx j min(a; b) < x < max(a; b)g

I[a; b] = fx j min(a; b) � x � max(a; b)g.

Vektory:

x = (x

1

; : : : ; x

n

)

T

2 C

n

: : : zpravidla sloupcové

x+ h = (x

1

+ h; : : : ; x

n

+ h)

T

; h 2 C

t = (t

1

; : : : ; t

k

)

T

2 N

k

; t

i

2 f1; : : : ; ng pro i = 1; : : : ; k; k � n ) x

t

:= (x

t

1

; : : : ; x

t

k

)

T

2 C

k

1 � i � n ) x(i) = (x

1

; : : : ; x

i�1

; x

i+1

; : : : ; x

n

)

T

f(x) = f(x

1

; : : : ; x

n

); dx = dx

1

: : :dx

n

0;0

n�1

: : : nulový sloupcový vektor délky n.

Matice:

A;A

m�n

= [a

ij

] = [A(i; j)] : : : matice rozmìru m � n

R(A) = fy jy = Axg : : : obor hodnot operátoru A

N(A) = fx jAx = 0g : : : jádro operátoru A

A

T

= [a

ji

] : : : transponovaná matice

A

�

= [�a

ji

] : : : hermitovsky sdru¾ená matice

I; I

n

= I

n�n

= [�

ij

] : : : jednotková matice øádu n

jAj : : : determinant ètvercové matice A

0; 0

m�n

= [0] : : : nulová matice rozmìru m� n

diag(x) =

2

6

6

6

4

x

1

0 : : : 0

0 x

2

: : : 0

.

.

.

0 0 : : : x

n

3

7

7

7

5

: : : diagonální matice

A(i; :) = (a

i1

; : : : ; a

in

) =: r

i

: : : i-tý øádek matice A ve stylu MATLAB

A(:; j) = (a

1j

; : : : ; a

mj

)

T

=: s

j

: : : j-tý sloupec matice A ve stylu MATLAB

A = [r

1

; : : : ; r

m

] = [s

1

; : : : ; s

n

] : : : blokový zápis matice A ve stylu MATLAB

A > 0 (resp. A � 0) : : : pozitivnì (semi)de�nitní matice.

Norma a skalární souèin vektorù:

hx;yi =

P

n

i=1

x

i

�y

i

= y

�

x, speciálnì:

y = A

�

x, y

i

= hx; A(:; i)i pro i = 1; 2; : : :; n

kxk =

p

hx;xi =

p

P

n

i=1

jx

i

j

2

: : : Euklidovská norma.

Schwarzova nerovnost:

jhx;yij � kxkkyk, kde rovnost nastane právì kdy¾ vektory x a y jsou lineárnì závislé.

Pravdìpodobnostní prostor (
;A; P ):


 : : : základní prostor elementárních jevù

A � 2




: : : �-algebra náhodných jevù

P : : : pravdìpodobnostní míra na A

V¹echny náhodné velièiny budeme v¾dy uva¾ovat nad tým¾ pravdìpodobnostním prostorem. Kom-

plexní náhodnou velièinou budeme rozumìt velièinu X = X

r

+ iX

i

, kde X

r

a X

i

jsou reálné náhodné

velièiny pøedstavující po øadì reálnou a imaginární èást X

X= (X

1

; : : : ; X

n

)

T

: : : (komplexní) náhodný vektor tvoøený (komplexními) náhod. velièinami X

i

.

Støední hodnota:

� = �

X

= EX : : : støední hodnota náhodné velièiny X

� = �

X

= EX= (EX

1

; : : : ;EX

n

)

T

: : : støední hodnota náhodného vektoru X.

Rozptyl a kovariance náhodných velièin:

�

2

= �

2

X

= varX = EjX � EXj

2

= EjXj

2

� jEXj

2

� 0 : : : rozptyl X

�

XY

= cov(X;Y ) = E(X � EX)(Y � EY ) = EXY � (EX)(EY ) : : : kovariance X a Y

cov(X;X) = varX; cov(Y;X) = cov(X;Y )

cov(

P

r

X

r

;

P

s

Y

s

) =

P

r

P

s

cov(X

r

; Y

s

) a odtud speciálnì:

var(X + Y ) = varX + cov(X;Y ) + cov(Y;X) + varY = varX + 2Re cov(X;Y ) + varY .

Varianèní a kovarianèní matice náhodných vektorù:

�

X

= varX= [cov(X

i

; X

j

)] = E(X� EX)(X� EX)

�

= EXX

�

� (EX)(EX)

�

: : : varianèní matice X

�

XY

= cov(X;Y) = [cov(X

i

; Y

j

)] = E(X� EX)(Y� EY)

�

= EXY

�

� (EX)(EY)

�

: : :

: : : kovarianèní matice Xa Y
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cov(X;X) = varX; cov(Y;X) = cov(X;Y)

�

) varX= (varX)

�

: : :

: : : varianèní matice Xje hermitovská.

Pro konstantní komplexní vektory a a c a matice B a D odpovídajících rozmìrù platí:

cov(a +BX;c+DY) = cov(BX;DY) = B cov(X;Y)D

�

.

+X=Y

var(a + BX) = cov(a +BX;a+BX) = cov(BX;BX) = B var(X)B

�

.

+ b

�

= B

0 � var(b

�

X) = b

�

varXb) varX� 0 : : : varianèní matice je pozitivnì semide�nitní.

�

X

je tedy celkem hermitovská a pozitivnì semide�nitní a má proto reálná nezáporná vlastní èísla �

i

.

Zøejmì existuje matice �

1

2

X

, její¾ vlastní èísla jsou �

1

2

i

a pøitom platí: �

X

= �

1

2

X

�

1

2

X

.

Dále platí

cov(

P

r

X

r

;

P

s

Y

s

) =

P

r

P

s

cov(X

r

;Y

s

) a odtud speciálnì:

var(X+Y) = varX+ cov(X;Y)+ cov(Y;X)+ varY= varX+ 2Re cov(X;Y)+ varY.

1.6. Normální rozdìlení a rozdìlení z nìj odvozená.

1. Normální rozdìlení:

X s N (�; �

2

); � = EX; �

2

= varX : : :

: : : reálná náhodná velièina s normálním (gaussovským) rozdìlením;

f(x) = (

p

2��)

�1

e

�

(x��)

2

2�

2

: : : hustota náhodné velièiny X;

�(t) := Ee

itX

= e

it��

1

2

�

2

t

2

: : : charakteristická funkce náhodné velièiny X;

U s N (0; 1) : : : standardizované normální rozdìlení náhodné velièiny U ;

u

�

= F

�1

(�) : : : �-kvantil pro U , kde F (x) =

R

x

�1

f(t) dt znaèí distribuèní funkci U ;

Xs N

n

(�; V ); � = EX; V = varX: : :

: : : reálný náhodný vektor s n-rozmìrným normálním rozdìlením;

f(x) = (

p

(2�)

n

jV j)

�1

e

�

1

2

(x��)

T

V

�1

(x��)

: : : n-rozmìrná hustota náhodného vektoru X;

�

n

(t) := Ee

it

T

X

= e

it

T

��

1

2

t

T

V t

: : : charakteristická funkce náhodného vektoru X;

Us N

n

(0; I

n

) : : : standardizované normální rozdìlení náhodného vektoru U.

Platí

X s N (�; �

2

) ) a+ bX s N (a+ b�; b

2

�

2

) pro a; b 2 R;

Xs N

n

(�; V ) ) a+ BXs N

m

(a+ B�; BV B

T

) pro a 2 R

m

a matici B = B

m�n

nad R.

2. Rozdìlení �

2

(n):

Nech» U

i

s N (0; 1) pro i = 1; : : : ; n jsou stochasticky nezávislé, pak náhodná velièina

C =

P

n

i=1

U

2

i

s �

2

(n) má Pearsonovo \chí kvadrát" rozdìlení o n stupních volnosti;

�

�

(n) : : : �-kvantil pro C.

Platí

C

i

s �

2

(n

i

) pro i = 1; : : : ;m stochasticky nezávislé ) C =

P

m

i=1

C

i

s �

2

(n

1

+n

2

+� � �+n

m

).

3. Studentovo t rozdìlení:

Nech» U s N (0; 1) a C s �

2

(k) jsou stochasticky nezávislé, pak náhodná velièina

T =

U

p

C=k

s t(k) má Studentovo t rozdìlení o k stupních volnosti;

t

�

(k) : : : �-kvantil pro T .

4. Fisher-Snedecorovo F rozdìlení:

Nech» C

1

s �

2

(n

1

) a C

2

s �

2

(n

2

) jsou stochasticky nezávislé, pak náhodná velièina

F =

C

1

=n

1

C

2

=n

2

s F (n

1

; n

2

) má Fisher-Snedecorovo F rozdìlení s n

1

a n

2

stupni volnosti;

F

�

(n

1

; n

2

) : : : �-kvantil pro F .
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1.7. Prostor L

2

(
;A; P ).

L

2

(
;A; P ) de�nujeme jako mno¾inu v¹ech (komplexních) náhodných velièin nad tým¾ pravdìpo-

dobnostním prostorem (
;A; P ), které mají koneèné druhé momenty (resp. rozptyly - viz dále 1.11),

tj. L

2

(
;A; P ) := fX jX náhodná velièina nad (
;A; P ); EjXj

2

<1g.

Poznamenejme, ¾e do tohoto prostoru zahrnujeme také v¹echny konstanty z C , které pova¾ujeme

za náhodné velièiny s nulovým rozptylem.

Vìta 1.8. L

2

(
;A; P ) je Hilbertùv prostor se skalárním souèinem hX;Y i = EXY a normou

kXk

2

=

p

hX;Xi =

p

EjXj

2

.

Dùkaz. L

2

(
;A; P ) je obdobou funkcionálního prostoru L

2

(I) tvoøeného funkcemi absolutnì integro-

vatelnými v kvadrátu na intervalu I � R. Toti¾ EjXj

2

=

R




jX(!)j

2

dP (!), tak¾e namísto s Lebes-

gueovým integrálem pracujeme s obecnìj¹ím pojetím integrálu, kde Lebesgueova míra je nahrazena

pravdìpodobnostní mírou P :

� Skalární souèin hX;Y i existuje a je koneèný pro ka¾dé X;Y 2 L

2

(
;A; P ), jak snadno

nahlédneme z nerovnosti

4jXY j = (jXj+ jY j)

2

� (jXj � jY j)

2

� (jXj+ jY j)

2

+ (jXj � jY j)

2

= 2(jXj+ jY j)

2

;

odkud u¾itím jY j = jY j dostáváme

jXY j �

1

2

(jXj

2

+ jY j

2

);

tak¾e

jEXY j �

Z




jX(!)Y (!)j dP (!) �

1

2

�

Z




jX(!)j

2

dP (!) +

Z




jY (!)j

2

dP (!)

�

<1:

� L

2

(
;A; P ) je vektorovým prostorem. Je uzavøený na násobení skaláry c 2 C , nebo» EjcXj

2

=

jcj

2

EjXj

2

<1. Uzavøenost vzhledem ke sèítání plyne z:

jX + Y j

2

� (jXj+ jY j)

2

= jXj

2

+ 2jXY j+ jY j

2

) EjX + Y j

2

� EjXj

2

+ 2EjXY j+ EjY j

2

<1:

� Ovìøení, ¾e L

2

(
;A; P ) je úplný, neboli Hilbertùv prostor, je slo¾itìj¹í, ale provádí se opìt

zcela analogicky jako v pøípadì funkcionálního prostoru L

2

(I). Podrobnosti lze nalézt napøíklad

v monogra�i [1, x2.10].

Dùsledek 1.9 (Schwarzova nerovnost).

jEXY j; jEXY j � kXk

2

kY k

2

=

p

EjXj

2

p

EjY j

2

; X; Y 2 L

2

(
;A; P ):

Dùsledek 1.10. X 2 L

2

(
;A; P ) ) EX existuje.

Dùkaz.

jEXj = jE(1:X)j �

p

Ej1j

2

| {z }

1

p

EjXj

2

=

p

jXj

2

<1:

Dùsledek 1.11.

X;Y 2 L

2

(
;A; P ) ) X � EX; Y � EY 2 L

2

(
;A; P )

a

hX � EX; Y � EY i = E(X � EX)(Y � EY ) = cov(X;Y )

existuje a splòuje Schwarzovu nerovnost

jcov(X;Y )j �

p

EjX � EXj

2

p

EjY � EY j

2

= �

X

�

Y

:

Dùsledek 1.12.

�(X;Y ) =

�

cov(X;Y )

�

X

�

Y

pro �

x

�

y

6= 0

0 pro �

x

�

y

= 0

je tzv. korelaèní koe�cient náhodných velièin X a Y , pro nìj¾ platí j�(X;Y )j � 1 a speciálnì

�1 � �(X;Y ) � 1 v pøípadì reálných náhodných velièin X a Y .



6 VíTÌZSLAV VESELÝ

Poznámka . Náhodné velièiny X;Y 2 L

2

(
;A; P ) se nazývají nekorelované, jestli¾e �(X;Y ) = 0.

Vzhledem k 1.11 je nekorelovanost ekvivalentní s cov(X;Y ) = 0, tj. s ortogonalitou centrovaných

velièin X � EX a Y � EY v L

2

(
;A; P ).

�(X;Y) = [�(X

i

; Y

j

)]

i;j

je tzv. vzájemná korelaèní matice náhodných vektorù Xa Y.

�(X;X) = [�(X

i

; X

j

)]

i;j

je tzv. korelaèní matice náhodného vektoru X.

POZOR! Nekorelovanost indikuje neexistenci stochastické závislosti pouze lineárního typu.

Tedy platí

X;Y stochasticky nezávislé ) X;Y nekorelované, av¹ak nikoliv naopak:

X;Y nekorelované ; X;Y stochasticky nezávislé.
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2.4. IDENTIFIKACE PERIODICKÝCH KOMPONENT. PERIODOGRAM.

2.4.1. Fourierova øada (FØ).

Komplexní harmonické kmity:

E = fe

k

(t)g

k2Z

; e

k

(t) =

1

p

T

e

i

2�kt

T

=

1

p

T

e

i!

k

t

=

1

p

T

(cos !

k

t + i sin!

k

t);

kde pro k 6= 0 znaèí

f

k

=

jkj

T

: : : frekvenci jkj-ho harmonického kmitu s periodou

T

jkj

,

!

k

= 2�f

k

: : : jeho úhlovou rychlost.

E je ortonormální systém v L

2

([0; T ]):

he

j

; e

k

i =

Z

T

0

e

j

(t)e

k

(t) dt =

1

T

Z

T

0

e

i

2�(j�k)t

T

dt = �

j;k

=

�

1 pro j = k

0 pro j 6= k

E je dokonce úplný (báze) v L

2

([0; T ])(bez dùkazu):

x(t) 2 L

2

([0; T ]) libovolná a T -periodická) x(t) =

1

X

k=�1

x

k

e

k

(t);

kde øada konverguje (bez ohledu na poøadí) dle normy k �k

2

v prostoru L

2

([0; T ]) a souøadnice x

k

jsou

jednoznaènì urèeny vztahem

hx; e

k

i = h

1

X

j=�1

x

j

e

j

; e

k

i =

1

X

j=�1

x

j

he

j

; e

k

i

| {z }

�

j;k

= x

k

:

Komplexní tvar rozvoje do Fourierovy øady:

x(t) =

1

X

k=�1

hx; e

k

i

1

p

T

| {z }

c

k

(x)

e

i!

k

t

=

1

X

k=�1

c

k

(x)e

i!

k

t

;

kde (2.4.1)

c

k

:= c

k

(x) =

1

p

T

hx; e

k

i =

1

p

T

Z

T

0

x(t)

1

p

T

e

�i!

k

t

dt =

1

T

Z

T

0

x(t)e

�i!

k

t

dt:

c

k

: : : k-tý komplexní Fourierùv koe�cient funkce x,

c

0

: : : støední hodnota (stejnosmìrná slo¾ka) funkce x,

fc

k

g

k2Z

: : : komplexní fourierovské spektrum funkce x,

x

k

(t) := c

k

e

i!

k

t

+ c

�k

e

�i!

k

t

; k � 1

: : : k-tá harmonická komponenta funkce x o frekvenci f

k

.

Tvrzení 2.4.1.1 (Dirichletova vìta). Jestli¾e T -periodická funkce x(t) má koneènou variaci na [0; T ],

pak její FØ konverguje bodovì k x(t) v ka¾dém bodì t, kde je x(t) spojitá a k

1

2

(x(t + 0) + x(t � 0))

v ka¾dém bodì nespojitosti (u funkce s koneènou variací je to v¾dy pouze koneèný skok).

Je-li x(t) reálná funkce, lze (2.4.1) upravit na dal¹í dva ekvivalentní tvary:

Zøejmì c

�k

= c

k

. Oznaèíme-li

c

k

=

1

2

(a

k

� ib

k

); a

k

; b

k

2 R;

pak c

0

=

a

0

2

2 R; b

0

= 0 a dostáváme
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Goniometrický tvar Fourierovy øady:

x(t) = c

0

+

1

X

k=1

(c

k

e

i!

k

t

+ c

�k

e

�i!

k

t

| {z }

c

k

e

i!

k

t

) =

a

0

2

+

1

X

k=1

2Re(c

k

e

i!

k

t

) =

=

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos !

k

t+ b

k

sin!

k

t);

kde (2.4.2)

a

k

= 2Re(c

k

) =

2

T

R

T

0

x(t) cos !

k

t dt;

b

k

= �2Im(c

k

) =

2

T

R

T

0

x(t) sin!

k

t dt:

Polo¾íme-li a

k

= A

k

cos'

k

a b

k

= A

k

sin'

k

, dostaneme

Amplitudovì-fázový tvar Fourierovy øady:

x(t) =

a

0

2

+

1

X

k=1

A

k

(cos'

k

cos!

k

t + sin'

k

sin!

k

t) =

a

0

2

+

1

X

k=1

A

k

cos(!

k

t� '

k

)

| {z }

x

k

(t)

:

kde (2.4.3)

A

k

= 2jc

k

j =

q

a

2

k

+ b

2

k

;

'

k

= arctan

b

k

a

k

:

A

k

: : : amplituda k-té harmonické slo¾ky funkce x,

'

k

: : : fázový posuv k-té harmonické slo¾ky funkce x (�� < '

k

� �),

c

0

=

a

0

2

: : : støední hodnota (stejnosmìrná slo¾ka) funkce x,

fA

k

g

k2N

: : : amplitudové spektrum funkce x,

f'

k

g

k2N

: : : fázové spektrum funkce x.

2.4.2. Parsevalova identita (PI).

Nech» x 2 L

2

([0; T ]) (tj. s koneènou energií na intervalu [0; T ]) je T -periodická, potom

kxk

2

2

=

Z

T

0

jx(t)j

2

dt = hx; xi = h

1

X

j=�1

c

j

p

T

e

i!

j

t

p

T

| {z }

e

j

(t)

;

1

X

k=�1

c

k

p

T

e

i!

k

t

p

T

| {z }

e

k

(t)

i

= T

1

X

j;k=�1

c

j

c

k

he

j

; e

k

i

| {z }

�

j;k

= T

1

X

k=�1

jc

k

j

2

:

Odtud pak dostáváme:

Komplexní tvar Parsevalovy identity:

1

X

k=1

jc

k

j

2

=

1

T

Z

T

0

jx(t)j

2

dt

| {z }

støední výkon na [0;T ]

<1) fc

k

g

k2Z

2 `

2

: (2.4.4)

Speciálnì:

jc

0

j

2

: : : støední výkon stejnosmìrné slo¾ky,

1

T

R

T

0

jx

k

(t)j

2

dt = jc

�k

j

2

+ jc

k

j

2

: : : støední výkon k-té harmonické slo¾ky.
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Amplitudový tvar Parsevalovy identity (x reálná):

1

X

k=1

jc

k

j

2

= jc

0

j

2

+

1

X

k=1

(jc

�k

j

2

+ jc

k

j

2

)

| {z }

2jc

k

j

2

=A

2

k

=2

=

a

2

0

4

+

1

2

1

X

k=1

A

2

k

=

1

T

Z

T

0

jx(t)j

2

dt: (2.4.5)

Speciálnì:

a

2

0

4

: : : støední výkon stejnosmìrné slo¾ky;

A

2

k

2

: : : støední výkon k-té harmonické slo¾ky;

f2jc

k

j

2

g

k2N

= f

A

2

k

2

g

1

k=1

: : : výkonová spektrální hustota;

f2T jc

k

j

2

g

k2N

= f

TA

2

k

2

g

1

k=1

: : : energetická spektrální hustota:

(2.4.6)

2.4.3. Diskretizace Fourierovy øady.

Vypoèteme hodnoty rozvoje x(t) do její komplexní FØ (2.4.1) pouze na rovnomìrné diskrétní síti

N subintervalù: T = N�t; x

n

= x(n�t); n 2Z.

Obdr¾íme

x

n

(2:4:1)

=

1

X

k=�1

c

k

e

i

2�k

N�t

n�t

=

[

N

2

]

X

k=�

[

N�1

2

]

bc

k

z }| {

 

1

X

m=�1

c

k+mN

!

e

i

2�(k+mN)n

N

=

[

N

2

]

X

k=�

[

N�1

2

]

bc

k

e

i

2�kn

N

: (2.4.7)

kde [�] znaèí celou èást hodnoty.

Platí

bc

k

� c

k

, nebo» jc

k

j ! 0 pro k!�1,

bc

k

= c

k

, pokud c

k

= 0 pro jkj �

N

2

(FØ je koneèná: f

max

�

N

2

1

T

udává koneèný

frekvenèní obsah x(t)),

fbc

k

g

k2Z

je N -periodická posloupnost (bc

k

= bc

k+mN

; m 2Z).

Po úpravì:

x

n

=

�1

X

k=�

[

N�1

2

]

bc

k

e

i

2�kn

N

+

[

N

2

]

X

k=0

bc

k

e

i

2�kn

N

=

N�1

X

k=0

bc

k

e

i

2�kn

N

; (2.4.8)

kde první ze sum jsme upravili zámìnou sèítacího indexu r = k + N na tvar:

�1

X

k=�

[

N�1

2

]

bc

k

e

i

2�kn

N

=

N�1

X

r=�

[

N�1

2

]

+N

bc

r�N

e

i

2�(r�N)n

N

=

N�1

X

r=

[

N

2

]

+1

bc

r

e

i

2�rn

N

s vyu¾itím vztahù

�

�

N�1

2

�

+ N =

�

N

2

�

+ 1 a bc

r

= bc

r�N

pro r =

�

N

2

�

+ 1; : : : ; N � 1 (N -periodicita).

Oznaèíme-li x = (x

0

; x

1

; : : : ; x

N�1

)

T

vzorky x(t) na její jedné periodì a

b
c = (bc

0

; bc

1

; : : : ; bc

N�1

)

T

odhady Fourierových koe�cientù, pak (2.4.8) urèuje tzv. operátor diskrétní

Fourierovy transformace (x = DFT

+

N

(
b
c)) dle následující de�nice.
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De�nice 2.4.3.1 (Diskrétní Fourierova transformace (DFT)).

DFT

�

N

: C

N

! C

N

je lineární operátor X =W

�

N

x urèený maticí N � N :

W

�

N

=

�

W

kn

N

�

0�k;n�N�1

, kde W

N

= e

�i

2�

N

= cos

2�

N

� i sin

2�

N

je N -tá primitivní odmocnina z 1, tj.

W

N

N

= 1, ale W

k

N

6= 1 pro k = 1; : : : ; N � 1. Tedy

X = (X

0

; X

1

; : : : ; X

N�1

)

T

; kde X

k

=

N�1

X

n=0

e

�i

2�kn

N

x

n

pro k = 0; 1; : : : ; N � 1:

Zøejmì W

�

N

je symetrická matice a (W

�

N

)

�

=W

�

N

.

Vìta 2.4.3.2 (Vìta o inverzi).

Platí W

�

N

W

�

N

=W

�

N

(W

�

N

)

�

= NI

N

a tedy (W

�

N

)

�1

=

1

N

W

�

N

a

1

p

N

W

�

N

je unitární matice.

Dùkaz. Oznaème A := [a

r;s

] =W

�

N

W

�

N

, pak

a

r;s

=

N�1

X

n=0

W

rn

N

W

�ns

N

=

N�1

X

n=0

W

n(r�s)

N

=

N�1

X

n=0

q

n

; q =W

r�s

N

:

Odtud

a

r;s

=

(

N pro r = s

q

N

�1

q�1

= 0 pro r 6= s

;

nebo» q

N

= W

N(r�s)

N

= 1 a q 6= 1 pro r 6= s v dùsledku 0 < jr � sj � N � 1.

Poznámka 2.4.3.3. V systému MATLAB jsou operátory DFT

�

N

realizovány pomocí algoritmu tzv.

rychlé Fourierovy transformace implementovaných v procedurách fft a ifft takto:

X =W

�

N

x = DFT

�

N

(x) = fft(x)

a

x = (W

�

N

)

�1

X =

1

N

W

+

N

X =

1

N

DFT

+

N

(x) = ifft(X):

Dùsledek 2.4.3.4. Podle (2.4.8), vìty 2.4.3.2 a poznámky 2.4.3.3 platí

x =W

+

N

b
c = DFT

+

N

(
b
c) = Nifft(

b
c);

b
c = (W

+

N

)

�1

x =

1

N

W

�

N

x =

1

N

DFT

�

N

(x) =

1

N

fft(x):

2.4.4. Periodogram.

Periodogram = odhad energetické spektrální hustoty (2.4.6) reálné T -periodické funkce x(t), kde

za c

k

; k = 1; : : : ;m; m :=

�

N�1

2

�

, dosadíme odhad bc

k

z (2.4.7) spoètený pomocí DFT

�

N

dle 2.4.3.4 po

ekvidistantní diskretizaci jedné periody x(t):

T = N�t; x

n

= x(n�t); n = 0; 1; : : : ; N .

Periodogram je tedy posloupnost hodnot fI

k

g

m

k=1

, kde

I

k

= I(!

k

) = 2T jbc

k

j

2

= 2N�t

�

�

�

�

1

N

X

k

�

�

�

�

2

=

2

N

�tjX

k

j

2

; k = 1; : : : ;m (2.4.9)

a

X

k

=

N�1

X

t=0

x

t

e

�i

2�kt

N

=

N

X

t=1

x

t

e

�i

2�kt

N

:

Druhá rovnost je zde dùsledkem N -periodicity x

0

= x

N

.
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Z hlediska kvalitativních závìrù nezále¾í na multiplikativní konstantì, proto bez újmy na obecnosti

mù¾eme pøedpokládat �t = 1 a dostáváme tak výsledný vztah pro hodnoty I

k

periodogramu

ve tvaru

I

k

= I(!

k

) =

2

N

jX

k

j

2

=

2

N

8

<

:

 

N

X

t=1

x

t

cos

2�kt

N

!

2

+

 

N

X

t=1

x

t

sin

2�kt

N

!

2

9

=

;

; k = 1; : : : ;m: (2.4.10)

Velká hodnota I

k

indikuje velkou energii k-té harmonické komponenty, tj. silné zastoupení slo¾ky

x

k

(t) = c

k

e

i!

k

t

+ c

�k

e

�i!

k

t

= A

k

cos(!

k

t� '

k

) v rozvoji x(t) do Fourierovy øady.

Vìta 2.4.4.1.

I

k

= 2

X

jhj<N

b
(h)e

�i

2�hk

N

pro k = 1; 2; : : :;

�

N � 1

2

�

;

kde b
(h) je odhad autokovarianèní funkce vektoru x = (x

1

; : : : ; x

N

)

T

spoètený dle 1.46.

Dùkaz.

I

k

=

2

N

jX

k

j

2

=

2

N

X

k

X

k

=

2

N

 

N

X

s=1

x

s

e

�i

2�sk

N

! 

N

X

t=1

x

t

e

i

2�tk

N

!

:

Proto¾e dle dùkazu vìty 2.4.3.2 platí

N

X

s=1

e

�i

2�sk

N

=

N

X

t=1

e

i

2�tk

N

= 0 pro k 6= 0(modN );

lze psát

I

k

=

2

N

 

N

X

s=1

(x

s

� bx)e

�i

2�sk

N

! 

N

X

t=1

(x

t

� bx)e

i

2�tk

N

!

=

=

2

N

N

X

s=1

N

X

t=1

(x

s

� bx)(x

t

� bx)e

�i

2�(s�t)k

N

h=s�t

=

= 2

X

jhj<N

1

N

N�h

X

t=1

(x

t+h

� bx)(x

t

� bx)

| {z }

b
(h)

e

�i

2�hk

N

:

2.4.5. Fisherùv test periodicity.

Polo¾me m =

�

N�1

2

�

a de�nujme statistiku

W = max

k=1;:::;m

Y

k

; kde Y

k

=

I

k

P

m

j=1

I

j

:

Proto¾e I

j

� 0 pro j = 1; 2; : : : ;m, je 0 � W � 1.

Nech» X

t

= P

t

+ E

t

; E

t

sWN (0; �

2

) gaussovský.

Platí-li nulová hypotéza H

0

: X

t

= E

t

, pak testová statistika W má na intervalu [0; 1] rozdìlení, pro

nìj¾ platí

P (W > x) =

m

X

j=1

1�jx>0

(�1)

j�1

�

m

j

�

(1� jx)

m�1

; 0 < x < 1;

pøièem¾ P (W > x) � m(1 � x)

m�1

je dobrá aproximace pro m � 50.

Nech» g

F

(1� �) znaèí (1� �)-kvantil rozdìlení statistiky W (tabelováno), tj.

P (W � g

F

(1 � �)) = 1 � �. Pak H

0

zamítáme s rizikem �, pokud W > g

F

(1 � �). Je-li v takovém

pøípadì I

k

0

= max

k=1;:::;m

I

k

, pak k

0

-tou harmonickou komponentu pova¾ujeme za významnou. Dal¹í

významnou harmonickou komponentu zjistíme z periodogramu délky m�1, kde vynecháme I

k

0

, a tak

pokraèujeme dále, dokud není hypotéza H

0

pøijata.



12 VíTÌZSLAV VESELÝ

2.4.6. Siegelùv test periodicity.

Tento test je vhodnìj¹í ne¾ Fisherùv v pøípadì vìt¹ího mno¾ství harmonických komponent. Siegelova

statistika je tvaru

T

�

=

m

X

k=1

(Y

k

� � g

F

(1� �))

+

; 0 < � < 1 (doporuèená hodnota je � = 0; 6):

H

0

zamítáme s rizikem �, jestli¾e T

�

> t

�

(1 � �), kde t

�

(1 � �) je (1 � �)-kvantil rozdìlení T

�

(tabelováno).
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2.5. SEPARACE JEDNOTLIVÝCH SLO®EK.

Oznaèení.

t = (t

1

; : : : ; t

n

)

T

; t

i

6= t

j

pro i 6= j : : : vektor \èasu";

X:=X

t

= (X

t

1

; : : : ; X

t

n

)

T

: : : náhodný vektor populace vybrané

z èasové øady;

x := x

t

= (x

1

; : : : ; x

n

)

T

; x

i

= X

t

i

(!) : : : pozorování vektoru populace X:

A. Parametrické metody (P).

Tyto metody pou¾íváme v pøípadì, ¾e je znám analytický tvar D

t

= D(t; �

1

; : : : ; �

p

) v aditivním

modeluX

t

= D

t

+E

t

(multiplikativní model pøevedeme na aditivní logaritmováním) s neznámými pa-

rametry � = (�

1

; : : : ; �

p

)

T

, které odhadneme minimalizací výrazu N (�

1

; : : : ; �

p

) = kD(t; �

1

; : : : ; �

p

)�

xk

2

ve vhodné normì k � k. Zpravidla se pou¾ívá euklidovská norma a klasická metoda nejmen¹ích

ètvercù:

N (�

1

; : : : ; �

p

) =

n

X

i=1

jD(t

i

; �

1

; : : : ; �

p

) � x

i

j

2

:

Lokální extrém hledáme øe¹ením systému rovnic

@N (�

1

; : : : ; �

p

)

@�

j

= 0 pro j = 1; : : : ; p

s ovìøením podmínky pro lokální minimum (jakobián je pozitivnì de�nitní matice):

J =

�

@

2

N (�

1

; : : : ; �

p

)

@�

i

@�

j

�

i;j

> 0:

Pokud D závisí lineárnì na �

1

; : : : ; �

p

, pak tento systém je systémem p lineárních rovnic pro p

neznámých �

1

; : : : ; �

p

a dostáváme klasický lineární regresní model.

V pøípadì nelineární regrese pou¾ijeme pro minimalizaci N (�

1

; : : : ; �

p

) vhodnou optimalizaèní

metodu, napøíklad Optimization Toolbox v prostøedí systému MATLAB.

Lineární regresní model: D(t; �

1

; : : : ; �

p

) = '

1

(t)�

1

+ � � �+ '

p

(t)�

p

, kde '

i

jsou dané.

X= D� + E; E = (E

t

1

; : : : ; E

t

n

)

T

s IID(0; �

2

);

kde

D = ['

1

(t); : : : ; '

p

(t)]; '

j

(t) = ('

j

(t

1

); : : : ; '

j

(t

n

))

T

je matice s plnou sloupcovou hodností p.

Pro vektor pozorování pøejde vý¹e uvedený model v

x = D� + e; e = (e

1

; : : : ; e

n

)

T

; kde e

i

= E

t

i

(!):

B. Neparametrické metody (NP).

Za vhodných pøedpokladù konstruujeme lineární nebo nelineární operátor S (smoother = vyhlazo-

vaè) takový, ¾e

S(fX

t

g) =: f

b

D

t

g � fD

t

g

je dobrý odhad D

t

v tom smyslu, ¾e f

b

D

t

g ! fD

t

g ve vhodné konvergenci pøi n ! 1, tj. odhad je

asymptoticky pøesný.

Znaèení metod:

AM-P : : : parametrická

AM-NP : : : neparametrická

�

metoda v aditivním modelu.

MM-P : : : parametrická

MM-NP : : : neparametrická

�

metoda v multiplikativním modelu
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2.5.2. Metody pro odhad sezónní slo¾ky.

x = (x

1

; : : : ; x

n

)

T

: : : ekvidistantní pozorování náhodného procesu X = fX

t

jt 2Zg

e = (e

1

; : : : ; e

n

)

T

: : : pozorované chyby

t 2 f1; 2; : : : ; ng

Pøedpokládáme model:

- aditivní: X

t

= Tr

t

+ Sz

t

+ C

t

+ E

t

(AM)

nebo

- multiplikativní: X

t

= Tr

t

Sz

t

C

t

E

t

(MM):

Nech» d je perioda Sz

t

a n = md, pak zavedeme matici m� d

X =

2

6

4

x

1

: : : x

k

: : : x

d

x

d+1

: : : x

d+k

: : : x

2d

.

.

. : : :

.

.

. : : :

.

.

.

3

7

5

= [x

j;k

];

kde x

j;k

= x

(j�1)d+k

(napø. j =rok, k=mìsíc).

Oznaèíme-li vec operátor, který skládá sloupce matice pod sebe do jednoho sloupcového vektoru,

pak mù¾eme psát x = vec(X

T

).

V MATLABu: X = reshape(x; d;m).'

Øádek X(j; :) pøedstavuje pozorování hodnot j-té periody Sz

t

spolu s Tr

t

; C

t

a E

t

.

Sloupec X(:; k) pøedstavuje pozorování k-té hodnoty v ka¾dé periodì Sz

t

spolu s Tr

t

; C

t

a E

t

.

Nech» E = [e

j;k

] je analogicky zavedená matice chyb.

Hledaná slo¾ka Sz

t

je urèena hodnotami s := (s

1

; : : : ; s

d

) := (Sz

1

; : : : ; Sz

d

) jedné své periody, pøièem¾

platí pro �s :=

s

1

+���+s

d

d

:

�s =

�

0 v AM

1 v MM

(2.5.4)

Budeme hledat odhady bs

k

splòující (2.5.4).

2.5.2.1. Metoda malého trendu pro odhad Sz

t

(AM-NP, MM-NP).

Pøedpoklad:

Tr

t

+ C

t

, resp. Tr

t

C

t

je pøibli¾nì konstantní v ka¾dé periodì Sz

t

:

v AM: x

j;k

� s

k

� e

j;k

= Tr

t

+C

t

� m

j

v MM: x

j;k

=(s

k

e

j;k

) = Tr

t

C

t

� m

j

�

v j-té periodì, t = (j � 1)d+ k.

Algoritmus:

(1) bm

j

=

1

d

P

d

k=1

x

j;k

: : : odhad m

j

pro j = 1; : : : ;m.

(2) pro k = 1; : : : ; d spoèteme:

v AM: bs

k

=

1

m

P

m

j=1

(x

j;k

� bm

j

)

| {z }

� s

k

+e

j;k

v MM: bs

k

=

1

m

P

m

j=1

x

j;k

= bm

j

| {z }

� s

k

e

j;k

Odhady zøejmì splòují (2.5.4):
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v AM:

bs =

1

d

d

X

k=1

0

@

1

m

m

X

j=1

(x

j;k

� bm

j

)

1

A

=

1

m

m

X

j=1

0

B

B

B

B

@

1

d

d

X

k=1

x

j;k

| {z }

bm

j

�

1

d

d

X

k=1

bm

j

| {z }

bm

j

1

C

C

C

C

A

= 0

v MM:

bs =

1

d

d

X

k=1

0

@

1

m

m

X

j=1

x

j;k

bm

j

1

A

=

1

m

m

X

j=1

1

bm

j

1

d

d

X

k=1

x

j;k

| {z }

bm

j

| {z }

1

=

1

m

m = 1:

Dále pokraèujeme kroky v 2.5.2.3.

2.5.2.2. Metoda klouzavého prùmìru pro odhad Sz

t

(AM-NP, MM-NP).

Zavedeme vektor vah w = (w

1

; : : : ; w

2q+1

)

T

pro výpoèet obyèejného prùmìru takto:

w =

1

d

(1; 1; : : :; 1

| {z }

(2q+1)�

)

T

pro periodu liché délky d = 2q + 1;

w =

1

d

(1=2; 1; : : :; 1; 1=2

| {z }

(2q+1)�

)

T

pro periodu sudé délky d = 2q:

Spoètìme klouzavý prùmìr

bm

t

=

� P

q

�=�q

w

�

x

t+�

pro q + 1 � t � n� q;

x

t

pro 1 � t � q nebo n� q + 1 � t � n:

Jeliko¾ délka klouzavého prùmìru je rovna délce periody v sezónní slo¾ce, potlaèíme tímto prùmì-

rováním nejen chybovou komponentu e

t

, ale eliminujeme souèasnì i vlastní sezónní slo¾ku Sz

t

, nebo»

tato má v AM nulovou, resp. v MM jednotkovou, prùmìrnou hodnotu na ka¾dé své periodì.

V dal¹ím tedy mù¾eme vycházet z platnosti následujícího pøedpokladu:

Pøedpoklad:

v AM: x

t

� Sz

t

� e

t

= Tr

t

+ C

t

� bm

t

v MM: x

t

=(Sz

t

e

t

) = Tr

t

C

t

� bm

t

�

pro q + 1 � t � n� q.

Algoritmus:

(1) Spoèteme vektor klouzavých prùmìrù a pøerovnáme jej do matice m � d po periodách stejnì

jako x:

c
m = ( bm

1

; : : : ; bm

n

)

T

=: vec(

c

M

T

), kde

c

M =: [ bm

j;k

].

Pak X �

c

M v AM, resp. X:=

c

M = [x

j;k

= bm

j;k

] v MM, má následující strukturu s q nulami, resp.

jednièkami na zaèátku první periody a na konci poslední periody.

Pro d liché:

X �

c

M =

2

6

4

0 : : : 0 � � : : : �

.

.

.

.

.

.

� : : : � � 0 : : : 0

3

7

5

, resp. X:=

c

M =

2

6

4

1 : : : 1 � � : : : �

.

.

.

.

.

.

� : : : � � 1 : : : 1

3

7

5

:

Pro d sudé:

X �

c

M =

2

6

4

0 : : : 0 � : : : �

.

.

.

.

.

.

� : : : � 0 : : : 0

3

7

5

, resp. X:=

c

M =

2

6

4

1 : : : 1 � : : : �

.

.

.

.

.

.

� : : : � 1 : : : 1

3

7

5

.

(2) Pro k = 1; : : : ; d spoèteme:

v AM: es

k

=

1

m��

k

P

m

j=1

(x

j;k

� bm

j;k

)

| {z }

� s

k

+e

j;k

;

v MM: es

k

=

1

m��

k

[(

P

m

j=1

x

j;k

= bm

j;k

| {z }

� s

k

e

j;k

) � �

k

]:
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kde �

k

=

�

0 pro k =

d+1

2

(mù¾e nastat jen pro d liché, kdy k = q + 1)

1 jinak

:

(3) es =

1

d

P

d

k=1

es

k

.

(4) Provedeme vycentrování, aby platil vztah (2.5.4):

bs

k

= es

k

� es v AM, resp. bs

k

= es

k

=es v MM pro k = 1; : : : ; d.

Dále pokraèujeme opìt kroky v 2.5.2.3.

2.5.2.3. Separace Tr

t

a Sz

t

(AM, MM).

(5) Zperiodiènìní:

c

Sz

k+jd

= bs

k

pro k = 1; : : : ; d a j = 0; 1; : : : ;m� 1.

(6) Separace sezónní slo¾ky Sz

t

:

y

t

:= x

t

�

c

Sz

t

� Tr

t

+C

t

+ e

t

v AM, resp. y

t

:= x

t

=

c

Sz

t

� Tr

t

C

t

e

t

v MM pro t = 1; : : : ; n.

(7) V y

t

odhadujeme Tr

t

+ C

t

(resp. Tr

t

C

t

v MM po zlogaritmování) vhodnou metodou (napø.

z odst. 2.5.1). Mù¾eme také odhadnout jen trend napøíklad polo¾ením q = 0 v metodì 2.5.1.1

nebo u¾itím metod dále popsaných v odst. 2.5.3 a pak separovat cyklickou slo¾ku C

t

:

(8) Separace cyklické slo¾ky C

t

:

C

t

+ e

t

� y

t

�

c

Tr

t

v AM, resp. C

t

e

t

� y

t

=

c

Tr

t

v MM pro t = 1; : : : ; n.

(9) Analyzujeme periodické komponenty v C

t

+ e

t

(resp. zlogaritmované C

t

e

t

v MM) pomocí peri-

odogramu a testù periodicity z odst. 2.4. Ty budou nyní citlivìji detekovat harmonické kompo-

nenty cyklické slo¾ky, která ji¾ není ru¹ena pøítomností dal¹ích deterministických slo¾ek.

2.5.2.4. Eliminace Sz

t

diferencováním na vzdálenost d (AM).

Pøedpoklad:

x

t

= Sz

t

+m

t

+ e

t

, kde m

t

= Tr

t

+ C

t

a perioda C

t

je podstatnì del¹í ne¾ perioda Sz

t

.

Algoritmus:

(1) y

t

:= x

t

� x

t�d

= Sz

t

� Sz

t�d

| {z }

�0

+m

t

�m

t�d

| {z }

em

t

+ e

t

� e

t�d

| {z }

ee

t

; t = d+ 1; : : : ; n.

(2) Odhadujeme em

t

jako v 2.5.2.3(7){(9), kde ov¹em em

t

= m

t

� m

t�d

interpretujeme jako zmìny

oproti minulé sezónì.
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a) Rostoucí: � = 1; � = 1; 02 b) Klesající: � = 5; � = 0; 95

Obrázek 2.5.1. Exponenciální trend

2.5.3. Metody pro odhad trendu.

x = (x

1

; : : : ; x

n

)

T

: : : ekvidistantní pozorování náhodného procesu X = fX

t

jt 2Zg

e = (e

1

; : : : ; e

n

)

T

: : : pozorované chyby

t 2 f1; 2; : : : ; ng

Následují metody pro odhad rùstového trendu v ekonomických èasových øadách [2, str. 34{41].

2.5.3.7. Exponenciální trend (MM-P).

Model:

Tr

t

= ��

t

; �; � 2 R; � > 0; t = 1; 2; : : :; n:

Tento model je vhodný pro popis trendu s konstantním koe�cientem rùstu

Tr

t+2

� Tr

t+1

Tr

t+1

� Tr

t

=

��

t+2

� ��

t+1

��

t+1

� ��

t

= �;

kde pøi � > 0 dostáváme pro � > 1 rùst a pro 0 < � < 1 pokles (obr. 2.5.1). V pøípadì � < 0 je tomu

naopak.

Algoritmus:

Zlogaritmováním provedeme transformaci na aditivní model s lineárním trendem:

lnTr

t

= ln�+ t ln�; � = (ln �; ln�)

T

:

Odhad � spoèteme metodou lineární regrese dle odst. 2.5.1.1. Odlogaritmováním hodnot získaných

podle vztahù (2.5.1)-(2.5.3) pak dostaneme výsledky pro pùvodní model.

Kontrolní kritérium adekvátnosti tohoto modelu:

x

t+1

x

t

� �; resp. � lnx

t

= lnx

t+1

� lnx

t

� ln �:

Kontrolujeme tedy, zda tato velièina osciluje náhodnì kolem konstantní úrovnì.

2.5.3.8. Modi�kovaný exponenciální trend (AM-P).

Model:

Tr

t

= 
 + ��

t

; �; �; 
 2 R; � > 0; t = 1; 2; : : : ; n:

Jedná se o tøíparametrické zobecnìní pøedchozího modelu. Pou¾ívá se pøedev¹ím v pøípadì, kdy trend

má konstantní koe�cient rùstu, resp. poklesu a pøitom je shora, resp. zdola asymptoticky omezen.

Tehdy volíme 0 < � < 1, pøièem¾ 
 pak odpovídá asymptotické úrovni, ke které trend roste (� < 0),

resp. klesá (� > 0). Viz obr. 2.5.2.
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Klesajici modifikovany exponencialni trend

a) Rostoucí: � = �4; � = 0; 95; 
 = 5 b) Klesající: � = 4; � = 0; 95; 
 = 1

Obrázek 2.5.2. Modi�kovaný exponenciální trend

Algoritmus:

� Soubor pozorování x rozdìlíme na stejnì velké tøetiny délky m (pokud n 6= 3m, vynecháme ze

zaèátku øady nmod3 pozorovaných hodnot).

� Pozorování v jednotlivých tøetinách seèteme. U¾itím vzorce pro souèet m èlenù geometrické øady

S :=

P

m

t=1

�

t

= �(�

m

� 1)=(� � 1) pak obdr¾íme tøi rovnice o tøech neznámých �; �; 
:

�

1

:=

P

m

t=1

x

t

�

P

m

t=1

Tr

t

= m
 + �S

�

2

:=

P

2m

t=m+1

x

t

�

P

2m

t=m+1

Tr

t

= m
 + ��

m

S

�

3

:=

P

3m

t=2m+1

x

t

�

P

3m

t=2m+1

Tr

t

= m
 + ��

2m

S:

� Systém rovnic vyøe¹íme postupnou eliminací jednotlivých neznámých:

�

3

��

2

= ��

m

S(�

m

� 1)

�

2

��

1

= �S(�

m

� 1)

�

) �

m

=

�

3

��

2

�

2

��

1

:

Pak

�

2

��

1

= �S(�

m

� 1) ) � =

�

2

� �

1

S(�

m

� 1)

a �

1

= m
 + �S ) 
 =

�

1

� �S

m

:

� Obdr¾eli jsme tak pøibli¾né vztahy pro výpoèet neznámých parametrù �; �; 
:

b

� =

�

�

3

� �

2

�

2

� �

1

�

1

m

b

S =

b

�

b

�

m

� 1

b

� � 1

b� =

�

2

� �

1

b

S(

b

�

m

� 1)

b
 =

�

1

� b�

b

S

m

:

Kontrolní kritérium adekvátnosti tohoto modelu:

�Tr

t+1

�Tr

t

=


 + ��

t+2

� (
 + ��

t+1

)


 + ��

t+1

� (
 + ��

t

)

=

��

t+1

(� � 1)

��

t

(� � 1)

= �:

Kontrolujeme tedy, zda velièina �x

t+1

=�x

t

= (x

t+2

� x

t+1

)=(x

t+1

� x

t

) osciluje náhodnì kolem

konstantní úrovnì.
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2.5.3.9. Logistický trend (AM-P).

Model:

Tr

t

=




1 + ��

t

; �; �; 
 2 R; � > 0; 
 > 0; t = 1; 2; : : :; n:

Tento model dále roz¹iøuje mo¾nosti modi�kovaného exponenciálního trendu, nebo» má in
exní bod

v t = � ln�= ln�, který zachycuje zmìnu akcelerace rùstu (obr. 2.5.3).

Toto tvrzení nyní ovìøíme:

Tr

0

t

= �


�(ln �)�

t

(1 + ��

t

)

2

= �(ln�)Tr

t

��

t

1 + ��

t

= �

ln �




Tr

t

(
 � Tr

t

);

kde jsme pou¾ili 
 �Tr

t

= 
 �




1+��

t

=

��

t




1+��

t

. Oba èleny Tr

t

a 
 � Tr

t

pùsobí proti sobì a pøíslu¹ný

lokální extrém odpovídající in
exnímu bodu nalezneme øe¹ením rovnice Tr

00

t

= 0:

0 = Tr

00

t

= �

ln �




[Tr

0

t

(
 � Tr

t

)� Tr

t

Tr

0

t

] = �

ln �




Tr

0

t

(
 � 2Tr

t

)

, 
 = 2Tr

t

=

2


1+��

t

, 1 + ��

t

= 2 , ��

t

= 1 , ln�+ t ln � = 0 , t = �

ln �

ln �

:

Algoritmus:

� Transformace èasové øady: z

t

=

�x

t

x

t

, kde �x

t

= x

t+1

� x

t

.

Oznaèíme-li y

t

:= Tr

t

, pak �y

t

� Tr

0

t

= �

ln �




y

t

(
 � y

t

) a tedy

�y

t

y

t

� � ln � +

ln �




y

t

:

Proto¾e x

t

= y

t

+ e

t

)

1

x

t

=

1

y

t

+ e

(1)

t

a �x

t

= �y

t

+�e

t

, dostáváme

z

t

=

�x

t

x

t

=

�y

t

y

t

+�y

t

e

(1)

t

+�e

t

1

y

t

+�e

t

e

(1)

t

| {z }

e

(2)

t

= � ln � +

ln �




(x

t

� e

t

) + e

(2)

t

= � ln � +

ln �




x

t

+ e

(3)

t

; kde e

(3)

t

= e

(2)

t

�

ln �




e

t

:

� Odhad parametrù � a 
:

Parametry odhadneme v lineárním modelu

z

t

=

2

6

4

�1 x

1

.

.

.

.

.

.

�1 x

n

3

7

5

�

�

1

�

2

�

+ e

(3)

t

; kde �

1

:= ln�; �

2

=

ln�




=

�

1




:

Pak

b

� = e

b

�

1

a b
 =

b

�

1

b

�

2

.

� Odhad parametru �:

Odhad b� nalezneme z x

t

� 
=(1 + ��

t

), odkud

��

t

�




x

t

� 1 , ln�+ t ln� � ln

�




x

t

� 1

�

:

Chybu této aproximace potlaèíme zprùmìrováním pro t = 1; 2; : : :; n:

1

n

n

X

t=1

(ln�+ t ln�) = ln�+

1

n

(ln �)

n(n + 1)

2

:

=

1

n

n

X

t=1

ln(




x

t

� 1):

Odtud po dosazení odhadù

b

�

1

= ln

b

� a b
 =

b

�

1

b

�

2

dostáváme výsledný odhad pro ln b�:

ln b� = �

(n+ 1)

b

�

1

2

+

1

n

n

X

t=1

ln

 

b

�

1

b

�

2

x

t

� 1

!

: : : tzv. Rhodesùv vztah:

Tedy pak b� = e

ln b�

.

Kontrolní kritérium adekvátnosti tohoto modelu:

Køivka 1. diferencí x

t+1

� x

t

� Tr

0

t

osciluje kolem køivky podobné normální hustotì (obr. 2.5.3b)).

Navíc 1=Tr

t

se zøejmì chová jako modi�kovaný exponenciální trend, tak¾e kontrolujeme, zda

�

1

x

t+2

�

1

x

t+1

�

=

�

1

x

t+1

�

1

x

t

�

osciluje kolem konstantní hodnoty.
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Obrázek 2.5.3. Logistický trend: � = 4; � = 0; 95; 
 = 5
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a) Gompertzova køivka b) Derivace Gompertzovy køivky

Obrázek 2.5.4. Logistický trend: � = � ln 160; � = 0; 95; 
 = ln 160

2.5.3.10. Gompertzova køivka (MM-P).

Model:

Tr

t

= e


+��

t

; �; �; 
 2 R; � > 0; t = 1; 2; : : : ; n:

Má podobné vlastnosti jako logistický trend, tj. opìt je mo¾no modelovat in
exi | tentokrát pro

� < �1 v bodì t = � ln(��)= ln �. V tomto pøípadì v¹ak 1. derivace Tr

0

t

není symetrická kolem bodu

in
exe, ale je ze¹ikmena doleva (obr. 2.5.4).

Algoritmus:

Zlogaritmováním pøevedeme úlohu na modi�kovaný exponenciální trend.

Kontrolní kritérium adekvátnosti tohoto modelu:

lnTr

t

se chová jako modi�kovaný exponenciální trend, tak¾e staèí kontrolovat, zda

(lnx

t+2

� lnx

t+1

)=(lnx

t+1

� lnx

t

)

osciluje kolem konstantní hodnoty.
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Vìta 4.18 (Durbin-Levinsonùv algoritmus pro rekurentní výpoèet �

n

).

Nech» X = fX

t

j t 2Zg je stacionární náhodný proces s nulovou støední hodnotou �

X

= 0 a autoko-

varianèní funkcí 


X

(h)! 0 pro h!1. Jestli¾e

b

X

n+1

= �

n;1

X

n

+ � � �+ �

n;n

X

1

je nejlep¹í lineární

predikce jako ve 4.10, pak pro koe�cienty �

n;j

a støední kvadratickou chybu v

n

= EjX

n+1

�

b

X

n+1

j

2

platí následující rekurentní vztahy.

Poèáteèní krok pro n = 0:

v

0

= 


X

(0): (4.4a)

Rekurentní krok pro n > 0:

�

n;n

=

�




X

(n)�

=0 pro n=1

z }| {

n�1

X

j=1

�

n�1;j




X

(n� j)

�

v

�1

n�1

; (4.4b)

v

n

= v

n�1

(1� j�

n;n

j

2

); (4.4c)

2

6

6

6

4

�

n;1

�

n;2

.

.

.

�

n;n�1

3

7

7

7

5

=

2

6

6

6

4

�

n�1;1

�

n�1;2

.

.

.

�

n�1;n�1

3

7

7

7

5

� �

n;n

2

6

6

6

4

�

n�1;n�1

�

n�1;n�2

.

.

.

�

n�1;1

3

7

7

7

5

pro n > 1: (4.4d)

Dùkaz. Viz [1, str. 162].

De�nice 4.19 (ARMA proces).

Stochastický proces X = fX

t

j t 2Zg se nazývá ARMA procesem øádu p; q (0 � p; q <1), pí¹eme

X s ARMA(p; q), jestli¾e

X

t

= �

1

X

t�1

+ �

2

X

t�2

+ � � �+ �

p

X

t�p

| {z }

Autoregresní èást (AR)

+Z

t

+ �

1

Z

t�1

+ �

2

Z

t�2

+ � � �+�

q

Z

t�q

| {z }

Èást klouzavých souètù (MA=Moving Average)

; (4.5a)

kde Z := fZ

t

j t 2Zg s WN (0; �

2

) a �

p

6= 0; �

q

6= 0; � 6= 0. Pøepí¹eme-li (4.5a) do ekvivalentního

tvaru

X

t

��

1

X

t�1

��

2

X

t�2

� � � � ��

p

X

t�p

= Z

t

+�

1

Z

t�1

+�

2

Z

t�2

+ � � �+ �

q

Z

t�q

; (4.5b)

lze pou¾ít té¾ zkrácený zápis

�(B)X

t

= �(B)Z

t

nebo �(z)X(z) = �(z)Z(z); (4.5c)

kde pøi �

0

= �

0

= 1

�(z) = 1��

1

z � � � � � �

p

z

p

; �(z) = 1 + �

1

z + � � �+ �

q

z

q

; z 2 C :

Poznámka 4.20. V pøedchozí de�nici bez újmy na obecnosti pøedpokládáme �

0

= 1, nebo» v opaèném

pøípadì staèí nahradit bílý ¹um fZ

t

g sWN (0; �

2

) ¹umem f�

0

Z

t

g sWN (0; (�

0

�)

2

).

Poznámka 4.21 (Speciální pøípady).

a) Autoregresní proces (AR proces):

X s AR(p) = ARMA(p; 0) : �(B)X

t

= Z

t

, nebo» �(z) � 1.

Tedy

X

t

= �

1

X

t�1

+�

2

X

t�2

+ � � �+�

p

X

t�p

+ Z

t

: (4.5d)

V tomto pøípadì pøipou¹tíme i p =1 za pøedpokladu, ¾e � := f�

j

g

1

j=1

2 `

1

.

b) Proces klouzavých souètù (MA proces):

X sMA(q) = ARMA(0; q) : X

t

= �(B)Z

t

, nebo» �(z) � 1.

Tedy

X

t

= Z

t

+ �

1

Z

t�1

+ �

2

Z

t�2

+ � � �+ �

q

Z

t�q

: (4.5e)

V tomto pøípadì pøipou¹tíme i q =1 za pøedpokladu, ¾e � := f�

j

g

1

j=1

2 `

1

.
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c) Bílý ¹um (jediný proces, který je souèasnì AR i MA procesem):

X s ARMA(0; 0) = AR(0) =MA(0) =WN (0; �

2

) : X

t

= Z

t

.

d) Smí¹ený ARMA proces:

X s ARMA(p; q); 0 < p; q <1: Netriviální smìs autoregrese a klouzavých souètù.

De�nice 4.22. Buï X = fX

t

j t 2 Zg; X s ARMA(p; q). X se nazývá kauzální ARMA proces,

jestli¾e existuje  = f 

j

g

1

j=0

;

P

1

j=0

j 

j

j <1 (tj.  2 `

1

) tak, ¾e

X

t

=

1

X

j=0

 

j

Z

t�j

(zkrácenì X

t

=  (B)Z

t

); t 2Z: (4.6a)

X se nazývá invertibilní ARMA proces, jestli¾e existuje � = f�

j

g

1

j=0

;

P

1

j=0

j 

j

j <1 (tj. � 2 `

1

)

tak, ¾e

1

X

j=0

�

j

X

t�j

= Z

t

(zkrácenì �(B)X

t

= Z

t

); t 2Z: (4.6b)

Poznámka 4.23.

Tedy kauzalita znamená, ¾e ARMA proces X je kauzálním lineárním procesem, který lze generovat

bílým ¹umem fZ

t

g, neboli X s MA(1).

Podobnì invertibilita znamená, ¾e bílý ¹um fZ

t

g je kauzálním lineárnímprocesem, který je generován

ARMA procesem X, co¾ je ekvivalentní s X s AR(1).

Vý¹e jsme pou¾ili také skuteènost, ¾e  

0

= �

0

= 1 (viz dále odst. 4.32, který se týká výpoètu kauzální,

resp. invertibilní reprezentace).

Vìta 4.24 (Autokovarianèní funkce MA procesu).

fX

t

g s MA(q); q � 1 je stacionární náhodný proces s nulovou støední hodnotou �

X

= 0 a autoko-

varianèní funkcí




X

(h) = �

2

q

X

k=0

�

h+k

�

k

pro h � 0: (4.7a)

Speciálnì pro q <1 je




X

(h) =

(

�

2

P

q�h

k=0

�

h+k

�

k

pro 0 � h � q

0 pro h > q

(4.7b)

a zejména 


X

(q) = �

2

�

q

6= 0, nebo» �

0

= 1.

Dùkaz. Podle 4.4 je fX

t

g stacionární a platí

�

X

= �

Z

q

X

j=0

�

j

= 0; nebo» �

Z

= 0:




X

(h) =

q

X

j;k=0

�

j

�

k




Z

(h � j + k); kde 


Z

(h) =

(

�

2

pro h = 0

0 pro h 6= 0

:

V sumì zùstanou nenulové èleny jen pro h� j + k = 0, tj. pro j = h+ k, kdy tedy dostáváme (4.7a)




X

(h) =

q

X

k=0

�

h+k

�

k




Z

(0)

| {z }

�

2

:

Pokud je q < 1, pak �

h+k

= 0 pro h + k > q, tj. pro k > q � h, tak¾e (4.7a) lze psát ve tvaru

(4.7b).
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Dùsledek 4.25.

�

2

X

= 


X

(0) = �

2

q

X

k=0

j�

k

j

2

:

�

2

X

= �

2

(1 + j�

1

j

2

+ j�

2

j

2

+ � � �+ +j�

q

j

2

) pro q <1:

(4.8a)

�

X

(h) =

P

q�h

k=0

�

h+k

�

k

P

q

k=0

j�

k

j

2

pro h � 0: (4.8b)

Vìta 4.26 (Parciální autokorelaèní funkce kauzálního AR procesu).

Nech» fX

t

g s AR(p); p < 1 je kauzální AR proces. Pak fX

t

g je stacionární s nulovou støední

hodnotou �

X

= 0 a parciální autokorelaèní funkcí �

X

, pro ni¾ �

X

(p) = �

p

6= 0 a �

X

(h) = 0 pro

h > p.

Dùkaz. S uvá¾ením 4.23 je v dùsledku kauzality fX

t

g s MA(1) a tedy stacionární s nulovou støední

hodnotou podle 4.24. Podle (4.6a) je X

t

=

P

1

j=0

 

j

Z

t�j

a tedy X

t

2 L(Z

t

; Z

t�1

; : : : ) =: L

t

(uzávìr

lineárního podprostoru v L

2

(
;A; P ) generovaného náhodnými velièinami Z

u

; u � t). Polo¾íme-li

�

j

= 0 pro j > p, mù¾eme dle (4.5d) pro ka¾dé n � p psát

X

t

=

n

X

j=1

�

j

X

t�j

| {z }

2L

t�1

+Z

t

:

Velièiny Z

t

jsou nekorelované, tak¾e Z

t

? Z

u

pro t 6= u. Zejména Z

t

? Z

u

pro u < t a tedy

Z

t

? L

t�1

s vyu¾itím spojitosti skalárního souèinu v L

2

(
;A; P ). Podle vìty o ortogonální projekci je

b

X

t

=

P

n

j=1

�

j

X

t�j

jednoznaènì urèená nejlep¹í lineární predikce X

t

pomocí velièin X

t�1

; : : : ; X

t�n

pro ka¾dé n � p. Podle vìty 4.13 pak �(p) = �

p

a �(n) = �

n

= 0 pro n > p.

Na obrázcích 4.1, 4.2 a 4.3 jsou typické prùbìhy odhadnuté autokorelaèní a parciální autokorelaèní

funkce simulovaných procesù po øadì AR(2); MA(2) a ARMA(2; 2). Èárkovaný pás udává interval

spolehlivosti 95% pro nulovou hodnotu. Vidíme, ¾e v pøípadì procesu AR(2) na obr. 4.1, resp. MA(2)

na obr. 4.2 skuteènì �

X

(h) � 0, resp. �

X

(h) � 0 pro h > 2 v souladu s vìtami 4.26, resp. 4.24.

V ostatních pøípadech obálka �

X

(h), resp. �

X

(h) (v pøípadì ARMA(2; 2) na obr. 4.3 dokonce obou)

vykazuje exponenciálnì klesající, pøípadnì navíc i oscilatorický, prùbìh. Dá se toti¾ ukázat, ¾e �

X

i

�

X

jsou v tìchto pøípadech lineární kombinací klesajících geometrických posloupností a kosinusovek

s geometricky klesající amplitudou.
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Pozorování procesu, n = 500
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Obrázek 4.1. Proces AR(2) : � = [0:5; 0:2]; �

2

= 2:25.
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Pozorování procesu, n = 500
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Obrázek 4.2. Proces MA(2) : � = [�0:5;�0:2]; �

2

= 2:25.
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Pozorování procesu, n = 500
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Obrázek 4.3. Proces ARMA(2; 2) : � = [0:5; 0:2]; � = [�0:6; 0:3]; �

2

= 2:25.
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5.2.3. Postup hledání SARIMA modelu pro pozorovanou èasovou øadu.

1. Odstranìní pøípadné heteroskedasticity

Viz 5.1.3/1.

2. Urèení sezónní periody s

Za s zvolíme spoleènou periodu nejvíce dominantních periodických slo¾ek, neboli nejmen¹í spoleèný

násobek jejich period. Dominantní periodické slo¾ky nejsnáze identi�kujeme z periodogramu. Pokud

spoleèná perioda vychází pøíli¹ dlouhá, volíme za s periodu dominantní slo¾ky s nejvìt¹ím poètem

jejích harmonických komponent indikovaných v periodogramu jako významných, tj. jejich frekvence

jsou (alespoò pøibli¾nì) celoèíselnými násobky frekvence této dominantní slo¾ky. Je pøitom tøeba dávat

pozor, aby byl periodogram spoèten z vhodnì zkrácené èasové øady, tak aby v ní byl obsa¾en celý

poèet period délky s.

Periodu s výraznì dominantní periodické slo¾ky lze zpravidla dosti pøesnì odeèíst i jako periodu

oscilací v odhadnuté autokorelaèní funkci b�

X

(�).

3. Urèení øádù diferencování d a D

(a) Analogicky jako v 5.1.3/2(a) se sna¾íme zvolit nejmen¹í d a D tak, aby diferencovaná øada

�

d

�

D

s

X

t

se jevila jako stacionární. V praxi je zpravidla 0 � d;D � 1. Zejména pøípad D >

1 je velmi málo pravdìpodobný, nebo» odpovídá promìnlivému kolísání sezónních amplitud,

které v¹ak bývá vìt¹inou spojeno s obdobnì promìnným rozptylem. Jeho odstranìní vhodnou

transformací ad 1 pak obvykle odstraní i kolísání v amplitudách (viz soubor airpass.m).

(b) Zkoumáme chování odhadnuté autokorelaèní funkce b�

W

(�) diferencované øady. Pokud je¹tì vy-

kazuje oscilace s periodou s (lze samozøejmì citlivìji ovìøit opìt z periodogramu diferencované

øady), pak je tøeba øád D je¹tì zvý¹it (oscilace s jinou periodou svìdèí pro pou¾ití zobecnìného

SARIMA modelu popsaného v 5.2.5). Pokud b�

W

(h) klesá pro h = 1; 2; : : :;

s

2

pomalu (lineárnì)

a nikoliv exponenciálnì, pak je tøeba je¹tì zvìt¹it øád d.

(c) Analogicky jako v 5.1.3(c) hledáme diferencovanou øadu s nejmen¹ím rozptylem.

4. Urèení øádù P , Q, p, q

(a) rozborem autokorelaèní a parciální autokorelaèní funkce b�

W

(�) a b�

W

(�)

Dle 4.34musí pro h = 1; 2; 3; : : : prùbìh b�

W

(hs) a b�

W

(hs) korespondovat s modelemARMA(P;Q)

a pro h = 1; 2; : : : ; s� 1 s modelem ARMA(p; q).

Zpravidla se pou¾ívají modely typu SARIMA(0; d; q; 0; D;Q; s) nebo SARIMA(p; d; 0; P;D; 0; s).

Naopak modely SARIMA(0; d; q; P;D; 0; s) nebo SARIMA(p; d; 0; 0; D;Q; s) se nedoporuèují, ne-

bo» obvykle vedou k vysokým øádùm a tedy k velkému poètu parametrù. Identi�kace obecných

modelù SARIMA(p; d; q; P;D;Q; s) bývá vìt¹inou dosti obtí¾ná.

(b) u¾itím ztrátové funkce (viz 4.36/4)

1

�

Nejprve urèíme P;Q :

(5.2b))W s SARIMA(p; 0; q; P; 0;Q; s)

(5:3a)

) W

(k)

s ARMA(P;Q),

e

�(B)W

(k)

t

=

e

�(B)E

(k)

t

pro k = 1; 2; : : : ; s. Pak P , Q nalezneme dle minima ztrátové funkce pro

1

s

P

s

k=1

W

(k)

t

, pøí-

padnì mù¾eme spoèíst optimální P

k

, Q

k

pro ka¾dý parciální proces W

(k)

a za P , Q vybrat

dvojici, která se nejèastìji vyskytuje mezi v¹emi dvojicemi P

k

, Q

k

.

2

�

Pak urèíme p; q :

Minimalizujeme ztrátovou funkci pro W s SARIMA(p; 0; q; P; 0;Q; s), kde P , Q jsou ji¾

pevné a p, q vybíráme z dvojic ve vhodném rozmezí p = 0; 1; : : :; p

max

a q = 0; 1; : : :; q

max

.

Pokud je P = 0 (resp. Q = 0), volíme vìt¹inou nejprve 0 = p = p

max

(resp. 0 = q = q

max

)

pevnì.

5. Odhad parametrù modelu a jeho veri�kace

V zásadì postupujeme jako ve 4.36/5{7.
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5.2.4. Konstrukce predikcí v SARIMA modelu.

Pøímý postup zpìtného integrování analogický k 5.1.4 je algoritmicky komplikovaný vzhledem k se-

zónnímu diferencování �

s

.

U¾ijeme proto jiný pøístup:

V zásadì lze toti¾ postupovat jako ve 4.36/7(4), nebo» z hlediska predikcí se fX

t

g øídí ARMAmodelem

b

�

�

(B)X

t

=

b

�

�

(B)Z

t

(viz 5.2.2(1)), pøièem¾ koe�cienty

b

�

�

j

a

b

�

�

j

urèíme ze souèinù polynomù

b

�

�

(z) =

b

�(z)

b

e

�(z

s

)(1� z)

d

(1� z

s

)

D

a

b

�

�

(z) =

b

�(z)

b

e

�(z

s

);

kde

b

�(z),

b

e

�(z),

b

�(z) a

b

e

�(z) jsou známé polynomy, jejich¾ koe�cienty jsou dány odhadnutými para-

metry v SARIMA modelu:

b

�,

b

e

�,

b

� a

b

e

�.

V praxi diferencovaná øada fW

t

g nemusí mít nulovou støední hodnotu �

W

(viz 5.1.2(2)). Pak

v (5.2b) je nutno dosadit W

t

� �

W

místo W

t

:

e

�

�

(B)(W

t

� �

W

) = �

�

(B)Z

t

,

e

�

�

(B)W

t

� (1�

e

�

�

1

� � � � �

e

�

�

p+Ps

)�

W

| {z }

c

= �

�

(B)Z

t

,

,

e

�

�

(B)W

t

= c +�

�

(B)Z

t

, �

�

(B)X

t

= c +�

�

(B)Z

t

:

Pak

b

X

(1)

t

=

b

�

�

1

X

t�1

+ � � �+

b

�

�

p

�

X

t�p

�

+

b

�

�

1

Z

t�1

+ � � �+

b

�

�

q

�

Z

t�q

�

+ c

je pøíslu¹ný vztah pro 1-krokovou predikci analogický k 4.36/7(4), av¹ak navíc s aditivním korekèním

èlenem c. Pro predikce

c

W

(1)

t

v diferencované èasové øadì staèí pouze místo

b

�

�

u¾ít

b

e

�

�

.

Závìrem poznamenejme, ¾e pro výpoèet �

�

,

e

�

�

, �

�

a c lze vyu¾ít procedury ARMApar:

[�

�

;�

�

; c;

e

�

�

] = ARMApar([p; d; q; P;D;Q; s];f�;

e

�;�;

e

�g; �

W

).

Vlastní predikce

b

X

(1)

t

pak spoèteme jako c+armasim(x;

b

�

�

;

b

�

�

;x0; z0).
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