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ABSTRAKT. Teorie “waveletid” je pomérné novou disciplinou aplikované matematiky
s pocatky sahajicimi do let 1982-1984. V posledni dobé enormné vzrusta zajem o tuto
metodu a to zejména vzhledem k neustéle se rozsifujicimu poli moznych aplikaci. V
piispévku bude struc¢né vylozena hlavni myslenka s dirazem na pouziti predevsim pii
casové-frekvencni analyze dat a s ni spojené zobecnéné filtrace. Vse bude pojednano
v kontextu s klasickym fourierovskym pfistupem. Demonstracni ukazky prevzaté z
literatury ozfejmi chovani této metody v nékterych typickych tlohédch zpracovani
dat.

1. Uvop

Teorie wavelett je moderni disciplinou aplikované matematiky s mnoha aplikacemi
predevsim v oblasti zpracovani a analyzy dat, komprese obrazu, v numerické mate-
matice (izkd souvislost s aproximaci splajny) aj. Je povaZovana za zasttesujici teorii
asi Sestnacti oblasti, které se predtim rozvijely oddélené a zasahuji nejen do matema-
tiky, ale i do matematické fyziky a technickych véd (predevsim zpracovani signali).
O mohutném soucasném zajmu o tento obor svédci nejen velké mnozstvi monografii
vydanych na toto téma v posledni dobé [2, 4, 5, 7, 8, 12], ale také exponencialni rtist
¢asopiseckych ¢lanki. V prehledu waveletové literatury [11] je k roku 1993 zachyceno
takrka 1000 polozek.

Cilem tohoto prispévku je podat strucny tivod do teorie waveletil a naznacit typické
moznosti jejtho uziti. Vyklad postupuje od elementarnich matematickych pojmu (odst.
2 a 3) pres klasickou Fourierovu analyzu (odst. 4) az k waveletum a jejich pouZiti
predevdim pii Casové-frekvenéni analyze dat a filtraci (odst. 5 a 6). V zavéru pak
nasleduji ukazky nékterych aplikaci a informace o existujicim software.

Oznacent.

N ... mnozina vSech prirozenych ¢isel
Z ... mnozina vsech celych ¢isel

R ... mnoZina vSech realnych ¢isel

C ... mnozina vsech komplexnich ¢isel
T

. symbol pro transpozici matice.

2. KONECNE DIMENZIONALN{ VEKTOROVE PROSTORY

Uvazujme mnozinu C" vsech usporadanych n-tic komplexnich ¢isel (n € N). Kazdy
prvek & € C" tedy muzeme reprezentovat jako komplexni vektor (matici n x 1), tj.
T
= (21,22,...,2,) .
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Tato mnozZina ma zfejmé tyto vlastnosti:

(1) Soucet libovolnych vektorii z C"* patii do C", pticemz 0 = (0,0, ...,0)T je nulovy
vektor vzhledem ke sc¢itani a ke kazdému vektoru @ € C" zde existuje opacny
vektor —@ 1 komplexné sdruzeny vektor @

(2) S kazdymi dvéma vektory @,y € C" patii do C" i jejich soucin definovany po

slozkéch, € oy = (21y1, T2¥2, - - -, Ta¥n) !, nazyvany téz Kroneckertv souéin.

Specialnim prfipadem je nasobeni vektoru skalarem ¢ € C, kdy piseme cx =
T

(cay,cxe, ... cay) .

(3) Predpisem (@, y) = > 1, x;y; je definovana binarni funkce (-,+) : C" x C" — C
nazyvana skalarni soucin vektoru.
Snadno pro ni ovérime nasledujici vlastnosti:
(1) (21 +20,y) = (21, ) + (22,9)
(i1) (ce,y) =c(e,y) prokaidéce C
(iii) (y.) = (e.y)
(iv) |

x,x) > 0, pficemz (x,z) =0 & & = 0.

Potom ¢islo ||| = +/(x, @) \/|:1;1| T R e P

je Euklidovska norma udavajici velikost vektoru .

Diusledkem vlastnosti (¢) — (¢v) je tzv. Schwarzova nerovnost

(v) [z, )] < ]yl
pricemz rovnost nastane pravé kdyz jeden z vektort je skalarnim
nasobkem druhého.

Piiklad 2.1. Vezméme realné vektory @,y € C? (tj. prvky Euklidovské roviny). Ziej-
mé @ = 2] (cos &, sin )T a.y = |lyl|(cos . sinn)". takze (2. ) = e]lyl(cos & cosn +
sin¢sinn) = ||&||||y||cos(n — &), kde n — £ je Ghel, ktery oba vektory sviraji. To vede k
nasledujici obecné definici.

Definice 2.2. Vektory @,y € C" se nazyvaji ortogonalni (piseme & L y), jestlize
(z,y) = 0. PodmnoZina F C C" se nazyva ortogonalni systém v C”, jestliZe neobsa-
huje nulovy vektor a pro kazdé e,e’ € F, e # €' jee L e€'. F se nazyva ortonormalni,
jestliZe navic plati |le|| = 1 pro kazdé e € E.

Skalarni soucin (@, y) tedy predstavuje jakousi miru linedrni vazby mezi vektory
x a y, ktera se pohybuje mezi dvéma extrémy: zadna vazba=ortogonalita, plna vaz-
ba=linearni zavislost.

Protoze C" je uzaviena vzhledem k seéitani a nasobeni skalarem (viz (1) a (2)),
tvori tzv. vektorovy prostor. Kazdou jeho podmnozinu L C C" s tymiZ vlastnostmi
nazyvame vektorovym (linearnim) podprostorem v C".

Je-li G CC" pak L=L(G)={ecC" |e=3",4g,, meN, g, € G proi =
1,2,...,m} je ziejmé nejmensi linearni podprostor obsahujici G, G' nazyvame jeho
mnozinou generatoru nebo fikdme, Ze je generovan mnozinou . Minimalni pod-
mnoziné generujici L se fikda baze podprostoru L. Da se ukazat, Ze pokud existuje
alespon jedna konec¢nd baze, pak jsou konecné i vSechny ostatni a maji tyz pocet prvku
nazyvany dimenzi podprostoru L.

PodmnoZina M C C" se nazyva linearné nezavisla, jestlize zadny jeji prvek neni
linearni kombinaci ostatnich.

Ztejmé plati nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.3. (G je baze podprostoru L & G je maximdlni nezdvislow podmnoZinou v

L.

Tvrzeni 2.4. KaZdd ortogondlni podmnozZina £ C C" je linedrné nezavisld.
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Dikaz. e = Y Eei; e,e; € E e; # e pro kazdé ¢ = 1,2,...,m neni mozné, nebot
0# (e,e) =il Ci{eie) =0. O
Diisledek 2.5. £ = {ej,e,,...,e,}, kde e, = (1,0,...,0)T,e5 = (0,1,...,0)7,...

cye, = (0,0,...,1)T je ortonormdlni bdze celého prostoru C*, ktery md tedy dimenzi
n.

Diikaz. E je ziejmé ortonormalni podle (3) a tedy nezavisla v C", a to dokonce maxi-
malni takova, nebot & = "7 | x;e; plati pro kazdé ® € C". O

) n n (2)_(“2) n - n v
Disledek 2.6. (z,y) = (i, xiei,ijl yie;) = Zi,jzl riyi(ei, e;) = 2imy Tilfi.

Posledni dusledek nefika nic jiného, nez ze predpis (3) predstavuje jedinou moznou
definici skalarniho souc¢inu na C" s vlastnostmi (¢) — (¢v), ktera je soucasné invariantni
na volbé ortonormalni baze ((x,y) zustava stejné, i kdyz souradnice x; a y; vektora @
a y se v jiné ortonormalni bazi zméni).

Véta 2.7. Je-li = {ey,ea,...,e,} néjakd ortonormalni baze v C" a
r=ux1e1+ -+ a,e,, pak Ty = <£13,€Z'>,
(0),6)

Diikaz. <£13,62'> = <Z?:1 :L'jej,ei> 2?21 l’j<6]',62'> = $i<6i,6i> =x;. [

3. NEKONECNE DIMENZIONALNI FUNKCIONALN{ PROSTOR Lo(J)

Definice 3.1. Necht J je néjaky interval realnych éisel (ohraniceny nebo neohranice-
ny). Potom oznac¢ime jako L3(J) mnoZinu vsech funkei x : I — C, které jsou na J
méfitelné a integrovatelné v kvadratu, tj. [y |« (¢)|* dt < co. Funkce, které se 1igi pouze
na mnoziné miry 0 pritom povazujeme za totozné.

Na funkce z L3(J) muZeme pohliZet jako na vektory s nekoneéné mnoha slozkami
(pro kazdé t € J predstavuje hodnota x(t) ptislusnou slozku). Ukazuje se, Ze Lo(J)
méa pak zcela analogické vlastnosti jako C", jestlize diskrétni sumu >°" ; nahradime

integralni sumou [;. Zejména definujeme (x,y) = [yx(t)y(t)dt a ||z|| =/ [5 |z (t)|? dt.
Existence a konecnost tohoto integralu ihned plyne z této nerovnosti:

gl = (le[ + lgD)* = (2l = [gD)* < (el + 151" + (][ = [5)* = 2(]«[* + [5]°)
Pak totiz [y [«(1)y ()| dt < 5(f52()[*dt + fy [y(1)]* dt) < oo, nebot |y| = |g].
Soucasné jsme ukazali (pfi volbé y misto y), Ze pro kazdé x,y € Ly(J) rovnéz soucin
xy € Ly(J) — viz analogii s @ o y ve (2) odst. 2.
Pak také snadno vidime, Ze v +y € L(J), nebot |z + y|* < (2] + |y|)* = |z|* +
2ley| + [yl* = Jy [e(t) + y(1)]* df < oo.
Takto jsme ovérili vSechny netrivialni vlastnosti (1)—(3) z odst. 2.

Prostor Ly(J) ovsem nema konecnou dimenzi. Pro kazdé n € N totiz snadno zkonst-
ruujeme n-prvkovy ortogonalni (a tedy linearné nezavisly) systém tak, Ze v J vybereme
n koneénych disjunktnich subintervalu a ke kazdému z nich pfiradime funkci, ktera je
na ném rovna napt. jedné a na zbytku J nulova.

Ve funkcionalni analyze se dokazuje nasledujici véta.
Véta 3.2. Kazdy ortogondlni systém £ C Ly(J) je nejuyse spocetny, tj. jeho proky se
daji ocislovat prirozenymi ¢isly.
Definice 3.3. F C Ly(J) se nazyva Gplny ortogondlni systém, jestlize neexistuje

jeho vlastni ortogonalni nadmnozina (analogie ortogonalni baze pro koneéné dimenzio-
nalni vektorové prostory).
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Véta 3.4. Nechl E C Ly(J). Pak ndsledujict vijroky jsou ekvivalentni:

(1) E={e1,eq,...} je dplny ortonormdlni systém v Ly(J)

(2) L(F) je husty v Ly(J) neboli pro libovolnou funkei x € Ly(J) existuji xy, x9,- -+ €
L(E) tak, Ze ||x —x,|| = 0 pron — oo (4. [y |x(t) —x,(t)]*dt — 0 pron — o).
Pritom lze speciding volit x,(t) = S0, xiei(t), kde x5 = (z,¢;) = fy2(t)e;(t) dt,
piseme pak x(t) = 3.2, x;e,(t) — analogie s vétou 2.7.

(3) Pro kazdé x € Ly(J) plati tzv. Parsevalova identita ||z| = 1/ [f;|z(?)|?dt =

Vg |zi]? < oo, kde x; = (x,¢;) jako ve (2)
— analogie s ||x|| = /30 |xi|? ve (3)(iv) odst. 2.

Dusledek 3.5. Je-li E C Ly(J) iplny ortonormdlni systém, x(t) = 322, ae:(1), y(t) =
Y2y yiei(t) € La(J), pak plati tzv. Besselova-Parsevalova identita
(x,y) = [a(t)y(t)dt =32, x;y; — analogie s 2.6.

Pozndamka 3.6. 7 3.4 vidime, Ze existuje jedno-jednoznacna korespondence mezi funk-
cemi z € Ly(J) a spocetné-dimenzionalnimi komplexnimi vektory & = (z,z,...)7
splijicimi 302 |;|* < oo.

4. KLASICKA FOURIEROVSKA BAZE V Ly([a,b])

Uvazujme nyni ohranic¢eny interval J = [a,b] délky b —a = T > 0 a systém kom-
plexnich funkei £ = {ex(t)|k € Z}, kde ex(t) = ﬁei%%t = \}—(cos 2r &t + i sin 27 &)
je Euleruv zapis komplexni sinusové vlny. ProtoZe |ex(t)] = 7 Pro kazdé ¢ a tedy
lerll? = [ |ex(t)2dt = F(b—a) =1 < o0, je B C Lg([a,b]). Tento systém funk-
cl je dokonce ortonormélni nebot pro j # k plati (e;,ex) = %ff TR
L phein gt gy = Lieint o UZB) — g

Da se ukazat Ze je rovnéZz uplny — tvori tzv. Fourierovu bazi, takze kazdou funkci
x € Ly([a,b]) lze podle véty 3.4 vyjadiit ve tvaru tzv. Fourierovy rady:

Z xk\/— 22%%1‘: Z <x76k>\/1T 227r Tt Z Cr 6227r t (41)

k=—c0 k=—c0 k=—c0

kde

= () = 1 ( ) = 1 /b (
cr=cp(r) = —=(v,ep) = —= | =
* * VT * VT Ja

je tzv. k-ty Fourieruv koeficient a {cy(x)}rez je tzv. fourierovské frekvenéni

spektrum funkce x(t). Pokud nebude hrozit nedorozuméni budeme psat struéné ¢y
misto cx(x).

B emirbr gy = L / Lo ar (4.2)
T 7, |

Vsimnéme si nyni nékolika skutecnosti:

(1) Soucet tady (4.1) je zde tieba chapat ve smyslu konvergence podle normy, tj.
|l — 2m || = 0 pro M, N — oo (viz 3.4(2)), kde xpy n(t) = SN v ckei%%t
jsou castecéné soucty. Zpravidla volime M = N a piseme xn(t) = xpn(t). V
klasické Fourierové analyze se ovSem vySettuji i jiné typy konvergenci, napt.
fada konverguje bodové (v béZném smyslu), pokud z(¢) ma na [a, b] konecnou
variaci, tj. prumét bodu grafu funkce x na osu zavisle proménné urazi pro ¢
meénici se od a do b konecnou drahu.
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(2) Kaédé bazova funkce e (1), |k| > 0 je definovana na celé realné ose R, ma periodu
|k| a eo(t) = 1. VSechny tedy maji spole¢nou periodu T', takze ve vyjadieni (4.1)
x(t) je rozsitena rovnéz na celou realnou osu R jako T-periodické opakovani jejich
hodnot z intervalu [a, b]. Po tomto rozsiteni je integrand ve (4.2) T-periodicky,
takZze vyjadieni (4.2) pro ¢, nezavisi na Volbé konkrétniho intervalu délky T,
zpravidla volime a = 0,b =T nebo a = —L, b =
(3) Kazda sinusové vina e(t) vznikne pouhou zmenou méfitka nezavisle proménné
t ve funkci w(t) = ey (1), tj. ex(t) = w(kt) pro k € Z. Cely bazovy systém je tak
urcen vlastné touto jedinou jakousi zékladni vinovou funkei w(t). Pro |k
velka eg(t) = w(kt) kmité s vysokou frekvenci a pro |k| mald naopak s malou
frekvenci f, = |Ti|, (tzv. k-t4 harmonicka frekvence). Tedy kazda funkce z
Lo([a, b]) je sloZena z komplexnich sinusovych kmitt raznych frekvenci, ¢p udava
sttedni hodnotu (stejnosmérnou slozku) ().
Pokud x(t) je realnéd funkce, pak tyto kmity prejdou v béiné sinusové kmity.
Ze (4.2) totiz dostavame symetrii c_y = ¢, takZe pti oznadeni ¢ = %(ak — tby)
je c_pe_p + crer = Trer + crer = 2Re(crer) = ay cos 271'%15 + by SiHQTF%t =
Ay, cos @y, cos 271'%15 + Aj sin g sin 271'%15 = A COS(ZW%t — ¢k), kde Ay = 2|ex| =

v ai + b2 je amplituda a ¢ = arctan 2—’; fazovy posuv. Pak tedy (4.1) prejde

na tvar

x(t) = ?0 Z:: aj, Cos 27TTt + ay, cos 27th) 20 + kZ::lAk COS(QT(’Tt — k)

(4) Ze (4.2) vidime, ze x), = (z,ex) = VTey, a tedy Besselova-Parsevalova identita
3.5 nabude tvaru

1 st — >
= [ aud = Y ew)enly) (43)
@ k=—cc
a Parsevalova identita 3.4(3) jako jeji specialni pripad pro x =y tvaru
I 2 S 2
= [P = Y Ja@) (4.4)
@ k=—cc

Interpretujeme-li () jako analogovy signél, pak hodnota [ |z(t)|? dt je tmérna
energii signalu na intervalu [a, b] a leva strana (4.4) tedy stfednimu vykonu na
tomto intervalu. Prava strana pak ukazuje, jak je tento stfedni vykon rozloZzen
na jednotlivé vlnové komponenty.

Predpokladejme nyni J = R a x(f) € Ly(R). Provedeme limitni pfechod pro T" — c.
Pak (4.2) prejde v

o0

T/2 —ionky T—oo —i27 ft 0ZN. ~
Tey :/ o(t)e 2 gy T3 / e(1)e= I g1 °2 () (4.5)

-T/2 —00

— tzv. dopFednou (integralni) Fourierovu transformaci a (4.1) prejde v

< 1., o [
oty = 3 STaeH S /_ a(en s (4.6)

k=—c0

— tzv. zpétnou (integralni) Fourierovu transformaci.
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Piseme (Fz)(f) = 2(f) a (F'2)(t) = (t). Diskrétni frekvence fp = % prejdou v
kontinuum frekvenci f € R, {cj}rez v kontinudlni spektrum {Z(f)} er, z néhoz F~1
rekonstruuje x(¢) analogicky jako Fourierova fada ve (4.1).

Protoze f% eyt dt = Y2 TTck( x)Ter(y) prejdou pri T — oo Parsevalovy
identity (4 3) (4.4) analogicky jako vyse pofadé do tvaru

| awmar= [~ w#(nathd (4.7)

— 00 — 00

| lewPd= [ @R (43)

Ze (4.8) vidime, ze © € L3(R), takze F a F~! jsou navzijem inverzni operatory

La(R) — Ly(R).

Je déle ztejmé, Ze pomoci F muZeme (4.2) prepsat do ekvivalentniho tvaru

ck(x):%(ffxT) (%) kde :I;T(t):{ ot e j;{zg L 49)

Pro libovolné ¢ € C, 0 # € R a # € R se snadno ovéri nasledujici vlastnosti
operatort F a F~L:

(F)(ex) = e(F)(2) (F7)(ed) = o(F7)(

(F)e+y) = (F)(@) + (F)(y) (FE+9) = (F @) +(F)@G) (411)
(?)(x(at))(f)zﬁ(?)(l')(f/a) (FH)(@(f))(t) = |(3"‘1)(f)(t/0é) (4.12)

(F)(a(t=p))(f) = GF) () (FTTHE(S = p))(t) = (T T)(E) (4.13)

Da se také ukazat, ze

) (4.10)

"—‘\_/ =)

E

/Oo lz(t)|dt < oo = Z(f) je spojita funkce. (4.14)

— 00
5. WAVELETOVA BAZE V L3(R)

Prostory Ly([a,b]) a La(R) se podstatné lisi. Jeden z hlavnich rozdila je pfedevsim
v tom, ze pro & € Ly(R) lokélni priméry &, = ; 7£§+1)5 |z(t)|* dt klesaji k nule pfi
n — +oo a libovolném 0 < 6 € R. Kdyby tomu tak totiz nebylo, musela by existovat
posloupnost ny < ny < ... takova, ze §,, > ¢ > 0 pro kazdé k € N a vhodné ¢. Pak
oviem [ |z(t)]*dt > limy a0 SR 66, > limg o, K6 = 00, coz neni mozné.
Zejména tedy sinusové viny e, (t) ¢ Ly(R) pro kazdé n € Z. JestliZe tedy hledame vIno-
vé funkce wy (1), které generuji Ly(R), jejich kmity se nutné musi tlumit pro ¢t — +oo.
7, praktickych duvodu je vyhodné, aby tento atlum byl co nejrychlejsi. Ve vyjadrent
x(t) = Y52 vrwi(t) pak totiz kazda komponenta kak(t) prispiva k x(t) pouze lo-
kalné. Tedy hledame “malé viny” (wavelet vinka) generujici Ly(R). Podobné jako v
Lo([a, b)), kde jedina funkce w(t) = e a generuje cely prostor (viz odst.4(3)), bychom i
nyni radi méli jedinou funkci, feknéme () generujici cely prostor Lz(R). Jestlize vsak
(1) rychle klesé pro ¢ — +oo, pak ziejmé systém ¢ (nt),n € Z nepokryje dostatecné
celou redlnou osu tak, aby mohl tvofit bazovy systém (v Lz([a, b]) to mozné bylo diky
ohranicenosti intervalu [a, b]). Je proto pfirozené zahrnout navic jesté vsechna posunuti
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V(t—k), k € Z.7 divodt, které se oziejmi pozdéji, je vihodné uvazovat n € {2/|; € Z},
takZze budeme predpokladat normalizovany bazovy systém E = {4;,(1)|j, k € Z}, kde

wk(t)=2f/2¢<2ft—k>=2f%(2f(t—%)) J%( W) (5.1)

a |[tj]l = 1 za predpokladu, ze ||| = 1.

Toto zaru¢uje normalizaéni konstanta 2//2, nebot

(27t = k)| = {22 (@t — k)2 dnys T o o puu)di)E = 22| =
27912,
Tedy 1; x(t) se obdrzi z ¢(¢) binarni dilataci s faktorem 277 a dyadickym posu-

vem %, ktery se zmensuje (zvétsuje) tmérné se smrstovanim pri j — +oo (s roztaho-

vanim pri j — —oo) v zavislosti na dilata¢nim faktoru 277.

Definice 5.1. Funkce ¢ € Ly(R) se nazyva ortogonalni wavelet, jestliZe systém
(5.1) je aplny ortonormalni systém v La(R), tj.

<¢],k7¢lm> ]lékmv jvkvlvaRv

1 pro j=

kde 6;5 = { 0 pro j # ]]z je tzv. Kroneckeriv symbol.

Definice 5.2. Rikdme, 7e wavelet 1) € L,(R) ma kompaktni nosi¢ (compactly
supported wavelet), jestlize mnozina {t | ¢(¢) # 0} je ohranicena.

Vzhledem k 3.4(2) kazdé x(t) € Ly(R) lze vyjadiit ve tvaru tzv. waveletové rady

()= > catia(t), (5.2)
Jk=—00
kde konvergence fady je v normé prostoru Lz(R), tj.

Hx - $M1,N1,M2,N2H _> 0 pro M17N17M27N2 _> oo

N. ! wr v .
a Ta, Ny MyN, (1) = i Zk_ M, Gk, k(1) jsou Castecné soucty.

Waveletové koeficienty jsou v tomto pripadé dany vztahem

— 00

i = eale) = Geze) = [ atia =2t [ atow (S a6y

Parsevalovy identity 3.5 a 3.4(3) jsou pak pofadé tvaru

[T @i = Y el (5.4)

j,k:—OO

o0

[ lePdi= 3 el (55)

j,k:—OO

Definice 5.3. Integralni transformace Wy, urcena vztahem

#(b,a) = (Wyz)(b,a) /Oo ( b) dt, @€ Ly(R), a,b R (5.6)
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se nazyva dopfednou (integralni) waveletovou transformaci indukovanou “za-
kladnim waveletem” 1. Funkece 1 se nékdy také nazyva matefsky wavelet (mother
wavelet).

Podobné jako ve (4.9) je vzhledem k (5.3) (7, k)-ty waveletovy koeficient funkce x(¢)

urcéen waveletovou transformaci vyhodnocenou pro dyadickou pozici b = 2% a binarni

. . _ 1 .
dilataci ¢ = 5"

e = (Wya) (% 21—]) | (5.7)

Priklad 5.4. Nejjednodussim a historicky nejstarsim prikladem ortogonalniho wave-
letu je tzv. Haarova funkce 1y definovana predpisem

1 pro0<t< %
vp(t) =4 =1 proi<i<l1 (5.8)
0 jinak
V nedavné dobé bylo nalezeno mnoho dalsich ortogonalnich wavelet, ukazky nékterych
z nich 1 Haarova waveletu jsou na obr. 1.

V odst. 4 jsme vidéli, ze k integralni Fourierové transformaci F existuje inverze
Ft — viz (4.5) a (4.6). V piipadé waveletii je problém inverze, tj. rekonstrukce

(Wy)(b, a).

(1) (Wy)(b,a) zname Gplné pro kazdé a,b € R.
Ukazuje se, ze ke konstrukeci inverze potrebujeme, aby

e P
C¢—/_00Tdf<oo. (5.9)

Konecnost této konstanty tedy omezuje vybér 1. ProtoZe je prirozené predpo-
kladat R
22 10 (8)] dt < o0, je ¥(f) spojitou funkei podle (4.14). Pak nutné

$(0) = /_O:O p(t)dt =0, (5.10)

nebot jinak vzhledem ke spojitosti 1 je |;Z(f)|2 > K > 0 v néjakém é-okoli bodu

=0t

Cy > [ & df = 2K [ 4 df = 2K[In ||} = 2K(In§ = In0) = oo.

Vynucena podminka (5.10) tedy ukazuje, ze zakladni wavelet ¢ je skute¢éné
mala vina (nabyva kladnych i zapornych hodnot). Dostavame pak nasledujici

rekonstrukéni formuli

o(t) = Ciw//RQ:%(b,a) {|a|—%¢ (t = b)} d‘;jb, v € Ly(R). (5.11)

Vsimnéme si, Ze zatimco v doptedné transformaci (5.6) se pouziva jadro ¢ (%),

—i27 ft i2m ft

zde je uzito @ (%), coz opét ukazuje na analogicky vztah jadra e
27 ft

=e
pro ¥ a jadra e pro F~L

Wavelet, ktery se uzivéa pro inverzni waveletovou transformaci W, ™! se nazyvé
dudlni k . V tomto pripadé je tedy ¢ dualni k 2.
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(2) (Wy)(b,a) zname ¢asteéné jen pro kazdé a > 0 a b € R.
V tomto pripadé je rekonstrukce mozna za tu cenu, ze se vybér pripustnych

jesté vice omezi. Misto (5.9) dostavame ponékud prisnéjsi podminku

/0 WO / W . C < o0, (5.12)

kde Cy je urcena opét Vztahem (5.9).
Napiiklad realna funkce ¢ spliujici (5.9) splnuje i (5.12), nebot

O(=f) = () = (=N = ()

Inverzni formule je v tomto pripadé tvaru

o(t) = (%/OOO [/_O:O #(b, a) {a—%¢ (t;—b)}db] d—2 v € Ly(R). (5.13)

a tedy % je opét dualni k .
3) (Wy)(b,a) zndme ¢astecné jen proa = =, j € Zabec R.
W 27

Protoze a = 2% > 0, podminka (5.12) se dale zpfisni. Pozaduje se totiz existence
konstant 0 < A < B < oo nezavislych na f takovych, Ze plati tzv. podminka
stability

A< Z (277 ) < B. (5.14)

]——OO

Dé se ukazat, ze z ni plyne striktnéjsi podminka (5.12) ve tvaru

Aln2 < 7 W’ df I’ W Al df < B1n2 neboli

(5.15)
2AIn2 < C¢§231n2

Inverzni formule je pak tvaru
S /°° {27725 (b,279) 1274~ (29(t — b)) }db, @ € Lo(R), (5.16)
jmmoo 7o

kde Fourierova transformace ¥* dualniho waveletu ¥* je urcena vztahem

(f)
PO |%/)(2‘jf)|2
(4) (Wy)(b,a) zname jen v diskrétnich hodnotach a = 5~ a b= 2], J, k€ Z.

27

P7(f) = (5.17)

Tento pripad odpovida znalosti waveletovych koeficientt (5.7) a inverze je tedy
déna waveletovou tfadou (5.2). Ukazuje se vsak, Ze rekonstrukce je moZna i tehdy,
kdyZ {1} neni ortonormalni baze v Ly(R), ale pouze jakasi “stabilni” (skoro
ortonormalni) baze ve smyslu nasledujici definice.

Definice 5.5. Funkce ¢ € Ly(R) se nazyva R-funkce, jestlize £ = {1 1 };rez
tvoii tzv. Rieszovu bézi v Ls(R), coz znamend, ze L(F) je hustda v Ly(R) a
existuji konstanty 0 < A < B < oo takové, ze

Al{e I < e < Bl{ ez}l (5.18)
plati pro kazdou funkei @(2) = 352 3552 cjrtbjr(t), kde posloupnost {¢;x}

je dvojnasobné sumovatelna v kvadratu, tj. splhuje

[{eirlI* = Z Z lejil* < o0 (5.19)

j=—00 k=—00
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Porovnani této definice s vétou 3.4 tika, ze Parsevalova identita je specialnim
piipadem (5.18) pro A = B = 1. Zde se tedy pro ||z||* pfipoust{ jista tolerance.
Dé se ukazat, Ze k dané Rieszové bazi £ = {1;} vzdy existuje jedina Rieszova
baze E* = {15, } k ni dudlni v tomto smyslu:

<77Z)j,k7 @/)?im> = j,l5k,m pro kazdé j, k, l, m € Z. (520)
Potom pro kazdou funkei x(t) = 3275, ¢/, %7, (1) plati

o0

(T, 050y = D Gl Vi) = (5.21)

[,m=—o00

a tedy dostavame modifikaci inverzni formule (5.2) ve tvaru

o0

w(t) = D (@, )Py, (). (5.22)
j,k:—OO
V piipadé ortonormélni baze je ;) = 7, pro kazdé j, k € Z a (5.22) tedy
degeneruje v (5.2).
Poznamenejme jesté, Ze obecné {37, } nemusi byt ve viech pripadech waveletova

fada, protoZe totiz nemusi existovat takovy zakladni wavelet ¢v* € Ly(R), aby
Pip(t) = 23/2*(29t — k) bylo splnéno pro viechna j, k € Z.

6. CASOVE-FREKVENCN{ ANALYZA DAT A ZOBECNENA FILTRACE

V klasické fourierovské bazi (4.1) a (4.2) kazda bazova funkce je sinusovy kmit, ktery
ovlivituje prubéh x(¢) stejnomérné na celé redlné ose a ma tedy globalni Gcinek. Je to
tedy funkce, ktera neni lokalizovana v ¢ase, ale naopak je idealné lokalizovana ve
frekvenci (jeji spektrum je jednobodové). Vypocet kazdého jednotlivého spektralniho
koeficientu podle (4.2) tedy vyzaduje Giplnou znalost signalu x(¢) v minulosti i budouc-
nosti. Nevyhoda této reprezentace se nejvyraznéji projevi u signalu, jehoz dynamika
(tj. frekvenéni charakteristika) se s ¢asem vyrazné méni. Takovy signal si vynucuje silné
zastoupeni velkého mnoZstvi vysokofrekvenénich komponent (napf. skokové zmény se
vymodeluji aZ v limité) neboli zabira Siroké frekvenéni pasmo. Prakticky nepfizni-
vym dusledkem je velky objem dat spektra {cx(x) }rez pottebny k vyhovujicimu popisu
x(t).

Vznika tak pozadavek vysSetiovat lokalni frekvenéni charakteristiky signalu po-
stupné v ¢ase. Standardni postup vyuzivéa tzv. Fourierovu transformaci s vihovym
oknem (WFT = Windowed Fourier Transform), které postupné “klouze” po datech
(kontinualné nebo v diskrétnich krocich) a vybira tak z dat pro frekvenéni analyzu
pouze lokalni tsek:

o0

(S"Wi“:z;)(t,f):/ 2(8)g(s — t)e= " ds, (6.1)

kde ¢(-) je vdhové okno (zpravidla gaussovské) se stiedem v 0. Pouzitim F¥* misto

F ve (4.9) dostaneme po zaméné indexu k indexem j spektrum {¢;:};+ez, pokud se
omezime pouze na diskrétni ¢asové okamziky ¢ € Z. Jeho podobnost se spektrem (5.3)

nenf jen formalni. Stadi polozit ~;,(s) = g(s —t)e™ 7% = g(s — 1)e2"7% a (6.1) bude
presné tvaru (5.3). Jeden podstatny rozdil zde vsak prece jenom je. Na rozdil od ;4
sitka 7;; ani posuv ¢ nezavisi na j.

Protoze frekvence je neprimo tmeérna délce cyklu, tak pro zachyceni vysokofrekvenc-
ni informace vystac¢ime s krat$im intervalem, zatimco pro zachyceni nizkofrekvencni
informace je naopak potreba interval delsi. Jinymi slovy, potfebujeme mit flexibilni
casové okno, které se automaticky zuzuje, je-li stfedni frekvence jeho spektra vyssi a
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rozsituje, je-li tato frekvence nizsi. Tuto vlastnost maji pravé ¢;; (na rozdil od 7;+).
Pro rostouci j se v;, zuzuje (3itka=1/27), podle (4.12) se pak oviem ?Zj,k rozsifuje a
stredni frekvence spektra spolu se sirkou pésma tedy rostou. Se zuzovanim je treba
rovnéz zjemnovat posuv 2—], aby nevznikly ¢asové diry nepokryté Vysokofrekvencm in-
formaci. Aby se t;; mohly pouzivat pro Casové-frekvencni analyzu ve vyse uvedeném
smyslu, musi byt tedy dobfe lokalizovany soucasné v case i ve frekvenci. Vzhledem
ke (4.12) jsou to ovSem protichudné pozadavky, kterym lze rozumné vyhovét pouze v
pripadé, ze jak (1) tak ;Z(f) se rychle tlumi (konverguji k nule) pro ¢, f — +oco. Navic
musime pro @ a ;Z a nasledné i pro v;; a ?Zj,k byt schopni urcit jejich stred a sirku,
které dale definujeme v 6.1. Takova funkce ), resp. ;Z se pak nazyva vahovou funkei
¢asového, resp. frekven¢niho okna.

Definice 6.1. Netrivialnifunkce w(t) € Ly(R) se nazyva vahova funkce okna (struc-
né okno), jestlize rovnéz tw(t) € Ly(R). St¥ed t* a polomér A, okna w jsou pak
definovany vztahy

1 00
= / tlw(t))? di (6.2)
[w][* /oo

Ay = {/OO (1 — t*)|w(t)|2}% dt. (6.3)

[Jo]| LJ-c0
Cislo 2A,, nazyvame $ifkou okna w.

Ve statistické terminologii muzeme ¢* volné interpretovat jako “stfedni hodnotu”
A, jako “smérodatnou odchylku” rozloZeni vykonu |w(#)|? funkce (signélu) w(t).

Substituce u = =% v integralech (6.2) a (6.3) d& pro w ( ) stied b+ at™ a polomér

al,. Pak tedy waveletové transformace (5.6) lokalizuje signal x(¢) v “Casovém okné”
[0+ at™ —aly, b+ at™ 4+ aAyl.
Je-li podobné f* a A$ poradé stfed a polomér vahové funkce ;Z, pak vzhledem k
Besselové-Parsevalové identité (4.7) prejde (5.6) pfi uziti (4.12) a (4.13) v
(Wya)(ba) = ™t [t ( ) dt = la"Hal [ Gy af) df =
= Jal [T #nea) df, (6.4)

takze vzhledem k |ei2”fb$(af)| = |;Z(af)| tataz veli¢ina (Wyx)(b, a) lokalizuje frekvené-

ni spektrum Z(f) ve “frekvenénim okné”

Celkem tedy dostavame “casové-frekvenéni okno”

[b+ at™ — aly, b+ at™ 4+ aly] x [f—

a

1 ol
—SA~, L SAL
a ¥ a —I— a w]

Vénujme nyni pozornost specialnimu piipadu a = 277, 5 € Z, ktery se uplatiiuje p¥i
rekonstrukei typu (3) a (4) v odst. 5. Dostaneme tak soubor frekven¢nich oken

By= 2 —2A; 2 +2A], je L. (6.5)
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Jestlize cilené zvolime v tak, aby stred f* a polomér A$ odpovidajiciho frekvenc¢niho
okna v byly svazany vztahem f* = 3A$, pak B; = [2j+1A$, 2j+2A$] rozdéluji kladnou
frekven¢ni osu [0,00) na disjunktni (s vyjimkou krajnich bodu) frekvenéni pasma s
délkou 2]+1A$ exponencialné rostouci v zavislosti na j.

Potom uzitim waveletové integralni transformace (5.6) zjistime casové intervaly
[b+ Qi Z_jA¢, b+ 279t + Z_jAw], na nichz spektralni obsah signalu x s frekven-
cemi v pasmu B; je signifikantni, tj. hodnota (b,277) = [(Wyx)(b,277)| je nad jistou
zvolenou prahovou hodnotou (threshold).

Zakladem jakési zobecnéné waveletové filtrace signalu x je potom nasledujici obecny
postup:

(1) Vypocet 2(b,279), resp. {c;1}jrez

(2) Vhodna modifikace téchto veli¢in na zakladé jejich signifikantnosti

(3) Zpétna rekonstrukce modifikovaného signalu podle (5.16), resp. podle (5.2) nebo
(5.22).

Modifikaci vétsinou provadime s cilem signal vyhladit, tj. vylouéit z néj nahodnou
sumovou slozku. Ta ovsem nejvice prispiva k vysokofrekvenénim komponentam signalu,
které proto pri modifikaci podle vhodné strategie potlacujeme. Je to zcela obdobny
postup, jaky se pouziva pii klasické fourierovské filtraci, kdy Fourierovy koeficienty
¢; nasobime vahovou funkci, tzv. pFfenosovou charakteristikou filtru, ktera klesa
smérem k vysokym frekvencim, tj. postupné snizuje vliv koeficientti ¢; s rostoucim |j|.

Pri waveletové filtraci tedy postupujeme obdobné, ovsem s tim podstatnym rozdilem,
ze pri redukei ¢;  je vliv zhlazeni pouze lokalni v zavislosti na zvoleném k a nikoliv glo-
balni jako je tomu pfi fourierovské filtraci. Waveletovy filtr tedy poskytuje vyznamnou
novou kvalitu v tom, Ze se miZe adaptovat na lokalni charakter signalu [1]. Tam kde
signal vykazuje vyssi dynamiku, tj. nese uzitecnou informaci ve vyssich frekvenénich
pasmech, muzeme miru redukce vysokofrekvenénich komponent snizit (neboli snizit
prahovou hodnotu signifikantnosti) a naopak postupovat v mistech, kde se signal méni
jen pozvolna. Tim odstranuje hlavni nevyhodu fourierovské filtrace, ktera v takovém
pripadé méa tendenci dynamicky tsek prehladit. To co je ovsem v tomto pripadé vy-
hodou waveletové filtrace, muze v jiné situaci pusobit potize. Jestlize signal je zatizen
silné nestacionarnim $umem, pak tseky s vyssi mirou chybového rozptylu mohou byt
mylné povazovany za dynamické a tedy nedostatecné vyhlazeny. Toto je ovSem spise
problém volby spravné strategie vyhlazeni, nez waveletové filtrace jako takové.

Bézné se pouzivaji ¢tyti filtracni strategie pro modifikaci waveletovych koeficientu
vyuZivajici prahovych hodnot (thresholding):

(1) Tvrdé prahovani (Hard thresholding)
Absolutni hodnoty vSech waveletovych koeficientu se porovnavaji s pevnou pra-

hovou hodnotou A. Je-li velikost waveletového koeficientu mensi nez prahova
hodnota, tak se vynuluje, jinak se ponecha beze zmény:

chard — 0 pro |C]'7k| < )\
drk ¢k pro  |ejx| = A

(2) Mékké prahovani (Soft thresholding)
Vsechny waveletové koeficienty se stejnomérné posunou k nule o prahovou hod-
notu A:

soft

= sign(c;x)max(0, [¢j k] — A).

(3) Kvantilové prahovani (Quantile thresholding)
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Podobné jako (1), misto A se viak pouzije kvantil z mnoZiny vsech waveletovych
koeficientt, tj. napt. se vynuluje 30% nejmensich waveletovych koeficientt.
(4) Univerzalni prahovani (Universal thresholding)

Donoho a Johnstone [3] navrhli globalni prahovou hodnotu A = o+/2logn pro
vsechna j > 79, kde jo se vhodné zvoli podle charakteru dat, n je pocet dat a o
je smérodatna odchylka ndhodného bilého (nekorelovaného) sumu. Ukazuje se,
7e pri pouziti této prahové hodnoty je priblizné minimalizovano riziko, ze se lisi
od optimalni (ale neznamé) prahové hodnoty. Da se pouZivat jak pro mékké,
tak pro tvrdé prahovani. Ukazka pouZiti je na obr. 2. V ¢lanku [6] Johnstone a
Silverman rozviji tento pristup dale 1 pro korelovany Sum.

Celou teorii je mozno budovat i ve vice dimenzich. V pripadé dvou dimenzi nachazi
uplatnéni predevsim pfi zpracovani obrazu. Ukéazka obrazové filtrace je na obr. 3, kde
vlevo nahorte je original fotografie Johna Lennona o velikosti 256 x 256 pixelu s 0-255
urovnémi sedi, vpravo nahote je tyz obrazek kontaminovany silnym gaussovskym bilym
sumem s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou 60. Dole je filtrace s pou-
zitim dvou ruznych wavelett Daubechiesové, kde bylo vyuZito jenom 1,8% informace
z rozmazaného obrazku! PrestoZe kvalita muze byt diskutabilni, je z tohoto pohledu
vytecna. Tento piiklad soucasné demonstruje pouziti waveletu pri obrazové kompresi,
kdy puvodnich 527120 informacnich bit bylo redukovano na pouhych 9695. Tento vel-
ky kompresni pomér je umoznén tim, Ze podstatna informace ztustane koncentrovana
jenom do nékolika malo waveletovych koeficient. Diky lokalizaci v ¢ase je mozno délat
plosné selektivni kompresi, kdy po rekonstrukei si zachovaji vysokou kvalitu jenom za-
jimavé ¢asti obrazu (napf. na rentgenovém snimku pouze oblast v blizkosti pozitivniho
nalezu).

Samozrejmé, ze predchozi ukazky predstavuji pouze zlomek moznych aplikaci, mnoho
dalsich lze nalézt napt. v [7].

7. ZAVER

Pokud si na zavér polozime otazku, zda se pri analyze dat vyplati pouzivat wavelety ¢i
nikoli, pak odpovéd samoziejmé zavisi na typu zpracovavanych dat. Vzhledem k mnoha
dobrym vlastnostem predstavuji vSak rozhodné aparat, ktery neni vhodné ignorovat.
Jako zadna jina metoda, nejsou ovsem ani wavelety universalni vselék pro vsechny typy
uloh, ale v kazdém pripadé vyznamné obohacuji repertoar dosud bézné pouzivanych
technik. Dalsimi nezanedbatelnymi rysy, které hovori ve prospéch waveletu, je mys-
lenkova jednoduchost blizka zabéhanym fourierovskym pristupum a v neposledni radé
také vypocetni efektivita. Velké soubory dat lze snadno a rychle transformovat pomoci
diskrétni waveletové transformace (DWT), kterd je protéjskem klasické diskrétni
Fourierovy transformace (DFT) a stejné jako ona se vhodnou diskretizaci obdrii z
prislusnych integralnich transformaci. S takto ziskanymi waveletovymi koeficienty pak
zachazime zcela obdobné jako v pripadé DFT. Jestlize pro vypocet DFT existuji rych-
1é algoritmy (FFT=Fast Fourier Transform) s vypoétovou sloZitosti fadu O(nlogy(n)),
pak v pripadé DWT sloZitost mnohdy klesa dokonce az na O(n), tj. ptislusna rychla
waveletova transformace (FWT=Fast Wavelet Transform) by mohla mit pfivlastek
“faster” (jesté rychlejsi).

Existuje nékolik komerénich i nekomerénich podptrnych softwarovych baliku pro
praci s wavelety, z nichz bych zminil tyto:

WavBox 4:

Jedna se o komeréni toolbox pro MATLAB, jehoz starsi verze jsou nekomeréni a volné
dostupné pres FTP. Autorem je Carl Taswell, Stanford University, USA. Jedna se
o velmi bohatou knihovnu dodavanou vlastné ve zdrojovém tvaru (tzv. M-soubory



Y L1 L /n)imy ¥ LaJdli: 1

MATLABu), ptipadné po dohodé s autorem i pro jiné jazyky (C, FORTRAN aj.).
MATLAB je numericky vypoéetni systém firmy MathWorks, Inc. (USA) a v Ceské
republice jej distribuuje firma HUMUSOFT, s.r.o. Praha.

S+WAVELETS:
Komeréni pridavny modul do statistického systému S-PLUS firmy StatSci a v tuzemsku
je distribuovan firmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:
Nekomeréni knihovna v jazyce S (predchudce S-PLUS), jejimiz autory jsou G. P. Nason
a B. W. Silverman. Navod k instalaci a pouziti tohoto softwaru je v [10].

MICRONDE:
Komeréni toolbox pro MATLAB [9]. Pochézi z Francie a je orientovan predevsim na
zpracovani obrazu. Podle neoficialni informace autort se v budoucnu uvazuje o jeho
distribuci ve formé firemniho toolboxu firmy MathWorks, Inc.
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OBR. 1. Ukazky ortogonalnich waveletu
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OBR. 2. 8192 hodinovych méfeni tirovné vodni hladiny béhem jednoho
roku pri zemétreseni v Kalifornii.

a) namérena data

b) data po vyhlazeni univerzalnim prahovanim pri pouZiti wavelett

Daubechiesové
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OBR. 3. Waveletové rekonstrukce obrazu



