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Abstrakt. Teorie \waveletù" je pomìrnì novou disciplínou aplikované matematiky

s poèátky sahajícími do let 1982{1984. V poslední dobì enormnì vzrùstá zájem o tuto

metodu a to zejména vzhledem k neustále se roz¹iøujícímu poli mo¾ných aplikací. V

pøíspìvku bude struènì vylo¾ena hlavní my¹lenka s dùrazem na pou¾ití pøedev¹ím pøi

èasovì-frekvenèní analýze dat a s ní spojené zobecnìné �ltrace. V¹e bude pojednáno

v kontextu s klasickým fourierovským pøístupem. Demonstraèní ukázky pøevzaté z

literatury ozøejmí chování této metody v nìkterých typických úlohách zpracování

dat.

1. Úvod

Teorie waveletù je moderní disciplínou aplikované matematiky s mnoha aplikacemi

pøedev¹ím v oblasti zpracování a analýzy dat, komprese obrazù, v numerické mate-

matice (úzká souvislost s aproximací splajny) aj. Je pova¾ována za zastøe¹ující teorii

asi ¹estnácti oblastí, které se pøedtím rozvíjely oddìlenì a zasahují nejen do matema-

tiky, ale i do matematické fyziky a technických vìd (pøedev¹ím zpracování signálù).

O mohutném souèasném zájmu o tento obor svìdèí nejen velké mno¾ství monogra�í

vydaných na toto téma v poslední dobì [2, 4, 5, 7, 8, 12], ale také exponenciální rùst

èasopiseckých èlánkù. V pøehledu waveletové literatury [11] je k roku 1993 zachyceno

takøka 1000 polo¾ek.

Cílem tohoto pøíspìvku je podat struèný úvod do teorie waveletù a naznaèit typické

mo¾nosti jejího u¾ití. Výklad postupuje od elementárních matematických pojmù (odst.

2 a 3) pøes klasickou Fourierovu analýzu (odst. 4) a¾ k waveletùm a jejich pou¾ití

pøedev¹ím pøi èasovì-frekvenèní analýze dat a �ltraci (odst. 5 a 6). V závìru pak

následují ukázky nìkterých aplikací a informace o existujícím software.

Oznaèení.

N : : : mno¾ina v¹ech pøirozených èísel

Z: : : mno¾ina v¹ech celých èísel

R : : : mno¾ina v¹ech reálných èísel

C : : : mno¾ina v¹ech komplexních èísel

T

: : : symbol pro transpozici matice.

2. Koneènì dimenzionální vektorové prostory

Uva¾ujme mno¾inu C

n

v¹ech uspoøádaných n-tic komplexních èísel (n 2 N). Ka¾dý

prvek x 2 C

n

tedy mù¾eme reprezentovat jako komplexní vektor (matici n � 1), tj.

x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

)

T

.

1
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Tato mno¾ina má zøejmì tyto vlastnosti:

(1) Souèet libovolných vektorù z C

n

patøí do C

n

, pøièem¾ 0 = (0; 0; : : : ; 0)

T

je nulový

vektor vzhledem ke sèítání a ke ka¾dému vektoru x 2 C

n

zde existuje opaèný

vektor �x i komplexnì sdru¾ený vektor
�
x.

(2) S ka¾dými dvìma vektory x;y 2 C

n

patøí do C

n

i jejich souèin de�novaný po

slo¾kách, x � y = (x

1

y

1

; x

2

y

2

; : : : ; x

n

y

n

)

T

, nazývaný té¾ Kroneckerùv souèin.

Speciálním pøípadem je násobení vektoru skalárem c 2 C , kdy pí¹eme cx =

(cx

1

; cx

2

; : : : ; cx

n

)

T

.

(3) Pøedpisem hx;yi =

P

n

i=1

x

i

�y

i

je de�nována binární funkce h�; �i : C

n

� C

n

! C

nazývaná skalární souèin vektorù.

Snadno pro ni ovìøíme následující vlastnosti:

(i) hx

1

+ x

2

;yi = hx

1

;yi + hx

2

;yi

(ii) hcx;yi = chx;yi pro ka¾dé c 2 C

(iii) hy;xi = hx;yi

(iv) hx;xi � 0, pøièem¾ hx;xi = 0 , x = 0:

Potom èíslo kxk =

q

hx;xi =

q

jx

1

j

2

+ jx

2

j

2

+ � � �+ jx

n

j

2

je Euklidovská norma udávající velikost vektoru x:

Dùsledkem vlastností (i)� (iv) je tzv. Schwarzova nerovnost

(v) jhx;yij � kxkkyk,

pøièem¾ rovnost nastane právì kdy¾ jeden z vektorù je skalárním

násobkem druhého:

Pøíklad 2.1. Vezmìme reálné vektory x;y 2 C

2

(tj. prvky Euklidovské roviny). Zøej-

mì x = kxk(cos �; sin �)

T

a y = kyk(cos �; sin �)

T

, tak¾e hx;yi = kxkkyk(cos � cos �+

sin � sin �) = kxkkykcos(�� �), kde �� � je úhel, který oba vektory svírají. To vede k

následující obecné de�nici.

De�nice 2.2. Vektory x;y 2 C

n

se nazývají ortogonální (pí¹eme x ? y), jestli¾e

hx;yi = 0. Podmno¾ina E � C

n

se nazývá ortogonální systém v C

n

, jestli¾e neobsa-

huje nulový vektor a pro ka¾dé e;e

0

2 E, e 6= e

0

je e ? e

0

. E se nazývá ortonormální,

jestli¾e navíc platí kek = 1 pro ka¾dé e 2 E.

Skalární souèin hx;yi tedy pøedstavuje jakousi míru lineární vazby mezi vektory

x a y, která se pohybuje mezi dvìma extrémy: ¾ádná vazba=ortogonalita, plná vaz-

ba=lineární závislost.

Proto¾e C

n

je uzavøená vzhledem k seèítání a násobení skalárem (viz (1) a (2)),

tvoøí tzv. vektorový prostor. Ka¾dou jeho podmno¾inu L � C

n

s tými¾ vlastnostmi

nazýváme vektorovým (lineárním) podprostorem v C

n

.

Je-li G � C

n

, pak L = L(G) = fx 2 C

n

j x =

P

m

i=1

�

i

g

i

; m 2 N; g

i

2 G pro i =

1; 2; : : : ;mg je zøejmì nejmen¹í lineární podprostor obsahující G, G nazýváme jeho

mno¾inou generátorù nebo øíkáme, ¾e je generován mno¾inou G. Minimální pod-

mno¾inì generující L se øíká báze podprostoru L. Dá se ukázat, ¾e pokud existuje

alespoò jedna koneèná báze, pak jsou koneèné i v¹echny ostatní a mají tý¾ poèet prvkù

nazývaný dimenzí podprostoru L.

Podmno¾ina M � C

n

se nazývá lineárnì nezávislá, jestli¾e ¾ádný její prvek není

lineární kombinací ostatních.

Zøejmì platí následující tvrzení:

Tvrzení 2.3. G je báze podprostoru L , G je maximální nezávislou podmno¾inou v

L.

Tvrzení 2.4. Ka¾dá ortogonální podmno¾ina E � C

n

je lineárnì nezávislá.
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Dùkaz. e =

P

m

i=1

�

i

e

i

; e;e

i

2 E;e

i

6= e pro ka¾dé i = 1; 2; : : : ;m není mo¾né, nebo»

0 6= he;ei =

P

m

i=1

�

i

he

i

;ei = 0.

Dùsledek 2.5. E = fe

1

;e

2

; : : : ;e

n

g, kde e

1

= (1; 0; : : : ; 0)

T

;e

2

= (0; 1; : : : ; 0)

T

; : : :

: : : ;e

n

= (0; 0; : : : ; 1)

T

je ortonormální báze celého prostoru C

n

, který má tedy dimenzi

n.

Dùkaz. E je zøejmì ortonormální podle (3) a tedy nezávislá v C

n

, a to dokonce maxi-

mální taková, nebo» x =

P

n

i=1

x

i

e

i

platí pro ka¾dé x 2 C

n

.

Dùsledek 2.6. hx;yi = h

P

n

i=1

x

i

e

i

;

P

n

j=1

y

j

e

j

i

(i)�(iii)

=

P

n

i;j=1

x

i

�y

j

he

i

;e

j

i =

P

n

i=1

x

i

�y

i

.

Poslední dùsledek neøíká nic jiného, ne¾ ¾e pøedpis (3) pøedstavuje jedinou mo¾nou

de�nici skalárního souèinu na C

n

s vlastnostmi (i)� (iv), která je souèasnì invariantní

na volbì ortonormální báze (hx;yi zùstává stejné, i kdy¾ souøadnice x

i

a y

i

vektorù x

a y se v jiné ortonormální bázi zmìní).

Vìta 2.7. Je-li E = fe

1

;e

2

; : : : ;e

n

g nìjaká ortonormální báze v C

n

a

x = x

1

e

1

+ � � � + x

n

e

n

, pak x

i

= hx;e

i

i.

Dùkaz. hx;e

i

i = h

P

n

j=1

x

j

e

j

;e

i

i

(i);(ii)

=

P

n

j=1

x

j

he

j

;e

i

i = x

i

he

i

;e

i

i = x

i

:

3. Nekoneènì dimenzionální funkcionální prostor L

2

(I)

De�nice 3.1. Nech» I je nìjaký interval reálných èísel (ohranièený nebo neohranièe-

ný). Potom oznaèíme jako L

2

(I) mno¾inu v¹ech funkcí x : I ! C , které jsou na I

mìøitelné a integrovatelné v kvadrátu, tj.

R

I

jx(t)j

2

dt <1. Funkce, které se li¹í pouze

na mno¾inì míry 0 pøitom pova¾ujeme za toto¾né.

Na funkce z L

2

(I) mù¾eme pohlí¾et jako na vektory s nekoneènì mnoha slo¾kami

(pro ka¾dé t 2 I pøedstavuje hodnota x(t) pøíslu¹nou slo¾ku). Ukazuje se, ¾e L

2

(I)

má pak zcela analogické vlastnosti jako C

n

, jestli¾e diskrétní sumu

P

n

i=1

nahradíme

integrální sumou

R

I

. Zejména de�nujeme hx; yi =

R

I

x(t)y(t)dt a kxk =

q

R

I

jx(t)j

2

dt.

Existence a koneènost tohoto integrálu ihned plyne z této nerovnosti:

4jx�yj = (jxj+ j�yj)

2

� (jxj � j�yj)

2

� (jxj+ j�yj)

2

+ (jxj � j�yj)

2

= 2(jxj

2

+ j�yj

2

)

Pak toti¾

R

I

jx(t)y(t)j dt �

1

2

(

R

I

jx(t)j

2

dt +

R

I

jy(t)j

2

dt) <1, nebo» jyj = j�yj.

Souèasnì jsme ukázali (pøi volbì y místo �y), ¾e pro ka¾dé x; y 2 L

2

(I) rovnì¾ souèin

xy 2 L

2

(I) | viz analogii s x � y ve (2) odst. 2.

Pak také snadno vidíme, ¾e x + y 2 L

2

(I), nebo» jx + yj

2

� (jxj + jyj)

2

= jxj

2

+

2jxyj+ jyj

2

)

R

I

jx(t) + y(t)j

2

dt <1:

Takto jsme ovìøili v¹echny netriviální vlastnosti (1){(3) z odst. 2.

Prostor L

2

(I) ov¹em nemá koneènou dimenzi. Pro ka¾dé n 2 N toti¾ snadno zkonst-

ruujeme n-prvkový ortogonální (a tedy lineárnì nezávislý) systém tak, ¾e v I vybereme

n koneèných disjunktních subintervalù a ke ka¾dému z nich pøiøadíme funkci, která je

na nìm rovna napø. jedné a na zbytku I nulová.

Ve funkcionální analýze se dokazuje následující vìta.

Vìta 3.2. Ka¾dý ortogonální systém E � L

2

(I) je nejvý¹e spoèetný, tj. jeho prvky se

dají oèíslovat pøirozenými èísly.

De�nice 3.3. E � L

2

(I) se nazývá úplný ortogonální systém, jestli¾e neexistuje

jeho vlastní ortogonální nadmno¾ina (analogie ortogonální báze pro koneènì dimenzio-

nální vektorové prostory).
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Vìta 3.4. Nech» E � L

2

(I). Pak následující výroky jsou ekvivalentní:

(1) E = fe

1

; e

2

; : : :g je úplný ortonormální systém v L

2

(I)

(2) L(E) je hustý v L

2

(I) neboli pro libovolnou funkci x 2 L

2

(I) existují x

1

; x

2

; � � � 2

L(E) tak, ¾e kx�x

n

k ! 0 pro n!1 (tj.

R

I

jx(t)�x

n

(t)j

2

dt! 0 pro n!1).

Pøitom lze speciálnì volit x

n

(t) =

P

n

i=1

x

i

e

i

(t), kde x

i

= hx; e

i

i =

R

I

x(t)e

i

(t) dt,

pí¹eme pak x(t) =

P

1

i=1

x

i

e

i

(t) | analogie s vìtou 2.7.

(3) Pro ka¾dé x 2 L

2

(I) platí tzv. Parsevalova identita kxk =

q

R

I

jx(t)j

2

dt =

q

P

1

i=1

jx

i

j

2

<1, kde x

i

= hx; e

i

i jako ve (2)

| analogie s kxk =

q

P

n

i=1

jx

i

j

2

ve (3)(iv) odst. 2.

Dùsledek 3.5. Je-li E � L

2

(I) úplný ortonormální systém, x(t) =

P

1

i=1

x

i

e

i

(t); y(t) =

P

1

i=1

y

i

e

i

(t) 2 L

2

(I), pak platí tzv. Besselova-Parsevalova identita

hx; yi =

R

I

x(t)y(t)dt =

P

1

i=1

x

i

�y

i

| analogie s 2.6.

Poznámka 3.6. Z 3.4 vidíme, ¾e existuje jedno-jednoznaèná korespondence mezi funk-

cemi x 2 L

2

(I) a spoèetnì-dimenzionálními komplexními vektory x = (x

1

; x

2

; : : : )

T

splòujícími

P

1

i=1

jx

i

j

2

<1.

4. Klasická fourierovská báze v L

2

([a; b])

Uva¾ujme nyní ohranièený interval I = [a; b] délky b � a = T > 0 a systém kom-

plexních funkcí E = fe

k

(t)jk 2 Zg, kde e

k

(t) =

1

p

T

e

i2�

k

T

t

=

1

p

T

(cos 2�

k

T

t + i sin 2�

k

T

t)

je Eulerùv zápis komplexní sinusové vlny. Proto¾e je

k

(t)j =

1

p

T

pro ka¾dé t a tedy

ke

k

k

2

=

R

b

a

je

k

(t)j

2

dt =

1

T

(b � a) = 1 < 1, je E � L

2

([a; b]). Tento systém funk-

cí je dokonce ortonormální, nebo» pro j 6= k platí he

j

; e

k

i =

1

T

R

b

a

e

i2�

j

T

t

e

�i2�

k

T

t

dt =

1

T

R

b

a

e

i2�

(j�k)

T

t

dt =

1

T

[e

i2�

(j�k)

T

t

=i2�

(j�k)

T

]

b

a

= 0.

Dá se ukázat, ¾e je rovnì¾ úplný | tvoøí tzv. Fourierovu bázi, tak¾e ka¾dou funkci

x 2 L

2

([a; b]) lze podle vìty 3.4 vyjádøit ve tvaru tzv. Fourierovy øady:

x(t) =

1

X

k=�1

x

k

1

p

T

e

i2�

k

T

t

=

1

X

k=�1

hx; e

k

i

1

p

T

e

i2�

k

T

t

=

1

X

k=�1

c

k

e

i2�

k

T

t

; (4.1)

kde

c

k

= c

k

(x) =

1

p

T

hx; e

k

i =

1

p

T

Z

b

a

x(t)

1

p

T

e

�i2�

k

T

t

dt =

1

T

Z

b

a

x(t)e

�i2�

k

T

t

dt (4.2)

je tzv. k-tý Fourierùv koe�cient a fc

k

(x)g

k2Z

je tzv. fourierovské frekvenèní

spektrum funkce x(t). Pokud nebude hrozit nedorozumìní budeme psát struènì c

k

místo c

k

(x).

V¹imnìme si nyní nìkolika skuteèností:

(1) Souèet øady (4.1) je zde tøeba chápat ve smyslu konvergence podle normy, tj.

kx � x

M;N

k ! 0 pro M;N ! 1 (viz 3.4(2)), kde x

M;N

(t) =

P

N

k=�M

c

k

e

i2�

k

T

t

jsou èásteèné souèty. Zpravidla volíme M = N a pí¹eme x

N

(t) = x

M;N

(t). V

klasické Fourierovì analýze se ov¹em vy¹etøují i jiné typy konvergencí, napø.

øada konverguje bodovì (v bì¾ném smyslu), pokud x(t) má na [a; b] koneènou

variaci, tj. prùmìt bodù grafu funkce x na osu závisle promìnné urazí pro t

mìnící se od a do b koneènou dráhu.
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(2) Ka¾dá bázová funkce e

k

(t); jkj > 0 je de�nována na celé reálné ose R, má periodu

T

jkj

a e

0

(t) � 1. V¹echny tedy mají spoleènou periodu T , tak¾e ve vyjádøení (4.1)

x(t) je roz¹íøena rovnì¾ na celou reálnou osuR jako T -periodické opakování jejích

hodnot z intervalu [a; b]. Po tomto roz¹íøení je integrand ve (4.2) T -periodický,

tak¾e vyjádøení (4.2) pro c

k

nezávisí na volbì konkrétního intervalu délky T ,

zpravidla volíme a = 0; b = T nebo a = �

T

2

; b =

T

2

.

(3) Ka¾dá sinusová vlna e

k

(t) vznikne pouhou zmìnou mìøítka nezávisle promìnné

t ve funkci w(t) = e

1

(t), tj. e

k

(t) = w(kt) pro k 2Z. Celý bázový systém je tak

urèen vlastnì touto jedinou jakousi základní vlnovou funkcí w(t). Pro jkj

velká e

k

(t) = w(kt) kmitá s vysokou frekvencí a pro jkj malá naopak s malou

frekvencí f

k

=

jkj

T

, (tzv. k-tá harmonická frekvence). Tedy ka¾dá funkce z

L

2

([a; b]) je slo¾ena z komplexních sinusových kmitù rùzných frekvencí, c

0

udává

støední hodnotu (stejnosmìrnou slo¾ku) x(t).

Pokud x(t) je reálná funkce, pak tyto kmity pøejdou v bì¾né sinusové kmity.

Ze (4.2) toti¾ dostáváme symetrii c

�k

= �c

k

, tak¾e pøi oznaèení c

k

=

1

2

(a

k

� ib

k

)

je c

�k

e

�k

+ c

k

e

k

= c

k

e

k

+ c

k

e

k

= 2Re(c

k

e

k

) = a

k

cos 2�

k

T

t + b

k

sin 2�

k

T

t =

A

k

cos'

k

cos 2�

k

T

t + A

k

sin'

k

sin 2�

k

T

t = A

k

cos(2�

k

T

t � '

k

), kde A

k

= 2jc

k

j =

q

a

2

k

+ b

2

k

je amplituda a '

k

= arctan

b

k

a

k

fázový posuv. Pak tedy (4.1) pøejde

na tvar

x(t) =

a

0

2

+

1

X

k=1

(a

k

cos 2�

k

T

t+ a

k

cos 2�

k

T

t) =

a

0

2

+

1

X

k=1

A

k

cos(2�

k

T

t� '

k

)

(4) Ze (4.2) vidíme, ¾e x

k

= hx; e

k

i =

p

Tc

k

a tedy Besselova-Parsevalova identita

3.5 nabude tvaru

1

T

Z

b

a

x(t)y(t)dt =

1

X

k=�1

c

k

(x)c

k

(y) (4.3)

a Parsevalova identita 3.4(3) jako její speciální pøípad pro x = y tvaru

1

T

Z

b

a

jx(t)j

2

dt =

1

X

k=�1

jc

k

(x)j

2

: (4.4)

Interpretujeme-li x(t) jako analogový signál, pak hodnota

R

b

a

jx(t)j

2

dt je úmìrná

energii signálu na intervalu [a; b] a levá strana (4.4) tedy støednímu výkonu na

tomto intervalu. Pravá strana pak ukazuje, jak je tento støední výkon rozlo¾en

na jednotlivé vlnové komponenty.

Pøedpokládejme nyní I = R a x(t) 2 L

2

(R). Provedeme limitní pøechod pro T !1.

Pak (4.2) pøejde v

Tc

k

=

Z

T=2

�T=2

x(t)e

�i2�

k

T

t

dt

T!1

�!

Z

1

�1

x(t)e

�i2�ft

dt

ozn:

=

b

x(f) (4.5)

| tzv. dopøednou (integrální) Fourierovu transformaci a (4.1) pøejde v

x(t) =

1

X

k=�1

1

T

Tc

k

e

i2�

k

T

t

T!1

�!

Z

1

�1

b

x(f)e

i2�ft

df (4.6)

| tzv. zpìtnou (integrální) Fourierovu transformaci.



6 V

�

ITÌZSLAV VESEL

�

Y

Pí¹eme (Fx)(f) =

b

x(f) a (F

�1

b

x)(t) = x(t). Diskrétní frekvence f

k

=

k

T

pøejdou v

kontinuum frekvencí f 2 R, fc

k

g

k2Z

v kontinuální spektrum f

b

x(f)g

f2R

, z nìho¾ F

�1

rekonstruuje x(t) analogicky jako Fourierova øada ve (4.1).

Proto¾e

R

T=2

�T=2

x(t)y(t)dt =

P

1

k=�1

1

T

Tc

k

(x)Tc

k

(y) pøejdou pøi T ! 1 Parsevalovy

identity (4.3) a (4.4) analogicky jako vý¹e poøadì do tvaru

Z

1

�1

x(t)y(t)dt =

Z

1

�1

b

x(f)

b

y(f) df (4.7)

a

Z

1

�1

jx(t)j

2

dt =

Z

1

�1

j

b

x(f)j

2

df: (4.8)

Ze (4.8) vidíme, ¾e

b

x 2 L

2

(R), tak¾e F a F

�1

jsou navzájem inverzní operátory

L

2

(R)! L

2

(R).

Je dále zøejmé, ¾e pomocí F mù¾eme (4.2) pøepsat do ekvivalentního tvaru

c

k

(x) =

1

T

(Fx

T

)

 

k

T

!

; kde x

T

(t) =

(

x(t) pro t 2 [a; b]

0 pro t =2 [a; b]

: (4.9)

Pro libovolné c 2 C ; 0 6= � 2 R a � 2 R se snadno ovìøí následující vlastnosti

operátorù F a F

�1

:

(F)(cx) = c(F)(x) (F

�1

)(c

b

x) = c(F

�1

)(

b

x) (4.10)

(F)(x+ y) = (F)(x) + (F)(y) (F

�1

)(

b

x+

b

y) = (F

�1

)(

b

x) + (F

�1

)(

b

y) (4.11)

(F)(x(�t))(f) =

1

j�j

(F)(x)(f=�) (F

�1

)(

b

x(�f))(t) =

1

j�j

(F

�1

)(

b

x)(t=�) (4.12)

(F)(x(t� �))(f) = e

�i2�f�

(F)(x) (F

�1

)(

b

x(f � �))(t) = e

i2�t�

(F

�1

)(

b

x) (4.13)

Dá se také ukázat, ¾e

Z

1

�1

jx(t)j dt <1 )

b

x(f) je spojitá funkce. (4.14)

5. Waveletová báze v L

2

(R)

Prostory L

2

([a; b]) a L

2

(R) se podstatnì li¹í. Jeden z hlavních rozdílù je pøedev¹ím

v tom, ¾e pro x 2 L

2

(R) lokální prùmìry �

n

=

1

�

R

(n+1)�

n�

jx(t)j

2

dt klesají k nule pøi

n ! �1 a libovolném 0 < � 2 R. Kdyby tomu tak toti¾ nebylo, musela by existovat

posloupnost n

1

< n

2

< : : : taková, ¾e �

n

k

� " > 0 pro ka¾dé k 2 N a vhodné ". Pak

ov¹em

R

1

�1

jx(t)j

2

dt � lim

K!1

P

K

k=1

��

n

k

� lim

K!1

K�" =1, co¾ není mo¾né.

Zejména tedy sinusové vlny e

n

(t) =2 L

2

(R) pro ka¾dé n 2Z. Jestli¾e tedy hledáme vlno-

vé funkce w

k

(t), které generují L

2

(R), jejich kmity se nutnì musí tlumit pro t! �1.

Z praktických dùvodù je výhodné, aby tento útlum byl co nejrychlej¹í. Ve vyjádøení

x(t) =

P

1

k=�1

x

k

w

k

(t) pak toti¾ ka¾dá komponenta x

k

w

k

(t) pøispívá k x(t) pouze lo-

kálnì. Tedy hledáme \malé vlny" (wavelet=vlnka) generující L

2

(R). Podobnì jako v

L

2

([a; b]), kde jediná funkce w(t) = e

i2�t

T

generuje celý prostor (viz odst.4(3)), bychom i

nyní rádi mìli jedinou funkci, øeknìme  (t) generující celý prostor L

2

(R). Jestli¾e v¹ak

 (t) rychle klesá pro t ! �1, pak zøejmì systém  (nt); n 2 Znepokryje dostateènì

celou reálnou osu tak, aby mohl tvoøit bázový systém (v L

2

([a; b]) to mo¾né bylo díky

ohranièenosti intervalu [a; b]). Je proto pøirozené zahrnout navíc je¹tì v¹echna posunutí
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 (t�k); k 2Z. Z dùvodù, které se ozøejmí pozdìji, je výhodné uva¾ovat n 2 f2

j

jj 2Zg,

tak¾e budeme pøedpokládat normalizovaný bázový systém E = f 

j;k

(t)jj; k 2Zg, kde

 

j;k

(t) = 2

j=2

 (2

j

t� k) = 2

j=2

 

 

2

j

 

t�

k

2

j

!!

= 2

j=2

 

 

t� k=2

j

2

�j

!

(5.1)

a k 

j;k

k = 1 za pøedpokladu, ¾e k k = 1.

Toto zaruèuje normalizaèní konstanta 2

j=2

, nebo»

k (2

j

t � k)k = f

R

1

�1

j (2

j

t � k)j

2

dtg

1

2

u=2

j

t�k

= f2

�j

R

1

�1

j (u)j

2

dtg

1

2

= 2

�j=2

k k =

2

�j=2

.

Tedy  

j;k

(t) se obdr¾í z  (t) binární dilatací s faktorem 2

�j

a dyadickým posu-

vem

k

2

j

, který se zmen¹uje (zvìt¹uje) úmìrnì se smr¹»ováním pøi j ! +1 (s roztaho-

váním pøi j ! �1) v závislosti na dilataèním faktoru 2

�j

.

De�nice 5.1. Funkce  2 L

2

(R) se nazývá ortogonální wavelet, jestli¾e systém

(5.1) je úplný ortonormální systém v L

2

(R), tj.

h 

j;k

;  

l;m

i = �

j;l

�

k;m

; j; k; l;m 2 R;

kde �

j;k

=

(

1 pro j = k

0 pro j 6= k

je tzv. Kroneckerùv symbol.

De�nice 5.2. Øíkáme, ¾e wavelet  2 L

2

(R) má kompaktní nosiè (compactly

supported wavelet), jestli¾e mno¾ina ft j  (t) 6= 0g je ohranièená.

Vzhledem k 3.4(2) ka¾dé x(t) 2 L

2

(R) lze vyjádøit ve tvaru tzv. waveletové øady

x(t) =

1

X

j;k=�1

c

j;k

 

j;k

(t); (5.2)

kde konvergence øady je v normì prostoru L

2

(R), tj.

kx� x

M

1

;N

1

;M

2

;N

2

k ! 0 pro M

1

; N

1

;M

2

; N

2

!1

a x

M

1

;N

1

;M

2

;N

2

(t) =

P

N

2

j=�M

2

P

N

1

k=�M

1

c

j;k

 

j;k

(t) jsou èásteèné souèty.

Waveletové koe�cienty jsou v tomto pøípadì dány vztahem

c

j;k

= c

j;k

(x) = hx;  

j;k

i =

Z

1

�1

x(t) 

j;k

(t) dt = 2

j

2

Z

1

�1

x(t) 

 

t� k=2

j

2

�j

!

dt: (5.3)

Parsevalovy identity 3.5 a 3.4(3) jsou pak poøadì tvaru

Z

1

�1

x(t)y(t)dt =

1

X

j;k=�1

c

j;k

(x)c

j;k

(y) (5.4)

a

Z

1

�1

jx(t)j

2

dt =

1

X

j;k=�1

jc

j;k

(x)j

2

: (5.5)

De�nice 5.3. Integrální transformace W

 

urèená vztahem

~x(b; a) = (W

 

x)(b; a) = jaj

�

1

2

Z

1

�1

x(t) 

 

t� b

a

!

dt; x 2 L

2

(R); a; b 2 R (5.6)
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se nazývá dopøednou (integrální) waveletovou transformací indukovanou \zá-

kladním waveletem"  . Funkce  se nìkdy také nazývá mateøský wavelet (mother

wavelet).

Podobnì jako ve (4.9) je vzhledem k (5.3) (j; k)-tý waveletový koe�cient funkce x(t)

urèen waveletovou transformací vyhodnocenou pro dyadickou pozici b =

k

2

j

a binární

dilataci a =

1

2

j

:

c

j;k

= (W

 

x)

 

k

2

j

;

1

2

j

!

: (5.7)

Pøíklad 5.4. Nejjednodu¹¹ím a historicky nejstar¹ím pøíkladem ortogonálního wave-

letu je tzv. Haarova funkce  

H

de�novaná pøedpisem

 

H

(t) =

8

>

<

>

:

1 pro 0 � t <

1

2

�1 pro

1

2

� t < 1

0 jinak

(5.8)

V nedávné dobì bylo nalezeno mnoho dal¹ích ortogonálních waveletù, ukázky nìkterých

z nich i Haarova waveletu jsou na obr. 1.

V odst. 4 jsme vidìli, ¾e k integrální Fourierovì transformaci F existuje inverze

F

�1

| viz (4.5) a (4.6). V pøípadì waveletù je problém inverze, tj. rekonstrukce

x(t) z (W

 

x)(b; a) slo¾itìj¹í. Rozli¹ujeme ètyøi pøípady v závislosti na míøe znalosti

(W

 

x)(b; a).

(1) (W

 

)(b; a) známe úplnì pro ka¾dé a; b 2 R.

Ukazuje se, ¾e ke konstrukci inverze potøebujeme, aby

C

 

=

Z

1

�1

j

b

 (f)j

2

jf j

df <1: (5.9)

Koneènost této konstanty tedy omezuje výbìr  . Proto¾e je pøirozené pøedpo-

kládat

R

1

�1

j (t)j dt <1, je

b

 (f) spojitou funkcí podle (4.14). Pak nutnì

b

 (0) =

Z

1

�1

 (t) dt = 0; (5.10)

nebo» jinak vzhledem ke spojitosti

b

 je j

b

 (f)j

2

� K > 0 v nìjakém �-okolí bodu

f = 0, tj.

C

 

�

R

�

��

K

jf j

df = 2K

R

�

0

1

f

df = 2K[ln jf j]

�

0

= 2K(ln � � ln 0) =1.

Vynucená podmínka (5.10) tedy ukazuje, ¾e základní wavelet  je skuteènì

malá vlna (nabývá kladných i záporných hodnot). Dostáváme pak následující

rekonstrukèní formuli

x(t) =

1

C

 

ZZ

R

2

~x(b; a)

(

jaj

�

1

2

 

 

t� b

a

!)

da db

a

2

; x 2 L

2

(R): (5.11)

V¹imnìme si, ¾e zatímco v dopøedné transformaci (5.6) se pou¾ívá jádro  

�

t�b

a

�

,

zde je u¾ito  

�

t�b

a

�

, co¾ opìt ukazuje na analogický vztah jádra e

�i2�ft

= e

i2�ft

pro F a jádra e

i2�ft

pro F

�1

.

Wavelet, který se u¾ívá pro inverzní waveletovou transformaci W

 

�1

se nazývá

duální k  . V tomto pøípadì je tedy

�

 duální k  .
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(2) (W

 

)(b; a) známe èásteènì jen pro ka¾dé a > 0 a b 2 R.

V tomto pøípadì je rekonstrukce mo¾ná za tu cenu, ¾e se výbìr pøípustných  

je¹tì více omezí. Místo (5.9) dostáváme ponìkud pøísnìj¹í podmínku

Z

1

0

j

b

 (f)j

2

f

df =

Z

1

0

j

b

 (�f)j

2

f

df =

1

2

C

 

<1; (5.12)

kde C

 

je urèena opìt vztahem (5.9).

Napøíklad reálná funkce  splòující (5.9) splòuje i (5.12), nebo»

b

 (�f) =

b

 (f) ) j

b

 (�f)j = j

b

 (f)j.

Inverzní formule je v tomto pøípadì tvaru

x(t) =

2

C

 

Z

1

0

"

Z

1

�1

~x(b; a)

(

a

�

1

2

 

 

t� b

a

!)

db

#

da

a

2

; x 2 L

2

(R): (5.13)

a tedy

�

 je opìt duální k  .

(3) (W

 

)(b; a) známe èásteènì jen pro a =

1

2

j

; j 2Za b 2 R.

Proto¾e a =

1

2

j

> 0, podmínka (5.12) se dále zpøísní. Po¾aduje se toti¾ existence

konstant 0 < A � B <1 nezávislých na f takových, ¾e platí tzv. podmínka

stability

A �

1

X

j=�1

j

b

 (2

�j

f)j

2

� B: (5.14)

Dá se ukázat, ¾e z ní plyne striktnìj¹í podmínka (5.12) ve tvaru

A ln 2 �

R

1

0

j

b

 (f)j

2

f

df =

R

1

0

j

b

 (�f)j

2

f

df � B ln 2 neboli

2A ln 2 � C

 

� 2B ln 2:

(5.15)

Inverzní formule je pak tvaru

x(t) =

1

X

j=�1

Z

1

�1

f2

j=2

~x

�

b; 2

�j

�

gf2

j

 

�

(2

j

(t� b))gdb; x 2 L

2

(R); (5.16)

kde Fourierova transformace

b

 

�

duálního waveletu  

�

je urèena vztahem

b

 

�

(f) =

b

 (f)

P

1

j=�1

j

b

 (2

�j

f)j

2

: (5.17)

(4) (W

 

)(b; a) známe jen v diskrétních hodnotách a =

1

2

j

a b =

k

2

j

; j; k 2Z.

Tento pøípad odpovídá znalosti waveletových koe�cientù (5.7) a inverze je tedy

dána waveletovou øadou (5.2). Ukazuje se v¹ak, ¾e rekonstrukce je mo¾ná i tehdy,

kdy¾ f 

j;k

g není ortonormální báze v L

2

(R), ale pouze jakási \stabilní" (skoro

ortonormální) báze ve smyslu následující de�nice.

De�nice 5.5. Funkce  2 L

2

(R) se nazývá R-funkce, jestli¾e E = f 

j;k

g

j;k2Z

tvoøí tzv. Rieszovu bázi v L

2

(R), co¾ znamená, ¾e L(E) je hustá v L

2

(R) a

existují konstanty 0 < A � B <1 takové, ¾e

Akfc

j;k

gk

2

� kx(t)k

2

� Bkfc

j;k

gk

2

(5.18)

platí pro ka¾dou funkci x(t) =

P

1

j=�1

P

1

k=�1

c

j;k

 

j;k

(t), kde posloupnost fc

j;k

g

je dvojnásobnì sumovatelná v kvadrátu, tj. splòuje

kfc

j;k

gk

2

=

1

X

j=�1

1

X

k=�1

jc

j;k

j

2

<1: (5.19)
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Porovnání této de�nice s vìtou 3.4 øíká, ¾e Parsevalova identita je speciálním

pøípadem (5.18) pro A = B = 1. Zde se tedy pro kxk

2

pøipou¹tí jistá tolerance.

Dá se ukázat, ¾e k dané Rieszovì bázi E = f 

j;k

g v¾dy existuje jediná Rieszova

báze E

�

= f 

�

j;k

g k ní duální v tomto smyslu:

h 

j;k

;  

�

l;m

i = �

j;l

�

k;m

pro ka¾dé j; k; l;m 2Z: (5.20)

Potom pro ka¾dou funkci x(t) =

P

1

l;m=�1

c

�

l;m

 

�

l;m

(t) platí

hx;  

j;k

i =

1

X

l;m=�1

c

�

l;m

h 

�

l;m

;  

j;k

i = c

�

j;k

(5.21)

a tedy dostáváme modi�kaci inverzní formule (5.2) ve tvaru

x(t) =

1

X

j;k=�1

hx;  

j;k

i 

�

j;k

(t): (5.22)

V pøípadì ortonormální báze je  

j;k

=  

�

j;k

pro ka¾dé j; k 2 Za (5.22) tedy

degeneruje v (5.2).

Poznamenejme je¹tì, ¾e obecnì f 

�

j;k

g nemusí být ve v¹ech pøípadech waveletová

øada, proto¾e toti¾ nemusí existovat takový základní wavelet  

�

2 L

2

(R), aby

 

�

j;k

(t) = 2

j=2

 

�

(2

j

t� k) bylo splnìno pro v¹echna j; k 2Z.

6. Èasovì-frekvenèní analýza dat a zobecnìná filtrace

V klasické fourierovské bázi (4.1) a (4.2) ka¾dá bázová funkce je sinusový kmit, který

ovlivòuje prùbìh x(t) stejnomìrnì na celé reálné ose a má tedy globální úèinek. Je to

tedy funkce, která není lokalizována v èase, ale naopak je ideálnì lokalizována ve

frekvenci (její spektrum je jednobodové). Výpoèet ka¾dého jednotlivého spektrálního

koe�cientu podle (4.2) tedy vy¾aduje úplnou znalost signálu x(t) v minulosti i budouc-

nosti. Nevýhoda této reprezentace se nejvýraznìji projeví u signálu, jeho¾ dynamika

(tj. frekvenèní charakteristika) se s èasem výraznì mìní. Takový signál si vynucuje silné

zastoupení velkého mno¾ství vysokofrekvenèních komponent (napø. skokové zmìny se

vymodelují a¾ v limitì) neboli zabírá ¹iroké frekvenèní pásmo. Prakticky nepøízni-

vým dùsledkem je velký objem dat spektra fc

k

(x)g

k2Z

potøebný k vyhovujícímu popisu

x(t).

Vzniká tak po¾adavek vy¹etøovat lokální frekvenèní charakteristiky signálu po-

stupnì v èase. Standardní postup vyu¾ívá tzv. Fourierovu transformaci s váhovým

oknem (WFT = Windowed Fourier Transform), které postupnì \klou¾e" po datech

(kontinuálnì nebo v diskrétních krocích) a vybírá tak z dat pro frekvenèní analýzu

pouze lokální úsek:

(F

win

x)(t; f) =

Z

1

�1

x(s)g(s� t)e

�i2�fs

ds; (6.1)

kde g(�) je váhové okno (zpravidla gaussovské) se støedem v 0. Pou¾itím F

win

místo

F ve (4.9) dostaneme po zámìnì indexu k indexem j spektrum fc

j;t

g

j;t2Z

, pokud se

omezíme pouze na diskrétní èasové okam¾iky t 2Z. Jeho podobnost se spektrem (5.3)

není jen formální. Staèí polo¾it 

j;t

(s) = g(s � t)e

�i2�

j

T

s

= g(s� t)e

i2�

j

T

s

a (6.1) bude

pøesnì tvaru (5.3). Jeden podstatný rozdíl zde v¹ak pøece jenom je. Na rozdíl od  

j;k

¹íøka 

j;t

ani posuv t nezávisí na j.

Proto¾e frekvence je nepøímo úmìrná délce cyklu, tak pro zachycení vysokofrekvenè-

ní informace vystaèíme s krat¹ím intervalem, zatímco pro zachycení nízkofrekvenèní

informace je naopak potøeba interval del¹í. Jinými slovy, potøebujeme mít exibilní

èasové okno, které se automaticky zu¾uje, je-li støední frekvence jeho spektra vy¹¹í a
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roz¹iøuje, je-li tato frekvence ni¾¹í. Tuto vlastnost mají právì  

j;k

(na rozdíl od 

j;t

).

Pro rostoucí j se  

j;k

zu¾uje (¹íøka=1=2

j

), podle (4.12) se pak ov¹em

b

 

j;k

roz¹iøuje a

støední frekvence spektra spolu se ¹íøkou pásma tedy rostou. Se zu¾ováním je tøeba

rovnì¾ zjemòovat posuv

k

2

j

, aby nevznikly èasové díry nepokryté vysokofrekvenèní in-

formací. Aby se  

j;k

mohly pou¾ívat pro èasovì-frekvenèní analýzu ve vý¹e uvedeném

smyslu, musí být tedy dobøe lokalizovány souèasnì v èase i ve frekvenci. Vzhledem

ke (4.12) jsou to ov¹em protichùdné po¾adavky, kterým lze rozumnì vyhovìt pouze v

pøípadì, ¾e jak  (t) tak

b

 (f) se rychle tlumí (konvergují k nule) pro t; f ! �1. Navíc

musíme pro  a

b

 a následnì i pro  

j;k

a

b

 

j;k

být schopni urèit jejich støed a ¹íøku,

které dále de�nujeme v 6.1. Taková funkce  , resp.

b

 se pak nazývá váhovou funkcí

èasového, resp. frekvenèního okna.

De�nice 6.1. Netriviální funkcew(t) 2 L

2

(R) se nazývá váhová funkce okna (struè-

nì okno), jestli¾e rovnì¾ tw(t) 2 L

2

(R). Støed t

�

a polomìr �

w

okna w jsou pak

de�novány vztahy

t

�

=

1

kwk

2

Z

1

�1

tjw(t)j

2

dt (6.2)

a

�

w

=

1

kwk

�

Z

1

�1

(t� t

�

)jw(t)j

2

�

1

2

dt: (6.3)

Èíslo 2�

w

nazýváme ¹íøkou okna w.

Ve statistické terminologii mù¾eme t

�

volnì interpretovat jako \støední hodnotu" a

�

w

jako \smìrodatnou odchylku" rozlo¾ení výkonu jw(t)j

2

funkce (signálu) w(t).

Substituce u =

t�b

a

v integrálech (6.2) a (6.3) dá pro w

�

t�b

a

�

støed b+ at

�

a polomìr

a�

w

. Pak tedy waveletová transformace (5.6) lokalizuje signál x(t) v \èasovém oknì"

[b+ at

�

� a�

 

; b+ at

�

+ a�

 

]:

Je-li podobnì f

�

a �

b

 

poøadì støed a polomìr váhové funkce

b

 , pak vzhledem k

Besselovì-Parsevalovì identitì (4.7) pøejde (5.6) pøi u¾ití (4.12) a (4.13) v

(W

 

x)(b; a) = jaj

�

1

2

Z

1

�1

x(t) 

 

t� b

a

!

dt = jaj

�

1

2

jaj

Z

1

�1

b

x(f)e

�i2�fb

b

 (af) df =

= jaj

1

2

Z

1

�1

b

x(f)e

i2�fb

b

 (af) df; (6.4)

tak¾e vzhledem k je

i2�fb
b

 (af)j = j

b

 (af)j tatá¾ velièina (W

 

x)(b; a) lokalizuje frekvenè-

ní spektrum

b

x(f) ve \frekvenèním oknì"

"

f

�

a

�

1

a

�

b

 

;

f

�

a

+

1

a

�

b

 

#

:

Celkem tedy dostáváme \èasovì-frekvenèní okno"

[b+ at

�

� a�

 

; b+ at

�

+ a�

 

]�

"

f

�

a

�

1

a

�

b

 

;

f

�

a

+

1

a

�

b

 

#

:

Vìnujme nyní pozornost speciálnímu pøípadu a = 2

�j

; j 2 Z, který se uplatòuje pøi

rekonstrukci typu (3) a (4) v odst. 5. Dostaneme tak soubor frekvenèních oken

B

j

=

h

2

j

f

�

� 2

j

�

b

 

; 2

j

f

�

+ 2

j

�

b

 

i

; j 2Z: (6.5)
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Jestli¾e cílenì zvolíme  tak, aby støed f

�

a polomìr �

b

 

odpovídajícího frekvenèního

okna

b

 byly svázány vztahem f

�

= 3�

b

 

, pak B

j

= [2

j+1

�

b

 

; 2

j+2

�

b

 

] rozdìlují kladnou

frekvenèní osu [0;1) na disjunktní (s výjimkou krajních bodù) frekvenèní pásma s

délkou 2

j+1

�

b

 

exponenciálnì rostoucí v závislosti na j.

Potom u¾itím waveletové integrální transformace (5.6) zjistíme èasové intervaly

[b+ 2

�j

t

�

� 2

�j

�

 

; b+ 2

�j

t

�

+ 2

�j

�

 

], na nich¾ spektrální obsah signálu x s frekven-

cemi v pásmu B

j

je signi�kantní, tj. hodnota ~x(b; 2

�j

) = j(W

 

x)(b; 2

�j

)j je nad jistou

zvolenou prahovou hodnotou (threshold).

Základem jakési zobecnìné waveletové �ltrace signálu x je potom následující obecný

postup:

(1) Výpoèet ~x(b; 2

�j

), resp. fc

j;k

g

j;k2Z

(2) Vhodná modi�kace tìchto velièin na základì jejich signi�kantnosti

(3) Zpìtná rekonstrukce modi�kovaného signálu podle (5.16), resp. podle (5.2) nebo

(5.22).

Modi�kaci vìt¹inou provádíme s cílem signál vyhladit, tj. vylouèit z nìj náhodnou

¹umovou slo¾ku. Ta ov¹em nejvíce pøispívá k vysokofrekvenènímkomponentám signálu,

které proto pøi modi�kaci podle vhodné strategie potlaèujeme. Je to zcela obdobný

postup, jaký se pou¾ívá pøi klasické fourierovské �ltraci, kdy Fourierovy koe�cienty

c

j

násobíme váhovou funkcí, tzv. pøenosovou charakteristikou �ltru, která klesá

smìrem k vysokým frekvencím, tj. postupnì sni¾uje vliv koe�cientù c

j

s rostoucím jjj.

Pøi waveletové �ltraci tedy postupujeme obdobnì, ov¹em s tím podstatným rozdílem,

¾e pøi redukci c

j;k

je vliv zhlazení pouze lokální v závislosti na zvoleném k a nikoliv glo-

bální jako je tomu pøi fourierovské �ltraci. Waveletový �ltr tedy poskytuje významnou

novou kvalitu v tom, ¾e se mù¾e adaptovat na lokální charakter signálu [1]. Tam kde

signál vykazuje vy¹¹í dynamiku, tj. nese u¾iteènou informaci ve vy¹¹ích frekvenèních

pásmech, mù¾eme míru redukce vysokofrekvenèních komponent sní¾it (neboli sní¾it

prahovou hodnotu signi�kantnosti) a naopak postupovat v místech, kde se signál mìní

jen pozvolna. Tím odstraòuje hlavní nevýhodu fourierovské �ltrace, která v takovém

pøípadì má tendenci dynamický úsek pøehladit. To co je ov¹em v tomto pøípadì vý-

hodou waveletové �ltrace, mù¾e v jiné situaci pùsobit potí¾e. Jestli¾e signál je zatí¾en

silnì nestacionárním ¹umem, pak úseky s vy¹¹í mírou chybového rozptylu mohou být

mylnì pova¾ovány za dynamické a tedy nedostateènì vyhlazeny. Toto je ov¹em spí¹e

problém volby správné strategie vyhlazení, ne¾ waveletové �ltrace jako takové.

Bì¾nì se pou¾ívají ètyøi �ltraèní strategie pro modi�kaci waveletových koe�cientù

vyu¾ívající prahových hodnot (thresholding):

(1) Tvrdé prahování (Hard thresholding)

Absolutní hodnoty v¹ech waveletových koe�cientù se porovnávají s pevnou pra-

hovou hodnotou �. Je-li velikost waveletového koe�cientu men¹í ne¾ prahová

hodnota, tak se vynuluje, jinak se ponechá beze zmìny:

c

hard

j;k

=

(

0 pro jc

j;k

j < �

c

j;k

pro jc

j;k

j � �

.

(2) Mìkké prahování (Soft thresholding)

V¹echny waveletové koe�cienty se stejnomìrnì posunou k nule o prahovou hod-

notu �:

c

soft

j;k

= sign(c

j;k

)max(0; jc

j;k

j � �).

(3) Kvantilové prahování (Quantile thresholding)
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Podobné jako (1), místo � se v¹ak pou¾ije kvantil z mno¾iny v¹ech waveletových

koe�cientù, tj. napø. se vynuluje 30% nejmen¹ích waveletových koe�cientù.

(4) Univerzální prahování (Universal thresholding)

Donoho a Johnstone [3] navrhli globální prahovou hodnotu � = �

p

2 log n pro

v¹echna j > j

0

, kde j

0

se vhodnì zvolí podle charakteru dat, n je poèet dat a �

je smìrodatná odchylka náhodného bílého (nekorelovaného) ¹umu. Ukazuje se,

¾e pøi pou¾ití této prahové hodnoty je pøibli¾nì minimalizováno riziko, ¾e se li¹í

od optimální (ale neznámé) prahové hodnoty. Dá se pou¾ívat jak pro mìkké,

tak pro tvrdé prahování. Ukázka pou¾ití je na obr. 2. V èlánku [6] Johnstone a

Silverman rozvíjí tento pøístup dále i pro korelovaný ¹um.

Celou teorii je mo¾no budovat i ve více dimenzích. V pøípadì dvou dimenzí nachází

uplatnìní pøedev¹ím pøi zpracování obrazù. Ukázka obrazové �ltrace je na obr. 3, kde

vlevo nahoøe je originál fotogra�e Johna Lennona o velikosti 256 � 256 pixelù s 0{255

úrovnìmi ¹edi, vpravo nahoøe je tý¾ obrázek kontaminovaný silným gaussovským bílým

¹umem s nulovou støední hodnotou a smìrodatnou odchylkou 60. Dole je �ltrace s pou-

¾itím dvou rùzných waveletù Daubechiesové, kde bylo vyu¾ito jenom 1; 8% informace

z rozmazaného obrázku! Pøesto¾e kvalita mù¾e být diskutabilní, je z tohoto pohledu

výteèná. Tento pøíklad souèasnì demonstruje pou¾ití waveletù pøi obrazové kompresi,

kdy pùvodních 527120 informaèních bitù bylo redukováno na pouhých 9695. Tento vel-

ký kompresní pomìr je umo¾nìn tím, ¾e podstatná informace zùstane koncentrována

jenom do nìkolika málo waveletových koe�cientù. Díky lokalizaci v èase je mo¾no dìlat

plo¹nì selektivní kompresi, kdy po rekonstrukci si zachovají vysokou kvalitu jenom za-

jímavé èásti obrazu (napø. na rentgenovém snímku pouze oblast v blízkosti pozitivního

nálezu).

Samozøejmì, ¾e pøedchozí ukázky pøedstavují pouze zlomekmo¾ných aplikací, mnoho

dal¹ích lze nalézt napø. v [7].

7. Závìr

Pokud si na závìr polo¾íme otázku, zda se pøi analýze dat vyplatí pou¾ívat wavelety èi

nikoli, pak odpovìï samozøejmì závisí na typu zpracovávaných dat. Vzhledem k mnoha

dobrým vlastnostem pøedstavují v¹ak rozhodnì aparát, který není vhodné ignorovat.

Jako ¾ádná jiná metoda, nejsou ov¹em ani wavelety universální v¹elék pro v¹echny typy

úloh, ale v ka¾dém pøípadì významnì obohacují repertoár dosud bì¾nì pou¾ívaných

technik. Dal¹ími nezanedbatelnými rysy, které hovoøí ve prospìch waveletù, je my¹-

lenková jednoduchost blízká zabìhaným fourierovským pøístupùm a v neposlední øadì

také výpoèetní efektivita. Velké soubory dat lze snadno a rychle transformovat pomocí

diskrétní waveletové transformace (DWT), která je protìj¹kem klasické diskrétní

Fourierovy transformace (DFT) a stejnì jako ona se vhodnou diskretizací obdr¾í z

pøíslu¹ných integrálních transformací. S takto získanými waveletovými koe�cienty pak

zacházíme zcela obdobnì jako v pøípadì DFT. Jestli¾e pro výpoèet DFT existují rych-

lé algoritmy (FFT=Fast Fourier Transform) s výpoètovou slo¾itostí øádu O(n log

2

(n)),

pak v pøípadì DWT slo¾itost mnohdy klesá dokonce a¾ na O(n), tj. pøíslu¹ná rychlá

waveletová transformace (FWT=Fast Wavelet Transform) by mohla mít pøívlastek

\faster" (je¹tì rychlej¹í).

Existuje nìkolik komerèních i nekomerèních podpùrných softwarových balíkù pro

práci s wavelety, z nich¾ bych zmínil tyto:

WavBox 4:

Jedná se o komerèní toolbox pro MATLAB, jeho¾ star¹í verze jsou nekomerèní a volnì

dostupné pøes FTP. Autorem je Carl Taswell, Stanford University, USA. Jedná se

o velmi bohatou knihovnu dodávanou vlastnì ve zdrojovém tvaru (tzv. M-soubory
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MATLABu), pøípadnì po dohodì s autorem i pro jiné jazyky (C, FORTRAN aj.).

MATLAB je numerický výpoèetní systém �rmy MathWorks, Inc. (USA) a v Èeské

republice jej distribuuje �rma HUMUSOFT, s.r.o. Praha.

S+WAVELETS:

Komerèní pøídavný modul do statistického systému S-PLUS �rmy StatSci a v tuzemsku

je distribuován �rmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:

Nekomerèní knihovna v jazyce S (pøedchùdce S-PLUS), jejími¾ autory jsou G. P. Nason

a B. W. Silverman. Návod k instalaci a pou¾ití tohoto softwaru je v [10].

MICRONDE:

Komerèní toolbox pro MATLAB [9]. Pochází z Francie a je orientován pøedev¹ím na

zpracování obrazù. Podle neo�ciální informace autorù se v budoucnu uva¾uje o jeho

distribuci ve formì �remního toolboxu �rmy MathWorks, Inc.
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Obr. 1. Ukázky ortogonálních waveletù
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a) b)

Obr. 2. 8192 hodinových mìøení úrovnì vodní hladiny bìhem jednoho

roku pøi zemìtøesení v Kalifornii.

a) namìøená data

b) data po vyhlazení univerzálním prahováním pøi pou¾ití waveletù
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Obr. 3. Waveletová rekonstrukce obrazu


