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VíTÌZSLAV VESELÝ

Abstrakt. Wavelety pøedstavují moderní aparát pro efektivní analýzu dat, který

pøená¹í postupy klasické Fourierovy analýzy periodických funkcí na obecný neperio-

dický pøípad. Na rozdíl od Fourierovy øady, která vyjadøuje data jako smìs harmonic-

kých sinusových kmitù, v pøípadì waveletové øady se jedná o smìs tlumených kmitù

(=vlnka=wavelet angl.) s mìnící se ¹íøkou a polohou. Základní teoretické principy

budou vylo¾eny v kontextu s klasickými pøístupy a demonstrovány pøi praktickém

zpracování simulovaných i reálných dat.

1. Úvod

Teorie \waveletù" je relativnì novou oblastí aplikované matematiky s poèátky sa-

hajícími do let 1982{84. Její koøeny v¹ak nejsou jen èistì matematické, ale nachází

se na pomezí matematiky, fyziky a technických vìd (zejména zpracování signálù). Od-

tud také pramení obrovská ¹íøe jejích aplikací, které nachází pøedev¹ím pøi zpracování a

analýze dat nejrùznìj¹ího pùvodu (telekomunikace, radarová a sonarová technika, kom-

prese a kódování, seismika, geofyzika, biomedicína, zpracování øeèi a obrazù, aj.), ale

i v numerické matematice (aproximace funkcí, numerické øe¹ení diferenciálních rovnic,

aj.).

Ke studiu teorie waveletù a jejích aplikací je k dispozici celá øada anglicky psaných

monogra�í, napø. [1, 5, 6, 7, 8, 11, 15], které vesmìs pøedpokládají u ètenáøe dosti

vysokou úroveò matematických znalostí, a to pøedev¹ím z oblasti klasické Fourierovy

analýzy.

Tento pøíspìvek navazuje na obdobnì zamìøené pojednání [14] ze sborníku minu-

lého semináøe ANALÝZA DAT 95/II, kde byl podán struèný matematický úvod do

teorie waveletù budující potøebné abstraktní matematické zázemí postupnì intuitivnì

z elementárních matematických pojmù. Úvodem pøipomeneme hlavní princip waveletù

v analogii s klasickou Fourierovou analýzou. V dal¹ím se pak soustøedíme pøedev¹ím na

praktické otázky spojené s waveletovou analýzou dat. Zaøazen je také odstavec MR-

analýza (z angl. multiresolution analysis (MRA) , co¾ lze volnì pøelo¾it jako analýza

o více úrovních rozli¹ení). Tato metoda je výpoèetnì velmi atraktivní, nebo» umo¾òuje

jednoduchou aplikací vhodné dvojice lineárních �ltrù postupnì sni¾ovat, resp. zvy¹ovat

rozli¹ovací schopnost waveletové aproximace. Pou¾ití nachází zejména ve dvou dimen-

zích, kde je základem tzv. pyramidálního algoritmu komprese a dekomprese obrazù.

Pøipomeòme nejprve nìkteré základní pojmy zavedené ji¾ v [14, odst. 3].

Oznaèení.

N : : : mno¾ina v¹ech pøirozených èísel.

Z : : : mno¾ina v¹ech celých èísel.

R : : : mno¾ina v¹ech reálných èísel.

C : : : mno¾ina v¹ech komplexních èísel.

�

i;j

: : : Kroneckerùv symbol (= 1 pro i = j a nula jinak).

s := výraz, resp. výraz =: s : : : oznaèení výrazu symbolem s.

1
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Budeme pracovat obecnì s komplexními funkcemi (periodickými i neperiodickými)

de�novanými na celé reálné ose, napø. x := x(t) : R ! C . Vìt¹inou se bude jednat

o funkce s jistými vcelku pøirozenými vlastnostmi. Uvedeme oznaèení pro dvì takové

tøídy funkcí:

L

1

(I) : : : funkce x(t) absolutnì integrovatelné (v Lebesgueovì smyslu) na intervalu

I � R. Jejich velikost mìøíme tzv. L

1

-normou:

kxk

1

:=

R

I

jx(t)j dt <1.

L

1

:= L

1

(R).

L

2

(I) : : : funkce x(t) mìøitelné a absolutnì integrovatelné v kvadrátu (v Lebe-

sgueovì smyslu) na intervalu I � R. Pro ka¾dé dvì takové funkce x(t); y(t)

je de�nován jejich vnitøní souèin integrálním vztahem:

hx; yi =

R

I

x(t)y(t) dt,

který je obdobou skalárního souèinu vektorù v euklidovském prostoru.

Zejména tedy hx; yi = 0 znaèí x ? y, tj. funkce x(t) je kolmá neboli or-

togonální na funkci y(t). Jejich velikost mìøíme tzv. L

2

-normou, která je

obdobou euklidovské normy pro vektory:

kxk := kxk

2

:=

p

hx; xi =

q

R

1

�1

jx(t)j

2

dt <1.

Interpretujeme-li funkci x jako signál (spojité mìøení, resp. pozorování nì-

jakých dat), pak hodnota kxk

2

je úmìrná energii signálu, tj. L

2

pøedstavuje

tøídu v¹ech signálù o koneèné energii. Skuteènì, uva¾ujme elektrický signál

o napìtí U(t) a proudu I(t) mìøený bìhem nìjakého èasového intervalu I

na odporu R. Pak W (t) = U(t)I(t) = U(t)(U(t)=R) = U(t)

2

=R je okam¾itý

výkon mìøený v èase t 2 I a tedy integrální suma (

R

I

jW (t)j

2

dt)=R odpovídá

energii tohoto signálu na celém intervalu I.

L

2

:= L

2

(R).

Podobnì pro posloupnosti fx

i

g := fx

i

g

i2N

; x

i

2 C 8i 2 N (místo pøirozenými èísly

budeme v dal¹ím také nìkdy indexovat celými èísly) zavádíme oznaèení:

`

2

: : : posloupnosti fx

i

g absolutnì sumovatelné v kvadrátu, tj. s koneènou

`

2

-normou:

kfx

i

gk := kfx

i

gk

2

:=

p

P

1

i=1

jx

i

j

2

<1.

L

1

(I) i L

2

(I) (podobnì `

2

) jsou uzavøené na sèítání, resp. odèítání a násobení (kom-

plexním) skalárem a tvoøí tedy vektorový prostor (viz [14, odst. 3]).

Prostor L

2

(I) má spoèetnou dimenzi. Jeho bází budeme rozumìt spoèetnou pod-

mno¾inu funkcí E = fe

1

; e

2

; : : : g � L

2

(I), která jej generuje tak, ¾e ka¾dou funkci

x(t) 2 L

2

(I) lze jediným zpùsobem a bez ohledu na poøadí vyjádøit jako (spoèet-

nou) lineární kombinaci x(t) =

P

1

i=1

x

i

e

i

(t) v L

2

-konvergenci, tj. kx � x

N

k ! 0, kde

x

N

(t) =

P

N

i=1

x

i

e

i

(t) znaèí N -tý èásteèný souèet. Pí¹eme L

2

(I) = L(E). Jednoznaènì

urèená èísla x

i

se nazývají souøadnice x(t) v v bázi E. V [14, Vìta 3.4] jsme ukázali,

¾e ortonormální systém E (e

i

? e

j

pro i 6= j a ke

i

k = 1 pro 8i; j 2 N) tvoøí bázi

právì kdy¾ platí tzv. Parsevalova identita:

kxk

2

=

1

X

i=1

jx

i

j

2

= kfx

i

gk

2

; kde x

i

= hx; e

i

i 8i 2 N :

De�nice . Báze E se nazývá Rieszovou bází prostoru L

2

(I), jestli¾e existují kon-

stanty A;B; 0 < A � B <1 tak, ¾e pro ka¾dou funkci x 2 L

2

(I); x(t) =

P

1

i=1

x

i

e

i

(t)

takovou, ¾e fx

i

g

i2N

2 `

2

, platí

Akfx

i

gk

2

� kxk

2

� Bkfx

i

gk

2

:
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Platí následující tvrzení

Tvrzení 1.1. Ke ka¾dé Rieszovì bázi E = fe

1

; e

2

; : : : g � L

2

(I) existuje jediná tzv.

duální Rieszova báze E

�

= fe

�

1

; e

�

2

; : : : g � L

2

(I); která je biortogonální k E v tom

smyslu, ¾e he

i

; e

�

j

i = �

i;j

8i; j 2 N. Zejména tedy souøadnice x

i

jsou podobnì jako

v ortonormálním pøípadì jednoznaènì urèeny vztahem x

i

= hx; e

�

i

i.

Vidíme, ¾e ortonormální báze je speciálním pøípadem Rieszovy báze pro A = B = 1

a E

�

= E. Rieszova báze pøedstavuje tedy jakousi skoro ortonormální bázi , nebo»

není po¾adována striktní platnost Parsevalovy identity. Toti¾ kxk

2

se mù¾e pohybovat

v rozmezí vymezeném konstantami A a B.

2. Fourierova a waveletová øada

Z matematického pohledu pøedstavuje waveletová analýza pøímou analogii klasické

Fourierovy analýzy T -periodických funkcí v L

2

([a; b]); b � a = T; pou¾itou na pøípad

neperiodických funkcí z L

2

:= L

2

(R). Fourierovì øadì, která pøedstavuje vyjádøení T -

periodické funkce ve spoèetné ortonormální bázi (indexované celými èísly) fw(jt)g

j2Z

harmonických kmitù odvozených z komplexní sinusové vlny w(t) = e

i2�t=T

=

p

T =

(cos 2�t=T + i sin 2�t=T )=

p

T pouhou zmìnou mìøítka (frekvence) v závislosti na j, od-

povídá tzv. waveletová øada jako¾to rozvoj neperiodické funkce ve vhodné spoèetné

bázi opìt urèené jedinou funkcí  (t) nazývanou mateøský wavelet. Proto¾e w(t) je

funkce mající koneènou energii pouze na ohranièeném intervalu (

R

b

a

jw(t)j

2

dt <1), je

tøeba hledat  6= w, která má koneènou energii na celé reálné ose. Taková funkce v¹ak

musí vymizet k nule pro t ! �1 a dokonce se ukazuje, ¾e za dodateèného pøedpo-

kladu integrovatelnosti (tj. x 2 L

1

\L

2

) musí mìnit i znaménko, tj.  musí být tlumený

kmit neboli vlnka (=wavelet). V dùsledku tohoto tlumení, které mù¾e být dokonalé

v tom smyslu, ¾e  je nenulová pouze na ohranièeném intervalu (øíkáme, ¾e má kom-

paktní nosiè), nestaèí generovat bázi pouhou zmìnou mìøítka mateøského waveletu, ale

navíc je nutné jej i posouvat. Waveletová báze se pak dostane jako spoèetný dvojná-

sobnì celými èísly indexovaný systém f 

j;k

(t)g

j;k2Z

, kde  

j;k

(t) = 2

j=2

 

�

t�k2

�j

2

�j

�

a 2

j=2

je normalizaèní konstanta zaji¹»ující konstantní (jednotkovou) normu k 

j;k

k = k k.

V závislosti na vlastnostech obdr¾ené waveletové báze (není jediná) se pak provádí

klasi�kace pøíslu¹ného mateøského waveletu.

De�nice . Oznaème E = f 

j;k

g

j;k2Z

. Mateøský wavelet  se nazývá

(1) ortogonální, jestli¾e E je ortonormální báze v L

2

:

h 

j;k

;  

l;m

i = �

j;l

�

k;m

;

(2) semiortogonální, jestli¾e E je Rieszova báze v L

2

a platí:

h 

j;k

;  

l;m

i = 0 pro j 6= l;

(3) biortogonální, jestli¾e E je Rieszova báze v L

2

a existuje tzv. duální wavelet

 

�

(t) takový, ¾e E

�

= f 

�

l;m

g

l;m2Z

je duální Rieszova báze k E (ze symetrie plyne

také, ¾e  je duální k  

�

);

Mateøský wavelet  se nazývá waveletem s kompaktním nosièem (compactly

supported wavelet), jestli¾e ft j (t) 6= 0g je ohranièená mno¾ina.

Podle 1.1 je zøejmì (1) speciálním pøípadem (3), kde  

�

=  . Zejména tedy ka¾dý

ortogonální wavelet je semiortogonální i biortogonální.

Ukázky nìkterých ortogonálních waveletù  jsou na obr. 1a). Zatímco historicky

nejstar¹ím z nich je tzv. Haarùv wavelet (nahoøe), zbývající jsou novìj¹ího data |

wavelety Daubechiesové s postupnì rostoucím stupnìm hladkosti.

Ka¾dá funkce x 2 L

2

([a; b]); b� a = T je souètem své Fourierovy øady:
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Obrázek 1. Ukázky ortogonálních waveletù
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x(t) =

1

X

j=�1

x

j

1

p

T

e

i2�

j

T

t

=

1

X

j=�1

hx; e

j

i

1

p

T

e

i2�

j

T

t

=

1

X

j=�1

c

j

e

i2�

j

T

t

; (2.1)

kde

c

j

:= c

j

(x) =

1

p

T

hx; e

j

i =

1

p

T

Z

b

a

x(t)

1

p

T

e

�i2�

j

T

t

dt =

1

T

Z

b

a

x(t)e

�i2�

j

T

t

dt (2.2)

je tzv. j-tý Fourierùv koe�cient a fc

j

(x)g

j2Z

je tzv. fourierovské spektrum funkce

x(t) 2 L

2

([a; b]).

Podobnì ka¾dá funkce x(t) 2 L

2

(R) je souètem své waveletové øady

x(t) =

1

X

j;k=�1

c

j;k

 

j;k

(t); (2.3)

kde v pøípadì biortogonálního, resp. ortogonálního mateøského waveletu ( 

�

=  ) a

vzhledem k tvrzení 1.1

c

j;k

:= c

j;k

(x) = hx;  

j;k

�

i =

Z

1

�1

x(t) 

j;k

�

(t) dt = 2

j

2

Z

1

�1

x(t) 

�

�

t� k2

�j

2

�j

�

dt: (2.4)

je tzv. (j; k)-tý waveletový koe�cient a fc

j;k

g

j;k2Z

je tzv. waveletové spektrum

funkce x(t) 2 L

2

(R).

Konvergence Fourierovy, resp. waveletové øady je v normì prostoru L

2

([a; b]), resp.

L

2

(R), tj.

kx� x

N

k ! 0 pro N !1

kx� x

N;M

k ! 0 pro N;M !1

pro èásteèné souèty

x

N

(t) =

N

X

j=�N

c

j

e

i2�

j

T

t

x

N;M

(t) =

N

X

j=�N

M

X

k=�M

c

j;k

 

j;k

(t):

Pokud nebude hrozit nedorozumìní budeme psát struènì c

j

místo c

j

(x) a c

j;k

místo

c

j;k

(x).

Z vyjádøení waveletových koe�cientù lze vhodným in�nitesimálním pøechodem ob-

dr¾et tzv. integrální waveletovou transformaci, která je opìt analogií Fourierovy

transformace získané z vyjádøení pro Fourierovy koe�cienty pøi T !1 (viz [14, odst.

5]). Existence inverzní waveletové transformace v¹ak vy¾aduje, aby wavelet  , který je

jádrem této transformace splòoval tzv. podmínku pøípustnosti, resp. silnìj¹í pod-

mínku stability. Jádro  se pak nazývá základní, resp. dyadický wavelet.

Pøi zpracování diskrétních dat dostaneme opìt pøíslu¹né operátory diskrétní wave-

letové transformace (DWT) jako analogie diskrétní Fourierovy transformace (DFT)

a rychlé algoritmy pro jejich výpoèet (FWT=Fast Wavelet Transform jako analogie

FFT=Fast Fourier Transform).
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3. Waveletové vyhlazování (filtrace)

Formulace problému

Uva¾ujme aditivní model

y(t) = x(t) + e(t); t 2 R;

kde y(t) jsou pozorované hodnoty, x(t) 2 L

2

je neznámá odhadovaná funkce a e(t) je

bílý ¹um. V diskrétním pøípadì y(t) jsou ov¹em pozorovány pouze na koneèné diskrétní

vìt¹inou ekvidistantní síti t = t

1

; t

2

; : : : ; t

n

.

Vzhledem k linearitì (2.4) dostáváme

c

j;k

(y) = c

j;k

(x) + c

j;k

(e)

kde c

j;k

(y); c

j;k

(x) a c

j;k

(e) jsou waveletové koe�cienty poøadì ve waveletových øadách

pro y(t); x(t) a e(t). Cílem waveletového vyhlazování je nalezení vhodného modi�kaè-

ního pøedpisu �(�) takového, ¾e �(c

j;k

(y)) = bc

j;k

(x) � c

j;k

(x) je dobrým odhadem

c

j;k

(x). Tento pøístup pøedstavuje opìt analogii s fourierovskou �ltrací, kde modi�ku-

jeme Fourierovy koe�cienty c

j

(y). Dùle¾itým speciálním pøípadem je lineární �ltrace,

kde �(c

j

(y)) = �

j

c

j

(y); �

j

� 0 a f�

j

g

j2Z

je tzv. pøenosová charakteristika �ltru.

Pro pevné k je pøíspìvek ka¾dého koe�cientu c

j;k

(y) pouze lokální, tak¾e waveletová

reprezentace dovoluje tímto zpùsobem konstruovat lokálnì adaptivní �ltry, co¾ je

její vynikající nový rys ve srovnání s klasickými fourierovskými �ltry, kde efekt je

globální.

Bì¾nì se pou¾ívají ètyøi modi�kaèní techniky pro waveletové koe�cienty. První z nich

operuje na datech (koe�cientech) lineárnì, zbývající tøi nelineárnì.

1. Positive scaling

bc

pos

j;k

= �

j;k

c

j;k

(y); �

j;k

� 0,

která je pøímým zobecnìním vý¹e zmínìné pøenosové charakteristiky.

2. Tvrdé prahování (hard thresholding)

V¹echny waveletové koe�cienty pod jistou prahovou hodnotou � > 0 se vynulují

a ostatní se ponechají beze zmìny:

bc

hard

j;k

=

�

0 pro jc

j;k

j < �

c

j;k

pro jc

j;k

j � �

.

3. Mìkké prahování (soft thresholding)

Velikosti v¹ech waveletových koe�cientù se sní¾í o prahovou hodnotu � > 0:

bc

soft

j;k

= sign(c

j;k

)max(0; jc

j;k

j � �).

4. Kvantilové prahování (quantile thresholding)

Podobné jako (2), místo � se v¹ak pou¾ije kvantil z mno¾iny v¹ech waveletových

koe�cientù, tj. napø. se vynuluje 30% nejmen¹ích waveletových koe�cientù.

Donoho a Johnstone [2, 3, 4] navrhli metodu pro v jistém smyslu optimální volbu

prahové hodnoty �, která je buï univerzální nebo speci�cká pro ka¾dou úroveò mìøítka

j (� = �

j

). Tyto a jiné podobné metody se staly známými pod anglickými názvy

wavelet shrinkage nebo wavelet de-noising.

Pøi praktických výpoètech ov¹em c

j;k

poèítáme pomocí DWT s vyu¾itím vhodného

rychlého algoritmu FWT.
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Obrázek 2. Ukázka vyhlazení mìkkým prahováním
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Na obr. 2 je ukázka waveletového vyhlazení signálu s nespojitými skoky kontamino-

vaného simulovaným ¹umem. V levém sloupci jsou odshora dolù uvedeny poøadì data

za¹umìná, vyhlazená a originální bez ¹umu. V pravém sloupci jsou grafy odpovídají-

cích waveletových koe�cientù, kde k je vyneseno na vodorovné ose a j na svislé ose

(èíslo 1 odpovídá maximální úrovni). Pro vyhlazení bylo pou¾ito Donoho-Johnstonova

mìkkého prahování. Nespojité skoky jsou velmi dobøe zachyceny s podstatnì men¹ím

zkreslením (rozvlnìním v dùsledku tzv. Gibbsova jevu) ne¾ by tomu bylo v pøípadì

klasické fourierovské �ltrace.

Dal¹í ukázky waveletového vyhlazování dat z oblasti ¾ivotního prostøedí lze nalézt

v [13].

4. MR-analýza

MR-analýza, neboli analýza o více úrovních rozli¹ení (z angl. multiresolution analy-

sis), umo¾òuje jednoduchou aplikací vhodné dvojice lineárních �ltrù postupnì sni¾ovat,

resp. zvy¹ovat rozli¹ovací schopnost waveletové aproximace.

Nech»  je nìjaký mateøský wavelet (ortogonální, semiortogonální nebo biortogo-

nální). Pro ka¾dé j 2 Z uva¾ujme (uzavøené) podprostory v L

2

generované tìmito

èásteènými souèty waveletové øady:

W

j

= Lf 

j;k

g

k2Z

= fg

j

(t) j g

j

(t) =

1

X

k=�1

c

j;k

 

j;k

(t)g (4.1)

a

V

j

= Lf 

i;k

g

i;k2Z;i<j

= fx

j

(t) j x

j

(t) =

j�1

X

i=�1

1

X

k=�1

c

i;k

 

i;k

(t)g: (4.2)

Proto¾e waveletový rozvoj (2.3) libovolné funkce x 2 L

2

lze pøepsat jako

x(t) =

1

X

j=�1

(

1

X

k=�1

c

j;k

 

j;k

(t)) =

1

X

j=�1

g

j

(t); kde g

j

2 W

j

; (4.3)

pøièem¾ g

j

2 W

j

jsou zøejmì urèeny jednoznaènì, mù¾eme celý prostor L

2

psát jako

pøímý souèet (u) podprostorù W

j

L

2

=

�

X

j2Z

W

j

= � � �uW

�1

uW

0

uW

1

u : : : : (4.4)

Je-li mateøský wavelet  ortogonální nebo semiortogonální, pak zøejmì W

i

? W

j

(podprostory jsou k sobì kolmé) pro i 6= j a pøímý souèet (4.4) pøejde v ortogonální

souèet (�):

L

2

=

M

j2Z

W

j

= � � � �W

�1

�W

0

�W

1

� : : : : (4.5)

Platí následující tvrzení

Tvrzení 4.1. Pro ka¾dé j 2 Z platí

V

j

= L([

j�1

i=�1

W

i

) =

j�1

�

X

i=�1

W

i

= � � �uW

j�2

uW

j�1

(4.6)

a systém podprostorù fV

j

g := fV

j

g

j2Z

má následující vlastnosti:

1

�

: : : V

�1

� V

0

� V

1

: : : neboli V

j�1

� V

j

; j 2 Z
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2

�

L([

j2Z

V

j

) = L

2

3

�

\

j2Z

V

j

= f0g

4

�

V

j+1

= V

j

uW

j

, resp. V

j+1

= V

j

�W

j

; j 2 Z

5

�

x(t) 2 V

j

, x(2t) 2 V

j+1

; j 2 Z [) (x(t) 2 V

0

, x(2

j

t) 2 V

j

); j 2 Z]:

Dùkaz. Rovnice (4.6) a vlastnosti 1

�

� 4

�

jsou zøejmé. Vlastnost 5

�

plyne z následující

identity

 

j;k

(2

s

t) = 2

�

s

2

2

j+s

2

 (2

j

(2

s

t)� k) = 2

�

s

2

 

j+s;k

(t); j; k; s 2 Z: (4.7)

Pak toti¾ x(t) 2 V

j

) x(t) je lineární kombinací  

i;k

(t); i � j � 1; k 2 Z ) x(2

s

t)

je lineární kombinací  

i;k

(2

s

t); i � j � 1; k 2 Z ) x(2

s

t) je lineární kombinací

 

i+s;k

(t); i � j � 1; k 2 Z) x(2

s

t) je lineární kombinací  

n;k

(t); n � j + s� 1; k 2

Z) x(2

s

t) 2 V

j+s

. Implikaci) pak dostaneme pro s = 1 a implikaci( pro s = �1.

De�nice . Øekneme, ¾e funkce �(t) 2 L

2

generuje MR-analýzu fV

j

g v L

2

, jestli¾e

generuje posloupnost podprostorù fV

j

g s vlastnostmi 1

�

; 2

�

; 3

�

a 5

�

pøedpisem

V

j

= f�

j;k

g

k2Z

; kde �

j;k

= 2

j

2

�(2

j

t� k) = 2

j

2

�

�

t� k2

�j

2

�j

�

; (4.8)

pøièem¾ E

0

= f�

0;k

g

k2Z

je Rieszovou bází podprostoru V

0

. Snadno se ovìøí, ¾e pak také

E

j

= f�

j;k

g

k2Z

jsou Rieszovy báze V

j

pro ka¾dé j 2 Z. Funkci �(t) nazýváme funkcí

mìøítka (scaling function) pro MR-analýzu fV

j

g. Zøejmì podobnì jako pro  

platí k�k = k�

j;k

k = 1 pro ka¾dé j; k 2 Z.

Tvrzení 4.2. Jestli¾e � 2 L

2

generuje MR-analýzu fV

j

g, pak

6

�

x(t) 2 V

j

, x(t+ 2

�j

) 2 V

j

; j 2 Z.

Dùkaz. 6

�

plyne podobnì jako 5

�

v dùkazu tvrzení 4.1 z identity

�

j;k

(t + s2

�j

) = 2

j

2

�(2

j

(t+ s2

�j

)� k) = 2

j

2

�(2

j

t� (k � s))

= �

j;k�s

(t); j; k; s 2 Z (4.9)

pro s = �1.

Poznámka . Dá se ukázat (viz [5, str. 121]), ¾e

a) 6

�

) 3

�

b) 6

�

) 4

�

v tom smyslu, ¾e pro ka¾dé j existuje W

j

takové, ¾e V

j+1

= V

j

uW

j

.

Nemusí v¹ak existovat funkce  , která tyto W

j

generuje vztahem (4.1). V dùsledku

toho se pøi de�nici MR-analýzy a funkce mìøítka nìkdy místo 1

�

; 2

�

; 3

�

; 5

�

pøedpokládá

platnost 1

�

; 2

�

; 5

�

a 6

�

, tak¾e potom MR-analýza fV

j

g v L

2

má v¹echny vlastnosti

1

�

� 6

�

. Zde budeme v¹ak v¾dy pøedpokládat navíc (4.1). V tomto pøípadì se nìkdy

funkce mìøítka � nazývá otcovský wavelet (father wavelet), nebo» s mateøským

waveletem  tvoøí pøirozenou dvojici. Øíkáme pak také, ¾e dvojice (�;  ) generuje

v L

2

MR-analýzu fV

j

g. Ukázky dvojic (�;  ) jsou na obr. 1, kde mateøský wavelet

je ve sloupci a) a odpovídající otcovský wavelet ve sloupci b).

Nech» (�;  ) generují MR-analýzu fV

j

g v L

2

. Podle (4.2) a (4.3) je

x

j

(t) =

P

j�1

i=�1

g

i

(t) � x(t) =

P

1

i=�1

g

i

(t) pro ka¾dou funkci x 2 L

2

.

Pøitom x

j

2 V

j

) x

j

L

2

�! x pro j !1.

Tedy x

j

2 V

j

aproximuje x a¾ do (j � 1)-té úrovnì rozli¹ení neboli vzhledem k [14,

vztah (6.5)] zachycuje frekvenèní obsah a¾ do pásma B

j�1

vèetnì. Tedy

j !1 ) pøesnìj¹í aproximace (jemnìji zachycuje variabilitu)

j ! �1 ) hrub¹í aproximace (ztráta energie modelující variabilitu | rozmazání)
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Dostáváme následující vztahy:

x

j

2 V

j

) x

j

(t)

(4:8)

=

1

X

k=�1

c

j

k

�(2

j

t� k); c

j

:= fc

j

k

g

k2Z

2 `

2

8j 2 Z (4.10)

g

j

2 W

j

) g

j

(t)

(4:1)

=

1

X

k=�1

d

j

k

 (2

j

t� k); d

j

:= fd

j

k

g

k2Z

2 `

2

8j 2 Z (4.11)

4

�

) x

j

(t) = x

j�1

(t) + g

j�1

(t) 8j 2 Z; (4.12)

kde posloupnosti souøadnic c

j

a d

j

jsou jednoznaènì urèeny, nebo» f�(2

j

t� k)

| {z }

2

�

j

2

�

j;k

g

k2Z

a

f (2

j

t� k)

| {z }

2

�

j

2

 

j;k

g

k2Z

tvoøí Rieszovu bázi poøadì ve V

j

a W

j

.

Dekompozice v MR-analýze (výpoèet c

j�1

a d

j�1

pomocí c

j

)

Pøi dekompozici sni¾ujeme úroveò rozli¹eni o jedna. K tomu bude potøeba vyjádøit

�(2

j

t� k) 2 V

j

z (4.10) ve tvaru (4.12).

Tvrzení 4.3. Existují posloupnosti a := fa

n

g

n2Z

; b := fb

n

g

n2Z

2 `

2

takové, ¾e platí

�(2t� l)

| {z }

2V

1

=

1

X

k=�1

[a

2k�l

�(t� k)

| {z }

2V

0

+ b

2k�l

 (t� k)

| {z }

2W

0

] 8l 2 Z a t 2 R: (4.13)

Dùkaz. Tvrzení zøejmì platí pro l 2 f0; 1g, nebo» �(2t � l) 2 V

1

a tedy pøi j = 1

existuje podle (4.10){(4.12) vyjádøení

�(2t) =

1

X

m=�1

[a

2m

�(t�m) + b

2m

 (t�m)] pro l = 0

�(2t� 1) =

1

X

m=�1

[a

2m�1

�(t�m) + b

2m�1

 (t�m)] pro l = 1:

Uká¾eme nyní, ¾e (4.13) platí pro libovolné l 2 Z.

a) l = 2r sudé:

�(2t� l) = �(2(t� r)) =

=

1

X

m=�1

[a

2m

�(t� r �m) + b

2m

 (t� r �m)] =

k=r+m

=

1

X

k=�1

[a

2k�2r

�(t� k) + b

2k�2r

 (t� k)]:

b) l = 2r + 1 liché:

�(2t� l) = �(2(t� r)� 1) =

=

1

X

m=�1

[a

2m�1

�(t� r �m) + b

2m�1

 (t� r �m)] =

k=r+m

=

1

X

k=�1

[a

2k�2r�1

�(t� k) + b

2k�2r�1

 (t� k)]:
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Dùsledek 4.4. Platí tzv. dekompozièní vztah (decomposition relation):

�(2

j

t� l)

| {z }

2V

j

=

1

X

k=�1

[a

2k�l

�(2

j�1

t� k)

| {z }

2V

j�1

+ b

2k�l

 (2

j�1

t� k)

| {z }

2W

j�1

] 8j; l 2 Z a t 2 R: (4.14)

Dùkaz. Plyne z (4.13), jestli¾e za t dosadíme 2

j�1

t.

Tvrzení 4.5 (Algoritmus dekompozice: výpoèet c

j�1

a d

j�1

pomocí c

j

).

Pro c

j

a d

j

ze (4.10) a (4.11) platí následující rekurentní vztah:

c

j�1

k

=

1

X

l=�1

a

2k�l

c

j

l

2k�l=n

=

1

X

n=�1

a

n

c

j

2k�n

(4.15)

d

j�1

k

=

1

X

l=�1

b

2k�l

c

j

l

2k�l=n

=

1

X

n=�1

b

n

c

j

2k�n

; (4.16)

kde a = fa

n

g

n2Z

a b = fb

n

g

n2Z

jsou posloupnosti z dekompozièního vztahu (4.14).

Dùkaz.

x

j

(t)

(4:10)

=

1

X

l=�1

c

j

l

�(2

j

t� l)

(4:14)

=

1

X

l=�1

c

j

l

1

X

k=�1

[a

2k�l

�(2

j�1

t� k) + b

2k�l

 (2

j�1

t� k)] =

=

1

X

k=�1

 

1

X

l=�1

a

2k�l

c

j

l

!

| {z }

c

j�1

k

�(2

j�1

t� k)

| {z }

x

j�1

(t)

+

1

X

k=�1

 

1

X

l=�1

b

2k�l

c

j

l

!

| {z }

d

j�1

k

 (2

j�1

t� k)

| {z }

g

j�1

(t)

z jednoznaènosti rozkladu (4.12) a posloupností souøadnic c

j�1

a d

j�1

.

Oznaèíme-li y

j�1

= fy

j�1

m

g

m2Z

a z

j�1

= fz

j�1

m

g

m2Z

pro ka¾dé j 2 Z, pak (4.15) a

(4.16) de�nují dva lineární konvoluèní �ltry poøadì s impulzními odezvami a a b pro

výpoèet y

j�1

= a � c

j

a z

j�1

= b � c

j

, kde � je symbol operátoru lineární konvoluce.

Po vynechání hodnot s lichými indexy (tzv. downsampling) dostáváme c

j�1

k

= y

j�1

2k

a

d

j�1

k

= z

j�1

2k

.

Schématicky tedy mù¾eme algoritmus dekompozice znázornit takto:

c

j

%

�ltr a! y

j�1

! downsampling ! c

j�1

&

�ltr b ! z

j�1

! downsampling ! d

j�1

Rekonstrukce v MR-analýze (výpoèet c

j

pomocí c

j�1

a d

j�1

)

Pøi rekonstrukci naopak zvy¹ujeme úroveò rozli¹eni o jedna. K tomu bude potøeba

vyjádøit �(2

j�1

t� k) a  (2

j�1

t� k) z (4.10) a (4.11) pomocí �(2

j

t� k).

Tvrzení 4.6. Existují posloupnosti p := fp

n

g

n2Z

; q := fq

n

g

n2Z

2 `

2

takové, ¾e platí

�(t) =

1

X

n=�1

p

n

�(2t� n) (4.17)

 (t) =

1

X

n=�1

q

n

�(2t� n): (4.18)

Dùkaz. fp

n

g existuje podle (4.10), nebo» � 2 V

0

� V

1

dle 1

�

a fq

n

g existuje podle

(4.11), nebo»  2 W

0

� V

1

dle 4

�

.
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Dùsledek 4.7. Platí tzv. vztahy dvou mìøítek (two-scale relations):

�(2

j�1

t� l) =

1

X

k=�1

p

k�2l

�(2

j

t� k) (4.19)

 (2

j�1

t� l) =

1

X

k=�1

q

k�2l

�(2

j

t� k): (4.20)

Dùkaz. V (4.17) a (4.18) dosadíme 2

j�1

t� l místo t:

�(2

j�1

t� l) =

1

X

n=�1

p

n

�(2(2

j�1

t� l)� n) =

1

X

n=�1

p

n

�(2

j

t� 2l � n) =

k=2l+n

=

1

X

k=�1

p

k�2l

�(2

j

t� k):

Podobnì pro  .

Tvrzení 4.8 (Algoritmus rekonstrukce: výpoèet c

j

pomocí c

j�1

a d

j�1

).

Pro c

j

a d

j

ze (4.10) a (4.11) platí následující rekurentní vztah:

c

j

k

=

1

X

l=�1

[p

k�2l

c

j�1

l

+ q

k�2l

d

j�1

l

] =

1

X

l=�1

p

k�2l

c

j�1

l

+

1

X

l=�1

q

k�2l

d

j�1

l

; (4.21)

kde p = fp

n

g

n2Z

a q = fq

n

g

n2Z

jsou posloupnosti ze vztahù dvou mìøítek (4.19) a

(4.20).

Dùkaz. U¾itím (4.10){(4.12) dostáváme

x

j

(t) = x

j�1

(t) + g

j�1

(t) =

1

X

l=�1

c

j�1

l

�(2

j�1

t� l) +

1

X

l=�1

d

j�1

l

 (2

j�1

t� l) =

(4:19)

(4:20)

=

1

X

l=�1

"

c

j�1

l

1

X

k=�1

p

k�2l

�(2

j

t� k) + d

j�1

l

1

X

k=�1

q

k�2l

�(2

j

t� k)

#

=

=

1

X

k=�1

"

1

X

l=�1

(p

k�2l

c

j�1

l

+ q

k�2l

d

j�1

l

)

#

| {z }

c

j

k

�(2

j

t� k);

nebo» posloupnost souøadnic c

j

je urèena jednoznaènì.

Oznaèíme-li y

j�1

= fy

j�1

m

g

m2Z

a z

j�1

= fz

j�1

m

g

m2Z

pro ka¾dé j 2 Z, kde pro ka¾dé

l 2 Z klademe

y

j�1

2l

= c

j�1

l

z

j�1

2l

= d

j�1

l

y

j�1

2l+1

= 0 z

j�1

2l+1

= 0

�

tzv. upsampling;

pak vztah (4.21) urèuje dva lineární konvoluèní �ltry poøadì s impulzními odezvami p

a q pro výpoèet c

j

= p � y

j�1

+ q � z

j�1

.

Schématicky tedy mù¾eme algoritmus rekonstrukce znázornit takto:

c

j

.

+ �ltr p y

j�1

 upsampling  c

j�1

-

+ �ltr q  z

j�1

 upsampling d

j�1

Na obr. 3 je ukázka MR-analýzy aplikované na záznam prùmìrných mìsíèních prù-

tokù na øece Morava v Kromìøí¾i v letech 1916{1991 pøevzatý z [13].
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Obrázek 3. Ukázka MR-analýzy
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©est grafù uspoøádaných zleva doprava a odshora dolù ukazuje vyhlazení dat s vynu-

lovanými waveletovými koe�cienty poøadì v úrovních 1,1{2, : : : , 1{6. Zde 1 odpovídá

nejvy¹¹í úrovni aproximace, tj, x

j

max

2 V

j

max

. Z grafù je zøejmý postupný úbytek v roz-

li¹ení detailù pro j = j

max

; j

max

� 1; : : : .

5. Informace o softwaru

Existuje nìkolik komerèních i nekomerèních podpùrných softwarových balíkù pro

práci s wavelety, z nich¾ bych zmínil tyto:

WAVELET TOOLBOX:

Firemní komerèní knihovna (toolbox) pro numerický výpoèetní systém

MATLAB �rmy MathWorks, Inc. (USA). Doporuèuje se pou¾ívat spolu s dal¹í �remní

knihovnou pro zpracování signálù (Signal Processing Toolbox). Pochází z Francie, kde

jeho pøedchozí verze byla známa pod názvem MICRONDE ([9]). V Èeské republice jej

spolu se systémem MATLAB a dal¹ími �remními toolboxy distribuuje �rma HUMU-

SOFT, s.r.o. Praha.

WAVBOX 4:

Jedná se o komerèní ne�remní toolbox pro MATLAB (viz [12]), jeho¾ star¹í verze jsou

nekomerèní a volnì dostupné pøes FTP. Autorem je Carl Taswell, Stanford University,

USA. Jedná se o velmi bohatou a na dal¹ích toolboxech plnì nezávislou knihovnu

dodávanou buï ve zdrojovém tvaru (288 tzv. m-souborù MATLABu, 1,2 MB) nebo

pro MATLAB 5 také v binárním tvaru (tzv. p-soubory) za ni¾¹í cenu. Ukázky na

obrázcích 1{3 byly zpracovány právì tímto softwarem.

S+WAVELETS:

Komerèní �remní pøídavný modul do statistického systému S-PLUS �rmy StatSci

(USA) v tuzemsku distribuovaný �rmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:

Nekomerèní knihovna v jazyce S (pøedchùdce S-PLUS), jejími¾ autory jsou G. P. Nason

a B. W. Silverman. Návod k instalaci a pou¾ití tohoto softwaru je v [10].
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