WAVELETY — UVOD DO TEORIE A APLIKACE!'
ViTEZSLAV VESELY

ABSTRAKT. Wavelety predstavuji moderni aparat pro efektivni analyzu dat, ktery
prenasi postupy klasické Fourierovy analyzy periodickych funkci na obecny neperio-
dicky pripad. Na rozdil od Fourierovy rady, ktera vyjadiuje data jako smés harmonic-
kych sinusovych kmit, v piipadé waveletové fady se jednd o smés tlumenych kmit
(=vlnka=wavelet angl.) s ménici se Sifkou a polohou. Zdkladni teoretické principy
budou vylozeny v kontextu s klasickymi pfistupy a demonstrovany pii praktickém
zpracovani simulovanych i redlnych dat.

1. Uvop

Teorie “waveleti” je relativné novou oblasti aplikované matematiky s pocatky sa-
hajicimi do let 1982-84. Jeji kofeny vSak nejsou jen cisté matematické, ale nachéazi
se na pomezi matematiky, fyziky a technickych véd (zejména zpracovani signali). Od-
tud také prameni obrovska Site jejich aplikaci, které nachazi predevsim pri zpracovani a
analyze dat nejriznéjsiho ptivodu (telekomunikace, radarova a sonarova technika, kom-
prese a kodovani, seismika, geofyzika, biomedicina, zpracovani fe¢i a obrazi, aj.), ale
i v numerické matematice (aproximace funkei, numerické feseni diferencialnich rovnic,
aj.).

Ke studiu teorie waveletii a jejich aplikaci je k dispozici celd fada anglicky psanych
monografii, napf. [1, 5, 6, 7, 8, 11, 15], které vesmés predpokladaji u ¢tenédre dosti
vysokou troven matematickych znalosti, a to predevsim z oblasti klasické Fourierovy
analyzy.

Tento prispévek navazuje na obdobné zamétené pojednéani [14] ze sborniku minu-
1ého seminafe ANALYZA DAT 95/11, kde byl podan struény matematicky tvod do
teorie waveleti budujici potfebné abstraktni matematické zazemi postupné intuitivné
z elementarnich matematickych pojmi. Uvodem p¥ipomeneme hlavni princip waveleti
v analogii s klasickou Fourierovou analyzou. V dalSim se pak soustiedime predevsim na
praktické otazky spojené s waveletovou analyzou dat. Zarazen je také odstavec MR-
analyza (z angl. multiresolution analysis (MRA) , coz lze volné pielozit jako analyza
0 vice drovnich rozliseni). Tato metoda je vypocetné velmi atraktivni, nebot umoziuje
jednoduchou aplikaci vhodné dvojice linearnich filtr postupné snizovat, resp. zvySovat
rozliSovaci schopnost waveletové aproximace. Pouziti nachazi zejména ve dvou dimen-
zich, kde je zdkladem tzv. pyramidalniho algoritmu komprese a dekomprese obrazii.

Ptipomenme nejprve nékteré zakladni pojmy zavedené jiz v [14, odst. 3].

Oznaceni.

N ... mnozina vSech pfirozenych cisel.

Z ... mnozina vsech celych ¢isel.

R ... mnozina vSech realnych cisel.

C ... mnozina vSech komplexnich ¢isel.

8;; - .. Kroneckeritv symbol (=1 pro i = j a nula jinak).

s :=wyraz, resp. vyraz =: s ... oznaceni vyrazu symbolem s.

1Vytisténo ve sborniku celostdtni konference ANALYZA DAT’97 (ed. ing. K. Kupka, TriloByte,
s.r.o. Pardubice) konané 4.-7.11.1996 v hotelu Technik, Lazné Bohdane¢ u Pardubic
Datum: 26. listopadu 1997.
Tato prace byla vypracovana za finanéni podpory Grantové Agentury Ceské Republiky, reg. &islo
grantu 201/96/0665.
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Budeme pracovat obecné s komplexnimi funkcemi (periodickymi i neperiodickymi)
definovanymi na celé redlné ose, napt. = := z(t) : R — C. Vétsinou se bude jednat
o funkce s jistymi vcelku pfirozenymi vlastnostmi. Uvedeme oznaceni pro dvé takové
tridy funkci:

Li(J) ... funkce z(t) absolutné integrovatelné (v Lebesgueové smyslu) na intervalu
J C R. Jejich velikost mérime tzv. Li-normou:
zlly == [;|z(t)] dt < oo.

L1 = L1 (R)

Ly(3J) ... funkce z(t) méFitelné a absolutné integrovatelné v kvadratu (v Lebe-
sgueové smyslu) na intervalu J C R. Pro kazdé dvé takové funkce x(t),y(t)
je definovan jejich vnitini soucin integralnim vztahem:

(z,y) = [2(t)y(t) dt,

ktery je obdobou skaldrniho soucinu vektori v euklidovském prostoru.
Zejména tedy (x,y) = 0 zna¢i x L y, tj. funkce z(¢) je kolméa neboli or-
togondlni na funkci y(¢). Jejich velikost méfime tzv. Ly-normou, kterd je
obdobou euklidovské normy pro vektory:

]| o= llzllz o= /o, 2) = /[ 7, le ()2 dt < oo

Interpretujeme-li funkci = jako signél (spojité méfeni, resp. pozorovani né-
jakych dat), pak hodnota ||z||? je imérnd energii signalu, tj. L, predstavuje
tridu vSech signali o konecné energii. Skute¢né, uvazujme elektricky signal
o napéti U(t) a proudu I(t) méfeny béhem néjakého Casového intervalu J
na odporu R. Pak W(t) = U(t)I(t) = U(t)(U(t)/R) = U(t)*/R je okamzity
vykon méfeny v Case ¢t € J a tedy integralni suma ( [, [W(t)|*dt)/R odpovida
energii tohoto signalu na celém intervalu J.

L2 = L2 (R)

Podobné pro posloupnosti {z;} := {z;}ien, x; € C Vi € N (misto pfirozenymi ¢isly

budeme v dalsim také nékdy indexovat celymi ¢isly) zavadime oznaceni:

ly ... posloupnosti {x;} absolutné sumovatelné v kvadratu, tj. s konecnou
{y-normou:

{aid o= I{wiblle == /225 il? < oo

Ly(J) i Ly(I) (podobné ¢;) jsou uzaviené na s¢itani, resp. od¢itani a nasobeni (kom-
plexnim) skaldrem a tvori tedy vektorovy prostor (viz [14, odst. 3]).

Prostor Ly(J) mé spocetnou dimenzi. Jeho bazi budeme rozumét spocetnou pod-
mnozinu funkei E = {ey,eq,...} C Lo(J), kterd jej generuje tak, ze kazdou funkci
z(t) € L2(J) lze jedinym zpisobem a bez ohledu na potadi vyjadrit jako (spocet-
nou) linedrni kombinaci z(t) = > 7, @;e;(t) v Ly-konvergenci, tj. ||z — zy|| — 0, kde
en(t) = N wiei(t) znaci N-ty Gastecny soucet. Piseme Ly(J) = L(E). Jednoznaéné
urCend Cisla z; se nazyvaji souradnice x(t) v v bazi E. V [14, Véta 3.4] jsme ukézali,
ze ortonormdlni systém E (e; L e; pro i # j a ||le;]| = 1 pro Vi,j € N) tvori bazi
pravé kdyz plati tzv. Parsevalova identita:

|z|? = Z |52 = |[{x:}]]%, kde @; = (x,¢;) Vi € N.
=1

Definice . Baze E se nazyva Rieszovou bazi prostoru L,(J), jestlize existuji kon-
stanty A, B, 0 < A < B < oo tak, ze pro kazdou funkci = € Ly(J),z(t) = > .7, wie;(t)
takovou, Ze {x;}ien € £, plati

Al{z}I* < ll2l* < BI{z}I*



Plati nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 1.1. Ke kaZdé Rieszové bazi E = {ey,es,...} C Lo(J) existuje jedind tzv.
dudlni Rieszova baze E* = {e},¢€},... } C Lo(J), kterd je biortogondlni k E v tom
smyslu, Ze (ei,e;> = 0,j Vi,7 € N. Zejména tedy souradnice x; jsou podobné jako
v ortonormdlnim pripadé jednoznacné urceny vztahem x; = (x, €f).

Vidime, Ze ortonormalni baze je specidlnim pripadem Rieszovy baze pro A =B =1
a E* = FE. Rieszova baze predstavuje tedy jakousi skoro ortonormdlni bdzi, nebot
neni pozadovéana striktni platnost Parsevalovy identity. Totiz ||z||? se miiZe pohybovat
v rozmezi vymezeném konstantami A a B.

2. FOURIEROVA A WAVELETOVA RADA

Z matematického pohledu predstavuje waveletova analyza primou analogii klasické
Fourierovy analyzy T-periodickych funkci v Ly([a,b]), b — a = T, pouZitou na piipad
neperiodickych funkei z Ly := Lo(R). Fourierové fadé, ktera predstavuje vyjadieni T'-
periodické funkce ve spocetné ortonormalni bazi (indexované celymi ¢isly) {w(jt)} ez
harmonickych kmité odvozenych z komplexni sinusové viny w(t) = e /7 /\/T =
(cos 27t /T +isin 27t /T) /v/T pouhou zménou méfitka (frekvence) v zavislosti na j, od-
povida tzv. waveletova fada jakozto rozvoj neperiodické funkce ve vhodné spocetné
bézi opét urcené jedinou funkei ¢(¢) nazyvanou matefsky wavelet. Protoze w(t) je
funkce majici kone¢nou energii pouze na ohrani¢eném intervalu (fab lw(t)[*dt < 00), je
tfeba hledat 1) # w, kterd ma konec¢nou energii na celé realné ose. Takova funkce vSak
musi vymizet k nule pro ¢ — +00 a dokonce se ukazuje, ze za dodatecného predpo-
kladu integrovatelnosti (tj. € LN L) musi ménit i znaménko, tj. ¢ musi byt tlumeny
kmit neboli vlnka (=wavelet). V disledku tohoto tlumeni, které mize byt dokonalé
v tom smyslu, Ze 1) je nenulovad pouze na ohrani¢eném intervalu (fikime, Ze ma kom-
paktni nosi¢), nesta¢i generovat bézi pouhou zménou métitka mateiského waveletu, ale
navic je nutné jej i posouvat. Waveletova baze se pak dostane jako spocetny dvojna-

sobn celymi &sly indexovany systém {1, x()} ez, kde 14 (t) = 20/ (%) a 20/2
je normaliza¢ni konstanta zajistujici konstantni (jednotkovou) normu ||t || = [|¢|].

V zavislosti na vlastnostech obdrzené waveletové baze (neni jedind) se pak provadi
klasifikace ptislusného materského waveletu.

Definice . Oznacme E = {41} rez. Matefsky wavelet 1 se nazyva
(1) ortogondlni, jestlize E je ortonormélni baze v Ly:

<wj,k7 wl,m> = 5j,l5k,m;

(2) semiortogondlni, jestlize E je Rieszova baze v Ly a plati:
(V) ks Yim) = 0 pro j # [

(3) biortogondlni, jestlize E je Rieszova baze v Ly a existuje tzv. dudlni wavelet
P*(t) takovy, ze E* = {4], }imez je dudlni Rieszova béze k E (ze symetrie plyne
také, ze ¥ je dudlni k ¢*);

Matetsky wavelet 1) se nazyva waveletem s kompaktnim nosifem (compactly
supported wavelet), jestlize {t|(t) # 0} je ohrani¢end mnozina.

Podle 1.1 je ziejmé (1) specidlnim pripadem (3), kde ¢* = 1. Zejména tedy kazdy
ortogonalni wavelet je semiortogonalni i biortogonalni.

Ukézky nékterych ortogonéalnich waveleti v jsou na obr. la). Zatimco historicky
nejstarSim z nich je tzv. Haariv wavelet (nahofe), zbyvajici jsou novéjsiho data —
wavelety Daubechiesové s postupné rostoucim stupném hladkosti.

Kazda funkce © € Ly([a,b]), b —a =T je souctem své Fourierovy Fady:
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OBRAZEK 1. Ukazky ortogonélnich waveletii



Z 1‘]\/— z27rLt_ Z T 6] z27rit Z C€z27r t (2.1)

j=-—o00 j=-—o00 j=-—o00

kde

b b
¢j = cj(x) = %(x, ej) = %/ﬂ :r(t)%e_ﬂ”%tdt = %/a (e Tt dt  (2.2)
je tzv. j-ty Fourieruv koeficient a {c;(z)};cz je tzv. fourierovské spektrum funkce
z(t) € Lo([a, b]).
Podobné kazdé funkce z(t) € Ly(R) je souctem své waveletové Fady

o
Z ¢tk (t), (2.3)
j,k:—OO
kde v ptipadé biortogonalniho, resp. ortogondlniho mateiského waveletu (p* = ) a
vzhledem k tvrzeni 1.1

S S / T (a0 dt = 25 / e (ﬂ> dt. (2.4)

je tzv. (j, k)-ty waveletovy koeficient a {c;;};rez je tzv. waveletové spektrum
funkce x(t) € Lo(R).

Konvergence Fourierovy, resp. waveletové fady je v normé prostoru Ls([a, b]), resp.
L2 (R), t.j-

|t —xn]| =0 pro N — oo
|t —zym|| =0 pro N,M — oo

pro castecné soucty
N .
i L
l‘N(t) — E : Cj€z27th
j:,N

oy m(t) = Z Z ¢k s (t

—N k=—M

Pokud nebude hrozit nedorozuméni budeme psat struéné c¢; misto ¢;(z) a ¢;, misto
Cj().

7 vyjadreni waveletovych koeficientl lze vhodnym infinitesimalnim piechodem ob-
drzet tzv. integralni waveletovou transformaci, kterd je opét analogii Fourierovy
transformace ziskané z vyjadieni pro Fourierovy koeficienty pii 7' — oo (viz [14, odst.
5]). Existence inverzni waveletové transformace vSak vyZaduje, aby wavelet v, ktery je
jadrem této transformace splioval tzv. podminku pripustnosti, resp. silnéjsi pod-
minku stability. Jadro ¢ se pak nazyva zakladni, resp. dyadicky wavelet.

Pri zpracovani diskrétnich dat dostaneme opét prislusné operatory diskrétni wave-
letové transformace (DWT) jako analogie diskrétni Fourierovy transformace (DFT)
a rychlé algoritmy pro jejich vypocet (FWT=Fast Wavelet Transform jako analogie
FFT=Fast Fourier Transform).



3. WAVELETOVE VYHLAZOVANI (FILTRACE)

Formulace problému

Uvazujme aditivni model
y(t) = x(t) +e(t), teR,

kde y(t) jsou pozorované hodnoty, z(t) € Lo je neznamé odhadovana funkce a e(t) je
bily Sum. V diskrétnim piipadé y(¢) jsou ovSem pozorovany pouze na kone¢né diskrétni
vétsinou ekvidistantni siti t = t1, %o, ..., t,.

Vzhledem k linearité (2.4) dostavame

cik(y) = cjr(®) + cjk(e)

kde ¢;,(y), cjr(z) a cji(e) jsou waveletové koeficienty poradé ve waveletovych radach
pro y(t),z(t) a e(t). Cilem waveletového vyhlazovani je nalezeni vhodného modifikac-
niho pfedpisu pu(-) takového, ze u(c;x(y)) = ¢jr(r) = ¢ji(r) je dobrym odhadem
¢cji(x). Tento piistup predstavuje opét analogii s fourierovskou filtraci, kde modifiku-
jeme Fourierovy koeficienty c¢;(y). Dilezitym specidlnim pfipadem je linearni filtrace,
kde p(c;(y)) = pici(y), 1y > 0 a {ij}jez je tzv. pfenosova charakteristika filtru.
Pro pevné k je prispévek kazdého koeficientu ¢;;(y) pouze lokalni, takze waveletova
reprezentace dovoluje timto zptsobem konstruovat lokalné adaptivni filtry, coz je
jejl vynikajici novy rys ve srovnani s klasickymi fourierovskymi filtry, kde efekt je
globalni.

Bézné se pouzivaji ¢tyii modifika¢ni techniky pro waveletové koeficienty. Prvni z nich
operuje na datech (koeficientech) linedrné, zbyvajici t¥i nelinearné.

1. Positive scaling

= 1ikcik(y), ik >0,
ktera je primym zobecnénim vySe zminéné pirenosové charakteristiky.
2. Tvrdé prahovéni (hard thresholding)
VS8echny waveletové koeficienty pod jistou prahovou hodnotou A > 0 se vynuluji

a ostatni se ponechaji beze zmény:

shard _ 0 pro ¢kl <A
gk Cjk DPro el > A
3. Mékké prahovani (soft thresholding)
Velikosti vSech waveletovych koeficientii se snizi o prahovou hodnotu A > 0:
E?O,gt = sign(c; ;) max(0, |¢j x| — A).
4. Kvantilové prahovéni (quantile thresholding)

Podobné jako (2), misto A se v8ak pouzije kvantil z mnoZiny vSech waveletovych
koeficientt, tj. napfr. se vynuluje 30% nejmensich waveletovych koeficienti.

Donoho a Johnstone [2, 3, 4] navrhli metodu pro v jistém smyslu optimélni volbu
prahové hodnoty A, ktera je bud univerzalni nebo specifickd pro kazdou aroven méritka,
Jj (A = A)). Tyto a jiné podobné metody se staly znamymi pod anglickymi nazvy
wavelet shrinkage nebo wavelet de-noising.

P1i praktickych vypoctech ovSem c¢;j; poc¢itdme pomoci DWT s vyuzitim vhodného
rychlého algoritmu FW'T.
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OBRAZEK 2. Ukazka vyhlazeni mékkym prahovanim




Na obr. 2 je ukdzka waveletového vyhlazeni signalu s nespojitymi skoky kontamino-
vaného simulovanym Sumem. V levém sloupci jsou odshora doli uvedeny poradé data
zasuména, vyhlazend a originalni bez Sumu. V pravém sloupci jsou grafy odpovidaji-
cich waveletovych koeficientii, kde k£ je vyneseno na vodorovné ose a j na svislé ose
(¢islo 1 odpovida maximalni trovni). Pro vyhlazeni bylo pouZito Donoho-Johnstonova
mékkého prahovani. Nespojité skoky jsou velmi dobfe zachyceny s podstatné mensim
zkreslenim (rozvlnénim v disledku tzv. Gibbsova jevu) nez by tomu bylo v pfipadé
klasické fourierovské filtrace.

Dalsi ukazky waveletového vyhlazovani dat z oblasti zivotniho prostredi lze nalézt
v [13].

4. MR-ANALYZA

MR-analyza, neboli analyza o vice trovnich rozliSeni (z angl. multiresolution analy-
sis), umoznuje jednoduchou aplikaci vhodné dvojice linearnich filtri postupné snizovat,
resp. zvySovat rozliSovaci schopnost waveletové aproximace.

Necht ¢ je néjaky mateisky wavelet (ortogondlni, semiortogonédlni nebo biortogo-
nélni). Pro kazdé j € Z uvazujme (uzaviené) podprostory v L, generované témito
castecnymi soucty waveletové rady:

Wi = L{jr}rez = {9;(t) | 9;(¢) Z ¢k s (4.1)

k=—00

Vi = L{ir}iken,ic; = {2;(t) | 2;(1) Z Z Ci i (4.2)

1=—00 k=—00

Protoze waveletovy rozvoj (2.3) libovolné funkce x € Ly lze prepsat jako

9] oo

w(t) = Y (D ciutult Z g;(t), kde g; € W;, (4.3)

j=—00 k=—00 j=—00
pficemz g; € W; jsou ziejmé urCeny jednoznacné, mizeme cely prostor L, psat jako
piimy soucet (+) podprostoria W;

jEZ
Je-li matetsky wavelet ¢ ortogondlni nebo semiortogonalni, pak zifejmé W; L W;
(podprostory jsou k sobé kolmé) pro ¢ # j a primy soucet (4.4) ptejde v ortogonalni
soucet (P):

L=PW,=-aW oWeW ... . (4.5)
JEZ
Plati nasledujici tvrzeni

Tvrzeni 4.1. Pro kaZdé j € Z plati

Vi=LUZL W) = ) W= F W+ W (4.6)
a systém podprostori {V;} := {V;},ez mad ndsledujici vlastnosti:

... VacWwcVio.. neboli Vo CV;, jEZ



2° L(UjezV;) = Lo

3° NjezVj = {0}

4° Viga =V + Wy, resp. Vi =V, 0oW;, jeZ ‘

5 x(t) e Ve x(2t) € Vip, 1€Z = (x(t) e Vo & x(2t) €V)), jeZ.
Diikaz. Rovnice (4.6) a vlastnosti 1° — 4° jsou zfejmé. Vlastnost 5° plyne z nésledujici
identity

Pip(200) = 273275 (20(2°) — k) = 2734y, 4(t); G Ky s € Z. (4.7)

Pak totiz x(t) € V; = x(t) je linedrni kombinaci ¢;;(t), i < j—1, k € Z = x(2°t)
je linedrni kombinaci ;;(2°t), i < j— 1, k € Z = x(2°t) je linedrni kombinaci
Yiysk(t), 1 <j—1, k € Z = x(2°t) je linedrni kombinaci ¢, x(t), n < j+s—1, k€
7 = x(2°t) € Vj;,. Implikaci = pak dostaneme pro s =1 a implikaci < pro s = —1.

Definice . Rekneme, e funkce ¢(t) € L, generuje MR-analyzu {V;} v Lo, jestlize
generuje posloupnost podprostori {V;} s vlastnostmi 1°,2°, 3° a 5° pfedpisem
- i . i t— k277

Vi = {bjktrez, kde ¢y = 27¢(27t — k) = 22¢ (ﬁ) : (4.8)
piicemz Ey = {¢ox }rez je Rieszovou bazi podprostoru V5. Snadno se ovéii, ze pak také
E; = {¢;r}rer jsou Rieszovy baze V; pro kazdé j € Z. Funkci ¢(t) nazyvame funkei
méritka (scaling function) pro MR-analyzu {V;}. Zfejmé podobné jako pro 1
plati |¢]| = [|¢;k]| =1 pro kazdé j,k € Z.

Tvrzeni 4.2. Jestlize ¢ € Ly generuje MR-analjzu {V;}, pak
6° z(t) eV, e xt+279) eV, jEL.
Diikaz. 6° plyne podobné jako 5° v ditkazu tvrzeni 4.1 z identity
Gin(t+s277) = 2832 (t +5277) — k) = 25p(2t — (k — 3))
= Pjp-s(t); j,k,s €L (4.9)

pro s = £1.

Poznamka . Da se ukazat (viz [5, str. 121]), ze

a) 6° = 3°

b) 6° = 4° v tom smyslu, Ze pro kazdé j existuje W; takové, ze V1, = V; + Wj.
Nemusi v8ak existovat funkce v, kterd tyto W, generuje vztahem (4.1). V disledku
toho se pri definici MR-analyzy a funkce méritka nékdy misto 1°, 2°, 3°, 5° predpoklada
platnost 1°,2°,5° a 6°, takze potom MR-analyza {V;} v L, ma vSechny vlastnosti
1° — 6°. Zde budeme vSak vzdy predpokladat navic (4.1). V tomto pripadé se nékdy
funkce méfitka ¢ nazyva otcovsky wavelet (father wavelet), nebot s materskym
waveletem ¢ tvoii piirozenou dvojici. Rikdme pak také, Ze dvojice (¢,1) generuje
v L, MR-analyzu {V;}. Ukazky dvojic (¢,) jsou na obr. 1, kde mateisky wavelet
je ve sloupci a) a odpovidajici otcovsky wavelet ve sloupci b).

Necht (¢,¢) generuji MR-analyzu {V;} v Ly. Podle (4.2) a (4.3) je
ai(t) = Y02 gi(t) ~a(t) = Y5 gi(t) pro kazdou funkei o € L.
Piitom z; € V; = z; L2 2 pro j — .

Tedy x; € V; aproximuje x az do (j — 1)-té trovné rozliseni neboli vzhledem k [14,
vztah (6.5)] zachycuje frekvenéni obsah az do padsma B;_; vetné. Tedy

j — 00 = presnéjsi aproximace (jemnéji zachycuje variabilitu)

j — —oo = hrubsi aproximace (ztrata energie modelujici variabilitu — rozmazani)



Dostavame nasledujici vztahy:

eV, = ot) 2 Y deé@t—k); ¢ = {dhez € LVi €L (4.10)
k=—00
g EW;, = gt Zdwzft— &= {d}per € V] €L (4.11)
k=—o00
4° = ZL‘j(t) = .ijl(t) +gj,1(t) Vj ez, (4.12)
kde posloupnosti souiadnic ¢/ a d’ jsou jednoznaéné uréeny, nebot {¢(2/t — k)}rez a
—_———

27%¢j,k
{4(27t — k) }gez tvoii Rieszovu bézi potadé ve V; a W.

27%¢j,k

Dekompozice v MR-analyze (vypoéet ¢/ ! a d’ ! pomoci ¢/)

Pri dekompozici snizujeme aroven rozliSeni o jedna. K tomu bude potreba vyjadrit
¢(2't — k) € V; z (4.10) ve tvaru (4.12).

Tvrzeni 4.3. FEzistuji posloupnosti a := {ay, }nez, b := {bn}nez € lo takové, Ze plati

p(2t —1) = Y lagid(t — k) +boy_pp(t — k)] VI€Z ateR (4.13)
N —— e —o0 . ~ s/ N ~- S/
e eVo eWp

Diikaz. Tvrzeni ziejmé plati pro [ € {0,1}, nebot ¢(2t — 1) € V; a tedy pii j = 1
existuje podle (4.10)—(4.12) vyjadieni

$(2t) = > [azmd(t —m) + botp(t —m)] prol=0
p(2t—1) = D [azm 16(t —m) + bom_1¥(t —m)] prol=1.

UkéZzeme nyni, ze (4.13) plati pro libovolné [ € Z.
a) [ = 2r sudé:

pR2t—1) = ¢2t-r)) =
= ) ot — 1 —m) + byt — 7 —m)] =
k:gi—m Z [agk,grqﬁ(t - k) + b2kf2r77b(t - k)]

b) [ = 2r + 1 liché:

pt—1) = o2t-r)-1)=
= a6l — 7 ) bt — 7 )] =

o0

=t Z [agk—2r—10(t — k) + bop—2r—19(t — k)].

k=—00



Dusledek 4.4. Plati tzv. dekompozi¢ni vztah (decomposition relation):
S2t—1) = > (anid(2 't — k) + by (2t — k)] Vjl€ZateR (4.14)

——
€v; h=—o0 ev; e
J j—1 EW]71

Diikaz. Plyne z (4.13), jestlize za t dosadime 277'¢.

Tvrzeni 4.5 (Algoritmus dekompozice: vypocet ¢/~! a d’~" pomoci ¢/).
Pro ¢ a d ze (4.10) a (4.11) plati nasledugici rekurentni vztah:

at = ) an.d e > andy_, (4.15)
[=—00 n=-—00

@ = Y bd =Y bad (4.16)
[=—00 n=—0oo

kde a = {an}nez a b= {b,}nez jsou posloupnosti z dekompozicniho vztahu (4.14).
Dikaz.

5t =Y deit 1) Z ¢l Z Q127 — k) + byp_ (277 — k)] =
[=—00 [=—00 k=—o00
= Z <Z agk_ch) 2J lt— Z <Z ka ld) 2J lt— )
k:fooL l=—00 > k;*fooL l=—00
o 7

zj_1(t) gj—1(t)
z jednoznacnosti rozkladu (4.12) a posloupnosti soufadnic ¢/t a d/~1.

Oznacime-li /! = {y/ "}z a 2771 = {20 }ez pro kazdé j € Z, pak (4.15) a
(4.16) definuji dva linearni konvolué¢ni filtry pofadé s impulznimi odezvami a a b pro
vypolet ¢/t = ax ¢ a 277! = bx ¢, kde  je symbol operatoru linearni konvoluce.
Po Vynecham hodnot s lichymi 1ndexy (tzv. downsampling) dostavame ¢, ' =y " a
R

Schématicky tedy mtzeme algoritmus dekompozice znazornit takto:

~ filtr @ — y’~! — downsampling — ¢/~!
o

Nfiltr b - 277! downsampling — @/~!

Rekonstrukce v MR-analyze (vypodet ¢/ pomoci ¢! a d’~!)

Pri rekonstrukei naopak zvySujeme uroven rozliseni o jedna. K tomu bude potieba
vyjadrit ¢(27 1t — k) a (2771 — k) z (4.10) a (4.11) pomoci ¢(27t — k).

Tvrzeni 4.6. Ezistuji posloupnosti p := {pntnez, ¢ = {qn}nez € 2 takové, Ze plati

o(t) = Y pud(2t—n) (4.17)

n=—0oo

o0

v(t) = > o2t —n). (4.18)

n=—0oo

Dikaz. {p,} existuje podle (4.10), nebot ¢ € Vi C V; dle 1° a {qg,} existuje podle
(4.11), nebot ¢ € Wy C Vi dle 4°.



Dusledek 4.7. Plati tzv. vztahy dvou méFitek (two-scale relations):

P27t —1) Z Pe-20(2't — k) (4.19)
k=—00

Y- = ) a2t — k). (4.20)
k=—00

Diikaz. V (4.17) a (4.18) dosadime 271t — [ misto ¢:

-1 = Y pus@ M) —n)= Y pad(2t—20—n)=
CETONT o2t k).
k=—00

Podobné pro .

Tvrzeni 4.8 (Algoritmus rekonstrukce: vypocet ¢/ pomoci /" a d/').
Pro ¢ a d ze (4.10) a (4.11) plati nasledugici rekurentni vztah:
= Ipe-ad "+ ar—ud] = D peead D qpad] (4.21)
l=—o0 l=—00 l=—00

Vv s

kde p = {pn}tnez @ ¢ = {@n}nez jsou posloupnosti ze vztahi dvou meévitek (4.19) a
(4.20).
Diikaz. Uzitim (4.10)—(4.12) dostavame

o0

vi(t) = miat)+gia)= > d @ —D+ > dl @ —1) =

l=—00 l=—00

o0

Z [ Z Pr—219( 2‘7t —k)+ d‘lj_1 Z (]k—21¢(2jt —k)| =
I=—00 e o0 =
2.

[ > (Proze ™ + qk_zzd{‘l)] o(27t — k),

k=—o00 Ll=—00

J/

-
,
nebot posloupnost soufadnic ¢/ je uréena jednoznaéné.

Oznacime-li /1 = {y/ 1 }ez a 2971 = {20 1},,c7 pro kazdé j € Z, kde pro kazdé
| € Z klademe

i1 i1 1 i1

At o= dt At = dh i
g L zv. upsampling,
Yor4e1 = 211 T

pak vztah (4.21) urcuje dva linedrni konvoluéni filtry pofadé s impulznimi odezvami p
a q pro vypocet ¢/ = pxy/ =t 4 q* 2771,

Schématicky tedy mizeme algoritmus rekonstrukce znazornit takto:

g + < filtr p + /~! < upsampling ¢+ ¢/ 71

\ + ¢« filtr ¢ < 2/~! « upsampling < d’~!

Na obr 3 je ukdzka MR-analyzy aphkovane na zaznam prumernych mésicnich pri-

VVVVV



MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916-1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC ~ MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916-1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

T T T T T T T T T T T T T T T T
3001 ] 3001
250 1 250
200 1 200
150 1 150
100 1 100
50 50
(1] 3 I I I I I I I 1] 2 | I I I I I e
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Data smoothed using threshold 1 (WAVELET: ORTH-DOLA-8) (year) Data smoothed using threshold 1-2 (WAVELET: ORTH-DOLA-8) (year)

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916-1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC ~ MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916-1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

T T T T T T T T T T T T T T T T
3001 ] 3001
250 1 250
200 1 200
150 1 150
100 1 100
50+ 50+
1] S I I I I I I e 1] S I I I I I I e
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990
Data smoothed using threshold 1-2-3 (WAVELET: ORTH-DOLA-8) (year) Data smoothed using threshold 1-2-3-4 (WAVELET: ORTH-DOLA-8) (year)

MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916-1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC ~ MONTH MEAN FLOW ON THE RIVER MORAVA 1916-1991, KROMERIZ, CZECH REPUBLIC

300+ 1 300+

20t ] 250}

200 1 200

150t ] 150}

100t ] 100}

50 ] 50WV\
0t w w L w w w = 0t w w L w w w =
1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 1920 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990

Data smoothed using threshold 1-2-3-4-5 (WAVELET: ORTH-DOLA-8) (year) Data smoothed using threshold 1-2-3-4-5-6 (WAVELET. ORTH-DOLA-8) (year)

OBRAZEK 3. Ukazka MR-analyzy



Sest grafii uspoirddanych zleva doprava a odshora dolt ukazuje vyhlazeni dat s vynu-
lovanymi waveletovymi koeficienty poradé v aurovnich 1,1-2, ..., 1-6. Zde 1 odpovida
nejvyssi arovni aproximace, tj, ;. € V; . 7 grafl je ziejmy postupny ubytek v roz-
liSeni detail pro j = Jmax, Jmax — 1, -+ -

max

5. INFORMACE O SOFTWARU

Existuje nékolik komerc¢nich i nekomercénich podptrnych softwarovych balika pro
praci s wavelety, z nichz bych zminil tyto:

WAVELET TOOLBOX:
Firemni komer¢ni knihovna (toolbox) pro numericky vypocetni systém
MATLAB firmy MathWorks, Inc. (USA). Doporuc¢uje se pouzivat spolu s dalsi firemni
knihovnou pro zpracovani signali (Signal Processing Toolbox). Pochazi z Francie, kde
jeho piedchozi verze byla zndma pod ndzvem MICRONDE ([9]). V Ceské republice jej
spolu se systémem MATLAB a dalsimi firemnimi toolboxy distribuuje firma HUMU-
SOFT, s.r.o. Praha.

WAVBOX 4:
Jedna se o komer¢ni nefiremni toolbox pro MATLAB (viz [12]), jehoZ starsi verze jsou
nekomerc¢ni a volné dostupné pres FTP. Autorem je Carl Taswell, Stanford University,
USA. Jedna se o velmi bohatou a na dalsich toolboxech plné nezavislou knihovnu
dodavanou bud ve zdrojovém tvaru (288 tzv. m-soubori MATLABu, 1,2 MB) nebo
pro MATLAB 5 také v bindrnim tvaru (tzv. p-soubory) za nizsi cenu. Ukazky na
obrazcich 1-3 byly zpracovany pravé timto softwarem.

S+WAVELETS:
Komeré¢ni firemni pfidavny modul do statistického systému S-PLUS firmy StatSci
(USA) v tuzemsku distribuovany firmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:
Nekomer¢ni knihovna v jazyce S (predchiidce S-PLUS), jejimiz autory jsou G. P. Nason
a B. W. Silverman. Navod k instalaci a pouziti tohoto softwaru je v [10].
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