WAVELETY A JEJICH POUZITI PRI FILTRACI DAT!
ViTEZSLAV VESELY

ABSTRAKT.

Basics of wavelet expansions and wavelet de-noising (Donoho-John-
stone) are explained following the analogy with the classical Fourier
analysis and using general concepts in the Ly function space as the
common background. Also the fundamental relations of the multireso-
lution analysis are derived. They yield a recurrent procedure allowing
us to raise/lower the level of the wavelet approximation step by step.
Figures of some commonly used wavelet shapes and examples of practi-
cal data analysis demonstrate the topics.

3nech 0BACHAIOTCA OCHOBEI BEHMBJIETHBIX pa3BUTUUN U CTAaMKU-
BaHUSA (Donoho—Johnstone) CJIeICTBOM aHAJIOTUM IO KJIAaCHUUECKOM
aHanbize Pypbe NIpu U3NO0JIB30BAaHUM OBIIMX HOHATHH M3 GyHKIU-
oHanbHOro npocrtpalcTBa Ly. Takike BbHIBeleHEBI (GyHAaMEHTAb-
Hele oTHomeHusa MR-ananbiza (multiresolution analysis), Ha ocHoOBe
KOTOPBIX MOCTPOEH PEeKypPEHTHBLIA Npolecc AJIA MNOCTENEHHOTO IIO-
BBIIIEHUA UJIU NOHUKEHUA TOUHOCTU BEABJIETHOTO NPUGINKEHUA.
PucyHKN IIMPOKO U3N0JIB3yEMBIX MaTEPUHCKUX BeHBIIETHHIX GyHK-
OUI M IpUMepHl NPAaKTUYECKOTO aHaJbi3a JaHHBIX UJIYCTPUPYIOT
U3JI0KEHHBIE TEMHEIL.

1. UvoDp

Teorie “waveletu” je relativné novou oblasti aplikované matematiky s po-
catky sahajicimi do let 1982-84. Jeji kotfeny vsak nejsou jen cisté mate-
matické, ale nachazi se na pomezi matematiky, fyziky a technickych véd
(zejména zpracovani signali). Odtud také prameni obrovsks sife jejich apli-
kaci, které nachézi predevsim pfi zpracovani a analyze dat nejruznéjsiho pu-
vodu (telekomunikace, radarova a sonarova technika, komprese a kédovani,
seismika, geofyzika, biomedicina, zpracovani fe¢i a obrazi, aj.), ale i v nume-
rické matematice (aproximace funkei, numerické feseni diferencidlnich rovnic
— viz napft. [11], aj.).

I1Vytisténo ve sborniku 9. letni $koly ROBUST’96 (ed. J. Antoch a G. Dohnal), JCMF
Praha 1997, str. 241-272.

Datum: 27. ledna 1997, rev. 20. ledna 1999.

Tato préce byla vypracovéna za finanéni podpory Grantové Agentury Ceské Republiky,
reg. ¢islo grantu 201/96/0665.
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Ke studiu teorie waveletl a jejich aplikaci je k dispozici cela fada anglicky
psanych monografii, napt. [2, 6, 7, 8, 9, 18], které vesmés predpokladaji u c¢te-
nare dosti vysokou tGroven matematickych znalosti, a to predevsim z oblasti
funkcionalni a klasické Fourierovy analyzy.

Tento piispévek podava strucny matematicky Gvod do teorie waveletu a
waveletové filtrace v analogii s klasickou Fourierovou analyzou.

V Gvodni ¢asti bude zavedeno oznaceni a shrnuty potiebné pojmy a vlast-
nosti funkcionélnich prostort L,, poté bude zavedena waveletova rada (WR)
a integralni waveletové transformace (IWT) jako protéjsek Fourierovy fady
(FR) a integralni Fourierovy transformace (IFT). Bude rovnéz paralelné stu-
dovan problém inverze pro IFT a IWT, a vySetfovany spektralni charakte-
ristiky FR a WR.

Z hlediska aplikaci waveletli se soustiedime na waveletovou filtraci (vy-
hlazovani) a tzv. MR~analyzu (z angl. multiresolution analysis (MRA),
co? lze volné prelozit jako analyza o vice drovnich rozliseni). Tato metoda
je vypocetné velmi atraktivni, nebot umoznuje jednoduchou aplikaci vhodné
dvojice linedrnich filtru postupné snizovat nebo zvysovat rozlisovaci schop-
nost waveletové aproximace. Pouziti nachazi zejména ve dvou dimenzich, kde
je zakladem tzv. pyramidélniho algoritmu komprese a dekomprese obrazi.

Zavérem pak bude uvedena stru¢néd informace o dostupném softwaru a
zhodnocen pfinos waveletové analyzy dat.

Oznacent.

N ... mnozina vSech pfirozenych ¢isel.

Z ... mnozina vSech celych ¢isel.

R ... mnozina v8ech redlnych cisel.

Rt ... mno#ina viech nezadpornych realnych é&isel.

C ... mnozina vSech komplexnich ¢isel.

d; ; ... Kroneckertiv symbol (= 1 pro 7 = j a nula jinak).

s.v. je zkratka pro ‘skoro vsude’.

$ := vyraz, resp. vyraz =: s ... oznaceni vyrazu symbolem s.

Ing R — {0,1} ... indikdtor mnoziny M, tj. Ins(t) = { é giz i ; %

z(t —0), resp. z(t +0) ... limita funkce x(t) zleva, resp. zprava v bodé ¢.

Budeme pracovat obecné s komplexnimi funkcemi (periodickymi i neperi-
odickymi) definovanymina celé redlné ose, napt. « := x(t) : R — C. Vétsinou
se bude jednat o funkce z nasledujicich funkcionélnich prostoru, kde J C R
Jje interval periody v pripadé periodickych funkci nebo J = R v piipadé ne-
periodickych funkci:

L,(3) = {z|x méfitelnd a [ |z(t)|Pdt < oo}, 1<p< oo.
Leo(T) = {a|x méfitelnd a ohranicend s.v.}.
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Norma v L,(J):
(Eal (fj|l‘ |pdt) pro 1<p<oo
l|l2||lec = esssupteﬂx( )]

L,(7), 1 <p < oo, je Banachuv prostor nad C.

L, = L,(R).

LQ(J) je dokonce Hilbertuv prostor, kde pro z,y € L3(J) :
fJ dt je vnitrni soudin, pficem?z

<l‘ l‘> = ||="3||z a

z 1y << (x,y) =0 uruje ortogonalitu z a y.

Vyse uvazujeme vSude méfitelnost a integrovatelnost v Lebesgueové smyslu.

Interpretujeme-li funkci # jako signdl (spojité méfeni nebo pozorovani
né&jakych dat), pak hodnota ||z||3 je tmérn4 energii signélu, tj. Lo(J) predsta-
vuje tridu vSech signalii o konecné energii na intervalu J. Skutecné, uvazujeme-
li elektricky signél o napéti U(¢) a proudu I(t) méfeny béhem néjakého ca-
sového intervalu J na odporu R, pak W(t) = U@)I(t) = U)(U@)/R) =
U(t)?/R je okamzity vykon méfeny v case ¢ € J a tedy integralni suma
(f5; IW(t)|* dt) /R odpovida energii tohoto signélu na celém intervalu J.

Podobné se zavadi analogické prostory posloupnosti {2, } := {&, }nex (dale
budou v nékterych pfipadech indexovany alternativné celymi &isly):

ly = {{zn} |z, €CVREN, 507 |oa|f < oo} pro 1 < p < oo s normou
{2 Hlp == 252y [al”)”
log = {{xn} | 2n € CVn €N, sup, ey |2n| < 00} s normou

ol = swppegleal.
Hzn} {ynt) = D21 2nY, je vnitini soucin pro {z,}, {yn} € Lo

L,(J) (a podobné £,) jsou uzaviené na séitani, resp. od¢itani, a nésobeni
(komplexnim) skaldrem a tvoii tedy vektorovy prostor nad C.

Pro kazdé 1 < p < oo plati nasledujici zakladni nerovnosti:
Minkovského nerovnost: ||z + y||, < ||z|lp + ||¥llp-
Ho6lderova nerovnost: llzylli < ||2||p|¥llq, kde
qg= %, pficemz ¢ = 1 pro p = co a naopak.
Up=q=2
Schwarzova nerovnost:  |(x, v} < ||zy|l1 < ||2]|2]|y]]2-

Pozndmka 1.1.
(1) J koneény interval =

(2) I nekoneény interval = L2(J), napt.

wm

I[O 1] € Ll(.]) - Lz(j)
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Lemma 1.2. x € L,, ] <p< oo =&, = %f;;“w | ()P dt 220 pro
kazdé 6 > 0.

Drikaz. Sporem: Kdyby tvrzeni neplatilo, pak 3 ny < no < ... tak, ze
&n, > € >0 pro Vk € N a vhodné € > 0. Odtud:

0o > [T |x(t)|P dt > limg o0 Zle 08, > limg o0 Kde = 00, spor. O

Dale uvedeme nékolik obecnych definic a tvrzeni pro Banachovy, resp.
Hilbertovy prostory.

Definice 1.3. Je-li X Banachiv prostor nad C s normou || - ||x (specidlné
napi. X = L,(J)) a G C X, pak L(G) znaci linedrni obal mnoziny G
a G jeji uzavér v X. JestlizZe X = L(G), budeme Fikat, 7e G generuje
X. Bazi prostoru X budeme rozumét posloupnost F = {e,es,...} C X,
které jej generuje tak, ze kazdy prvek € X lze jedinym zpusobem vyjadiit
jako (spocetnou) linedrni kombinaci + = Y ;2| zse;, #; € C (i € N) v X-

konvergenci, tj. ||z —zn]||x = 0pro N = oo, kde 25 = Zf\;l z;e; znaci N-ty
¢astecny soucet. Jednoznacné uréend Cisla x; se nazyvaji souifadnice prvku
x v bazi FE. Baze se nazyvd bezpodminedna, jestlize nezalezi na zplsobu
usporadan{ jejich prvkd, tj. pro kazdé = € X plati « = > =, Tp(i)Ep(i) PFl
libovolné permutaci p : N — N. Je-li X Hilbertv prostor, pak jeho baze se
nazyva ortonormalni, jestlize e; L e; pro 1 # j a ||e;||o = 1 pro Vi, j € N.

Tvrzeni 1.4.
Necht X je Hilbertiv prostor a E = {e1,ea,...} C X, ||e;]| =1 Vi € N, pak
ndsledujyici vyroky jsou ekvivalentni:

1° FE je ortonormdlni bdze v X .

2° X = m ar € X libovolng = x = > o, wie;, kde x; jsou jedno-
znaéné urceny vztahem x; = (x,e;) (specidlné v X = Lo(J) je x; =
/5 x(t)%dt), pricem? soucet fady je v X -konvergenci, tj.
llx — zn||x 200, kde oy = Zf\;l Tie;.

3° Plati tzv. Parsevalova identita:
v e X = ||o)3 =302 |wil?, neboli {x;} € la, x; = (x,e;) (i €N).

4° Plati tzv. Besselova-Parsevalova identita :
2y € X = (r,y) =22 w0, w=(x,¢),y = (y,eq) (i EN).

Dle 2°-4° pfifazeni # — {z;} definuje zfejmé izomorfismus Lo(J) ~ f5
zachovavajici normu 1 vnitini soucin.

Definice 1.5. Baze F = {e1, ea, ...} Hilbertova prostoru X s normou ||-||x,
(specidlné napf. X = L2(J)) se nazyva Rieszovou bazi, jestlize existuji kon-
stanty A, B, 0 < A < B < oo tak, ze prokazdé z € X,z = Y = | we, {x;} €
£5 je splnéna nerovnost

A3 < llzllk < Bll{ai 3. (1.1)
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Plati néasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 1.6. Ke kaZdé Rieszové bdzi E = {eq,es,...} Hilbertova prostoru
X existuge jedind tzv. dudlni Rieszova baze E* = {ef e}, ...} C X, klerd
je biortogondlni k £ v tom smyslu, Ze (e;, ej) = d; ; Vi,j € N. Zejména
tedy soutadnice x; jsou podobné jako v ortonormdlm’m pripadé jednoznaéné

uréeny vztahem x; = (x,ef) (specidlné v X = Ly(J) je ; = [ 2( t)dt).

Vidime, ze ortonormalni baze je specidlnim piipadem Rleszovy baze pro
A =B =1 aFE* = FE. Rieszova baze predstavuje tedy jakousi skoro orto-
normalni bdzi, nebot nenf pozadovana striktni platnost Parsevalovy identity.
Totiz ||z]|3 se miiZze pohybovat v rozmez{ vymezeném konstantami A a B.

Pro praktické vypocty jsou vyhodné bezpodminecné baze. Ortonormalni
baze ziejmé tuto vlastnost maji vzhledem k tvrzeni 1.4, kde ||z||2 = > 2 |z
konverguje absolutné a tedy bez ohledu na poradi. Ukazuje se, ze totéz plati
pro kazdou Rieszovu bazi. Existuje totiz celd fada ekvivalentnich podmi-
nek, které charakterizuji bezpodminecné baze dokonce obecné v Banacho-
vych prostorech. Nasledujici véta udava jednu takovou nutnou a postacujici
podminku, ktera se pravé pro Rieszovu bazi snadno oveéri.

Tvrzeni 1.7 ([15, vztah (17.12), str. 499-500]). Necht X = L(E) je Bana-
chiiv prostor generovany posloupnosti E = {ey,ea,...}, ¢; #0Vi € N. Pak
E je bezpodminecnd baze X prdve kdyz 3C, 1 < ' < 0

||Z?:1 ﬁiaieiHX < CHZ?:l aieiHX pro kazdé n € N a 5;,a; € C, |ﬁl| < 1
(i €N).

Dusledek 1.8. KazZdd Rieszova bdze Hilbertova prostoru je bezpodminecnd.

Diikaz. Necht E je Rieszova baze Hilbertova prostoru X. Pfi oznaceni jako
v 1.5a1.7prokazdé n € Nje {B;a;}, {a;} € s, jestlize polozime a; = 3; = 0
pro ¢ > n. Piitom zfejmé |[{Fiai}||2 < |{es}||2 vzhledem k 8| < 1, i € N,
takze podle (1.1) dostdvdme nerovnosti

1320 Braiei|lx < VB|[{Biai}lz < VBI{ai}]|2

VAI{ai ]z < || 3, aiei]|x, jejichz slouceni davé

1325 Biaieillx < VB|{ai}ll» < (VB/VA)| I, asei -

Staci tedy polozit C'= /B/A. Je C' > 1, nebot A < B. O

V dalsich tvahach budeme vyluéné pracovat s ortonormalnimi a Rieszo-
vymi bazemi pouze v prostoru X = L2(J), 1 kdyz existuji i obecnéjsi piistupy
— viz napf. [9].

2. FOURIEROVA A WAVELETOVA RADA

7 matematického pohledu predstavuje waveletova analyza primou analogii
klasické Fourierovy analyzy T-periodickych funkei v La([a,b]), b —a = T,
pouzitou na piipad neperiodickych funkci z Lo := La(R).
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Fourierové radé, kterd predstavuje vyjadieni T-periodické funkce ve spo-
cetné ortonorméln{ bazi (indexované celymi ¢isly) {w(jt)};ez harmonickych
kmiti odvozenych z komplexni sinusové viny w(t) = &>™/7T/\/T =
(cos 27t /T 4 isin 2wt /T)//T pouhou zménou méFitka (frekvence) v zavis-
losti na j, odpovida waveletova fada jakozto rozvo) neperiodické funkce ve
vhodné spocetné bazi opét uréené jedinou funkei (¢) nazyvanou matersky
wavelet (mother wavelet). Protoze w(t) je funkce majici kone¢nou energii
pouze na ohraniceném intervalu (f; lw(t)]? dt < o0), je tieba hledat v # w,
kterd ma konecnou energii na celé realné ose. Takova funkce vsak musi podle
1.2 vymizet k nule pro ¢ — oo a dokonce se ukazuje (viz dale odst. 3), ze za
dodate¢ného predpokladu integrovatelnosti (tj. # € L1NL2) musi ménit i zna-
ménko, tj. ¥ mus{ byt tlumeny kmit neboli vilnka (=wavelet). V disledku
tohoto tlumeni, které mize byt dokonalé v tom smyslu, ze ¢ je nenulova
pouze na ohraniceném intervalu (¥ikdme, ze m4a kompaktni nosic¢), nestaci ge-
nerovat bazi pouhou zménou méfitka materského waveletu, ale navic je nutné
Jej 1 posouvat. Waveletova baze se pak dostane jako spocetny dvojnasobné

celymi ¢éisly indexovany systém {1; x(¢)}; rez, kde ¥; 1 (t) = 27124, (t_zkfzj_])
a 27/ je normalizacn{ konstanta zajistujici konstantni (jednotkovou) normu

[[¥; kll2 = ||¥]|2. V zévislosti na vlastnostech obdrzené waveletové baze (neni
jedind) se pak provadi klasifikace piislusného mateiského waveletu.

Definice 2.1. Oznacme E = {t; 1 }; rez. Matefsky wavelet ¢ se nazyva
(1) ortogonalni, jestlize E je ortonormalni baze v Lo:
() ks rm) = 6510k m;
(2) semiortogondlni, jestlize F je Rieszova baze v Lo a plati:
(5> Vim) =0 pro j # I
(3) biortogondlni, jestlize E je Rieszova baze v Lo a existuje jediny (viz
1.6) tzv. dudlni wavelet ¢*(t) takovy, ze F* = {1/)l*,m}l,mez je duélni
Rieszova baze k E (ze symetrie plyne také, ze ¢ je dudlni k ¢*);
Matetsky wavelet 1 se nazyvd waveletem s kompaktnim nosi¢em (com-
pactly supported wavelet), jestlize {t |4 (t) # 0} je ohrani¢end mnozina.

Podle 1.6 je zfejmé (1) specidlnim piipadem (3), kde ¢* = 9. Zejména
tedy kazdy ortogonalni wavelet je semiortogonalni 1 biortogonalni.
Nejjednodussim a historicky nejstarsim prikladem ortogonélniho waveletu je
tzv. Haarova funkce 5 definovand predpisem

1 pro0<t< %
Yvp(t) =< -1 pro%§t<1
0 jinak
V nedavné dobé bylo nalezeno mnoho dalsich ortogonalnich waveleta,
ukazky nékterych z nich i Haarova waveletu jsou na obr. 1a).
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Matersky wavelet psi: Haar

Otcovsky wavelet phi: Haar

Matersky wavelet psi: Daubechies order 2

Otcovsky wavelet phi: Daubechies order 2

15

Matersky wavelet psi: Daubechies order 3

Otcovsky wavelet phi: Daubechies order 3

Otcovsky wavelet phi: Symmlet

0.5

Matersky wavelet psi: Symmlet

matefsky wavelet

@
g

b) otcovsky wavelet

OBRAZEK 1. Ukézky ortogonalnich waveletii
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Kazd4 funkce # € La([a, b]), b —a = T je souctem své Fourierovy rady:

[e) 1 . [e) 1 . [e) .
z(t) = ;——e'2TTl = r,e;)—=e 2Tt = c;iet?™ Tt (2.1
(1) j;oo NG j;oo< )7 j;oo J (2.1)

kde

1 I 1 iora 1t o
c; = cj(x) = ﬁ<x’ej> = ﬁ/ x(t)\/_fe—ﬂﬂ?t dt = T/ $(t)6_22WTt dt

(2.2)

je tzv. j-ty Fourieruv koeficient a {c;(z)};¢z je tzv. fourierovské spek-
trum funkce z(t) € La([a, b]).

Podobné kazda funkce x(t) € L3(R) je souctem své waveletové fady

oQ

w(t)= D euatialt), (2.3)

Jk=—0o0

kde v pifpadé biortogonélniho, resp. ortogonalntho (¢* = ), matefského
waveletu a vzhledem k tvrzeni 1.6

= einle) = (b= [ eOTa =

oQ

2% /_Oo z(t)y (%) dt (2.4)

oQ

je tzv. (j, k)-ty waveletovy koeficient a {c¢;i};rez je tzv. waveletové
spektrum funkce z(t) € Ly(R).

Konvergence Fourierovy, resp. waveletové fady, je v normé prostoru Ls([a, b]),
resp. L2(IR), tj.

llx —2zn|lz—= 0 pro N — o0, resp.

llz —xn ]2 =0 pro N, M — oo,

pro castecné soucty
N .
; 2
en(t) = E ;e Tt resp.

ena(t) = Y0 D et
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Pokud nebude hrozit nedorozuméni budeme psat struéné ¢; misto ¢;(z) a
¢;, misto ¢; x(x).

Besselova-Parsevalova identita

e pro Fourierovu radu:
L — 1 I = = S—
7 ey di= Z(ey) == D0 wm= Y0 gl (25)

j=—00 j=—o0

e pro waveletovou radu:
Necht 1 je ortogonéln{ nebo biortogonalni wavelet, pak

oQ oQ

| swi@a = e =C S s 3 dulim =
= Y Y k@) W)W ) =
= Z cik()es (). (2.6)

Pro ortogonélni wavelet dostavame specialné c; , (y) = ¢; x(y), nebot 9% , =
Vj k-

Z (2.5) a (2.6) dostaneme piislusné Parsevalovy identity jako specidlni
piipad pro z = y:

Parsevalova 1dentita

e pro Fourierovu radu:

1 b [ [
;[ era= 3 s@nm= Y el @D
a j=—o00 j=—o00
sttedni vykon
e pro waveletovou radu:
/ le@)|*dt = Z ¢je(x)c; . (x) pro biortogonalni wavelet
_> Jk=—o0
energie
= Z |e; 1 (x)|? pro ortogondln{ wavelet. (2.8)
Jk=—0o0

Pii zpracovani konecnych diskrétnich dat vede numericky vypocet inte-
gralu ve (2.2) na znamy operator diskrétni Fourierovy transformace
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(DFT), jehoz inverze (IDFT) koresponduje s (2.1), kde nekoneénou fadu
nahradime pouze jejim ¢astecnym souctem. Podobné diskretizaci (2.4) a
(2.3) dostaneme piislugné operatory diskrétni waveletové transformace
(DWT) a jeji inverze (IDWT). Pro jejich vypocet existuji rychlé algoritmy
(FWT=Fast Wavelet Transform) jakozto protéjsek rychlé Fourierovy trans-
formace (FFT=Fast Fourier Transform). Diskrétnimi operdtory se v tomto

piispévku nebudeme nadéale zabyvat, podrobnosti miuze ¢tenaf nalézt napfi-
klad v pracich [13, 14].

3. FOURIEROVA A WAVELETOVA INTEGRALN{ TRANSFORMACE

V tomto odstavci ukazeme, ze z vyjadreni waveletovych koeficienti lze
vhodnym infinitesimalnim pfechodem obdrzet tzv. integralni waveletovou
transformaci (IWT), ktera je opét analogii integralni Fourierovy trans-
formace (IFT) ziskané z vyjadieni pro Fourierovy koeficienty pii T — oc.
Existence inverzni waveletové transformace vsak bude vyzadovat, aby wave-
let 1, ktery je jadrem této transformace spliioval tzv. podminku pripust-
nosti, resp. silnéjsi podminku stability. Jidro ¢ budeme v tomto piipadé
nazyvat zakladni, resp. dyadicky, wavelet.

Ptedpokladejme tedy nyni J = R a x(t) € La. Provedeme limitni pfe-
chod pro T' — oo. Pak (2.2) pfejde v dop¥ednou integralni Fourierovu
transformaci

T/2 o - 00 )
Tej = / x(t)e 27Tt dt s / x(t)e ™ dt = Z(f) (3.1)
-T/2 —o0

a (2.1) ve zpé&tnou integralni Fourierovu transformaci

1 o d o [
o) = 30 pToe =S [ Gy (32)
j=—00 -
Piseme (Fz)(f) = 2(f) a (F~2)(t) = 2(t). Diskrétni frekvence {f;};ez,
f; = % prejdou v kontinuum frekvenci {f}ser a {c;};ez v kontinualni spek-
trum {Z(f)}ser, z néhoz F~ rekonstruuje x(¢) za jistych podminek (viz dale
véty o inverzi) analogicky jako Fourierova fada ve (2.1).

Protoze f—TT/iz x(t)Wdt = Z;o:_oo %ch(x)ch(y), prejdou pii T" — oo

Parsevalovy identity (2.5) a (2.7) analogicky jako vyse poradé v
Parsevalovy identity pro IFT

| swwa = [ spimia 5:3)

— 00 — 00

| wpa = [ EoPa (3.4)

oQ — 00
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Ze (3.4) lze usuzovat, ze ¥ € Ly a nésledujici tzv. Plancherelova véta
toto potvrzuje a navic fesi 1 problém inverze v L.

Tvrzeni 3.1 (Inverzni formule pro IFT v La).
Definwjeme-li integrdly v (3.1) a (3.2) jako Cauchyho hlavni hodnotu v Ls-

N—=oo

konvergenci (napt. pro F . ||7 — fiVN z(t)e~ 27 dt||, =57 0), pak pro Vx €
Lo je rovnéZ & € Lo, plati (3.3), (3.4) a F, F~ jsou navzdjem inverzni linedrni
operdtory Ly — Loy (F~ = F71) zachovdvagici vnitini soucin a tedy i mormu.

Problém inverze lze vySetfovat i bodové, kdy integraly v (3.1) a (3.2)
chapeme jako Lebesgueovy integraly na R:

Tvrzeni 3.2 (Inverzni formule pro IFT v L,).
z(t),2(f) € L1 = x(t) = (F~2)(t) plati v kazdém bodé t, kde x je spojitd a
%(x(t +0)+2(t—0)) = (F 2)(t) vkaidém bodé t, kde x ma konecny skok.

Dusledek 3.3. Md-li ¢ € Ly konecnou vartaci na kazdém uzavieném a
ohraniceném intervalu, pak x(t) = (F~x)(t) s.v.

Poznamka 3.4.

(1) 2 € Ly N Ly = Fao v Ly a Fe v Ly splyvaji v tom smyslu, ze jsou
stejné s.v.

(2) Ve 3.3 lze rovnost x(t) = (F~Z)(t) pokladat za platnou pro kazdé t € R,
jestlize pFijmeme konvenci z(t) = %(x(t +0)+2(t—0)) v kazdém bodé ¢,
kde 2(t) ma konecny skok (z(¢) méa totiz pouze nespojitosti tohoto typu,
a to nejvyse ve spocetné mnoha bodech).

Je déle ziejmé, ze pomoci F milzeme (2.2) pfepsat do ekvivalentniho tvaru

cj(x):%(m) (%) kde xT(t):{ o) bro i;ﬁg . (35)

Pro libovolné #(t),y(t) € Ly ac € C, 0 #a € R, § € R se snadno ovéfi
nasledujici vlastnosti operatorat F a F~:

(Fex) = e(Fw) (Fcx) = (T 7) (3.6)
(e +)) = (T2) + (Ty) (T @E+9) = (T D+ (T ()
(Fa(at))(f) = gﬂw)(f/w (T~ F(af)(t) = |;ﬂ(&”@(t/oz) (3.8)
(Falt = A)F) = 2 (Ta) () (T3S - A)) = 7 (TE)(1)
(3.9)
z(t) redlnd = z(—f) = 2(f) (3.10)

Da se také ukazat, ze

r€L1 = Z(f) je stejnomérné spojitd funkce. (3.11)
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Podobné limitnim prechodem j — oo ve vyjadieni (2.4) waveletovych ko-
eficientlt ¢ dostaneme z diskrétnich posloupnosti parametrii méfitka (di-
latace) {a;}jez, @¢; = 277 a parametrii polohy {by}rez, by = k277 poradé
kontinuum hodnot {a},cx+ a {b}rer. Pfipustime-li i zdporné hodnoty a,
pak c¢;, prejdou v kontinualni waveletové spektrum zavislé na a,b € R ve
smyslu nésledujici definice.

Definice 3.5. Integralni transformace Wy urcend vztahem

oQ

2(8)0 (?) dt, z€Ls(R), a,bel

(3.12)

(0,0) = (Wy2)(0,0) = Jal~* [

— 00

se nazyva doprednou (integrilni) waveletovou transformaci induko-
vanou “waveletem” .

Analogicky jako ve (3.5) je vzhledem k (2.4) (4, k)-ty waveletovy koefici-

ent funkce z(¢) urcen waveletovou transformaci vyhodnocenou pro dyadickou
. . _ 1 .

pozici b = 57!

ko1
Cjk = (’\/\Lﬁl‘) (2—], 2—]) . (313)

Podobné jako v pripadé F se nyni budeme zabyvat otazkou platnosti Par-
sevalovych identit a problémem inverze operdtoru Wy. Ukazuje se, ze Wy
bude mit obdobné vlastnosti jako F, pokud se omezime pouze na ¢ € Ly ve
smyslu nésledujici definice.

2%— a binarni dilataci a =

Definice 3.6. Funkce ¢ € Ly se nazyva zakladni wavelet, jestlize ¥ spl-
fiuje tzv. podminku pFipustnosti (admissibility condition)

“© 13()?
0< Cy = d . 3.14
<Gy /_oo T (3.14)

Poznamenejme, ze Cy > 0 ve (3.14) vylucuje trivialni zakladni wavelet
¥ = 0 s8.v., nebot ziejmé plati Cy = 0 < ¢(f) =0s.v. S P(t) =0 s.v.

Lemma 3.7. Necht'ty € L1 N Lo je zdkladni wavelet, pak
$(0) = / W(t)dt =0 (3.15)

a tedy ¢ je skutecné mald vina (wavelet), nebot méni znaménko.

Diikaz. @(f) je spojita funkce dle (3.11). Kdyby 12(0) # 0, pak
[¥(f))> > K >0 v né&jakém d-okoli bodu f =0, tj.
8 S - -
Cy >[5 ﬁdf =2K [, %df = 2K[In|f]]§ = 2K (Ind — In0) = oo, spor. [
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Tvrzeni 3.8 (Parsevalovy identity pro IWT).
Necht i) € Ly je zdkladni wavelet, pak Wy, spliuje proVz,y € Lo Parseva-
lovy identity ve tvaru

oQ - oQ oQ 1
Cy / z(Byt)dt = / / z(b,a)y(b, a) — da db (3.16)
—00 —00 J —00 a
oQ oQ oQ 1
C¢/ le(t))*dt = / / |Z(b, a)|*— da db, (3.17)
—00 —00 J —00 a
kde &(b,a) = (Wyx)(b,a) a g(b,a) = (Wyy)(b,a).
Diikaz. Viz [6, Theorem 3.10, str. 62]. O

V pfipadé waveleti se problém inverze, tj. rekonstrukce z(t) z (Wyz)(b, a)
rozpada na ¢tyfi pifpady v zévislosti na mife znalosti (Wyz)(b, a).

(1) (Wy)(b, a) zndme tGplné pro kazdé a,b € R.

Tvrzeni 3.9 (1. inverzni formule pro TWT).
Necht ¢ € Ly je zdkladni wavelet, pak pro ¥V« € Lo a kaZdy bod t, kde z je
spojitd, plati rekonstrukeéni formule

2(t) = C%/_: /_O:o (b, a) {|a|—%¢ (#)} aizdadb. (3.18)

Vsimnéme si, ze zatimco v dopfedné transformaci (3.12) se pouziva ja-

dro (%), zde je uzito v (t;—b) s vahou |a|_%a_2, coz opét ukazuje na

analogicky vztah jadra e” 2™/t = ¢i27ft pro F a jadra '/t pro F~1.

Wavelet, ktery se uziva pro inverzni waveletovou transformaci M@l se
nazyva dual k ¢ (nezaménovat s pojmem duélni wavelet zavedeném v definici
2.1). V tomto piipadé je tedy @ dudl k v.

(2) (Wy)(b, a) znédme céstecné jen pro kazdé ¢ > 0abeR.

V tomto pripadé je rekonstrukce mozné za tu cenu, ze se vybér piipustnych ¢
jesté vice omezi. Misto (3.14) budeme uvazovat ponékud p¥isnéjsi podminku,
tzv. zesilenou podminku pripustnosti:

L e L0 | Pl (I C 1
0 < 20¢_/0 ; df_/o <o, (3.19)
kde Cy je urcena opét vztahem (3.14). Skutecné (3.19) = (3.14), nebot
G [P a0k
/0 7 df = /_Oo 7 df, (3.20)

takze soucet obou integrali dava (3.14).
Napfiiklad redlnd funkce ¢ spliujici (3.14) spliuje i (3.19), nebot dle (3.10)

U= =8 = W=Dl =19
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Tvrzeni o inverzi zni nyni takto:

Tvrzeni 3.10 (2. inverzn{ formule pro IWT).
Necht o € Lo spliuge (3.19), pak ¢ je zdkladni wavelet a pro Vo € Ly a
kazdy bod t, kde x je spojitd, plati rekonstrukéni formule

z(t) = C%/OOO a {/_O:o (b, a)y (?) db} da. (3.2

Stejné jako v ptipadé (1) je ¥ opét dualem k v se stejnou vahou, nebot
pro a > 0je a3 = |a|"2a™2.

N

(3) (Wy)(b,a) zndme ¢astecné jen proa =279, j€Z ab e R.

Opét zazime vybér ¢ dle nasledujici definice:

Definice 3.11. Funkce ¢ € Lo se nazyva dyadicky wavelet, jestlize exis-
tuji konstanty 0 < A < B < oo takové, ze plati tzv. podminka stability

A<D WEEHP LB prosy. fER (3.22)

j=—00

Tvrzeni 3.12. Dyadicky wavelet 1 € Lo spliiuje

<) < [ (=f)P
Aln2§/0 i df,/o ;A< Bln2, (3.23)

Diikaz. Pro f > 0 dostdvame z (3.22): ? < Z;o:_oo Ly Z;Jf - df < ?
a po zintegrovani flzz

Alln[f))? < z;i_oo ﬂ—fL af "L

—(i-1 "
]__Oo f2 ; BE gy Blln|f|]? a po secteni
A2 < [P du<Bln2
Podobné obdrzime pro f <0 VynasobeAnim —% a zintegrovanim f—_zl nerov-
nosti pro druhy integral: Aln2 < fooo M_U—UL du < Bln2. O

Dusledek 3.13. KaZdy dyadicky wavelet je zdkladnim waveletem splnugicim
zesilenou podminku pFipustnosti (3.14) ve tvaru

9A1n2 < Cy < 2B1n2, (3.24)
z niZ pri A = B dokonce plyne i (3.19), kde %C’¢ =Aln2.

Diikaz. (3.24) je pfimym dtsledkem (3.23), kde stadi secist oba integraly
spolu s mezemi v nerovnostech a uvazit symetrii (3.20). O

Tvrzeni o inverzi lze nyni formulovat nasledovné:
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Tvrzeni 3.14 (3. inverzn{ formule pro IWT).

Necht o € Lo je dyadicky wavelet, pak existuje funkce ¢¥° € Lo nazgvand
dyadicky dudal k ¢ tak, Ze pro kazdou funkci v € Lo a kaZdé t € R plati
rekonstrukcni formule

(1) = i 2—/_0;95 (b,279) 4p° (tijb) db. (3.25)

J=—00

Specidlne lze zvolit ° = °, kde ¢° je uréena primo waveletem i prostied-
nictvim své Fourierovy transformace °(f) podle vztahu
> o
Fie
Y om=—oo [U(277 1)
Poznamenejme jesté, 7e (3.25) se dostane z (3.21) (po vynésobeni vidhovou
korekei 2/Cy) jednoduse formélnim nahrazenim fooo 7t da diskrétni sumou

(3.26)

ziskanou diskretizaci méfitka a na siti {a;}, a; = 277 j € Z s nerovno-
mérnym krokem A; = a;_1 —a; = 2-U-1 9277 =9279(2 - 1) = 277, Pak

_s . ;
a; *Aj = 2% 277 = 2% dava pravé vahovou konstantu v (3.25).

Pozndmka 3.15. D4 se ukazat (viz [6, str. 79-80]), Ze dyadicky dudl uréeny
rovnici (3.26) neni obecné jediny mozny, ale mohou existovat i dalsf dyadické
dudly, z nichz zadny ovéem tuto rovnici nespliiuje (nerozlisujeme mezi funk-
cemi, které se lisi na mnoziné nulové miry). Nasledujici tvrzeni udava popis
vsech dyadickych duald k danému dyadickému waveletu .

Tvrzeni 3.16 ([6, Theorem 3.16, str. 79-80]).
Necht o € Lo je dyadicky wavelet a ¢° € Lo funkce, pro niZ

ess SUP, g Z |1Z°(2_jf)|2 < 0. (3.27)

J=—00

Pak ° je dyadicky dudl k + prdve kdyz splnuje identitu

ST wEEiNETIH =1 s (3.28)
j=—00
Pro dyadicky dudl ¢° jsou podminky (3.27) a (3.28) pfimym dusledkem
rovnosti Z;o:_oo |1Z°(2_jf)|2 = 1, kterou (3.26) zjevné spliiuje. Soucasné
vidime, ze dyadicky dudl ¢° je saém dyadickym waveletem spliujicim (3.22)
s konstantami A = B = 1.

(4) (Wy)(b, a) zndme jen diskrétné pro a =277 ab=k277, j k€ Z.

Jestlize v (3.25) diskretizujeme polohovou proménnou b pro kazdé fixované
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j € 7 tentokrat rovnomérné na siti {b}, by = k277, k € Z, prejde podobné
jako v pFipadé méritka navic také ffooo # db v diskrétni sumu a (3.25) na

e ko1 t— k279
5 -7 ~ _ <& - = —
.Z 2927 3 x(zf’zf) v ( 9= )_
N———

J=z krok F=—o°

(1)

Cjk dle (313)

oQ

D ertin(l). (3.29)

j=—00

Tato rekonstrukéni formule je podle ocekavani ve tvaru waveletové fady,
nebot tento piipad odpovida dle (3.13) vlastné znalosti waveletovych koefici-
entt, kdy inverzni formule je ddna waveletovou fadou (2.3). Vyse popsany po-
stup je mozno modifikovat pouzitim obecnéjsf diskretizaéni sité by = kbo2~7,
ktera umoznuje ménit velikost kroku vhodnou volbou parametru by € R

((3.29) predstavuje specialni piipad pro by = 1). Dostaneme tak ponékud
obecnéjsi pojeti waveletové fady, kdy bazové funkee ¢; (t) = 212y (t_zkfzj_])

nahradime obecnéjsimi funkcemi s, ; 5 (t) = 27124} (t_kzbf”]z_]) Cela teorie
takto modifikovanych waveletovych fad vsak zustava s prislusnymi zménami
v platnosti.

Pozndmka 3.17. Odvozeni (3.29) vyzaduje vyjasnéni otdzky, zda dyadicky
wavelet ¥ je automaticky matefskym waveletem a jeho dyadicky dual °
dudlnim waveletem ¢* ve smyslu definice 2.1(3). Ukazuje se (viz [6, str. 71—
74]), 7e kazdy biortogonalni matersky wavelet (a tedy potazmo i ortogonalni
a semiortogondalni wavelet) je dyadickym waveletem. Dostdvame tedy celkem
tyto implikace

¢ (semi)ortogondlni = ¢ biortogonalni = ¢ dyadicky = ¢ zakladni.

Implikace v8ak nelze obecné obratit, zejména tedy dyadicky wavelet nemusi
byt nutné matefskym waveletem (viz [6, str. 79]). Stejné tak dyadicky dudl
¥ nemusi byt nutné dudlni, tj. neplati ¥° = ¢*, nebot ¥* existuje jediny,
zatimco 1° nikoliv dle 3.15. Tedy odpovéd na polozenou otézku je zdporna a
(3.29) nelze interpretovat tak, Ze plati pro kazdy dyadicky wavelet ¢ a jeho
dual ¢°, nybrz pouze pro nékteré specidlni z nich.

Pozndmka 3.18. Diikazy inverznich formuli (3.18), (3.21) a (3.25) lze nalézt
napfiiklad v monografii [6, kap. 3]. Jejich podrobny rozbor ukazuje, ze po-
kud pfijmeme konvenci z poznadmky 3.4(2), tak vztahy (3.18) a (3.21) lze
v analogii s tvrzenim 3.2 pouzit i pro ta ¢, v nichz z(¢) ma koneény skok.



WAVELETY A FILTRACE DAT 17

4. CASOVE-FREKVENCGN{ SPEKTRALNI CHARAKTERISTIKA

V klasické fourierovské bazi je kazda bazova funkce sinusovy kmit, ktery
ovlivije priubéh z(t) stejnomérné na celé redlné ose a mé tedy globalni a¢i-
nek. Je to tedy funkce, kterd neni lokalizovana v ¢ase, ale naopak je ide-
alné lokalizovana ve frekveneci (jeji spektrum je jednobodové). Vypocet
kazdého jednotlivého spektrilniho koeficientu podle (2.2) tedy vyzaduje apl-
nou znalost funkce (signélu) #(¢) v minulosti i budoucnosti. Nevyhoda této
reprezentace se nejvyraznéji projevi u signélu, jehoz dynamika (tj. frekvenéni
charakteristika) se s casem vyrazné méni. Takovy signél si vynucuje silné
zastoupeni velkého mnozstvi vysokofrekvenénich komponent (napf. skokové
zmény se vymodeluji az v limité) neboli zabird Siroké frekvenéni pasmo.
Prakticky nepfiznivym disledkem je velky objem dat spektra {¢;(2)};ez po-
tfebny k vyhovujicimu popisu (t).

Vzniké tak pozadavek vysetfovat lokalni frekvenéni charakteristiky
signalu postupné v ¢ase. Standardnf{ postup vyuziva tzv. Fourierovu trans-
formaci s vahovym oknem (WFT = Windowed Fourier Transform), které
postupné “klouze” po datech (kontinualné nebo v diskrétnich krocich) a vy-
bird tak z dat pro frekvenc¢ni analyzu pouze lokalni fsek:

oQ

(FVRe)(t, f) = / x(s)g(s — t)e™ 37 ds, (4.1)

— 00

kde g(-) je vahové okno (zpravidla gaussovské) se stfedem v 0. Pouzitim FWin
misto F ve (3.5) dostaneme spektrum {c;;}; ez, pokud se omezime pouze
na diskrétni ¢asové okamziky ¢ € 7. Jeho podobnost se spektrem (2.4) neni
jen formalni. Sta&i polozit v; (s) = g(s — t)e~"277* = g(s — 1)e?mTs a (4.1)
bude presné tvaru (2.4). Jeden podstatny rozdil zde v8ak pfece jenom je. Na
rozdil od v; ;; $itka v, ani posuv ¢ nezévisi na j.

Protoze frekvence je nepfimo tmérné délce cyklu, tak pro zachyceni vy-
sokofrekvencéni informace vystac¢ime s kratsim intervalem, zatimco pro za-
chyceni nizkofrekvencni informace je naopak potteba interval delsi. Jinymi
slovy, potfebujeme mit flexibilni ¢asové okno, které se automaticky zuzuje,
je-li stfedni frekvence jeho spektra vyssi a rozsifuje, je-li tato frekvence nizsi.
Tuto vlastnost maji pravé ; , (na rozdil od +;+). Pro rostouci j se ¢, zu-
zuje (3itka=1/27), podle (3.8) se pak ovsem 1@71c roz§ifuje a stiedni frekvence
spektra spolu se Sitkou pasma tedy rostou. Se zuzovanim je tfeba rovnéz
zjemnovat posuv %, aby nevznikly casové diry nepokryté vysokofrekvencni
informaci. Aby se 1; ;, mohly pouzivat pro casové-frekvencni analyzu ve vyse
uvedeném smyslu, musi byt tedy dobfe lokalizovany soucasné v case 1 ve
frekvenci. Vzhledem ke (3.8) jsou to ovSem protichidné pozadavky, kterym
lze rozumné vyhovét pouze v pifpadé, ze jak ¢(¢) tak @(f) se rychle tlumi

~

(konverguji k nule) pro ¢, f — +o00. Navic musime pro ¢ a ¢ a nésledné i pro



18 VITEZSLAV VESELY

Yik a 1@'71c byt schopni urcit jejich stfed a sitku, které déle definujeme v 4.1.
Takové funkce v, resp. ¢ se pak nazyva vahovou funkeci ¢asového, resp.
frekvenéniho okna.

Definice 4.1. Funkce 0 # w(f) € Ly se nazyvid vihova funkce okna
(struéné okno), jestlize rovnéz tw(t) € Lo. Stied t* a polomér A, okna w
jsou pak definoviny vztahy

= L/w Hw ()] dt (4.2)

lell3 S

Ay ! {/Oo (t—t*)|w(t)|2}% dt. (4.3)

el W
Cislo 2A,, nazgvame $iikou okna w.

Ve statistické terminologii muzeme ¢* volné interpretovat jako “stfedni
hodnotu” a A, jako “smérodatnou odchylku” rozlozen{ vykonu |w(t)|? funkce
(signélu) w(t).

Poznamka 4.2.

(1) Ovéfime nejprve, 7e za predpokladi uvedenych v definici 4.1 integraly
(4.2) a (4.3) skutecné existuji a jsou koneéné, a 7ze tedy pojmy stied a
polomér jsou definovany korektné.
w(t),tw(t) € Ly = |w(t)|?, *|w(t)|* € L1, takze

lw@P < Je@P pro <1 = [l € Li(-1,1]) a
()P < Clo@P pro 1151 = |dllw(n]? € Ly(E — [-1,1]).
Celkem tedy |t]|w(t)]* € L1, coz spolu s |w(t)|? € L1 a t*|w(t)|* € L,

zarucuje existenci a konecnost integrali (4.2) a (4.3).

(2) Navic dokonce plati w(t) € Ly: totiz kromé (14 ¢])|w(t)| € L (pHimy di-
sledek w(t), tw(t) € Lz) je ziejmé také (1+]t|)~1 € Lo, takze ffooo |w(t)] dt
(L4 EDfw@)] (L +[t)) 7 < oo

V dalsich Gvahach bude roli w(t) hrat zakladni wavelet ¢(t) a jeho Fourie-
rova transformace @(f) Proto navic predpokladdme te(t), f@(f) € L,. Na
zékladé poznamky 4.2(2) je zejména ¢ € L1 N Ly a proto podle lemmatu 3.7
plati (3.15) a ¢ je tedy vinka.

Substituce u = t;—b v integrélech (4.2) a (4.3) d4 zfejmé pro w (t;—b) stred
b+ at® a polomér |a|A,. Pak tedy waveletova transformace (3.12) lokalizuje
signél x(t) v “Casovém okné”

[b+4 at™ — |a|Ay, b+ at™ + |a]Ay).
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Je-li podobné f* a AJ poradé stfed a polomér vahové funkce 12, pak vzhledem
k Besselové-Parsevalové identité (3.3) pfejde (3.12) pfi uziti (3.8) a (3.9) v

R e (t‘b)dt—

a

— 2|Cl|/ 6 Zzﬂbd)(af) f

= ot / E(f)e ™ P (af) df, (4.4)

takze vzhledem k |ei2”fb12(af)| = |1Z(af)| tatdz velicina (Wyz)(b, a) lokali-
zuje frekvenéni spektrum z(f) také ve “frekvenénim okné”

A A

e A AL

ot s

Celkem tedy dostavame “Casové-frekvencni okno”

[b+ at* — |a|Ay, b+ at”™ + |a]Ay] x I 1A f*+1A
at® — |a a a e — A — A
v e T A T
Vénujme nyni pozornost specialnimu piipadu ¢ = 277,j € Z, ktery se
uplatiiuje pfi rekonstrukci typu (3) a (4) v odst. 3. Dostaneme tak soubor
frekvencnich oken

= (QJf*—QJAJ, 2]’f*+2]’Ad , jEZ. (4.5)
Jestlize cilené zvolime 1 tak, aby stied f* a polomér AJ odpovidajiciho frek-
vencniho okna 1Z byly svazany vztahem f* = 3A$, pak
B; = (2j+1A$, 2j+2A$] rozdéluji kladnou frekvencni osu (0,00) na dis-
junktni frekvencéni pasma s délkou 2j+1A1; exponencidlné rostouci v zavislosti
na j.

Potom uzitim waveletové integraln{ transformace (3.12) zjistime casové
intervaly [b+ 277t — 279 Ay, b+ 277¢* + 277A,], na nichz spektralni obsah
signalu z s frekvencemi v pasmu B; je signifikantni, tj. hodnota Z(b, 270) =
|(Wyz)(b,277)| je nad jistou zvolenou prahovou hodnotou (threshold).

Zakladem jakési zobecnéné waveletové filtrace signalu = je potom nasle-
dujici obecny postup:

1. Vypocet z(b,277), resp. {cjx}jkez

2. Vhodna modifikace téchto veli¢in na zakladé jejich signifikantnosti

3. Zpétna rekonstrukce modifikovaného signalu podle (3.25), resp. podle

(2.3).

Modifikaci vétsinou proviadime s cilem signal vyhladit, tj. vyloucit z négj

nahodnou Sumovou slozku. Ta ovSem nejvice prispiva k vysokofrekvencnim
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komponentam signélu, které proto pii modifikaci podle vhodné strategie po-
tlacujeme. Témto otazkam se budeme podrobnéji vénovat v nésledujicim
odstavci.

5. WAVELETOVE VYHLAZOVAN{ (FILTRACE)

Formulace alohy

Uvazujme aditivni model
y(t) = x(t) +e(t), telR,

kde y(t) jsou pozorované hodnoty, #(t) € Lz je nezndmé odhadovand funkce
a e(t) je bily sum. V diskrétnim piipadé y(¢) jsou ovéem pozorovany pouze
na konecné diskrétni vétsinou ekvidistantnf siti ¢t = ¢1,%2, ..., 1,.
Vzhledem k linearité (2.4) dostavdme
¢ k(y) = cjr(e) + ¢jrle)

kde ¢; k(y), ¢; k() a ¢; x(e) jsou waveletové koeficienty pofadé ve waveleto-
vych Fadach pro y(t), z(t) a e(t). Cilem waveletového vyhlazovan{ je nalezeni
vhodného modifika¢niho pfedpisu p(-) takového, ze pu(c; x(y)) = ¢ u(2) ~
¢ik(z) je dobrym odhadem ¢; (). Tento pfistup pfedstavuje opét analogii
s fourierovskou filtraci, kde modifikujeme Fourierovy koeficienty ¢;(y). Diile-
zitym specidlnim pfipadem je linearni filtrace, kde pu(c; (y)) = wic; (y), 15 >
0 a {u;}iez je tzv. prenosové charakteristika filtru. Pro pevné k je pii-
spévek kazdého koeficientu ¢; 5 (y) pouze lokalni, takze waveletova reprezen-
tace dovoluje timto zptisobem konstruovat lokalné adaptivni filtry, coz je
jeji vynikajici novy rys ve srovnani s klasickymi fourierovskymi filtry, kde
efekt je globalni.

Bézné se pouzivaji ¢tyfi modifikacni techniky pro waveletové koeficienty.
Prvni z nich operuje na datech (koeficientech) linedrné, zbyvajici t¥i neline-
arné.

1. Positive scaling

3?3: = w5 kcik(y)s pie >0,

ktera je pfimym zobecnénim vyse zminéné prenosové charakteristiky.

2. Tvrdé prahovani (hard thresholding)
Vsechny waveletové koeficienty pod jistou prahovou hodnotou A > 0 se
vynuluji a ostatni se ponechaji beze zmény:

Ehard _ 0 pro |ijk| < A
gk T . . A
¢k pro  |ejul >

)
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3. Mé&kké prahovani (soft thresholding)
Velikost1 vsech waveletovych koeficienta se snizi o prahovou hodnotu
A>0:
o = sign(cj k) max(0, [ej k] = A).
4. Kvantilové prahovani (quantile thresholding)
Podobné jako (2), misto A se vSak pouzije kvantil z mnoziny viech

waveletovych koeficientt, tj. napr. se vynuluje 30% nejmensich wavele-
tovych koeficienta.

Donoho a Johnstone [3, 4, 5] navrhli metodu pro v jistém smyslu optimaln{
volbu prahové hodnoty A, kterd je bud univerzdlni A = v/2Ilnn, kde n je
pocet dat, nebo specifickd pro kazdou troveni méfitka j (A = A;). Tyto
a jiné podobné metody se staly znamymi pod anglickymi nazvy wavelet
shrinkage nebo wavelet de-noising.

P1i praktickych vypoctech ovsem c; . pocitdme pomoci DW'T s vyuzitim
vhodného rychlého algoritmu FWT.

Na obr. 2 je ukazka waveletového vyhlazeni signalu s nespojitymi skoky
kontaminovaného simulovanym sumem. V levém sloupci jsou odshora dola
uvedeny poradé data zasuménd, vyhlazena a originalni bez Sumu. V pravém
sloupci jsou grafy odpovidajicich waveletovych koeficienti, kde k je vyneseno
na vodorovné ose a j na svislé ose (¢islo 1 odpovidad maximélni trovni). Pro
vyhlazeni bylo pouzito Donoho-Johnstonova mékkého prahovani. Nespojité
skoky jsou velmi dobfe zachyceny s podstatné mensim zkreslenim (rozviné-
nim v disledku tzv. Gibbsova jevu) nez by tomu bylo v piipadé klasické
fourierovské filtrace.

Dalsi ukazky waveletového vyhlazovani dat z oblasti zivotniho prostfedi
lze nalézt v [17].

6. MR-ANALYZA

MR-analyza, neboli analyza o vice Grovnich rozliSeni (z angl. multireso-
lution analysis), umoznuje jednoduchou aplikaci vhodné dvojice linearnich
filtra postupné snizovat nebo zvySovat rozliSovaci schopnost waveletové apro-
ximace.

Necht ¢ je n&jaky matefsky wavelet (ortogonalni, semiortogonalni nebo
biortogonalni). Pro kazdé j € Z uvazujme (uzaviené) podprostory v La ge-
nerované témito ¢astecnymi soucty waveletové fady:

(o]
Wi = E{0rdres) = 0 050 = Y cintin®}  (6.1)

k=—o0
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OBRAZEK 2. Ukézka vyhlazeni mékkym prahovanim
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Vi = L({tintirenici) = {zi(0) |25(t) = Y D cixtin(®)}.  (62)

i=—o0 k=—00
Protoze waveletovy rozvoj (2.3) libovolné funkce « € Ly lze prepsat jako
(o] (o] (o]
)= > (> cixbin(t) = Y g;(t), kde g; € W, (6.3)
j=—00 k=—c0 j=—00
pricemz g; € W; jsou ziejmé urceny jednoznacné, mizeme cely prostor L
psat jako pfimy soucet (+) podprostorid W;

Ly=Y Wi=-+Wa+WodtWid... . (6.4)
JEL
Je-li matersky wavelet ¢ ortogonalni nebo semiortogonélni, pak zfejmé
W; L W; (podprostory jsou k sobé kolmé) pro ¢ # j a pfimy soucet (6.4)
pfejde v ortogonélni soucet (B):

Ly=Pw,=aw aWeWa... (6.5)
JEL
Plati néasledujici tvrzeni

Tvrzeni 6.1. Pro kazdé j € Z plati

i=—o00'"1?

V= LUZE W) = Y W= E Wi W (6.6)
a systém podprostord {V;} .= {V; };ez md ndsledujici vlastnosti:
... VoW Vi, neboli Vi1 CV;, jEZ
2° L(Ujesz) = L»
3 Nesl; = {0)
A Vipr =V + Wy, resp. Vipn =V, @ W, jeZ
5% x(t) €V o x(2t) EVjyr, JEL
[= (z(t) € Vo & z(27t) € V}), j € Z].

Diikaz. Rovnice (6.6) a vlastnosti 1° — 4° jsou ziejmé. Vlastnost 5° plyne
z nésledujici identity
_ s its S revs _=s .

Uir(250) = 2750 (I (2%0) — ) = 2B alt); ks €Z (67)
Pak totiz z(t) € V; = «(t) je linedrni kombinaci ¢; x(t), 1 < j—1, k €
Z = x(2°t) je linearni kombinaci ¢; x(2°t), i < j— 1, k € Z = 2(2°) je
linedrni kombinaci 94, x(t), ¢ < j—1, k € Z = 2(2°t) je linedrni kombinaci
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Unr(t), n<j+s—1, k€ Z= x(2°t) € V;;,. Implikaci = pak dostaneme
pro s = 1 a implikaci <= pro s = —1. O
Definice 6.2. Rekneme, 7e funkce ¢(t) € Lo generuje MR-analyzu {V;}
v Ly, jestlize generuje posloupnost podprostort {V;} s vlastnostmi 1°,2°, 3°
a b® predpisem
—_— ioi i (t—k277

Vi = L({¢jktnez), kde ¢, = 270(2t —k) =286 { ——5— ), (6.8)
piicemz Ey = {¢o k}rez je Rieszovou bazi podprostoru V4. Snadno se ovéfd,
ze pak také E; = {¢; p}rez jsou Rieszovy béaze V; pro kazdé j € Z. Funkci
#(t) nazyvidme funkci méfitka (scaling function) pro MR-analyzu
{V;}. Zfejmé podobné jako pro ¢ plati ||¢||2 = ||¢; k|l2 = 1 pro kazdé j, k € Z.
Tvrzeni 6.3. JestliZe ¢ € Ly generuje MR-analyzu {V;}, pak

6° x(t) eV o a(t+279) eV, jEZ.
Drikaz. 6° plyne podobné jako 5° v dikazu tvrzeni 6.1 z identity

b ult+5277) = 256(20(t+5277) — k) = 250(27t — (k - 5))
= quyk_s(t); j, k,s € Z (69)
pro s = +1. O
Pozndmka 6.4. DA se ukdzat (viz [6, str. 121]), ze
a) 6° = 3°
b) 6° = 4° v tom smyslu, ze pro kazdé j existuje W; takové, ze
Vie =V, + W,

Nemusi vSak existovat funkce ¢, kterd tyto W; generuje vztahem (6.1).
V disledku toho se pii definici MR-analyzy a funkce méritka nékdy misto
1°,2°,3°,5° predpoklada platnost 1°,2° 5° a 6°, takze potom MR-analyza
{V;} v Ls mé viechny vlastnosti 1° —6°. Zde budeme viak vidy pfedpokladat
navic (6.1). V tomto pfipadé se nékdy funkce méfitka ¢ nazyva otcovsky
wavelet (father wavelet), nebot s matefskym waveletem 1 tvoFi pFiroze-
nou dvojici. Rikdme pak také, ze dvojice (¢, ¥)) generuje v Ly, MR-analyzu
{V;}. Ukézky dvojic (¢, ¥) jsou na obr. 1, kde matefsky wavelet je ve sloupci
a) a odpovidajici otcovsky wavelet ve sloupci b).

Necht (q/), ¥) generuji MR-analyzu {V;} v Ly. Podle (6.2) a (6.3) je
z;(t) = Zi;iw gi(t) ~z(t) =52 gi(t) pro kazdou funkei @ € L.

Pritom z; € V; :>xj£>xproj—>oo.
Tedy z; € V; aproximuje x az do (j—1)-té irovné rozliseni neboli vzhledem
k (4.5) zachycuje frekvenéni obsah az do pasma B;_; vetné. Pak
J— oo = presnéjsi aproximace (jemnéji zachycuje variabilitu)
j— —oo = hrubsi aproximace
(ztrata energie modelujici variabilitu — rozmazani)
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Dostavame nésledujici vztahy:

eV, = o) Y de@it—t

k=—o0
{cyi}kez €ELVjEL (6.10)
g; €EW; = Zdl/)?yt— ;
k=—o0
& ={d ) pen € VjEL (6.11)
4° = l‘j(t) = l‘j_l(t) —|—gj_1(t) Vj € Z, (612)

kde posloupnosti souradnic ¢/ a d’ jsou jednoznaéné uréeny, nebot
{(27t — k) Yuez a {¥(27t — k) }rez tvoii Rieszovu bazi pofadé ve V; a ;.
N———’ N— ——

ERE TN 2= %4k

Dekompozice v MR-analyze (vypoéet ¢/~! a ¢/~! pomoci ¢/)

Pii dekompozici snizujeme troven rozliseni o jedna. K tomu bude potfeba

vyjadiit ¢(27t — k) € V; z (6.10) ve tvaru (6.12).

Tvrzeni 6.5. Eristuji posloupnosti a := {a, tnez, b := {bn tnez € &o takové,
Ze plati
$(2t—1) = > fask_1d(t — k) +bok_p(t — k)] YI€ZateR. (6.13)

k=—o0
ey EVy eWq

Diikaz. Tvrzeni ziejmé plati pro [ € {0, 1}, nebot ¢(2¢t — ) € V1 a tedy pfi
J = 1 existuje podle (6.10)—(6.12) vyjadfeni
¢(2t) = Z;.j:—oo[a2m¢(t - m) + b2m1/)(t - m)] pro =0

2t —-1) = Z;’j:_oo[azm_lqb(t —m) + bam_19(t —m)] pro [=1.
Uké4zeme nyni, ze (6.13) plat{ pro libovolné | € Z.

a) { = 2r sudé:

p2t=1) = 2t-r)) =
= Zz:—w[a2m¢(t_r_m) +b2m’¢)(t_r_m)] =

h=rkm Yoresolask—2r@(t — k) + bog_app(t — k).
b) { = 2r + 1 liché:
o2t =1) = oQ2t—r)—-1)=
= Yome—eol@2m—16(t =7 = m) + oo 1(t =7 —m)] =
k=r+m

= S lask—or—10(t — k) + bog_ar_19(t — k)].
O
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Dusledek 6.6. Plati tzv. dekompoziéni vztah (decomposition relation):

oQ

St —1) = > [ask1$(Z 7 — k) + b (P — k)] VilEZatER.
N—_———

eV; k=—co EVi_i EW; 1
(6.14)
Diikaz. Plyne z (6.13), jestlize za t dosadime 27~ 1¢. O
Tvrzeni 6.7 (Algoritmus dekompozice: vipocet ¢/ =1 a d/=1 7 ¢f).
Pro ¢d a d? ze (6.10) a (6.11) plati ndsledujici rekurentni vztah:
j— - i 2k—l=n = ;
at = D amad ET Y and,, (6.15)
l=—c0 n=—oo
a7 =N b FEN bach, (6.16)
l=— n=-—00

kde a = {an tnez a b = {by}nen jsou posloupnosti z dekompozicniho vztahu
(6.14).

Dukaz. 6.10)
6.10 o . .
zi(t) =7 Yl_cqe@t-1) =
6.14 o o - a
= Do € Doheool@2k—10(2 T = k) + bk (2071 — k)] =
= P he—w Z azk—lC{)qb(?j_lt—k)—k
l=—c0
&
2 e ( Z bop_ic]) (201 — k) =
l=—c0
ai=t
=z +g;-() | |
z jednoznac¢nosti rozkladu (6.12) a posloupnosti soufadnic ¢/~ a d/=1. O

Oznacime-li y/ =1 = {y=1} ez a 2971 = {2071}z pro kazdé j € Z, pak
(6.15) a (6.16) definuji dva linearni konvoluéni filtry potradé s impulznimi
odezvami a a b pro vipocet ' =ax ¢/ a 277t = bx ¢/, kde * je symbol
operatoru linearni konvoluce. Po vynechani hodnot s lichymi indexy (tzv.

j—1

downsampling) dostdvame ci_l = y%,?l a d‘i_l =z, .

Schématicky tedy muzeme algoritmus dekompozice znazornit takto:

A filtr « — 3/ ~! — downsampling — ¢/ 1
ol

N filtr b — 2J=1 — downsampling — ¢/ 7!
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Rekonstrukce v MR-analyze (vypodet ¢/ pomoci ¢/~! a d/71)

Pii rekonstrukeci naopak zvySujeme Groven rozliSeni o jedna. K tomu je

tieba vyjadiit ¢(2/ "1t —k) a (2971t —k) z (6.10) a (6.11) pomoci ¢(2t — k).

Tvrzeni 6.8. FEzistuji posloupnosti p = {p, }nez, ¢ := {qn tnez € £y takové,
Ze plati

o(t) = i Pn¢(2t —n) (6.17)
() = Y qus(2t—n). (6.18)

Diikaz. {pn} a {qn} existuji podle (6.10), nebot ¢ € Vo C Vi dle 1° a ¢ €
Wy C Vi dle 4°. O

Dusledek 6.9. Plati tzv. vztahy dvou méritek (two-scale relations):

M=) = > prowe(2t—k) (6.19)
k=—o0

V(I -1 = Z Gr-2 (2t — k). (6.20)
k=—o0

Diikaz. V (6.17) a (6.18) dosadime 2i=1¢ — | misto ¢:
P21 = YL s 1) —n) =

= Zzo:—oo p”¢(2]t -2l - n) k:2:l+n Zzo:—oo pk—21¢(2]t - k)
Podobné pro . O

Tvrzenl' 6.10 (Algoritmus rekonstrukee: vipocet ¢/ z ¢/~1 a di71).
Pro ¢ ad? ze (6.10) a (6.11) plati ndsledujici rekurentni vztah:

(o] %) o
A= Ipkeud qpeud! T = > prowd T D qeomd] T
I=—co l=—00 l=—0c

(6.21)

kde p = {pntnez @ ¢ = {qn}nez jsou posloupnosti ze vziahi dvou mévitek
(6.19) a (6.20).
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Diikaz. Uzitim (6.10)-(6.12) dostavame

wi(t) = wja(t)+gj-1(t) =
o o (6.19)
= S de@ -+ Y - 2
l=—c0 l=—c0
= > lc{‘l ST preud@t— k) +d 7 YT qe_wg(2t—k)| =
l=—c0 k=—o00 k=—o00
= Z [ Z (pk—zlcf_l-I-ka—zld‘Z_l)] P27t — k),
k=—x LU=—x
ol
nebot posloupnost soufadnic ¢/ je uréena jednoznacné. O

Oznacime-li 3/ =1 = {0~} ez a 2271 = {241} e pro kaizdé j € Z, kde
pro kazdé [ € Z klademe

-1 -l i-1 _ gi-t
y;»l_l o 251_1 ! tzv. upsampling,
Yoipr = 0 g = 0

pak vztah (6.21) urcuje dva linedrni konvoluéni filtry poradé s impulznimi
odezvami p a ¢ pro vypocet ¢/ =psyd L4 g 201

Schématicky tedy muzeme algoritmus rekonstrukce znazornit takto:

1Y + « filtr p « o ! « upsampling « ¢/ =1
e

N +  filtr ¢ < 2771 « upsampling « &/ ~*

Na obr. 3 je ukazka MR-analyzy aplikované na zaznam prumérnych mé-
sicnich prutoka na fece Morava v Kroméiizi v letech 1916-1991 prevzaty
z [17].

Sest grafii usporadanych zleva doprava a odshora dolti ukazuje vyhlazeni
dat s vynulovanymi waveletovymi koeficienty poradé v arovnich 1,1-2, ...,
7 grafa
Je zFejmy postupny Gbytek v rozliseni detaild pro j < jmax, jmax — 1, - -

1-6. Zde 1 odpovida nejvyssi Grovni aproximace, tj, ;. € V;

max *

7. INFORMACE O SOFTWARU
Existuje nékolik komercénich 1 nekomerénich podptrnych softwarovych ba-
likl pro préaci s wavelety, z nichz bych zminil tyto:

WAVELET TOOLBOX:
Firemni komeréni knihovna (toolbox) pro numericky vypocetni systém
MATLAB firmy MathWorks, Inc. (USA). Doporucuje se pouzivat spolu s dalsi
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OBRAZEK 3. Ukéazka MR-analyzy
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firemni knihovnou pro zpracovani signala (Signal Processing Toolbox). Po-

chéazi z Francie, kde jeho predchozi verze byla znama pod ndzvem MICRONDE
([10]). V Ceské republice jej spolu se systémem MATLAB a dalsimi firemnimi

toolboxy distribuuje firma HUMUSOFT, s.r.o. Praha.

WAVBOX 4:
Jednd se o komeréni nefiremni toolbox pro MATLAB (viz [16]), jehoz starsi
verze jsou nekomercni a volné dostupné pres FTP. Autorem je Carl Taswell,
Stanford University, USA. Jedna se o velmi bohatou a na dalsich toolboxech
plné nezavislou knihovnu dodévanou vlastné ve zdrojovém tvaru (218 tzv.
m-soubort MATLABu, 850 kB). Ukazky na obrazcich 1-3 byly zpracovany
pravé timto softwarem.

S+WAVELETS:
Komeréni firemni pfidavny modul do statistického systému S-PLUS firmy
StatSci (USA) v tuzemsku distribuovany firmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:
Nekomerén{ knihovna v jazyce S (pfedchiidce S-PLUS), jejimiz autory jsou
G. P. Nason a B. W. Silverman. Navod k instalaci a pouziti tohoto softwaru
je v [12].

8. ZAVER

Pokud si na zavér polozime otazku, zda se pii analyze dat vyplati pouzivat
wavelety ¢i nikoli, pak odpovéd samozfejmé z4visi na typu zpracovavanych
dat. Vzhledem k mnoha dobrym vlastnostem predstavuji vsak rozhodné apa-
rat, ktery neni vhodné ignorovat.

Ve prospéch waveletii hovori predevsim myslenkova jednoduchost blizka
zabéhanym fourierovskym piistupim. Oproti nim vSak nabizi vétsi pruznost
danou lokélnim charakterem pfispévku jednotlivych waveletovych koefici-
entil ve waveletové fadé. Napiiklad pii waveletové filtraci tedy postupujeme
obdobné jako pfi fourierovské filtraci, ovéem s tim podstatnym rozdilem,
ze pri redukei c; je vliv shlazeni pouze lokdlni v zavislosti na zvoleném
k a nikoliv globalni. Waveletovy filtr tedy poskytuje vyznamnou novou
kvalitu v tom, ze se mize adaptovat na lokalni charakter dat [1]. Tam
kde data vykazuji vyssi dynamiku, tj. nesou uzitecnou informaci ve vyssich
frekvencénich pasmech, muzeme miru redukce vysokofrekvencénich komponent
snizit (neboli snizit prahovou hodnotu signifikantnosti) a naopak postupovat
v mistech, kde je zména jen pozvolna. Tim se odstranuje hlavni nevyhoda
fourierovské filtrace, kterd v takovém pripadé méa tendenci dynamicky tsek
prehladit. Typickym pfikladem muze byt rozvinéni v okoli nespojitych zmén
(Gibbstuv jev), které jsou ve fourierovském rozvoji dobie vymodelovany az
v limité. V pifpadé waveletli je tento efekt podstatné mensi (viz obr. 2),
nebot dobrého zachyceni skokové zmény dosdhneme ponechanim pouze téch
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waveletovych koeficientd, které modeluji priubéh v okoli nespojitosti. To co
je ovéem v tomto pripadé vyhodou waveletové filtrace, mize v jiné situaci
pusobit potize. Jestlize data jsou zatizena silné nestaciondrnim Sumem, pak
Giseky s vyssi mirou chybového rozptylu mohou byt mylné povazovéany za dy-
namické a tedy nedostatecné vyhlazeny. Toto je ovSem spise problém volby
spravné strategie vyhlazeni, nez samotného principu waveletové filtrace.

Dalsim nezanedbatelnym argumentem ve prospéch waveletu je také vypo-
cetni efektivita. Jestlize pro vypocet DFT existuji rychlé algoritmy FFT s vy-
poctovou slozitosti Fadu O(nlog,(n)), pak v piipadé FWT slozitost mnohdy
kles4 dokonce az na O(n).

Jako zadna jind metoda, nejsou ovsem ani wavelety universalni vselék
pro vsechny typy tloh, ale v kazdém piipadé vyznamné obohacuji repertoar
dosud bézné pouzivanych technik.
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