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Abstrakt.

Basics of wavelet expansions and wavelet de-noising (Donoho-John-

stone) are explained following the analogy with the classical Fourier

analysis and using general concepts in the L

2

function space as the

common background. Also the fundamental relations of the multireso-

lution analysis are derived. They yield a recurrent procedure allowing

us to raise/lower the level of the wavelet approximation step by step.

Figures of some commonly used wavelet shapes and examples of practi-

cal data analysis demonstrate the topics.

Zdes~ ob�sn��ts� osnovy ve�vletnyh razviti� i sgla�i-

vani� (Donoho-Johnstone) sledstvom analogii po klasiqeskom

analyze Fur~e pri izpol~zovanii obwih pon�ti� iz funkci-

onal~nogo prostranstva L

2

. Tak�e vyvedeny fundamental~-

nye otnoxeni� MR-analyza (multiresolution analysis), na osnove

kotoryh postroen rekurentny� process dl� postepennogo po-

vyxeni� ili poni�eni� toqnosti ve�vletnogo pribli�eni�.

Risunki xiroko izpol~zuemyh materinskih ve�vletnyh funk-

ci� i primery praktiqeskogo analyza dannyh ilustriru�t

izlo�ennye temy.

1. Úvod

Teorie \waveletù" je relativnì novou oblastí aplikované matematiky s po-

èátky sahajícími do let 1982{84. Její koøeny v¹ak nejsou jen èistì mate-

matické, ale nachází se na pomezí matematiky, fyziky a technických vìd

(zejména zpracování signálù). Odtud také pramení obrovská ¹íøe jejích apli-

kací, které nachází pøedev¹ím pøi zpracování a analýze dat nejrùznìj¹ího pù-

vodu (telekomunikace, radarová a sonarová technika, komprese a kódování,

seismika, geofyzika, biomedicína, zpracování øeèi a obrazù, aj.), ale i v nume-

rické matematice (aproximace funkcí, numerické øe¹ení diferenciálních rovnic

{ viz napø. [11], aj.).
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Ke studiu teorie waveletù a jejích aplikací je k dispozici celá øada anglicky

psaných monogra�í, napø. [2, 6, 7, 8, 9, 18], které vesmìs pøedpokládají u ète-

náøe dosti vysokou úroveò matematických znalostí, a to pøedev¹ím z oblasti

funkcionální a klasické Fourierovy analýzy.

Tento pøíspìvek podává struèný matematický úvod do teorie waveletù a

waveletové �ltrace v analogii s klasickou Fourierovou analýzou.

V úvodní èásti bude zavedeno oznaèení a shrnuty potøebné pojmy a vlast-

nosti funkcionálních prostorù L

p

, poté bude zavedena waveletová øada (WØ)

a integrální waveletová transformace (IWT) jako protìj¹ek Fourierovy øady

(FØ) a integrální Fourierovy transformace (IFT). Bude rovnì¾ paralelnì stu-

dován problém inverze pro IFT a IWT, a vy¹etøovány spektrální charakte-

ristiky FØ a WØ.

Z hlediska aplikací waveletù se soustøedíme na waveletovou �ltraci (vy-

hlazování) a tzv. MR-analýzu (z angl. multiresolution analysis (MRA),

co¾ lze volnì pøelo¾it jako analýza o více úrovních rozli¹ení). Tato metoda

je výpoèetnì velmi atraktivní, nebo» umo¾òuje jednoduchou aplikací vhodné

dvojice lineárních �ltrù postupnì sni¾ovat nebo zvy¹ovat rozli¹ovací schop-

nost waveletové aproximace. Pou¾ití nachází zejména ve dvou dimenzích, kde

je základem tzv. pyramidálního algoritmu komprese a dekomprese obrazù.

Závìrem pak bude uvedena struèná informace o dostupném softwaru a

zhodnocen pøínos waveletové analýzy dat.

Oznaèení.

N : : : mno¾ina v¹ech pøirozených èísel.

Z : : : mno¾ina v¹ech celých èísel.

R : : : mno¾ina v¹ech reálných èísel.

R

+

: : : mno¾ina v¹ech nezáporných reálných èísel.

C : : : mno¾ina v¹ech komplexních èísel.

�

i;j

: : : Kroneckerùv symbol (= 1 pro i = j a nula jinak).

s.v. je zkratka pro `skoro v¹ude'.

s := výraz, resp. výraz =: s : : : oznaèení výrazu symbolem s.

I

M

: R! f0; 1g : : : indikátor mno¾iny M , tj. I

M

(t) =

�

1 pro t 2M

0 pro t =2M:

x(t � 0), resp. x(t+ 0) : : : limita funkce x(t) zleva, resp. zprava v bodì t.

Budeme pracovat obecnì s komplexními funkcemi (periodickými i neperi-

odickými) de�novanými na celé reálné ose, napø. x := x(t) : R! C . Vìt¹inou

se bude jednat o funkce z následujících funkcionálních prostorù, kde I � R

je interval periody v pøípadì periodických funkcí nebo I = R v pøípadì ne-

periodických funkcí:

L

p

(I) := fx jx mìøitelná a

R

I

jx(t)j

p

dt <1g; 1 � p <1:

L

1

(I) := fx jx mìøitelná a ohranièená s.v.g:
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Norma v L

p

(I):

kxk

p

:=

�R

I

jx(t)j

p

dt

�

1

p

pro 1 � p <1

kxk

1

:= ess sup

t2I

jx(t)j

L

p

(I); 1 � p � 1, je Banachùv prostor nad C .

L

p

:= L

p

(R).

L

2

(I) je dokonce Hilbertùv prostor, kde pro x; y 2 L

2

(I) :

hx; yi =

R

I

x(t)y(t) dt je vnitøní souèin, pøièem¾

hx; xi = kxk

2

2

a

x ? y , hx; yi = 0 urèuje ortogonalitu x a y.

Vý¹e uva¾ujeme v¹ude mìøitelnost a integrovatelnost v Lebesgueovì smyslu.

Interpretujeme-li funkci x jako signál (spojité mìøení nebo pozorování

nìjakých dat), pak hodnota kxk

2

2

je úmìrná energii signálu, tj. L

2

(I) pøedsta-

vuje tøídu v¹ech signálù o koneèné energii na intervalu I. Skuteènì, uva¾ujeme-

li elektrický signál o napìtí U (t) a proudu I(t) mìøený bìhem nìjakého èa-

sového intervalu I na odporu R, pak W (t) = U (t)I(t) = U (t)(U (t)=R) =

U (t)

2

=R je okam¾itý výkon mìøený v èase t 2 I a tedy integrální suma

(

R

I

jW (t)j

2

dt)=R odpovídá energii tohoto signálu na celém intervalu I.

Podobnì se zavádí analogické prostory posloupností fx

n

g := fx

n

g

n2N

(dále

budou v nìkterých pøípadech indexovány alternativnì celými èísly):

`

p

:= ffx

n

g jx

n

2 C 8n 2 N;

P

1

n=1

jx

n

j

p

<1g pro 1 � p <1 s normou

kfx

n

gk

p

:= (

P

1

n=1

jx

n

j

p

)

1

p

:

`

1

:= ffx

n

g jx

n

2 C 8n 2 N; sup

n2N

jx

n

j <1g s normou

kfx

n

gk

1

= sup

n2N

jx

n

j.

hfx

n

g; fy

n

gi =

P

1

n=1

x

n

y

n

je vnitøní souèin pro fx

n

g; fy

n

g 2 `

2

.

L

p

(I) (a podobnì `

p

) jsou uzavøené na sèítání, resp. odèítání, a násobení

(komplexním) skalárem a tvoøí tedy vektorový prostor nad C .

Pro ka¾dé 1 � p � 1 platí následující základní nerovnosti:

Minkovského nerovnost: kx+ yk

p

� kxk

p

+ kyk

p

.

Hölderova nerovnost: kxyk

1

� kxk

p

kyk

q

, kde

q =

p

p�1

, pøièem¾ q = 1 pro p =1 a naopak.

+ p = q = 2

Schwarzova nerovnost: jhx; yij � kxyk

1

� kxk

2

kyk

2

.

Poznámka 1.1.

(1) I koneèný interval ) L

2

(I) � L

1

(I)

(2) I nekoneèný interval ) L

2

(I) * L

1

(I) a L

1

(I) * L

2

(I), napø.

1

1+jtj

2 L

2

(I)� L

1

(I),

1

p

t

I

[0;1]

2 L

1

(I)� L

2

(I).
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Lemma 1.2. x 2 L

p

; 1 � p < 1 ) �

n

:=

1

�

R

(n+1)�

n�

jx(t)j

p

dt

n!1

�! 0 pro

ka¾dé � > 0.

Dùkaz. Sporem: Kdyby tvrzení neplatilo, pak 9 n

1

< n

2

< : : : tak, ¾e

�

n

k

� " > 0 pro 8k 2 N a vhodné " > 0. Odtud:

1 >

R

1

�1

jx(t)j

p

dt � lim

K!1

P

K

k=1

��

n

k

� lim

K!1

K�" =1, spor.

Dále uvedeme nìkolik obecných de�nic a tvrzení pro Banachovy, resp.

Hilbertovy prostory.

De�nice 1.3. Je-li X Banachùv prostor nad C s normou k � k

X

(speciálnì

napø. X = L

p

(I)) a G � X, pak L(G) znaèí lineární obal mno¾iny G

a G její uzávìr v X. Jestli¾e X = L(G), budeme øíkat, ¾e G generuje

X. Bází prostoru X budeme rozumìt posloupnost E = fe

1

; e

2

; : : :g � X,

která jej generuje tak, ¾e ka¾dý prvek x 2 X lze jediným zpùsobem vyjádøit

jako (spoèetnou) lineární kombinaci x =

P

1

i=1

x

i

e

i

; x

i

2 C (i 2 N) v X-

konvergenci, tj. kx�x

N

k

X

! 0 pro N !1, kde x

N

=

P

N

i=1

x

i

e

i

znaèí N -tý

èásteèný souèet. Jednoznaènì urèená èísla x

i

se nazývají souøadnice prvku

x v bázi E. Báze se nazývá bezpodmíneèná, jestli¾e nezále¾í na zpùsobu

uspoøádání jejích prvkù, tj. pro ka¾dé x 2 X platí x =

P

1

i=1

x

p(i)

e

p(i)

pøi

libovolné permutaci p : N! N. Je-li X Hilbertùv prostor, pak jeho báze se

nazývá ortonormální, jestli¾e e

i

? e

j

pro i 6= j a ke

i

k

2

= 1 pro 8i; j 2 N.

Tvrzení 1.4.

Nech» X je Hilbertùv prostor a E = fe

1

; e

2

; : : :g � X, ke

i

k = 1 8i 2 N, pak

následující výroky jsou ekvivalentní:

1

�

E je ortonormální báze v X.

2

�

X = L(E) a x 2 X libovolný ) x =

P

1

i=1

x

i

e

i

, kde x

i

jsou jedno-

znaènì urèeny vztahem x

i

= hx; e

i

i (speciálnì v X = L

2

(I) je x

i

=

R

I

x(t)e

i

(t) dt), pøièem¾ souèet øady je v X-konvergenci, tj.

kx� x

N

k

X

n!1

�! 0, kde x

N

=

P

N

i=1

x

i

e

i

.

3

�

Platí tzv. Parsevalova identita:

x 2 X ) kxk

2

2

=

P

1

i=1

jx

i

j

2

, neboli fx

i

g 2 `

2

; x

i

= hx; e

i

i (i 2 N).

4

�

Platí tzv. Besselova-Parsevalova identita :

x; y 2 X ) hx; yi =

P

1

i=1

x

i

y

i

; x

i

= hx; e

i

i; y

i

= hy; e

i

i (i 2 N).

Dle 2

�

{4

�

pøiøazení x 7! fx

i

g de�nuje zøejmì izomor�smus L

2

(I) ' `

2

zachovávající normu i vnitøní souèin.

De�nice 1.5. Báze E = fe

1

; e

2

; : : :g Hilbertova prostoru X s normou k�k

X

;

(speciálnì napø. X = L

2

(I)) se nazývá Rieszovou bází, jestli¾e existují kon-

stanty A;B; 0 < A � B <1 tak, ¾e pro ka¾dé x 2 X;x =

P

1

i=1

x

i

e

i

; fx

i

g 2

`

2

je splnìna nerovnost

Akfx

i

gk

2

2

� kxk

2

X

� Bkfx

i

gk

2

2

: (1.1)
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Platí následující tvrzení:

Tvrzení 1.6. Ke ka¾dé Rieszovì bázi E = fe

1

; e

2

; : : :g Hilbertova prostoru

X existuje jediná tzv. duální Rieszova báze E

�

= fe

�

1

; e

�

2

; : : :g � X; která

je biortogonální k E v tom smyslu, ¾e he

i

; e

�

j

i = �

i;j

8i; j 2 N. Zejména

tedy souøadnice x

i

jsou podobnì jako v ortonormálním pøípadì jednoznaènì

urèeny vztahem x

i

= hx; e

�

i

i (speciálnì v X = L

2

(I) je x

i

=

R

I

x(t)e

�

i

(t) dt).

Vidíme, ¾e ortonormální báze je speciálním pøípadem Rieszovy báze pro

A = B = 1 a E

�

= E. Rieszova báze pøedstavuje tedy jakousi skoro orto-

normální bázi , nebo» není po¾adována striktní platnost Parsevalovy identity.

Toti¾ kxk

2

2

se mù¾e pohybovat v rozmezí vymezeném konstantami A a B.

Pro praktické výpoèty jsou výhodné bezpodmíneèné báze. Ortonormální

báze zøejmì tuto vlastnost mají vzhledem k tvrzení 1.4, kde kxk

2

2

=

P

1

i=1

jx

i

j

2

konverguje absolutnì a tedy bez ohledu na poøadí. Ukazuje se, ¾e toté¾ platí

pro ka¾dou Rieszovu bázi. Existuje toti¾ celá øada ekvivalentních podmí-

nek, které charakterizují bezpodmíneèné báze dokonce obecnì v Banacho-

vých prostorech. Následující vìta udává jednu takovou nutnou a postaèující

podmínku, která se právì pro Rieszovu bázi snadno ovìøí.

Tvrzení 1.7 ([15, vztah (17.12), str. 499{500]). Nech» X = L(E) je Bana-

chùv prostor generovaný posloupností E = fe

1

; e

2

; : : :g; e

i

6= 0 8 i 2 N. Pak

E je bezpodmíneèná báze X právì kdy¾ 9C; 1 � C <1 :

k

P

n

i=1

�

i

�

i

e

i

k

X

� Ck

P

n

i=1

�

i

e

i

k

X

pro ka¾dé n 2 N a �

i

; �

i

2 C ; j�

i

j � 1

(i 2 N).

Dùsledek 1.8. Ka¾dá Rieszova báze Hilbertova prostoru je bezpodmíneèná.

Dùkaz. Nech» E je Rieszova báze Hilbertova prostoru X. Pøi oznaèení jako

v 1.5 a 1.7 pro ka¾dé n 2 N je f�

i

�

i

g; f�

i

g 2 `

2

, jestli¾e polo¾íme �

i

= �

i

= 0

pro i > n. Pøitom zøejmì kf�

i

�

i

gk

2

� kf�

i

gk

2

vzhledem k j�

i

j � 1; i 2 N,

tak¾e podle (1.1) dostáváme nerovnosti

k

P

n

i=1

�

i

�

i

e

i

k

X

�

p

Bkf�

i

�

i

gk

2

�

p

Bkf�

i

gk

2

a

p

Akf�

i

gk

2

� k

P

n

i=1

�

i

e

i

k

X

; jejich¾ slouèení dává

k

P

n

i=1

�

i

�

i

e

i

k

X

�

p

Bkf�

i

gk

2

� (

p

B=

p

A)k

P

n

i=1

�

i

e

i

k

X

.

Staèí tedy polo¾it C =

p

B=A. Je C � 1, nebo» A � B.

V dal¹ích úvahách budeme výluènì pracovat s ortonormálními a Rieszo-

vými bázemi pouze v prostoru X = L

2

(I), i kdy¾ existují i obecnìj¹í pøístupy

| viz napø. [9].

2. Fourierova a waveletová øada

Z matematického pohledu pøedstavuje waveletová analýza pøímou analogii

klasické Fourierovy analýzy T -periodických funkcí v L

2

([a; b]); b � a = T;

pou¾itou na pøípad neperiodických funkcí z L

2

:= L

2

(R).
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Fourierovì øadì, která pøedstavuje vyjádøení T -periodické funkce ve spo-

èetné ortonormální bázi (indexované celými èísly) fw(jt)g

j2Z

harmonických

kmitù odvozených z komplexní sinusové vlny w(t) = e

i2�t=T

=

p

T =

(cos 2�t=T + i sin 2�t=T )=

p

T pouhou zmìnou mìøítka (frekvence) v závis-

losti na j, odpovídá waveletová øada jako¾to rozvoj neperiodické funkce ve

vhodné spoèetné bázi opìt urèené jedinou funkcí  (t) nazývanoumateøský

wavelet (mother wavelet). Proto¾e w(t) je funkce mající koneènou energii

pouze na ohranièeném intervalu (

R

b

a

jw(t)j

2

dt < 1), je tøeba hledat  6= w,

která má koneènou energii na celé reálné ose. Taková funkce v¹ak musí podle

1.2 vymizet k nule pro t!�1 a dokonce se ukazuje (viz dále odst. 3), ¾e za

dodateèného pøedpokladu integrovatelnosti (tj. x 2 L

1

\L

2

) musí mìnit i zna-

ménko, tj.  musí být tlumený kmit neboli vlnka (=wavelet). V dùsledku

tohoto tlumení, které mù¾e být dokonalé v tom smyslu, ¾e  je nenulová

pouze na ohranièeném intervalu (øíkáme, ¾e má kompaktní nosiè), nestaèí ge-

nerovat bázi pouhou zmìnou mìøítka mateøského waveletu, ale navíc je nutné

jej i posouvat. Waveletová báze se pak dostane jako spoèetný dvojnásobnì

celými èísly indexovaný systém f 

j;k

(t)g

j;k2Z

, kde  

j;k

(t) = 2

j=2

 

�

t�k2

�j

2

�j

�

a 2

j=2

je normalizaèní konstanta zaji¹»ující konstantní (jednotkovou) normu

k 

j;k

k

2

= k k

2

. V závislosti na vlastnostech obdr¾ené waveletové báze (není

jediná) se pak provádí klasi�kace pøíslu¹ného mateøského waveletu.

De�nice 2.1. Oznaème E = f 

j;k

g

j;k2Z

. Mateøský wavelet  se nazývá

(1) ortogonální, jestli¾e E je ortonormální báze v L

2

:

h 

j;k

;  

l;m

i = �

j;l

�

k;m

;

(2) semiortogonální, jestli¾e E je Rieszova báze v L

2

a platí:

h 

j;k

;  

l;m

i = 0 pro j 6= l;

(3) biortogonální, jestli¾e E je Rieszova báze v L

2

a existuje jediný (viz

1.6) tzv. duální wavelet  

�

(t) takový, ¾e E

�

= f 

�

l;m

g

l;m2Z

je duální

Rieszova báze k E (ze symetrie plyne také, ¾e  je duální k  

�

);

Mateøský wavelet  se nazývá waveletem s kompaktním nosièem (com-

pactly supported wavelet), jestli¾e ft j (t) 6= 0g je ohranièená mno¾ina.

Podle 1.6 je zøejmì (1) speciálním pøípadem (3), kde  

�

=  . Zejména

tedy ka¾dý ortogonální wavelet je semiortogonální i biortogonální.

Nejjednodu¹¹ím a historicky nejstar¹ím pøíkladem ortogonálního waveletu je

tzv. Haarova funkce  

H

de�novaná pøedpisem

 

H

(t) =

8

<

:

1 pro 0 � t <

1

2

�1 pro

1

2

� t < 1

0 jinak

V nedávné dobì bylo nalezeno mnoho dal¹ích ortogonálních waveletù,

ukázky nìkterých z nich i Haarova waveletu jsou na obr. 1a).



WAVELETY A FILTRACE DAT 7

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Matersky wavelet psi: Haar

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Otcovsky wavelet phi: Haar

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Matersky wavelet psi: Daubechies order 2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
Otcovsky wavelet phi: Daubechies order 2

0 1 2 3 4 5
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Matersky wavelet psi: Daubechies order 3

0 1 2 3 4 5
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
Otcovsky wavelet phi: Daubechies order 3

0 5 10 15
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
Matersky wavelet psi: Symmlet

0 5 10 15
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Otcovsky wavelet phi: Symmlet

a) mateøský wavelet b) otcovský wavelet

Obrázek 1. Ukázky ortogonálních waveletù
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Ka¾dá funkce x 2 L

2

([a; b]); b� a = T je souètem své Fourierovy øady:

x(t) =

1

X

j=�1

x

j

1

p

T

e

i2�

j

T

t

=

1

X

j=�1

hx; e

j

i

1

p

T

e

i2�

j

T

t

=

1

X

j=�1

c

j

e

i2�

j

T

t

; (2.1)

kde

c

j

:= c

j

(x) =

1

p

T

hx; e

j

i

| {z }

x

j

=

1

p

T

Z

b

a

x(t)

1

p

T

e

�i2�

j

T

t

dt =

1

T

Z

b

a

x(t)e

�i2�

j

T

t

dt

(2.2)

je tzv. j-tý Fourierùv koe�cient a fc

j

(x)g

j2Z

je tzv. fourierovské spek-

trum funkce x(t) 2 L

2

([a; b]).

Podobnì ka¾dá funkce x(t) 2 L

2

(R) je souètem své waveletové øady

x(t) =

1

X

j;k=�1

c

j;k

 

�

j;k

(t); (2.3)

kde v pøípadì biortogonálního, resp. ortogonálního ( 

�

=  ), mateøského

waveletu a vzhledem k tvrzení 1.6

c

j;k

:= c

j;k

(x) = hx;  

j;k

i =

Z

1

�1

x(t) 

j;k

(t) dt =

= 2

j

2

Z

1

�1

x(t) 

�

t � k2

�j

2

�j

�

dt (2.4)

je tzv. (j; k)-tý waveletový koe�cient a fc

j;k

g

j;k2Z

je tzv. waveletové

spektrum funkce x(t) 2 L

2

(R).

Konvergence Fourierovy, resp. waveletové øady, je v normì prostoru L

2

([a; b]),

resp. L

2

(R), tj.

kx� x

N

k

2

! 0 pro N !1; resp.

kx� x

N;M

k

2

! 0 pro N;M !1;

pro èásteèné souèty

x

N

(t) =

N

X

j=�N

c

j

e

i2�

j

T

t

; resp.

x

N;M

(t) =

N

X

j=�N

M

X

k=�M

c

j;k

 

�

j;k

(t):
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Pokud nebude hrozit nedorozumìní budeme psát struènì c

j

místo c

j

(x) a

c

j;k

místo c

j;k

(x).

Besselova-Parsevalova identita

� pro Fourierovu øadu:

1

T

Z

b

a

x(t)y(t) dt =

1

T

hx; yi =

1

T

1

X

j=�1

x

j

y

j

=

1

X

j=�1

c

j

(x)c

j

(y): (2.5)

� pro waveletovou øadu:

Nech»  je ortogonální nebo biortogonální wavelet, pak

Z

1

�1

x(t)y(t) dt = hx; yi = h

1

X

j;k=�1

c

j;k

(x) 

�

j;k

;

1

X

l;m=�1

c

�

l;m

(y) 

l;m

i =

=

1

X

j;k=�1

1

X

l;m=�1

c

j;k

(x)c

�

l;m

(y)h 

�

j;k

;  

l;m

i =

=

1

X

j;k=�1

c

j;k

(x)c

�

j;k

(y): (2.6)

Pro ortogonální wavelet dostáváme speciálnì c

�

j;k

(y) = c

j;k

(y), nebo»  

�

j;k

=

 

j;k

.

Z (2.5) a (2.6) dostaneme pøíslu¹né Parsevalovy identity jako speciální

pøípad pro x = y:

Parsevalova identita

� pro Fourierovu øadu:

1

T

Z

b

a

jx(t)j

2

dt

| {z }

støední výkon

=

1

X

j=�1

c

j

(x)c

j

(x) =

1

X

j=�1

jc

j

(x)j

2

: (2.7)

� pro waveletovou øadu:

Z

1

�1

jx(t)j

2

dt

| {z }

energie

=

1

X

j;k=�1

c

j;k

(x)c

�

j;k

(x) pro biortogonální wavelet

=

1

X

j;k=�1

jc

j;k

(x)j

2

pro ortogonální wavelet: (2.8)

Pøi zpracování koneèných diskrétních dat vede numerický výpoèet inte-

grálu ve (2.2) na známý operátor diskrétní Fourierovy transformace
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(DFT), jeho¾ inverze (IDFT) koresponduje s (2.1), kde nekoneènou øadu

nahradíme pouze jejím èásteèným souètem. Podobnì diskretizací (2.4) a

(2.3) dostaneme pøíslu¹né operátory diskrétní waveletové transformace

(DWT) a její inverze (IDWT). Pro jejich výpoèet existují rychlé algoritmy

(FWT=Fast Wavelet Transform) jako¾to protìj¹ek rychlé Fourierovy trans-

formace (FFT=Fast Fourier Transform). Diskrétními operátory se v tomto

pøíspìvku nebudeme nadále zabývat, podrobnosti mù¾e ètenáø nalézt napøí-

klad v pracích [13, 14].

3. Fourierova a waveletová integrální transformace

V tomto odstavci uká¾eme, ¾e z vyjádøení waveletových koe�cientù lze

vhodným in�nitesimálnímpøechodem obdr¾et tzv. integrální waveletovou

transformaci (IWT), která je opìt analogií integrální Fourierovy trans-

formace (IFT) získané z vyjádøení pro Fourierovy koe�cienty pøi T ! 1.

Existence inverzní waveletové transformace v¹ak bude vy¾adovat, aby wave-

let  , který je jádrem této transformace splòoval tzv. podmínku pøípust-

nosti, resp. silnìj¹í podmínku stability. Jádro  budeme v tomto pøípadì

nazývat základní, resp. dyadický, wavelet.

Pøedpokládejme tedy nyní I = R a x(t) 2 L

2

. Provedeme limitní pøe-

chod pro T ! 1. Pak (2.2) pøejde v dopøednou integrální Fourierovu

transformaci

Tc

j

=

Z

T=2

�T=2

x(t)e

�i2�

j

T

t

dt

T!1

�!

Z

1

�1

x(t)e

�i2�ft

dt =: bx(f) (3.1)

a (2.1) ve zpìtnou integrální Fourierovu transformaci

x(t) =

1

X

j=�1

1

T

Tc

j

e

i2�

j

T

t

T!1

�!

Z

1

�1

bx(f)e

i2�ft

df: (3.2)

Pí¹eme (Fx)(f) = bx(f) a (F

�

bx)(t) = x(t). Diskrétní frekvence ff

j

g

j2Z

,

f

j

=

j

T

pøejdou v kontinuum frekvencí ffg

f2R

a fc

j

g

j2Z

v kontinuální spek-

trum fbx(f)g

f2R

, z nìho¾ F

�

rekonstruuje x(t) za jistých podmínek (viz dále

vìty o inverzi) analogicky jako Fourierova øada ve (2.1).

Proto¾e

R

T=2

�T=2

x(t)y(t) dt =

P

1

j=�1

1

T

Tc

j

(x)Tc

j

(y), pøejdou pøi T ! 1

Parsevalovy identity (2.5) a (2.7) analogicky jako vý¹e poøadì v

Parsevalovy identity pro IFT

Z

1

�1

x(t)y(t) dt =

Z

1

�1

bx(f)by(f) df (3.3)

Z

1

�1

jx(t)j

2

dt =

Z

1

�1

jbx(f)j

2

df: (3.4)
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Ze (3.4) lze usuzovat, ¾e bx 2 L

2

a následující tzv. Plancherelova vìta

toto potvrzuje a navíc øe¹í i problém inverze v L

2

.

Tvrzení 3.1 (Inverzní formule pro IFT v L

2

).

De�nujeme-li integrály v (3.1) a (3.2) jako Cauchyho hlavní hodnotu v L

2

-

konvergenci (napø. pro F : kbx�

R

N

�N

x(t)e

�i2�ft

dtk

2

N!1

�! 0), pak pro 8x 2

L

2

je rovnì¾ bx 2 L

2

, platí (3.3), (3.4) a F; F

�

jsou navzájem inverzní lineární

operátory L

2

! L

2

(F

�

= F

�1

) zachovávající vnitøní souèin a tedy i mormu.

Problém inverze lze vy¹etøovat i bodovì, kdy integrály v (3.1) a (3.2)

chápeme jako Lebesgueovy integrály na R:

Tvrzení 3.2 (Inverzní formule pro IFT v L

1

).

x(t); bx(f) 2 L

1

) x(t) = (F

�

bx)(t) platí v ka¾dém bodì t, kde x je spojitá a

1

2

(x(t+ 0) + x(t� 0)) = (F

�

bx)(t) v ka¾dém bodì t, kde x má koneèný skok.

Dùsledek 3.3. Má-li x 2 L

1

koneènou variaci na ka¾dém uzavøeném a

ohranièeném intervalu, pak x(t) = (F

�

bx)(t) s.v.

Poznámka 3.4.

(1) x 2 L

1

\ L

2

) Fx v L

1

a Fx v L

2

splývají v tom smyslu, ¾e jsou

stejné s.v.

(2) Ve 3.3 lze rovnost x(t) = (F

�

bx)(t) pokládat za platnou pro ka¾dé t 2 R,

jestli¾e pøijmeme konvenci x(t) =

1

2

(x(t+0)+x(t�0)) v ka¾dém bodì t,

kde x(t) má koneèný skok (x(t) má toti¾ pouze nespojitosti tohoto typu,

a to nejvý¹e ve spoèetnì mnoha bodech).

Je dále zøejmé, ¾e pomocí F mù¾eme (2.2) pøepsat do ekvivalentního tvaru

c

j

(x) =

1

T

(Fx

T

)

�

j

T

�

; kde x

T

(t) =

�

x(t) pro t 2 [a; b]

0 pro t =2 [a; b]

: (3.5)

Pro libovolné x(t); y(t) 2 L

2

a c 2 C ; 0 6= � 2 R; � 2 R se snadno ovìøí

následující vlastnosti operátorù F a F

�

:

(Fcx) = c(Fx) (F

�

cbx) = c(F

�

bx) (3.6)

(F(x+ y)) = (Fx) + (Fy) (F

�

(bx+ by)) = (F

�

bx) + (F

�

by) (3.7)

(Fx(�t))(f) =

1

j�j

(Fx)(f=�) (F

�

bx(�f))(t) =

1

j�j

(F

�

bx)(t=�) (3.8)

(Fx(t� �))(f) = e

�i2�f�

(Fx)(f) (F

�

bx(f � �))(t) = e

i2�t�

(F

�

bx)(t)

(3.9)

x(t) reálná ) bx(�f) = bx(f) (3.10)

Dá se také ukázat, ¾e

x 2 L

1

) bx(f) je stejnomìrnì spojitá funkce. (3.11)
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Podobnì limitním pøechodem j !1 ve vyjádøení (2.4) waveletových ko-

e�cientù c

j;k

dostaneme z diskrétních posloupností parametrù mìøítka (di-

latace) fa

j

g

j2Z

; a

j

= 2

�j

a parametrù polohy fb

k

g

k2Z

; b

k

= k2

�j

poøadì

kontinuum hodnot fag

a2R

+ a fbg

b2R

. Pøipustíme-li i záporné hodnoty a,

pak c

j;k

pøejdou v kontinuální waveletové spektrum závislé na a; b 2 R ve

smyslu následující de�nice.

De�nice 3.5. Integrální transformace W

 

urèená vztahem

~x(b; a) = (W

 

x)(b; a) = jaj

�

1

2

Z

1

�1

x(t) 

�

t� b

a

�

dt; x 2 L

2

(R); a; b 2 R

(3.12)

se nazývá dopøednou (integrální) waveletovou transformací induko-

vanou \waveletem"  .

Analogicky jako ve (3.5) je vzhledem k (2.4) (j; k)-tý waveletový koe�ci-

ent funkce x(t) urèen waveletovou transformací vyhodnocenou pro dyadickou

pozici b =

k

2

j

a binární dilataci a =

1

2

j

:

c

j;k

= (W

 

x)

�

k

2

j

;

1

2

j

�

: (3.13)

Podobnì jako v pøípadì F se nyní budeme zabývat otázkou platnosti Par-

sevalových identit a problémem inverze operátoru W

 

. Ukazuje se, ¾e W

 

bude mít obdobné vlastnosti jako F, pokud se omezíme pouze na  2 L

2

ve

smyslu následující de�nice.

De�nice 3.6. Funkce  2 L

2

se nazývá základní wavelet, jestli¾e  spl-

òuje tzv. podmínku pøípustnosti (admissibility condition)

0 < C

 

:=

Z

1

�1

j

b

 (f)j

2

jf j

df <1: (3.14)

Poznamenejme, ¾e C

 

> 0 ve (3.14) vyluèuje triviální základní wavelet

 = 0 s.v., nebo» zøejmì platí C

 

= 0,

b

 (f) = 0 s.v. ,  (t) = 0 s.v.

Lemma 3.7. Nech»  2 L

1

\ L

2

je základní wavelet, pak

b

 (0) =

Z

1

�1

 (t) dt = 0 (3.15)

a tedy  je skuteènì malá vlna (wavelet), nebo» mìní znaménko.

Dùkaz.

b

 (f) je spojitá funkce dle (3.11). Kdyby

b

 (0) 6= 0, pak

j

b

 (f)j

2

� K > 0 v nìjakém �-okolí bodu f = 0, tj.

C

 

�

R

�

��

K

jf j

df = 2K

R

�

0

1

f

df = 2K[ln jf j]

�

0

= 2K(ln � � ln 0) =1, spor.
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Tvrzení 3.8 (Parsevalovy identity pro IWT).

Nech»  2 L

2

je základní wavelet, pak W

 

splòuje pro 8x; y 2 L

2

Parseva-

lovy identity ve tvaru

C

 

Z

1

�1

x(t)y(t) dt =

Z

1

�1

Z

1

�1

~x(b; a)~y(b; a)

1

a

2

da db (3.16)

C

 

Z

1

�1

jx(t)j

2

dt =

Z

1

�1

Z

1

�1

j~x(b; a)j

2

1

a

2

da db; (3.17)

kde ~x(b; a) = (W

 

x)(b; a) a ~y(b; a) = (W

 

y)(b; a).

Dùkaz. Viz [6, Theorem 3.10, str. 62].

V pøípadì waveletù se problém inverze, tj. rekonstrukce x(t) z (W

 

x)(b; a)

rozpadá na ètyøi pøípady v závislosti na míøe znalosti (W

 

x)(b; a).

(1) (W

 

)(b; a) známe úplnì pro ka¾dé a; b 2 R.

Tvrzení 3.9 (1. inverzní formule pro IWT).

Nech»  2 L

2

je základní wavelet, pak pro 8x 2 L

2

a ka¾dý bod t, kde x je

spojitá, platí rekonstrukèní formule

x(t) =

1

C

 

Z

1

�1

Z

1

�1

~x(b; a)

�

jaj

�

1

2

 

�

t� b

a

��

1

a

2

da db: (3.18)

V¹imnìme si, ¾e zatímco v dopøedné transformaci (3.12) se pou¾ívá já-

dro  

�

t�b

a

�

, zde je u¾ito  

�

t�b

a

�

s vahou jaj

�

1

2

a

�2

, co¾ opìt ukazuje na

analogický vztah jádra e

�i2�ft

= e

i2�ft

pro F a jádra e

i2�ft

pro F

�1

.

Wavelet, který se u¾ívá pro inverzní waveletovou transformaci W

�1

 

se

nazývá duál k  (nezamìòovat s pojmemduální wavelet zavedeném v de�nici

2.1). V tomto pøípadì je tedy  duál k  .

(2) (W

 

)(b; a) známe èásteènì jen pro ka¾dé a > 0 a b 2 R.

V tomto pøípadì je rekonstrukce mo¾ná za tu cenu, ¾e se výbìr pøípustných  

je¹tì více omezí. Místo (3.14) budeme uva¾ovat ponìkud pøísnìj¹í podmínku,

tzv. zesílenou podmínku pøípustnosti:

0 <

1

2

C

 

=

Z

1

0

j

b

 (f)j

2

f

df =

Z

1

0

j

b

 (�f)j

2

f

df <1; (3.19)

kde C

 

je urèena opìt vztahem (3.14). Skuteènì (3.19) ) (3.14), nebo»

Z

1

0

j

b

 (�f)j

2

f

df =

Z

0

�1

j

b

 (f)j

2

�f

df; (3.20)

tak¾e souèet obou integrálù dává (3.14).

Napøíklad reálná funkce  splòující (3.14) splòuje i (3.19), nebo» dle (3.10)

b

 (�f) =

b

 (f) ) j

b

 (�f)j = j

b

 (f)j.
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Tvrzení o inverzi zní nyní takto:

Tvrzení 3.10 (2. inverzní formule pro IWT).

Nech»  2 L

2

splòuje (3.19), pak  je základní wavelet a pro 8x 2 L

2

a

ka¾dý bod t, kde x je spojitá, platí rekonstrukèní formule

x(t) =

2

C

 

Z

1

0

a

�

5

2

�

Z

1

�1

~x(b; a) 

�

t� b

a

�

db

�

da: (3.21)

Stejnì jako v pøípadì (1) je  opìt duálem k  se stejnou vahou, nebo»

pro a > 0 je a

�

5

2

= jaj

�

1

2

a

�2

.

(3) (W

 

)(b; a) známe èásteènì jen pro a = 2

�j

; j 2Za b 2 R.

Opìt zú¾íme výbìr  dle následující de�nice:

De�nice 3.11. Funkce  2 L

2

se nazývá dyadický wavelet, jestli¾e exis-

tují konstanty 0 < A � B <1 takové, ¾e platí tzv. podmínka stability

A �

1

X

j=�1

j

b

 (2

�j

f)j

2

� B pro s.v. f 2 R: (3.22)

Tvrzení 3.12. Dyadický wavelet  2 L

2

splòuje

A ln 2 �

Z

1

0

j

b

 (f)j

2

f

df ;

Z

1

0

j

b

 (�f)j

2

f

df � B ln 2: (3.23)

Dùkaz. Pro f > 0 dostáváme z (3.22):

A

f

�

P

1

j=�1

j

b

 (2

�j

f)j

2

f

df �

B

f

a po zintegrování

R

2

1

:

A[ln jf j]

2

1

�

P

1

j=�1

R

2

1

j

b

 (2

�j

f)j

2

f

df

u=2

�j

f

=

P

1

j=�1

R

2

�(j�1)

2

�j

j

b

 (u)j

2

u

du � B[ln jf j]

2

1

a po seètení

A ln 2 �

R

1

0

j

b

 (u)j

2

u

du � B ln 2:

Podobnì obdr¾íme pro f < 0 vynásobením �

1

f

a zintegrováním

R

�1

�2

nerov-

nosti pro druhý integrál: A ln 2 �

R

1

0

j

b

 (�u)j

2

u

du � B ln 2:

Dùsledek 3.13. Ka¾dý dyadický wavelet je základním waveletem splòujícím

zesílenou podmínku pøípustnosti (3.14) ve tvaru

2A ln 2 � C

 

� 2B ln 2; (3.24)

z ní¾ pøi A = B dokonce plyne i (3.19), kde

1

2

C

 

= A ln 2.

Dùkaz. (3.24) je pøímým dùsledkem (3.23), kde staèí seèíst oba integrály

spolu s mezemi v nerovnostech a uvá¾it symetrii (3.20).

Tvrzení o inverzi lze nyní formulovat následovnì:
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Tvrzení 3.14 (3. inverzní formule pro IWT).

Nech»  2 L

2

je dyadický wavelet, pak existuje funkce  

�

2 L

2

nazývaná

dyadický duál k  tak, ¾e pro ka¾dou funkci x 2 L

2

a ka¾dé t 2 R platí

rekonstrukèní formule

x(t) =

1

X

j=�1

2

3j

2

Z

1

�1

~x

�

b; 2

�j

�

 

�

�

t � b

2

�j

�

db: (3.25)

Speciálnì lze zvolit  

�

=  

�

, kde  

�

je urèena pøímo waveletem  prostøed-

nictvím své Fourierovy transformace

b

 

�

(f) podle vztahu

b

 

�

(f) =

b

 (f)

P

1

m=�1

j

b

 (2

�m

f)j

2

: (3.26)

Poznamenejme je¹tì, ¾e (3.25) se dostane z (3.21) (po vynásobení váhovou

korekcí 2=C

 

) jednodu¹e formálním nahrazením

R

1

0

# da diskrétní sumou

získanou diskretizací mìøítka a na síti fa

j

g; a

j

= 2

�j

; j 2 Zs nerovno-

mìrným krokem �

j

= a

j�1

� a

j

= 2

�(j�1)

� 2

�j

= 2

�j

(2 � 1) = 2

�j

. Pak

a

�

5

2

j

�

j

= 2

5j

2

2

�j

= 2

3j

2

dává právì váhovou konstantu v (3.25).

Poznámka 3.15. Dá se ukázat (viz [6, str. 79{80]), ¾e dyadický duál urèený

rovnicí (3.26) není obecnì jediný mo¾ný, ale mohou existovat i dal¹í dyadické

duály, z nich¾ ¾ádný ov¹em tuto rovnici nesplòuje (nerozli¹ujeme mezi funk-

cemi, které se li¹í na mno¾inì nulové míry). Následující tvrzení udává popis

v¹ech dyadických duálù k danému dyadickému waveletu  .

Tvrzení 3.16 ([6, Theorem 3.16, str. 79{80]).

Nech»  2 L

2

je dyadický wavelet a  

�

2 L

2

funkce, pro ni¾

ess sup

x2R

1

X

j=�1

j

b

 

�

(2

�j

f)j

2

<1: (3.27)

Pak  

�

je dyadický duál k  právì kdy¾ splòuje identitu

1

X

j=�1

b

 (2

�j

f)

b

 

�

(2

�j

f) = 1 s.v. (3.28)

Pro dyadický duál  

�

jsou podmínky (3.27) a (3.28) pøímým dùsledkem

rovnosti

P

1

j=�1

j

b

 

�

(2

�j

f)j

2

= 1, kterou (3.26) zjevnì splòuje. Souèasnì

vidíme, ¾e dyadický duál  

�

je sám dyadickým waveletem splòujícím (3.22)

s konstantami A = B = 1.

(4) (W

 

)(b; a) známe jen diskrétnì pro a = 2

�j

a b = k2

�j

; j; k 2Z.

Jestli¾e v (3.25) diskretizujeme polohovou promìnnou b pro ka¾dé �xované
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j 2Ztentokrát rovnomìrnì na síti fb

k

g; b

k

= k2

�j

; k 2Z, pøejde podobnì

jako v pøípadì mìøítka navíc také

R

1

�1

# db v diskrétní sumu a (3.25) na

x(t) =

1

X

j=�1

2

3j

2

2

�j

|{z}

krok

1

X

k=�1

ex

�

k

2

j

;

1

2

j

�

| {z }

c

j;k

dle (3.13)

 

�

�

t � k2

�j

2

�j

�

=

=

1

X

j=�1

c

j;k

 

�

j;k

(t): (3.29)

Tato rekonstrukèní formule je podle oèekávání ve tvaru waveletové øady,

nebo» tento pøípad odpovídá dle (3.13) vlastnì znalosti waveletových koe�ci-

entù, kdy inverzní formule je dána waveletovou øadou (2.3). Vý¹e popsaný po-

stup je mo¾no modi�kovat pou¾itím obecnìj¹í diskretizaèní sítì b

k

= kb

0

2

�j

,

která umo¾òuje mìnit velikost kroku vhodnou volbou parametru b

0

2 R

((3.29) pøedstavuje speciální pøípad pro b

0

= 1). Dostaneme tak ponìkud

obecnìj¹í pojetí waveletové øady, kdy bázové funkce  

j;k

(t) = 2

j=2

 

�

t�k2

�j

2

�j

�

nahradíme obecnìj¹ími funkcemi  

b

0

;j;k

(t) = 2

j=2

 

�

t�kb

0

2

�j

2

�j

�

. Celá teorie

takto modi�kovaných waveletových øad v¹ak zùstává s pøíslu¹nými zmìnami

v platnosti.

Poznámka 3.17. Odvození (3.29) vy¾aduje vyjasnìní otázky, zda dyadický

wavelet  je automaticky mateøským waveletem a jeho dyadický duál  

�

duálním waveletem  

�

ve smyslu de�nice 2.1(3). Ukazuje se (viz [6, str. 71{

74]), ¾e ka¾dý biortogonální mateøský wavelet (a tedy pota¾mo i ortogonální

a semiortogonální wavelet) je dyadickým waveletem. Dostáváme tedy celkem

tyto implikace

 (semi)ortogonální)  biortogonální)  dyadický)  základní:

Implikace v¹ak nelze obecnì obrátit, zejména tedy dyadický wavelet nemusí

být nutnì mateøským waveletem (viz [6, str. 79]). Stejnì tak dyadický duál

 

�

nemusí být nutnì duální, tj. neplatí  

�

=  

�

, nebo»  

�

existuje jediný,

zatímco  

�

nikoliv dle 3.15. Tedy odpovìï na polo¾enou otázku je záporná a

(3.29) nelze interpretovat tak, ¾e platí pro ka¾dý dyadický wavelet  a jeho

duál  

�

, nýbr¾ pouze pro nìkteré speciální z nich.

Poznámka 3.18. Dùkazy inverzních formulí (3.18), (3.21) a (3.25) lze nalézt

napøíklad v monogra�i [6, kap. 3]. Jejich podrobný rozbor ukazuje, ¾e po-

kud pøijmeme konvenci z poznámky 3.4(2), tak vztahy (3.18) a (3.21) lze

v analogii s tvrzením 3.2 pou¾ít i pro ta t, v nich¾ x(t) má koneèný skok.
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4. Èasovì-frekvenèní spektrální charakteristika

V klasické fourierovské bázi je ka¾dá bázová funkce sinusový kmit, který

ovlivòuje prùbìh x(t) stejnomìrnì na celé reálné ose a má tedy globální úèi-

nek. Je to tedy funkce, která není lokalizována v èase, ale naopak je ide-

álnì lokalizována ve frekvenci (její spektrum je jednobodové). Výpoèet

ka¾dého jednotlivého spektrálního koe�cientu podle (2.2) tedy vy¾aduje úpl-

nou znalost funkce (signálu) x(t) v minulosti i budoucnosti. Nevýhoda této

reprezentace se nejvýraznìji projeví u signálu, jeho¾ dynamika (tj. frekvenèní

charakteristika) se s èasem výraznì mìní. Takový signál si vynucuje silné

zastoupení velkého mno¾ství vysokofrekvenèních komponent (napø. skokové

zmìny se vymodelují a¾ v limitì) neboli zabírá ¹iroké frekvenèní pásmo.

Prakticky nepøíznivým dùsledkem je velký objem dat spektra fc

j

(x)g

j2Z

po-

tøebný k vyhovujícímu popisu x(t).

Vzniká tak po¾adavek vy¹etøovat lokální frekvenèní charakteristiky

signálu postupnì v èase. Standardní postup vyu¾ívá tzv. Fourierovu trans-

formaci s váhovým oknem (WFT =Windowed Fourier Transform), které

postupnì \klou¾e" po datech (kontinuálnì nebo v diskrétních krocích) a vy-

bírá tak z dat pro frekvenèní analýzu pouze lokální úsek:

(F

win

x)(t; f) =

Z

1

�1

x(s)g(s � t)e

�i2�fs

ds; (4.1)

kde g(�) je váhové okno (zpravidla gaussovské) se støedem v 0. Pou¾itím F

win

místo F ve (3.5) dostaneme spektrum fc

j;t

g

j;t2Z

, pokud se omezíme pouze

na diskrétní èasové okam¾iky t 2Z. Jeho podobnost se spektrem (2.4) není

jen formální. Staèí polo¾it 

j;t

(s) = g(s � t)e

�i2�

j

T

s

= g(s � t)e

i2�

j

T

s

a (4.1)

bude pøesnì tvaru (2.4). Jeden podstatný rozdíl zde v¹ak pøece jenom je. Na

rozdíl od  

j;k

¹íøka 

j;t

ani posuv t nezávisí na j.

Proto¾e frekvence je nepøímo úmìrná délce cyklu, tak pro zachycení vy-

sokofrekvenèní informace vystaèíme s krat¹ím intervalem, zatímco pro za-

chycení nízkofrekvenèní informace je naopak potøeba interval del¹í. Jinými

slovy, potøebujeme mít exibilní èasové okno, které se automaticky zu¾uje,

je-li støední frekvence jeho spektra vy¹¹í a roz¹iøuje, je-li tato frekvence ni¾¹í.

Tuto vlastnost mají právì  

j;k

(na rozdíl od 

j;t

). Pro rostoucí j se  

j;k

zu-

¾uje (¹íøka=1=2

j

), podle (3.8) se pak ov¹em

b

 

j;k

roz¹iøuje a støední frekvence

spektra spolu se ¹íøkou pásma tedy rostou. Se zu¾ováním je tøeba rovnì¾

zjemòovat posuv

k

2

j

, aby nevznikly èasové díry nepokryté vysokofrekvenèní

informací. Aby se  

j;k

mohly pou¾ívat pro èasovì-frekvenèní analýzu ve vý¹e

uvedeném smyslu, musí být tedy dobøe lokalizovány souèasnì v èase i ve

frekvenci. Vzhledem ke (3.8) jsou to ov¹em protichùdné po¾adavky, kterým

lze rozumnì vyhovìt pouze v pøípadì, ¾e jak  (t) tak

b

 (f) se rychle tlumí

(konvergují k nule) pro t; f !�1. Navíc musíme pro  a

b

 a následnì i pro
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j;k

a

b

 

j;k

být schopni urèit jejich støed a ¹íøku, které dále de�nujeme v 4.1.

Taková funkce  , resp.

b

 se pak nazývá váhovou funkcí èasového, resp.

frekvenèního okna.

De�nice 4.1. Funkce 0 6= w(t) 2 L

2

se nazývá váhová funkce okna

(struènì okno), jestli¾e rovnì¾ tw(t) 2 L

2

. Støed t

�

a polomìr �

w

okna w

jsou pak de�novány vztahy

t

�

=

1

kwk

2

2

Z

1

�1

tjw(t)j

2

dt (4.2)

a

�

w

=

1

kwk

2

�

Z

1

�1

(t� t

�

)jw(t)j

2

�

1

2

dt: (4.3)

Èíslo 2�

w

nazýváme ¹íøkou okna w.

Ve statistické terminologii mù¾eme t

�

volnì interpretovat jako \støední

hodnotu" a �

w

jako \smìrodatnou odchylku" rozlo¾ení výkonu jw(t)j

2

funkce

(signálu) w(t).

Poznámka 4.2.

(1) Ovìøíme nejprve, ¾e za pøedpokladù uvedených v de�nici 4.1 integrály

(4.2) a (4.3) skuteènì existují a jsou koneèné, a ¾e tedy pojmy støed a

polomìr jsou de�novány korektnì.

w(t); tw(t) 2 L

2

) jw(t)j

2

; t

2

jw(t)j

2

2 L

1

, tak¾e

jtjjw(t)j

2

� jw(t)j

2

pro jtj � 1 ) jtjjw(t)j

2

2 L

1

([�1; 1]) a

jtjjw(t)j

2

� t

2

jw(t)j

2

pro jtj > 1 ) jtjjw(t)j

2

2 L

1

(R� [�1; 1]):

Celkem tedy jtjjw(t)j

2

2 L

1

, co¾ spolu s jw(t)j

2

2 L

1

a t

2

jw(t)j

2

2 L

1

zaruèuje existenci a koneènost integrálù (4.2) a (4.3).

(2) Navíc dokonce platí w(t) 2 L

1

: toti¾ kromì (1+jtj)jw(t)j 2 L

2

(pøímý dù-

sledek w(t); tw(t) 2 L

2

) je zøejmì také (1+jtj)

�1

2 L

2

, tak¾e

R

1

�1

jw(t)j dt =

h(1 + jtj)jw(t)j; (1+ jtj)

�1

i <1.

V dal¹ích úvahách bude roli w(t) hrát základní wavelet  (t) a jeho Fourie-

rova transformace

b

 (f). Proto navíc pøedpokládáme t (t); f

b

 (f) 2 L

2

. Na

základì poznámky 4.2(2) je zejména  2 L

1

\L

2

a proto podle lemmatu 3.7

platí (3.15) a  je tedy vlnka.

Substituce u =

t�b

a

v integrálech (4.2) a (4.3) dá zøejmì pro w

�

t�b

a

�

støed

b+ at

�

a polomìr jaj�

w

. Pak tedy waveletová transformace (3.12) lokalizuje

signál x(t) v \èasovém oknì"

[b+ at

�

� jaj�

 

; b+ at

�

+ jaj�

 

]:
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Je-li podobnì f

�

a �

b

 

poøadì støed a polomìr váhové funkce

b

 , pak vzhledem

k Besselovì-Parsevalovì identitì (3.3) pøejde (3.12) pøi u¾ití (3.8) a (3.9) v

(W

 

x)(b; a) = jaj

�

1

2

Z

1

�1

x(t) 

�

t � b

a

�

dt =

= jaj

�

1

2

jaj

Z

1

�1

bx(f)e

�i2�fb
b

 (af) df =

= jaj

1

2

Z

1

�1

bx(f)e

i2�fb

b

 (af) df; (4.4)

tak¾e vzhledem k je

i2�fb

b

 (af)j = j

b

 (af)j tatá¾ velièina (W

 

x)(b; a) lokali-

zuje frekvenèní spektrum bx(f) také ve \frekvenèním oknì"

�

f

�

a

�

1

jaj

�

b

 

;

f

�

a

+

1

jaj

�

b

 

�

:

Celkem tedy dostáváme \èasovì-frekvenèní okno"

[b+ at

�

� jaj�

 

; b+ at

�

+ jaj�

 

]�

�

f

�

a

�

1

jaj

�

b

 

;

f

�

a

+

1

jaj

�

b

 

�

:

Vìnujme nyní pozornost speciálnímu pøípadu a = 2

�j

; j 2 Z, který se

uplatòuje pøi rekonstrukci typu (3) a (4) v odst. 3. Dostaneme tak soubor

frekvenèních oken

B

j

:=

�

2

j

f

�

� 2

j

�

b

 

; 2

j

f

�

+ 2

j

�

b

 

i

; j 2Z: (4.5)

Jestli¾e cílenì zvolíme  tak, aby støed f

�

a polomìr �

b

 

odpovídajícího frek-

venèního okna

b

 byly svázány vztahem f

�

= 3�

b

 

, pak

B

j

= (2

j+1

�

b

 

; 2

j+2

�

b

 

] rozdìlují kladnou frekvenèní osu (0;1) na dis-

junktní frekvenèní pásma s délkou 2

j+1

�

b

 

exponenciálnì rostoucí v závislosti

na j.

Potom u¾itím waveletové integrální transformace (3.12) zjistíme èasové

intervaly [b+ 2

�j

t

�

� 2

�j

�

 

; b+ 2

�j

t

�

+ 2

�j

�

 

], na nich¾ spektrální obsah

signálu x s frekvencemi v pásmu B

j

je signi�kantní, tj. hodnota ~x(b; 2

�j

) =

j(W

 

x)(b; 2

�j

)j je nad jistou zvolenou prahovou hodnotou (threshold).

Základem jakési zobecnìné waveletové �ltrace signálu x je potom násle-

dující obecný postup:

1. Výpoèet ~x(b; 2

�j

), resp. fc

j;k

g

j;k2Z

2. Vhodná modi�kace tìchto velièin na základì jejich signi�kantnosti

3. Zpìtná rekonstrukce modi�kovaného signálu podle (3.25), resp. podle

(2.3).

Modi�kaci vìt¹inou provádíme s cílem signál vyhladit, tj. vylouèit z nìj

náhodnou ¹umovou slo¾ku. Ta ov¹em nejvíce pøispívá k vysokofrekvenèním
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komponentám signálu, které proto pøi modi�kaci podle vhodné strategie po-

tlaèujeme. Tìmto otázkám se budeme podrobnìji vìnovat v následujícím

odstavci.

5. Waveletové vyhlazování (filtrace)

Formulace úlohy

Uva¾ujme aditivní model

y(t) = x(t) + e(t); t 2 R;

kde y(t) jsou pozorované hodnoty, x(t) 2 L

2

je neznámá odhadovaná funkce

a e(t) je bílý ¹um. V diskrétním pøípadì y(t) jsou ov¹em pozorovány pouze

na koneèné diskrétní vìt¹inou ekvidistantní síti t = t

1

; t

2

; : : : ; t

n

.

Vzhledem k linearitì (2.4) dostáváme

c

j;k

(y) = c

j;k

(x) + c

j;k

(e)

kde c

j;k

(y); c

j;k

(x) a c

j;k

(e) jsou waveletové koe�cienty poøadì ve waveleto-

vých øadách pro y(t); x(t) a e(t). Cílem waveletového vyhlazování je nalezení

vhodného modi�kaèního pøedpisu �(�) takového, ¾e �(c

j;k

(y)) = bc

j;k

(x) �

c

j;k

(x) je dobrým odhadem c

j;k

(x). Tento pøístup pøedstavuje opìt analogii

s fourierovskou �ltrací, kde modi�kujeme Fourierovy koe�cienty c

j

(y). Dùle-

¾itým speciálním pøípadem je lineární �ltrace, kde �(c

j

(y)) = �

j

c

j

(y); �

j

�

0 a f�

j

g

j2Z

je tzv. pøenosová charakteristika �ltru. Pro pevné k je pøí-

spìvek ka¾dého koe�cientu c

j;k

(y) pouze lokální, tak¾e waveletová reprezen-

tace dovoluje tímto zpùsobem konstruovat lokálnì adaptivní �ltry, co¾ je

její vynikající nový rys ve srovnání s klasickými fourierovskými �ltry, kde

efekt je globální.

Bì¾nì se pou¾ívají ètyøi modi�kaèní techniky pro waveletové koe�cienty.

První z nich operuje na datech (koe�cientech) lineárnì, zbývající tøi neline-

árnì.

1. Positive scaling

bc

pos

j;k

= �

j;k

c

j;k

(y); �

j;k

� 0,

která je pøímýmzobecnìním vý¹e zmínìné pøenosové charakteristiky.

2. Tvrdé prahování (hard thresholding)

V¹echny waveletové koe�cienty pod jistou prahovou hodnotou � > 0 se

vynulují a ostatní se ponechají beze zmìny:

bc

hard

j;k

=

�

0 pro jc

j;k

j < �

c

j;k

pro jc

j;k

j � �

.
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3. Mìkké prahování (soft thresholding)

Velikosti v¹ech waveletových koe�cientù se sní¾í o prahovou hodnotu

� > 0:

bc

soft

j;k

= sign(c

j;k

)max(0; jc

j;k

j � �).

4. Kvantilové prahování (quantile thresholding)

Podobné jako (2), místo � se v¹ak pou¾ije kvantil z mno¾iny v¹ech

waveletových koe�cientù, tj. napø. se vynuluje 30% nejmen¹ích wavele-

tových koe�cientù.

Donoho a Johnstone [3, 4, 5] navrhli metodu pro v jistém smyslu optimální

volbu prahové hodnoty �, která je buï univerzální � =

p

2 lnn; kde n je

poèet dat, nebo speci�cká pro ka¾dou úroveò mìøítka j (� = �

j

). Tyto

a jiné podobné metody se staly známými pod anglickými názvy wavelet

shrinkage nebo wavelet de-noising.

Pøi praktických výpoètech ov¹em c

j;k

poèítáme pomocí DWT s vyu¾itím

vhodného rychlého algoritmu FWT.

Na obr. 2 je ukázka waveletového vyhlazení signálu s nespojitými skoky

kontaminovaného simulovaným ¹umem. V levém sloupci jsou odshora dolù

uvedeny poøadì data za¹umìná, vyhlazená a originální bez ¹umu. V pravém

sloupci jsou grafy odpovídajících waveletových koe�cientù, kde k je vyneseno

na vodorovné ose a j na svislé ose (èíslo 1 odpovídá maximální úrovni). Pro

vyhlazení bylo pou¾ito Donoho-Johnstonova mìkkého prahování. Nespojité

skoky jsou velmi dobøe zachyceny s podstatnì men¹ím zkreslením (rozvlnì-

ním v dùsledku tzv. Gibbsova jevu) ne¾ by tomu bylo v pøípadì klasické

fourierovské �ltrace.

Dal¹í ukázky waveletového vyhlazování dat z oblasti ¾ivotního prostøedí

lze nalézt v [17].

6. MR-analýza

MR-analýza, neboli analýza o více úrovních rozli¹ení (z angl. multireso-

lution analysis), umo¾òuje jednoduchou aplikací vhodné dvojice lineárních

�ltrù postupnì sni¾ovat nebo zvy¹ovat rozli¹ovací schopnost waveletové apro-

ximace.

Nech»  je nìjaký mateøský wavelet (ortogonální, semiortogonální nebo

biortogonální). Pro ka¾dé j 2Zuva¾ujme (uzavøené) podprostory v L

2

ge-

nerované tìmito èásteènými souèty waveletové øady:

W

j

= L(f 

j;k

g

k2Z

) = fg

j

(t) j g

j

(t) =

1

X

k=�1

c

j;k

 

j;k

(t)g (6.1)
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Obrázek 2. Ukázka vyhlazení mìkkým prahováním
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a

V

j

= L(f 

i;k

g

i;k2Z;i<j

) = fx

j

(t) jx

j

(t) =

j�1

X

i=�1

1

X

k=�1

c

i;k

 

i;k

(t)g: (6.2)

Proto¾e waveletový rozvoj (2.3) libovolné funkce x 2 L

2

lze pøepsat jako

x(t) =

1

X

j=�1

(

1

X

k=�1

c

j;k

 

j;k

(t)) =

1

X

j=�1

g

j

(t); kde g

j

2 W

j

; (6.3)

pøièem¾ g

j

2 W

j

jsou zøejmì urèeny jednoznaènì, mù¾eme celý prostor L

2

psát jako pøímý souèet (u) podprostorù W

j

L

2

=

�

X

j2Z

W

j

= � � �uW

�1

uW

0

uW

1

u : : : : (6.4)

Je-li mateøský wavelet  ortogonální nebo semiortogonální, pak zøejmì

W

i

? W

j

(podprostory jsou k sobì kolmé) pro i 6= j a pøímý souèet (6.4)

pøejde v ortogonální souèet (�):

L

2

=

M

j2Z

W

j

= � � � �W

�1

�W

0

�W

1

� : : : : (6.5)

Platí následující tvrzení

Tvrzení 6.1. Pro ka¾dé j 2Zplatí

V

j

= L([

j�1

i=�1

W

i

) =

j�1

�

X

i=�1

W

i

= � � �uW

j�2

uW

j�1

(6.6)

a systém podprostorù fV

j

g := fV

j

g

j2Z

má následující vlastnosti:

1

�

: : : V

�1

� V

0

� V

1

: : : neboli V

j�1

� V

j

; j 2Z

2

�

L([

j2Z

V

j

) = L

2

3

�

\

j2Z

V

j

= f0g

4

�

V

j+1

= V

j

uW

j

, resp. V

j+1

= V

j

�W

j

; j 2Z

5

�

x(t) 2 V

j

, x(2t) 2 V

j+1

; j 2Z

[) (x(t) 2 V

0

, x(2

j

t) 2 V

j

); j 2Z]:

Dùkaz. Rovnice (6.6) a vlastnosti 1

�

� 4

�

jsou zøejmé. Vlastnost 5

�

plyne

z následující identity

 

j;k

(2

s

t) = 2

�

s

2

2

j+s

2

 (2

j

(2

s

t) � k) = 2

�

s

2

 

j+s;k

(t); j; k; s 2Z: (6.7)

Pak toti¾ x(t) 2 V

j

) x(t) je lineární kombinací  

i;k

(t); i � j � 1; k 2

Z) x(2

s

t) je lineární kombinací  

i;k

(2

s

t); i � j � 1; k 2 Z) x(2

s

t) je

lineární kombinací  

i+s;k

(t); i � j�1; k 2Z) x(2

s

t) je lineární kombinací
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n;k

(t); n � j + s � 1; k 2Z) x(2

s

t) 2 V

j+s

. Implikaci) pak dostaneme

pro s = 1 a implikaci( pro s = �1.

De�nice 6.2. Øekneme, ¾e funkce �(t) 2 L

2

generuje MR-analýzu fV

j

g

v L

2

, jestli¾e generuje posloupnost podprostorù fV

j

g s vlastnostmi 1

�

; 2

�

; 3

�

a 5

�

pøedpisem

V

j

= L(f�

j;k

g

k2Z

); kde �

j;k

= 2

j

2

�(2

j

t� k) = 2

j

2

�

�

t � k2

�j

2

�j

�

; (6.8)

pøièem¾ E

0

= f�

0;k

g

k2Z

je Rieszovou bází podprostoru V

0

. Snadno se ovìøí,

¾e pak také E

j

= f�

j;k

g

k2Z

jsou Rieszovy báze V

j

pro ka¾dé j 2 Z. Funkci

�(t) nazýváme funkcí mìøítka (scaling function) pro MR-analýzu

fV

j

g. Zøejmì podobnì jako pro  platí k�k

2

= k�

j;k

k

2

= 1 pro ka¾dé j; k 2Z.

Tvrzení 6.3. Jestli¾e � 2 L

2

generuje MR-analýzu fV

j

g, pak

6

�

x(t) 2 V

j

, x(t+ 2

�j

) 2 V

j

; j 2Z.

Dùkaz. 6

�

plyne podobnì jako 5

�

v dùkazu tvrzení 6.1 z identity

�

j;k

(t + s2

�j

) = 2

j

2

�(2

j

(t + s2

�j

)� k) = 2

j

2

�(2

j

t� (k � s))

= �

j;k�s

(t); j; k; s 2Z (6.9)

pro s = �1.

Poznámka 6.4. Dá se ukázat (viz [6, str. 121]), ¾e

a) 6

�

) 3

�

b) 6

�

) 4

�

v tom smyslu, ¾e pro ka¾dé j existuje W

j

takové, ¾e

V

j+1

= V

j

uW

j

.

Nemusí v¹ak existovat funkce  , která tyto W

j

generuje vztahem (6.1).

V dùsledku toho se pøi de�nici MR-analýzy a funkce mìøítka nìkdy místo

1

�

; 2

�

; 3

�

; 5

�

pøedpokládá platnost 1

�

; 2

�

; 5

�

a 6

�

, tak¾e potom MR-analýza

fV

j

g v L

2

má v¹echny vlastnosti 1

�

�6

�

. Zde budeme v¹ak v¾dy pøedpokládat

navíc (6.1). V tomto pøípadì se nìkdy funkce mìøítka � nazývá otcovský

wavelet (father wavelet), nebo» s mateøským waveletem  tvoøí pøiroze-

nou dvojici. Øíkáme pak také, ¾e dvojice (�;  ) generuje v L

2

MR-analýzu

fV

j

g. Ukázky dvojic (�;  ) jsou na obr. 1, kde mateøský wavelet je ve sloupci

a) a odpovídající otcovský wavelet ve sloupci b).

Nech» (�;  ) generují MR-analýzu fV

j

g v L

2

. Podle (6.2) a (6.3) je

x

j

(t) =

P

j�1

i=�1

g

i

(t) � x(t) =

P

1

i=�1

g

i

(t) pro ka¾dou funkci x 2 L

2

.

Pøitom x

j

2 V

j

) x

j

L

2

�! x pro j !1.

Tedy x

j

2 V

j

aproximujex a¾ do (j�1)-té úrovnì rozli¹ení neboli vzhledem

k (4.5) zachycuje frekvenèní obsah a¾ do pásma B

j�1

vèetnì. Pak

j !1 ) pøesnìj¹í aproximace (jemnìji zachycuje variabilitu)

j !�1 ) hrub¹í aproximace

(ztráta energie modelující variabilitu | rozmazání)



WAVELETY A FILTRACE DAT 25

Dostáváme následující vztahy:

x

j

2 V

j

) x

j

(t)

(6:8)

=

1

X

k=�1

c

j

k

�(2

j

t � k);

c

j

:= fc

j

k

g

k2Z

2 `

2

8j 2Z (6.10)

g

j

2 W

j

) g

j

(t)

(6:1)

=

1

X

k=�1

d

j

k

 (2

j

t� k);

d

j

:= fd

j

k

g

k2Z

2 `

2

8j 2Z (6.11)

4

�

) x

j

(t) = x

j�1

(t) + g

j�1

(t) 8j 2Z; (6.12)

kde posloupnosti souøadnic c

j

a d

j

jsou jednoznaènì urèeny, nebo»

f�(2

j

t � k)

| {z }

2

�

j

2

�

j;k

g

k2Z

a f (2

j

t� k)

| {z }

2

�

j

2

 

j;k

g

k2Z

tvoøí Rieszovu bázi poøadì ve V

j

a W

j

.

Dekompozice v MR-analýze (výpoèet c

j�1

a d

j�1

pomocí c

j

)

Pøi dekompozici sni¾ujeme úroveò rozli¹eni o jedna. K tomu bude potøeba

vyjádøit �(2

j

t� k) 2 V

j

z (6.10) ve tvaru (6.12).

Tvrzení 6.5. Existují posloupnosti a := fa

n

g

n2Z

; b := fb

n

g

n2Z

2 `

2

takové,

¾e platí

�(2t� l)

| {z }

2V

1

=

1

X

k=�1

[a

2k�l

�(t� k)

| {z }

2V

0

+ b

2k�l

 (t � k)

| {z }

2W

0

] 8l 2Za t 2 R: (6.13)

Dùkaz. Tvrzení zøejmì platí pro l 2 f0; 1g, nebo» �(2t � l) 2 V

1

a tedy pøi

j = 1 existuje podle (6.10){(6.12) vyjádøení

�(2t) =

P

1

m=�1

[a

2m

�(t�m) + b

2m

 (t �m)] pro l = 0

�(2t� 1) =

P

1

m=�1

[a

2m�1

�(t�m) + b

2m�1

 (t �m)] pro l = 1:

Uká¾eme nyní, ¾e (6.13) platí pro libovolné l 2Z.

a) l = 2r sudé:

�(2t� l) = �(2(t� r)) =

=

P

1

m=�1

[a

2m

�(t� r �m) + b

2m

 (t � r �m)] =

k=r+m

=

P

1

k=�1

[a

2k�2r

�(t� k) + b

2k�2r

 (t � k)]:

b) l = 2r + 1 liché:

�(2t� l) = �(2(t� r)� 1) =

=

P

1

m=�1

[a

2m�1

�(t� r �m) + b

2m�1

 (t � r �m)] =

k=r+m

=

P

1

k=�1

[a

2k�2r�1

�(t� k) + b

2k�2r�1

 (t � k)]:
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Dùsledek 6.6. Platí tzv. dekompozièní vztah (decomposition relation):

�(2

j

t� l)

| {z }

2V

j

=

1

X

k=�1

[a

2k�l

�(2

j�1

t� k)

| {z }

2V

j�1

+ b

2k�l

 (2

j�1

t� k)

| {z }

2W

j�1

] 8j; l 2Za t 2 R:

(6.14)

Dùkaz. Plyne z (6.13), jestli¾e za t dosadíme 2

j�1

t.

Tvrzení 6.7 (Algoritmus dekompozice: výpoèet c

j�1

a d

j�1

z c

j

).

Pro c

j

a d

j

ze (6.10) a (6.11) platí následující rekurentní vztah:

c

j�1

k

=

1

X

l=�1

a

2k�l

c

j

l

2k�l=n

=

1

X

n=�1

a

n

c

j

2k�n

(6.15)

d

j�1

k

=

1

X

l=�1

b

2k�l

c

j

l

2k�l=n

=

1

X

n=�1

b

n

c

j

2k�n

; (6.16)

kde a = fa

n

g

n2Z

a b = fb

n

g

n2Z

jsou posloupnosti z dekompozièního vztahu

(6.14).

Dùkaz.

x

j

(t)

(6:10)

=

P

1

l=�1

c

j

l

�(2

j

t� l) =

(6:14)

=

P

1

l=�1

c

j

l

P

1

k=�1

[a

2k�l

�(2

j�1

t� k) + b

2k�l

 (2

j�1

t� k)] =

=

P

1

k=�1

(

1

X

l=�1

a

2k�l

c

j

l

)

| {z }

c

j�1

k

�(2

j�1

t� k)+

+

P

1

k=�1

(

1

X

l=�1

b

2k�l

c

j

l

)

| {z }

d

j�1

k

 (2

j�1

t� k) =

= x

j�1

(t) + g

j�1

(t)

z jednoznaènosti rozkladu (6.12) a posloupností souøadnic c

j�1

a d

j�1

.

Oznaèíme-li y

j�1

= fy

j�1

m

g

m2Z

a z

j�1

= fz

j�1

m

g

m2Z

pro ka¾dé j 2Z, pak

(6.15) a (6.16) de�nují dva lineární konvoluèní �ltry poøadì s impulzními

odezvami a a b pro výpoèet y

j�1

= a � c

j

a z

j�1

= b � c

j

, kde � je symbol

operátoru lineární konvoluce. Po vynechání hodnot s lichými indexy (tzv.

downsampling) dostáváme c

j�1

k

= y

j�1

2k

a d

j�1

k

= z

j�1

2k

.

Schématicky tedy mù¾eme algoritmus dekompozice znázornit takto:

c

j

%

�ltr a! y

j�1

! downsampling! c

j�1

&

�ltr b ! z

j�1

! downsampling! d

j�1



WAVELETY A FILTRACE DAT 27

Rekonstrukce v MR-analýze (výpoèet c

j

pomocí c

j�1

a d

j�1

)

Pøi rekonstrukci naopak zvy¹ujeme úroveò rozli¹eni o jedna. K tomu je

tøeba vyjádøit �(2

j�1

t�k) a  (2

j�1

t�k) z (6.10) a (6.11) pomocí �(2

j

t�k).

Tvrzení 6.8. Existují posloupnosti p := fp

n

g

n2Z

; q := fq

n

g

n2Z

2 `

2

takové,

¾e platí

�(t) =

1

X

n=�1

p

n

�(2t� n) (6.17)

 (t) =

1

X

n=�1

q

n

�(2t� n): (6.18)

Dùkaz. fp

n

g a fq

n

g existují podle (6.10), nebo» � 2 V

0

� V

1

dle 1

�

a  2

W

0

� V

1

dle 4

�

.

Dùsledek 6.9. Platí tzv. vztahy dvou mìøítek (two-scale relations):

�(2

j�1

t� l) =

1

X

k=�1

p

k�2l

�(2

j

t� k) (6.19)

 (2

j�1

t� l) =

1

X

k=�1

q

k�2l

�(2

j

t� k): (6.20)

Dùkaz. V (6.17) a (6.18) dosadíme 2

j�1

t � l místo t:

�(2

j�1

t� l) =

P

1

n=�1

p

n

�(2(2

j�1

t� l)� n) =

=

P

1

n=�1

p

n

�(2

j

t� 2l � n)

k=2l+n

=

P

1

k=�1

p

k�2l

�(2

j

t � k):

Podobnì pro  .

Tvrzení 6.10 (Algoritmus rekonstrukce: výpoèet c

j

z c

j�1

a d

j�1

).

Pro c

j

a d

j

ze (6.10) a (6.11) platí následující rekurentní vztah:

c

j

k

=

1

X

l=�1

[p

k�2l

c

j�1

l

+ q

k�2l

d

j�1

l

] =

1

X

l=�1

p

k�2l

c

j�1

l

+

1

X

l=�1

q

k�2l

d

j�1

l

;

(6.21)

kde p = fp

n

g

n2Z

a q = fq

n

g

n2Z

jsou posloupnosti ze vztahù dvou mìøítek

(6.19) a (6.20).
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Dùkaz. U¾itím (6.10){(6.12) dostáváme

x

j

(t) = x

j�1

(t) + g

j�1

(t) =

=

1

X

l=�1

c

j�1

l

�(2

j�1

t� l) +

1

X

l=�1

d

j�1

l

 (2

j�1

t� l)

(6:19)

(6:20)

=

=

1

X

l=�1

"

c

j�1

l

1

X

k=�1

p

k�2l

�(2

j

t� k) + d

j�1

l

1

X

k=�1

q

k�2l

�(2

j

t� k)

#

=

=

1

X

k=�1

"

1

X

l=�1

(p

k�2l

c

j�1

l

+ q

k�2l

d

j�1

l

)

#

| {z }

c

j

k

�(2

j

t� k);

nebo» posloupnost souøadnic c

j

je urèena jednoznaènì.

Oznaèíme-li y

j�1

= fy

j�1

m

g

m2Z

a z

j�1

= fz

j�1

m

g

m2Z

pro ka¾dé j 2Z, kde

pro ka¾dé l 2Zklademe

y

j�1

2l

= c

j�1

l

z

j�1

2l

= d

j�1

l

y

j�1

2l+1

= 0 z

j�1

2l+1

= 0

�

tzv. upsampling;

pak vztah (6.21) urèuje dva lineární konvoluèní �ltry poøadì s impulzními

odezvami p a q pro výpoèet c

j

= p � y

j�1

+ q � z

j�1

.

Schématicky tedy mù¾eme algoritmus rekonstrukce znázornit takto:

c

j

.

+ �ltr p y

j�1

 upsampling c

j�1

-

+ �ltr q z

j�1

 upsampling d

j�1

Na obr. 3 je ukázka MR-analýzy aplikované na záznam prùmìrných mì-

síèních prùtokù na øece Morava v Kromìøí¾i v letech 1916{1991 pøevzatý

z [17].

©est grafù uspoøádaných zleva doprava a odshora dolù ukazuje vyhlazení

dat s vynulovanými waveletovými koe�cienty poøadì v úrovních 1,1{2, : : : ,

1{6. Zde 1 odpovídá nejvy¹¹í úrovni aproximace, tj, x

j

max

2 V

j

max

. Z grafù

je zøejmý postupný úbytek v rozli¹ení detailù pro j � j

max

; j

max

� 1; : : : .

7. Informace o softwaru

Existuje nìkolik komerèních i nekomerèních podpùrných softwarových ba-

líkù pro práci s wavelety, z nich¾ bych zmínil tyto:

WAVELET TOOLBOX:

Firemní komerèní knihovna (toolbox) pro numerický výpoèetní systém

MATLAB �rmyMathWorks, Inc. (USA). Doporuèuje se pou¾ívat spolu s dal¹í
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Obrázek 3. Ukázka MR-analýzy
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�remní knihovnou pro zpracování signálù (Signal Processing Toolbox). Po-

chází z Francie, kde jeho pøedchozí verze byla známa pod názvemMICRONDE

([10]). V Èeské republice jej spolu se systémemMATLAB a dal¹ími �remními

toolboxy distribuuje �rma HUMUSOFT, s.r.o. Praha.

WAVBOX 4:

Jedná se o komerèní ne�remní toolbox pro MATLAB (viz [16]), jeho¾ star¹í

verze jsou nekomerèní a volnì dostupné pøes FTP. Autorem je Carl Taswell,

Stanford University, USA. Jedná se o velmi bohatou a na dal¹ích toolboxech

plnì nezávislou knihovnu dodávanou vlastnì ve zdrojovém tvaru (218 tzv.

m-souborù MATLABu, 850 kB). Ukázky na obrázcích 1{3 byly zpracovány

právì tímto softwarem.

S+WAVELETS:

Komerèní �remní pøídavný modul do statistického systému S-PLUS �rmy

StatSci (USA) v tuzemsku distribuovaný �rmou Trilobyte, Ltd.

WAVETHRESH:

Nekomerèní knihovna v jazyce S (pøedchùdce S-PLUS), jejími¾ autory jsou

G. P. Nason a B. W. Silverman. Návod k instalaci a pou¾ití tohoto softwaru

je v [12].

8. Závìr

Pokud si na závìr polo¾íme otázku, zda se pøi analýze dat vyplatí pou¾ívat

wavelety èi nikoli, pak odpovìï samozøejmì závisí na typu zpracovávaných

dat. Vzhledem k mnoha dobrým vlastnostem pøedstavují v¹ak rozhodnì apa-

rát, který není vhodné ignorovat.

Ve prospìch waveletù hovoøí pøedev¹ím my¹lenková jednoduchost blízká

zabìhaným fourierovským pøístupùm. Oproti nim v¹ak nabízí vìt¹í pru¾nost

danou lokálním charakterem pøíspìvkù jednotlivých waveletových koe�ci-

entù ve waveletové øadì. Napøíklad pøi waveletové �ltraci tedy postupujeme

obdobnì jako pøi fourierovské �ltraci, ov¹em s tím podstatným rozdílem,

¾e pøi redukci c

j;k

je vliv shlazení pouze lokální v závislosti na zvoleném

k a nikoliv globální. Waveletový �ltr tedy poskytuje významnou novou

kvalitu v tom, ¾e se mù¾e adaptovat na lokální charakter dat [1]. Tam

kde data vykazují vy¹¹í dynamiku, tj. nesou u¾iteènou informaci ve vy¹¹ích

frekvenèních pásmech, mù¾eme míru redukce vysokofrekvenèních komponent

sní¾it (neboli sní¾it prahovou hodnotu signi�kantnosti) a naopak postupovat

v místech, kde je zmìna jen pozvolná. Tím se odstraòuje hlavní nevýhoda

fourierovské �ltrace, která v takovém pøípadì má tendenci dynamický úsek

pøehladit. Typickým pøíkladem mù¾e být rozvlnìní v okolí nespojitých zmìn

(Gibbsùv jev), které jsou ve fourierovském rozvoji dobøe vymodelovány a¾

v limitì. V pøípadì waveletù je tento efekt podstatnì men¹í (viz obr. 2),

nebo» dobrého zachycení skokové zmìny dosáhneme ponecháním pouze tìch
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waveletových koe�cientù, které modelují prùbìh v okolí nespojitosti. To co

je ov¹em v tomto pøípadì výhodou waveletové �ltrace, mù¾e v jiné situaci

pùsobit potí¾e. Jestli¾e data jsou zatí¾ena silnì nestacionárním ¹umem, pak

úseky s vy¹¹í mírou chybového rozptylu mohou být mylnì pova¾ovány za dy-

namické a tedy nedostateènì vyhlazeny. Toto je ov¹em spí¹e problém volby

správné strategie vyhlazení, ne¾ samotného principu waveletové �ltrace.

Dal¹ím nezanedbatelným argumentem ve prospìch waveletù je také výpo-

èetní efektivita. Jestli¾e pro výpoèet DFT existují rychlé algoritmyFFT s vý-

poètovou slo¾itostí øádu O(n log

2

(n)), pak v pøípadì FWT slo¾itost mnohdy

klesá dokonce a¾ na O(n).

Jako ¾ádná jiná metoda, nejsou ov¹em ani wavelety universální v¹elék

pro v¹echny typy úloh, ale v ka¾dém pøípadì významnì obohacují repertoár

dosud bì¾nì pou¾ívaných technik.
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