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Spoluautor
RNDr. L. Bauer, CSc.

Cı́l

Vymezenı́ cı́le
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v

”
Matematice A“. Proto je nutno pravidelně studovat.
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storu En.

Kapitola 3
Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné
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Určitý integr ál
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k funkci a vzhledem k intervalu.

Kapitola 8
Funkce n–prom ěnných
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7.7. Shrnutı́, úlohy 256
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Úvod

Znalosti diferenciálńıho a integrálńıho počtu jsou předpokladem při řešeńı řady ekonomických
problémů. Výklad je zaměřen na výklad matematického aparátu potřebného při řešeńı konkrétńıch
problémů. I tak je rozsah poměrně značný. Řešeńı praktických úloh je nutno většinou provádět
na poč́ıtači. Proto porozuměńı jednotlivým pojmům a vztah̊um mezi nimi je d̊uležitěǰśı než me-
chanické poč́ıtáńı.

Tento učebńı text vycháźı z pilotńı verze studijńıho textu Matematika B. Některé pasáže z pilotńı
verze byly přepracované. Doufám, že to přispělo ke zvýšeńı srozumitelnosti výkladu. Přesto se
může stát, že při studiu naraźıte na překlep. Předem se za každý př́ıpadný překlep omlouvám.
Prośım, abyste mne informovali o Vašich pot́ıž́ıch při studiu tohoto textu. (Tel. 601 305677).

Rád bych poděkoval panu Bc. Davidu Holcovi, který text nejen pečlivě vysázel, ale i vytvořil
všechny obrázky uvedené v textu. Jimi přispěl nemalou mı́rou k jeho čitelnosti. Zároveň mu děkuji
za tv̊urč́ı př́ıstup při přepisováńı textu.

Autor
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1. Posloupnosti a řady

Cı́l kapitoly

Seznámit se s pojmem posloupnosti, zejména posloupnosti reálných
č́ısel.
Seznámit se s aritmetickými a geometrickými posloupnostmi. Pro tyto
posloupnosti zvládnout výpočet n–tého členu užit́ım prvńıho členu a
diference u aritmetické posloupnosti a prvńıho členu a kvocientu u
geometrické posloupnosti. Osvojit si výpočet prvńıch n člen̊u těchto
posloupnost́ı.
Seznámit se s pojmem limity posloupnosti reálných č́ısel a s pojmem
divergence posloupnosti reálných č́ısel.
Naučit se určovat limitu posloupnosti vytvořené z jiných posloupnost́ı,
jejichž limity jsou známé.
Seznámit se se zavedeńım Eulerova č́ısla e.
Seznámit se s pojmem nekonečné č́ıselné řady a se zp̊usobem zavedeńı
jej́ıho součtu. Seznámeńı se s pojmem divergence č́ıselné řady.
Zavedeńı pojmu absolutńı konvergence řad.
Seznámit se s metodami na určováńı konvergence resp. divergence ne-
konečné č́ıselné řady.
Seznámit se se základńımi pojmy posloupnost́ı funkćı a řad funkćı.

Časov á zátěž

Předpokládaná náročnost je 10 hodin.

Úvod. V této kapitole pojednáme o posloupnostech a řadách. S těmito po-
jmy jste se již setkali. Hlavńı pozornost věnujte aritmetickým a geomet-
rickým řadám. Maj́ı uplatněńı např. ve finančńı matematice. V aplikaćıch
se setkáváme i s posloupnostmi a řadami funkćı. Č́ıselná řada představuje
č́ıslo, ovšem jen v př́ıpadě, že je konvergentńı. Proto je v této kapitole vě-
nována pozornost i metodám na zjǐst’ováńı konvergence řady. Kriteria pro
zjǐst’ováńı konvergence řad neńı nutno znát zpaměti, ale je nutno se v nich
dobře orientovat a správně je aplikovat v konkrétńıch př́ıpadech.

Posloupnosti a řady se často použ́ıvaj́ı v numerických metodách matematiky.

1.1 Zavedenı́ pojmu posloupnosti
př́ıklady
posloupnost́ı Začněme s několika př́ıklady.

Př́ıklad 1.1. Předpokládejme, že na začátku roku je založen účet se vstup-
ńım vkladem Z. Úrok ve výši p% se k vkladu připisuje vždy na konci roku a
takto vzniklá částka se dále úroč́ı. Určete částku Sn, na ńıž se vstupńı kapitál
Z zúroč́ı za n let.

Řešeńı. Úrok se poč́ıtá podle vzorce

u = K · i · t, (1.1)
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kde i = p
100

, t je doba v roćıch, K kapitál, z něhož se poč́ıtá úrok. Za prvńı
rok se vložený kapitál Z zvýš́ı o úrok Zi, tedy na částku

S1 = Z + Zi. (1.2)

Je tedy na začátku druhého roku na účtě kapitál

S1 = Z(1 + i). (1.3)

Tento kapitál vzroste za druhý rok o úrok S1i, tedy na částku

S2 = S1 + S1i. (1.4)

Je tedy po druhém roce na účtě podle (1.3), (1.4) kapitál

S2 = Z(1 + i)2.

T́ımto zp̊usobem postupujeme dále. Po n-tém roce je na účtě kapitál

Sn = Z(1 + i)n.

Je-li např. p = 2%, Z = 1000Kč, je za 10 let na účtě kapitál

S10 = 1000 · (1 + 0, 02)10,

to jest
S10 = 1219 Kč.

Ke každému přirozenému č́ıslu n jsme tedy přǐradili č́ıslo Sn. Budeme ř́ıkat,
že č́ısla

S1, S2, S3, . . . , Sn, . . .

tvoř́ı (nekonečnou) posloupnost.

Př́ıklad 1.2. Uvažujme interval 〈a, b〉. Necht’ n ∈ N a necht’ x0, x1, . . . , xn

jsou č́ısla, pro něž plat́ı

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. (1.5)

Potom k č́ıslu n je přǐrazeno n interval̊u

〈x0, x1〉, 〈x1, x2〉, . . . , 〈xn−1, xn〉.

Toto rozděleńı označme Dn.

Budeme ř́ıkat, že
D1,D2,D3, . . . (1.6)

tvoř́ı posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉.
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1. Posloupnosti a řady

Přikročme nyńı k definováńı posloupnosti.

Definice 1.1. (Posloupnost)

Necht’M je množina nějakých objekt̊u. Každé zobrazeńı defi-
nované na množině přirozených č́ısel se závislým oborem M

nazveme (nekonečnou) posloupnost́ı v M . Každé zobrazeńı
definované na množině {1, 2, . . . , n} nazýváme konečnou po-
sloupnost́ı.

Jestliže M je množina reálných (komplexńıch) č́ısel, budeme
mluvit o posloupnosti reálných (komplexńıch) č́ısel.

Necht’ a(n) je funkce definovaná na množině přirozených č́ısel. Jak bylo uve-
deno, tvoř́ı č́ısla

a(1), a(2), . . . (1.7)

posloupnost. Mı́sto a(n) jsme zvykĺı u posloupnost́ı psát an. Č́ıslo an nazý-
váme n-tým členem posloupnosti. Posloupnost (1.7) lze pak psát jako

a1, a2, . . . (1.8)

nebo jako

{an}∞n=1 . (1.9)

Na obr. 1.1 je znázorněno několik člen̊u dané posloupnosti {an}∞n=1 reálných
č́ısel.

1 2 3 . . . n

a1

a2

a3

an

x

y

Obrázek 1.1: Body reprezentuj́ıćı členy posloupnosti.

Ke grafickému znázorněńı posloupnosti {an}∞n=1 reálných č́ısel stač́ı většinou
znázornit pr̊uměty bod̊u [n, an], n = 1, 2, . . . do osy y. Tuto osu jsme zvykĺı
kreslit na vodorovnou př́ımku. Viz obr. 1.2.
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a1 a2 a3an

Obrázek 1.2: Znázorněńı posloupnosti.

Jako př́ıklad uved’me posloupnost

{
1

n2

}∞

n=1

.

Jestli n-tý člen této posloupnosti označ́ıme an, to jest, jestliže an = 1
n2 ,

n = 1, 2, . . . , je např. a5 = 1
25

, a7 = 1
49

, atd.

Jestliže M je množina funkćı, definovaných na intervalu I , budeme mluvit o
posloupnosti funkćı. Jestliže se tedy ke každému přirozenému č́ıslu n přǐrad́ı
funkce fn(x), x ∈ I , dostáváme posloupnost

f1(x), f2(x), . . . x ∈ I.

Zapisujeme ji též jako
{f(x)}∞n=1 , x ∈ I.

Jako př́ıklad uved’me posloupnost funkćı {xn}∞n=1 na intervalu 〈0, 1〉. Na
obr. 1.3 jsou nakresleny prvńı tři členy této posloupnosti.

y = x

y = x2

y = x3

0 1

1

Obrázek 1.3: Posloupnosti funkćı {xn}∞n=1.

Zopakujme si následuj́ıćı speciálńı č́ıselné posloupnosti, které byste měli znát
z dř́ıvěǰśıho studia.

1.2 Aritmetick á a geometrick á posloupnost

aritmetická
posloupnostAritmetická posloupnost. Č́ıselnou posloupnost {an}∞n=1

nazýváme aritmetickou, jestliže existuje takové č́ıslo d,
zvané diference, že

an+1 − an = d, n = 1, 2, . . . . (1.10)
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1. Posloupnosti a řady

Jako př́ıklad uved’me posloupnost

{
n+ 3

5

}∞

n=1

. (1.11)

Označ́ıme-li an = n+3
5

pro n = 1, 2, . . . , dostáváme

an+1 − an =
(n+ 1) + 3

5
− n+ 3

5
.

Po úpravě

an+1 − an =
1

5
pro n = 1, 2, . . . .

Je tedy posloupnost (1.11) aritmetická.

Aritmetická posloupnost {an}∞n=1 je určena např. prvńım
členem a1 a diferenćı d. Potom

an = a1 + (n− 1)d, n = 2, 3, . . . (1.12)

V r̊uzných aplikaćıch se pracuje se součtem sn prvńıch n

člen̊u aritmetické posloupnosti {an}∞n=1. Připomeňme si, že

sn =
a1 + an

2
· n. (1.13)

Jako př́ıklad si uved’me aritmetickou posloupnost {an}∞n=1, v ńıž

a1 =
4

5
, d =

1

5
. (1.14)

V tomto př́ıpadě je podle (1.12)

an =
4

5
+ (n− 1) · 1

5
.

Po úpravě dostáváme

an =
n+ 3

5
.

Např. a5 = 5+3
5

, to jest a5 = 8
5
. V tomto př́ıkladě je např. podle (1.13)

s5 =
a1 + a5

2
· 5,

takže po dosazeńı

s5 =
4
5

+ 8
5

2
· 5.

Po vyč́ısleńı dostáváme
s5 = 6.

18



Př́ıklad 1.3. Předpokládejme, že na konto v pěněžńım ústavu začneme
ukládat částku K na začátku každé m-tiny roku (m je dané přirozené č́ıslo).
Částka K uložená na začátku j-té m-tiny roku, j = 1, 2, . . . ,m, se úroč́ı
danou úrokovou mı́rou p% po dobu t = m−j+1

m
roku. Na konci roku se úroky

připisuj́ı najednou na uvedené konto. Určeme uloženou částku i s úrokem
z této částky za dobu jednoho roku.

Řešeńı. Na obr. 1.4 je na č́ıselné ose vyznačeno rozděleńı roku na m stejně
dlouhých obdob́ı a vyznačeny vklady ve výši K na začátku každé m-tiny
roku. Položme i = p

100
. Prvńı vklad se úroč́ı po dobu celého roku, takže je

0 1 2 3 m − 1 m. . .

K K K K K

Obrázek 1.4: Znázorněńı vklad̊u.

z něho podle (1.1) úrok ve výši

u1 = Ki
m

m
.

Druhý vklad se úroč́ı po dobu m−1
m

roku, takže ke konci roku je z něho úrok

u2 = Ki
m− 1

m
.

T́ımto zp̊usobem dále postupujeme. Posledńı m-tý vklad se úroč́ı po dobu 1
m

roku, takže ke konci roku je z něho úrok

um = Ki
1

m
.

Č́ısla u1, u2, . . . , um tvoř́ı m člen̊u aritmetické posloupnosti. Jejich součet je

sm = K
i

m
(m+ (m− 1) + · · · + 2 + 1)

a podle (1.13) odtud dostáváme

sm = K
i

m

m + 1

2
m,

to jest

sm = K
m + 1

2
i.

Na konci roku bude na účtu celkem částka S rovna uložené částce mK vklad̊u
plus úroky ve výši sm. Je tedy

S = mK +K
m+ 1

2
i.

Úpravou dostáváme

S = mK

(
1 +

m+ 1

2m
i

)
. (1.15)
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1. Posloupnosti a řady

geometrická
posloupnost

Geometrická posloupnost. Č́ıselnou posloupnost
{an}∞n=1 nazýváme geometrickou, jestliže existuje takové
č́ıslo q, zvané kvocient , že

an+1 = an · q, n = 1, 2, . . . . (1.16)

Jako př́ıklad uved’me posloupnost
{

2n

3n+1

}∞
n=1

. Abychom dokázali, že tato po-

sloupnost je geometrická, položme an = 2n

3n+1 a vypoč́ıtejme an+1

an
. Dostáváme

an+1

an

=
2n+1

3n+2

2n

3n+1

=
2n+1 · 3n+1

2n · 3n+2
=

2

3
pro n = 1, 2, . . . .

Je tedy daná posloupnost geometrická s kvocientem q = 2
3
.

Geometrická posloupnost {an}∞n=1 je určena např. prvńım
členem a1 a kvocientem q. Potom

an = a1 · qn−1, n = 2, 3, . . . (1.17)

V r̊uzných aplikaćıch se pracuje se součtem sm prvńıch m

člen̊u posloupnosti. Připomeňme si, že

sm = a1
1 − qm

1 − q
pro q 6= 1. (1.18)

Skutečně,
sm = a1 + a1q + · · · + a1q

m−1.

Úpravou
sm = a1(1 + q + · · · + qm−1). (1.19)

Poněvadž
(1 − q) · (1 + q + · · · + qm−1) = 1 − qm, (1.20)

dostáváme z (1.19), (1.20) vztah (1.18).

Jako praktický př́ıklad na geometrickou posloupnost je možno uvést výše
uvedený př́ıklad 1.1 nebo následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 1.4. Předpokládejme, že na začátku každého roku se ulož́ı na konto
částka K. Na konci každého roku se stav konta zvýš́ı o úrok. Určeme částku
S na kontě po n letech při ročńı úrokové mı́̌re p%.

Řešeńı. Na obr. 1.5 jsou na č́ıselné ose vyznačeny vklady na začátku každého
roku. Označme i = p

100
a poč́ıtejme stav konta po n letech. Prvńı vklad se
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0 1 2 3 n − 1 n. . .

K K K K K

Obrázek 1.5: Znázorněńı vklad̊u.

podle př́ıkladu 1.1 zúroč́ı po n letech na částku

S1 = K(1 + i)n. (1.21)

Druhý vklad se podle př́ıkladu 1.1 zúroč́ı po n− 1 letech na částku

S2 = K(1 + i)n−1. (1.22)

T́ımto zp̊usobem pokračujeme dále, až posledńı vklad se podle př́ıkladu 1.1
zúroč́ı za jeden rok na částku

Sn = K(1 + i). (1.23)

Stav konta S po n letech bude tedy roven

S = S1 + S2 + · · · + Sn. (1.24)

Dosazeńım (1.21), (1.22), (1.23) do (1.24) dostáváme

S = K(1 + i)
[
1 + (1 + i) + · · · + (1 + i)n−1

]
. (1.25)

Výraz v hranaté závorce je součet n člen̊u geometrické posloupnosti. Podle
(1.18) dostáváme z (1.25)

S = K(1 + i)
1 − (1 + i)n

1 − (1 + i)
.

Tedy

S = K
1 + i

i
((1 + i)n − 1) . (1.26)

1.3 Limita posloupnostı́

limita
posloupnosti

Začněme s několika př́ıklady, jimiž se pokuśıme přibĺıžit čtenáři pojem limity
posloupnosti.

Př́ıklad 1.5. Uvažujme posloupnost reálných č́ısel
{

1

n

}∞

n=1

. (1.27)

Položme an = 1
n
. Znázorněme si několik člen̊u této posloupnosti na č́ıselné

ose, viz obr. 1.6. Vid́ıme, že s rostoućım n se č́ıslo an ”
přibližuje“ k nule, avšak

žádné č́ıslo z an neńı rovno 0. Po precizováńı slova
”
přibližuje se“ budeme

ř́ıkat, že posloupnost {an} má limitu rovnu 0.
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1. Posloupnosti a řady

0 a
4 =

1
4

a
3 =

1
3

a
2 =

1
2

a
1 =

1

Obrázek 1.6: Prvńı členy posloupnosti {1/n}.

Př́ıklad 1.6. Uvažujme posloupnost reálných č́ısel

{
n2 + 1

n

}∞

n=1

. (1.28)

Položme an = n2+1
n

, n = 1, 2, . . . . Je tedy

a1 = 2, a2 =
5

2
, a3 =

10

3
, a4 =

17

4
, . . .

Vid́ıme, že množina č́ısel obsahuj́ıćı všechna č́ısla an neńı shora ohraničená.
Budeme ř́ıkat, že posloupnost (1.28) diverguje k +∞. Opět je nutno precizo-
vat, co znamená, že posloupnost diverguje k +∞.

Př́ıklad 1.7. Uvažujme posloupnost reálných č́ısel

{(−1)n}∞n=1 . (1.29)

Položme an = (−1)n, n = 1, 2, . . . . Tedy

a1 = −1, a2 = 1, a3 = −1, a4 = 1, . . .

Vid́ıme, že množina obsahuj́ıćı všechna č́ısla an, to jest množina {−1, 1}, je
jak shora, tak i zdola oharničená, avšak č́ısla an se s rostoućım n

”
nepřibližuj́ı“

k žádnému č́ıslu. Budeme ř́ıkat, že posloupnost (1.29) diverguje (osciluje).

Po tomto úvodu přikročme k zavedeńı pojmu limita posloupnosti .

Definice 1.2. (Limita posloupnosti)

Necht’ M je množina nějakých objekt̊u s metrikou ρ. Dále
necht’

{an}∞n=1 (1.30)

je posloupnost prvk̊u z M . Řekneme, že α ∈ M je limitou
posloupnosti (1.30), a ṕı̌seme

lim
n→∞

an = α, nebo an
ρ→ α (pro n→ ∞),

jestliže k libovolnému ε > 0 existuje takové n0 ∈ N, že pro
všechna n > n0 plat́ı

ρ(an, α) < ε.
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Jestliže posloupnost (1.30) má v M limitu, nazveme ji kon-
vergentńı. Jestliže posloupnost (1.30) nemá v M limitu, na-
zveme ji divergentńı.

Poznámka. Definice 1.2 nic nevypov́ıdá o zp̊usobu nalezeńı limity posloup-
nosti. Uvád́ı pouze jak zjistit, zda určité α ∈ M je nebo neńı jej́ı limitou.
(Jak to zjistit, může být v konkrétńıch úlohách obt́ıžný problém.)

Na obr. 1.7 je znázorněna konvergentńı posloupnost {an}∞n=1 s limitou α.

a1

a2

an0+1

an0+2

α

ε

M

Obrázek 1.7: K definici limity posloupnosti.

Jestliže lim
n→∞

an = α, potom ρ(an, α) < ε pro n > n0. Body a1, a2, . . . , an0

(tedy konečný počet bod̊u) mohou mı́t od α libovolnou vzdálenost. Jestliže

ρ(an, α) < ε (1.31)

plat́ı pro všechna n s výjimkou konečného počtu bod̊u, ř́ıkáme, že (1.31) plat́ı
skoro všude.

Definici limity posloupnosti prvk̊u z metrického prostoru M můžeme tedy
pozměnit takto:

Definice. Necht’ M je množina s metrikou ρ. Řekneme, že posloupnost
{an}∞n=1, an ∈ M , konverguje k α ∈ M , jestliže pro libovolné ε > 0 je
ρ(an, α) < ε pro skoro všechna n.

Věta 1.1. (Počet limit)

Každá posloupnost {an}∞n=1 prvk̊u z M s metrikou ρ má
nejvýše jednu limitu.

Důkaz: Předpokládejme, že existuje posloupnost {an}∞n=1 prvk̊u z M , která
má alespoň dvě limity, označme je α, β, kde α 6= β.
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1. Posloupnosti a řady

Zvolme libovolné ε > 0. Potom existuj́ı taková n1, n2, že

ρ(an, α) <
ε

2
pro n > n1

ρ(an, β) <
ε

2
pro n > n2.

Položme n0 = max(n1, n2). Potom pro n > n0 plat́ı

ρ(α, β) ≤ ρ(α, an) + ρ(an, β) < ε. (1.32)

Poněvadž α, β jsou pevné body v M a α 6= β, nemůže (1.32) platit pro
libovolné ε > 0. Má tedy každá posloupnost {an}∞n=1 prvk̊u z M nejvýše
jednu limitu.

Jestliže množinou M v definici 1.2 je množina reálných č́ısel R a vzdálenost
v ńı je definovaná vztahem ρ(x, y) = |y − x| pro x, y ∈ R, lze definici 1.2
nahradit následuj́ıćı definićı.

Definice 1.3. (Limita č́ıselné posloupnosti)

Necht’

{an}∞n=1 (1.33)

je posloupnost reálných č́ısel. Necht’ α ∈ R. Řekneme, že
posloupnost (1.33) má limitu rovnu α a ṕı̌seme

lim
n→∞

an = α, resp. an → α (pro n→ ∞), (1.34)

jestliže k libovolnému č́ıslu ε > 0 existuje takový index n0,
že pro všechny indexy n > n0 je

|an − α| < ε. (1.35)

Jestliže neexistuje vlastńı limita lim
n→∞

an, potom posloupnost

(1.33) nazýváme divergentńı.

Poznámka. Vztah (1.35) lze nahradit ekvivalentńım vztahem

α− ε < an < α+ ε, pro n > n0. (1.36)

Na obr. 1.8 je znázorněno několik člen̊u posloupnosti (1.33) reálných č́ısel
s limitou α.

divergentńı
posloupnosti

Rozděleńı divergentńıch posloupnost́ı reálných č́ısel. Divergentńı po-
sloupnosti se děĺı do následuj́ıćıch skupin.
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α

α − ε

α + ε

y

x
1 2 3 4 . . . n0 n

0 +
1

n
0 +

2

n
0 +

3

n
0 +

4

Obrázek 1.8: K definici limity posloupnosti reálných č́ısel.

a) Řekneme, že posloupnost reálných č́ısel {an}∞n=1 diverguje k +∞ (−∞)
a ṕı̌seme lim

n→∞
an = ∞ ( lim

n→∞
an = −∞), jestliže k libovolnému č́ıslu K

existuje takové č́ıslo n0, že pro všechna n, pro něž je n > n0, plat́ı

an > K (an < K).

Mı́sto rčeńı
”
posloupnost {an}∞n=1 diverguje k +∞ (−∞)“ se použ́ıvá

též rčeńı
”
posloupnost {an}∞n=1 má nevlastńı limitu +∞ (−∞)“.

b) Jestliže posloupnost reálných č́ısel je divergentńı a nemá ani nevlastńı
limitu +∞ ani nevlastńı limitu −∞, ř́ıkáme, že osciluje.

Necht’

{an}∞n=1 (1.37)

je posloupnost reálných č́ısel. Jestliže

lim
n→∞

an = ∞ (−∞),

ř́ıkáme, že posloupnost (1.37) diverguje k +∞ (−∞).
Jestliže neexistuje vlastńı ani nevlastńı lim

n→∞
an, ř́ıkáme, že

posloupnost (1.37) osciluje.

Př́ıklad 1.8. Necht’ c je libovolné reálné č́ıslo. Položme

an = c pro n = 1, 2, . . .

Potom

lim
n→∞

an = c.
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1. Posloupnosti a řady

Důkaz: Necht’ ε > 0 je libovolné reálné č́ıslo. Položme n0 = 1. Potom pro
všechna n ≥ n0 plat́ı

|an − c| = |c− c| = 0 < ε.

Je tedy skutečně lim
n→∞

c = c.

Př́ıklad 1.9. Posloupnost {
1

n

}∞

n=1

je konvergentńı a limn→∞
1
n

= 0.

Důkaz: Zvolme libovolné č́ıslo ε > 0. Necht’ n0 je č́ıslo pro něž je n0 >
1
ε
.

Je-li tedy n > n0, je n > 1
ε
, takže an = 1

n
< ε. To znamená, že pro n > n0 je

| 1
n
− 0| < ε. Je tedy skutečně lim

n→∞
1
n

= 0.

Př́ıklad 1.10. Necht’ an = n2 pro n = 1, 2, . . . . Potom posloupnost {an}∞n=1

diverguje k +∞.

Důkaz: Předpokládejme, že k je libovolné č́ıslo větš́ı než 1. Zvolme n0 tak,
že n0 > k. Potom pro všechna n > n0 je an = n2 > n2

0 > k2, takže an > k.
Odtud lehce nahlédneme, že an > k pro libovolné k. Tedy lim

n→∞
an = ∞.

Př́ıklad 1.11. Necht’ an = (−1)n pro n = 1, 2, . . . . Potom posloupnost
{an}∞n=1 nemá vlastńı ani nevlastńı limitu, tedy osciluje.

Uvažujme tyto možné př́ıpady.

a) Poněvadž pro K = 2 neńı an > K pro žádné n, neńı lim
n→∞

an = ∞.

b) Poněvadž pro K = −2 neńı an < K pro žádné n, neńı lim
n→∞

an = −∞.

c) Předpokládejme, že existuje α ∈ R tak, že lim
n→∞

an = α. Zvolme ε = 1
4
.

Potom v intervalu (α − ε, α + ε) nemohou ležet současně č́ısla a2n =
(−1)2n = 1, a2n+1 = (−1)2n+1 = −1, nebot’ |a2n − a2n+1| = 2 > ε. Tedy
č́ıslo α neńı limitou vyšetřované posloupnosti.

Posloupnost {(−1)n}∞n=1 tedy nemá ani vlastńı ani nevlastńı limitu, tedy
osciluje.

Př́ıklad 1.12. Uvažujme posloupnost bod̊u z R
2

{[an, bn]}∞n=1, (1.38)

kde an = 1 − 1
n
, bn = 1√

n
. V R

2 uvažujme Euklidovskou metriku ρ. Ukažme,

že limitou posloupnosti (1.38) je bod [1, 0]. Skutečně, zvolme ε > 0. Bez újmy
na obecnosti předpokládejme, že 0 < ε < 1. Potom

ρ([an, bn], [1, 0]) =

√
1

n2
+

1

n
.
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Tedy pro n > 2
ε2 je ρ([an, bn], [1, 0]) < ε. Posloupnost (1.38) tedy konverguje

k bodu [1, 0].

Vybraná posloupnost. Necht’

{an}∞n=1 (1.39)

je posloupnost a necht’

{ki}∞i=1

je taková posloupnost přirozených č́ısel, že

k1 < k2 < k3 < . . . .

Potom posloupnost
{aki}∞i=1

nazýváme vybranou posloupnost́ı z posloupnosti 1.39.

Př́ıklad 1.13. Necht’ ki = 2i, i = 1, 2, 3, . . . . Potom posloupnost

1

2
,

1

4
,

1

6
, . . .

je vybraná z posloupnosti

1,
1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
,

1

6
,

1

7
, . . . .

Je zřejmé, že jestliže lim
n→∞

an = α, kde α ∈ R
∗ a {aki}∞i=1 je vybraná posloup-

nost z posloupnosti {an}∞n=1, potom lim
i→∞

aki = α.

Posloupnosti re álných čı́sel

Definice 1.4. (Ohraničená posloupnost)

Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Řekneme, že
{an}∞n=1 je shora (zdola) ohraničená, jestliže množina P , ob-
sahuj́ıćı právě všechny prvky posloupnosti {an}∞n=1, je shora
(zdola) ohraničená. Posloupnost {an}∞n=1 je ohraničená, je-li
zdola i shora ohraničená.

Př́ıklad 1.14. Posloupnost { 1
n
}∞n=1 je ohraničená, nebot’ 0 < 1

n
≤ 1 pro

všechna n = 1, 2, . . . .
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1. Posloupnosti a řady

Definice 1.5. (Posloupnost neklesaj́ıćı)

Necht’ {an}∞n=1 je taková posloupnost reálných č́ısel, že

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ . . . (a1 < a2 < · · · < an < . . . ).

Potom ř́ıkáme, že posloupnost {an}∞n=1 je neklesaj́ıćı (ros-
toućı).

Př́ıklad 1.15. Posloupnost {1 − 1
n
}∞n=1 je rostoućı, nebot’

1 − 1

n
< 1 − 1

n+ 1

pro n = 1, 2, . . . .

Definice 1.6. (Posloupnost nerostoućı)

Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel. Ř́ıkáme, že
{an}∞n=1 je nerostoućı (klesaj́ıćı), jestliže

a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ an ≥ . . . (a1 > a2 > · · · > an > . . . ).

Př́ıklad 1.16. Posloupnost { 1
n
}∞n=1 je klesaj́ıćı, nebot’

1

n
>

1

n+ 1

pro n = 1, 2, . . . .

Pro neklesaj́ıćı (nerostoućı) posloupnosti plat́ı tyto dvě věty:

Věta 1.2. (Věta o existenci limity)

Necht’ {an}∞n=1 je ohraničená a neklesaj́ıćı (nerostoućı) po-
sloupnost reálných č́ısel. Potom

lim
n→∞

an = α⇔ sup
n
an = α

(
lim
n→∞

an = α⇔ inf
n
an = α

)
,

kde α ∈ R.

Důkaz: Důkaz provedeme pro neklesaj́ıćı posloupnosti. Necht’ sup
n
an = α.

Zvolme ε > 0. Pak podle definice suprema existuje n0 tak, že

α− ε < an0 < α.
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Potom ale pro všechna n ≥ n0 je

α− ε < an < α.

Je tedy
lim

n→∞
an = α.

Podobně se dokáže daľśı část věty. Tento d̊ukaz ponecháváme čtenáři.

Věta 1.3. (Věta o existenci limity)

Necht’ {an}∞n=1 je neklesaj́ıćı (nerostoućı) a neohraničená
posloupnost. Potom

lim
n→∞

an = ∞
(

lim
n→∞

an = −∞
)
.

Důkaz: Důkaz vyplývá z definice nevlastńıch č́ısel −∞,∞.

1.4 Vlastnosti posloupnostı́ re álných čı́sel

Věta 1.4.

Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálných č́ısel a necht’

lim
n→∞

an = A, kde A ∈ R
∗ 1). (1.40)

Necht’ c ∈ R. Pak

lim
n→∞

can = cA, pokud cA má smysl. (1.41)

Důkaz: Mohou nastat tyto př́ıpady.

α) Necht’ A ∈ R a necht’ c > 0. Podle definice vlastńı limity posloupnosti
k libovolnému ε > 0 existuje takové n0, že

A− ε

c
< an < A+

ε

c
pro n > n0. (1.42)

Vynásob́ıme-li (1.42) č́ıslem c, dostáváme

cA− ε < can < cA+ ε.

Je tedy v tomto př́ıpadě

lim
n→∞

can = cA = c lim
n→∞

an.

1)
R

∗ = R ∪ {−∞,∞}
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1. Posloupnosti a řady

β) Necht’ A ∈ R a necht’ c < 0. Podle definice vlastńı limity posloupnosti
k libovolnému ε > 0 existuje n0 tak, že

A+
ε

c
< an < A− ε

c
pro n > n0. (1.43)

(Zvažte, že ε
c
< 0.) Vynásob́ıme-li (1.43) daným záporným č́ıslem c,

dostáváme

cA− ε < can < cA+ ε pro n > n0.

Je tedy v tomto př́ıpadě

lim
n→∞

can = cA = c lim
n→∞

an.

γ) Je-li c = 0, A ∈ R, je can = 0 pro n = 1, 2, . . . , takže

lim
n→∞

can = 0 = cA.

δ) Je-li c = 0, A = +∞, resp. A = −∞, nemá cA smysl.
ε) Necht’ A = ∞, c > 0. Potom k libovolnému K ∈ R existuje n0 tak, že

an >
K

c
pro n > n0. (1.44)

Vynásobeńım (1.44) č́ıslem c dostáváme

can > K pro n > n0.

Je tedy v tomto př́ıpadě

lim
n→∞

can = ∞.

ϕ) Necht’ A = ∞, c < 0. Potom k libovolnému K ∈ R existuje n0 tak, že

an > −K
c

pro n > n0. (1.45)

Vynásobeńım (1.45) č́ıslem c (c < 0 dle předpokladu) dostáváme

can < −K pro n > n0.

Je tedy v tomto př́ıpadě

lim
n→∞

can = c · lim
n→∞

an = cA = −∞.

Podobně se dokáže př́ıpad, kdy A = −∞.
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Věta 1.5.

Necht’ {an}∞n=1, {bn}∞n=1 jsou takové posloupnosti reálných
č́ısel, že

lim
n→∞

an = A, lim
n→∞

bn = B, kde A,B ∈ R
∗ 2). (1.46)

Potom plat́ı

lim
n→∞

(an ± bn) = A±B, (1.47)

lim
n→∞

(an · bn) = A ·B, (1.48)

a je-li nav́ıc bn 6= 0, n = 1, 2, . . . , potom plat́ı

lim
n→∞

an

bn
=
A

B
, (1.49)

pokud pravé strany v (1.47), (1.48), (1.49) maj́ı význam.

Důkaz: Dokážeme (1.47). Vztahy (1.48), (1.49) se dokazuj́ı analogicky. Mo-
hou nastat tyto př́ıpady.

α) Necht’ A = a, B = b, kde a, b ∈ R. Zvolme libovolné ε > 0. Existuj́ı
tedy n1, n2 tak, že

|an − a| < ε

2
pro n > n1, |bn − b| < ε

2
pro n > n2. (1.50)

Položme
n0 = max(n1, n2). (1.51)

Potom
|an − a| < ε

2
, |bn − b| < ε

2
pro n > n0. (1.52)

Užit́ım (1.52) dostáváme

|(an + bn) − (a+ b)| = |(an − a) + (bn − b)| ≤ (1.53)

≤ |an − a| + |bn − b| ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Je tedy v tomto př́ıpadě

lim
n→∞

(an + bn) = a+ b = A+B.

β) Necht’ A = ∞, B = b ∈ R. Potom A+ b = ∞. Zvolme libovolné ε ∈ R,
ε > 0. Poněvadž lim

n→∞
bn = b, existuje n1 tak, že

b− ε < bn < b+ ε pro n > n1. (1.54)

2)
R

∗ = R ∪ {−∞,∞}
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Poněvadž lim
n→∞

an = ∞, k libovolnému K existuje n2 tak, že

K − b+ ε < an <∞ pro n > n2. (1.55)

Položme
n0 = max(n1, n2).

Potom pro n > n0 plat́ı (1.54), (1.55). Součtem (1.54), (1.55) dostáváme

K < an + bn <∞ pro n > n0. (1.56)

Je tedy
lim

n→∞
(an + bn) = ∞.

γ) Př́ıpad, kdy A = a ∈ R, B = ∞, se dokáže analogicky jako bod β).

δ) Necht’ A = ∞, B = ∞. Potom k libovolnému K existuje n0 tak, že pro
n > n0 je

an >
K

2
, bn >

K

2
.

Odtud dostáváme pro n > n0

an + bn >
K

2
+
K

2
= K

a tedy
lim

n→∞
(an + bn) = ∞.

Podobně se dokazuje (1.47) v Ostatńıch př́ıpadech.

Př́ıklad 1.17. Vypoč́ıtejte

a) lim
n→∞

n+ 1

n2 + 1
, b) lim

n→∞

n2 + 1

n+ 1
, c) lim

n→∞

2n2 + 1

n2 + n
.

Řešeńı.

a) Pokusme se aplikovat větu 1.5.

• Položme an = n + 1, bn = n2 + 1, n = 1, 2, . . . . Zřejmě
lim

n→∞
an = ∞, lim

n→∞
bn = ∞. Aplikaćı (1.49) je lim

n→∞
an

bn
= ∞

∞ . Avšak
∞
∞ neńı definováno v R

∗. Tedy tento zp̊usob výpočtu nevede k ćıli.
• Výraz n+1

n2+1
napřed zjednoduš́ıme. Děĺıme-li čitatele i jmenovatele

č́ıslem n2, dostáváme

n+ 1

n2 + 1
=

n
n2 + 1

n2

n2

n2 + 1
n2

=
1
n

+ 1
n2

1 + 1
n2

.

Položme

cn =
1

n
+

1

n2
, dn = 1 +

1

n2
.

Zřejmě
lim

n→∞
cn = 0, lim

n→∞
dn = 1.

Podle (1.49) je tedy

lim
n→∞

n+ 1

n2 + 1
= lim

n→∞

cn
dn

=
0

1
= 0.
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b) • Položme
an = n2 + 1, bn = n+ 1.

Zřejmě

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(n2 + 1) = ∞,

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(n+ 1) = ∞.

Aplikaćı (1.49) bychom dostali

lim
n→∞

n2 + 1

n+ 1
= lim

n→∞

an

bn
=

∞
∞ .

Avšak ∞
∞ neńı v R

∗ definováno, takže t́ımto zp̊usobem nelze vy-

poč́ıtat lim
n→∞

n2+1
n+1

.

• Výraz n2+1
n+1

upravme. Zřejmě

n2 + 1

n+ 1
=
n+ 1

n

1 + 1
n

.

Položme

dn = n+
1

n
, cn = 1 +

1

n
.

Podle (1.49) je

lim
n→∞

n2 + 1

n+ 1
= lim

n→∞

dn

cn
=

lim
n→∞

(
n+ 1

n

)

lim
n→∞

(
1 + 1

n

) =
∞
1

= ∞.

c) • Položme
an = 2n2 + 1, bn = n2 + n.

Zřejmě lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ∞, takže opět lim
n→∞

2n2+1
n2+n

nelze poč́ıtat

jako
lim

n→∞

an

lim
n→∞

bn
.

• Výraz 2n2+1
n2+n

upravme. Zřejmě

2n2 + 1

n2 + n
=

2 + 1
n2

1 + 1
n

.

Položme

dn = 2 +
1

n2
, cn = 1 +

1

n
.

Podle (1.49) je

lim
n→∞

2n2 + 1

n2 + n
= lim

n→∞

dn

cn
=

lim
n→∞

(
2 + 1

n2

)

lim
n→∞

(1 + 1
n
)

=
2

1
= 2.

Zavedenı́ Eulerova čı́sla

V matematice hraje velkou úlohu Eulerovo č́ıslo, které se všeobecně znač́ı e.
Toto č́ıslo bylo již sice zavedeno v učebńım textu

”
Matematiky A“, v daľśım

však ukážeme zavedeńı č́ısla e podrobněji.
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Věta 1.6. (Eulerova č́ıslo)

Posloupnosti {an}∞n=1, {bn}∞n=1, kde

an =

(
1 +

1

n

)n

, bn =

(
1 +

1

n

)n+1

, n = 1, 2, . . . ,

(1.57)
jsou konvergentńı a maj́ı stejnou limitu. Označ́ıme ji e a
nazveme Eulerovým č́ıslem. Tedy

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = e.

Posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı a posloupnost {bn}∞n=1 je
klesaj́ıćı.
Č́ıslo e je iracionálńı a plat́ı

an < e < bn pro n = 1, 2, . . . .

Důkaz: Předevš́ım dokažme, že posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı a omezená. Užit́ım
binomické věty dostáváme

(
1 +

1

n

)n

= 1 +

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+ · · · +

(
n

n

)
1

nn
.

To jest

an = 1 +
n

1!
· 1

n
+

n(n − 1)

2!
· 1

n2
+ · · · + n(n − 1) . . . 1

n!
· 1

nn
. (1.58)

Poněvadž

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

nk
=

n(n − 1) . . . (n − k + 1)

n · n · · · · · n =

= 1 ·
(

1 − 1

n

)
·
(

1 − 2

n

)
· · · · ·

(
1 − k − 1

n

)
,

dostáváme z (1.58)

an = 2 +
1

2!

(
1 − 1

n

)
+

1

3!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
+ . . .

· · · + 1

n!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − n − 1

n

)
. (1.59)

Z (1.59) dostáváme

an+1 = 2 +
1

2!

(
1 − 1

n + 1

)
+

1

3!

(
1 − 1

n + 1

)(
1 − 2

n + 1

)
+ . . .

· · · + 1

n!

(
1 − 1

n + 1

)(
1 − 2

n + 1

)
. . .

(
1 − n − 1

n + 1

)
+ . . . (1.60)

· · · + 1

(n + 1)!

(
1 − 1

n + 1

)(
1 − 2

n + 1

)
. . .

(
1 − n − 1

n + 1

)(
1 − n

n + 1

)
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Poněvadž

1 − k

n
< 1 − k

n + 1
pro k = 1, 2, . . . , n − 1,

dostáváme porovnáńım (1.59), (1.60)

an < an+1 pro n = 1, 2, . . . , (1.61)

takže posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı.

Dokažme nyńı, že posloupnost {an}∞n=1 je shora omezená. Nahrad́ıme-li ve vyjádřeńı (1.59)
všechny výrazy (1 − k

n
) č́ıslem 1, tedy větš́ım č́ıslem, dostáváme

an ≤ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · · + 1

n!
. (1.62)

Poněvadž
1

k!
≤ 1

2k−1
, k = 1, 2, . . . , (1.63)

dostáváme z (1.62)

an ≤ 1 +
1

1
+

1

2
+ · · · + 1

2n−1
.

Poněvadž 1 + 1
2 + · · · + 1

2n−1 je součet n člen̊u geometrické posloupnosti, dostáváme

an ≤ 1 +
1 − 1

2n

1 − 1
2

= 1 + 2(1 − 1

2n
) < 3.

Je tedy posloupnost {an}∞n=1 shora ohraničená. Poněvadž {an}∞n=1 je zároveň rostoućı, je
podle věty 1.2 konvergentńı.

Označme

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

Tedy pro každé n je

an < e. (1.64)

Položme nyńı

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

, n = 1, 2, . . . (1.65)

a dokažme, že {bn}∞n=1 je klesaj́ıćı a lim
n→∞

bn = e.

Užit́ım binomické věty dostáváme (bereme dva členy rozvoje)

(
1 +

1

n(n + 2)

)n+2

> 1 +

(
n + 2

1

)
1

n(n + 2)
= 1 +

1

n
. (1.66)

Z (1.66) vyplývá (
n2 + 2n + 1

n(n + 2)

)n+2

> 1 +
1

n
. (1.67)

Násobeńım (1.67) výrazem
(

n+2
n+1

)n+2

dosáváme

(
n + 2

n + 1
· (n + 1)2

n(n + 2)

)n+2

>
n + 1

n
·
(

n + 2

n + 1

)n+2

. (1.68)

Odtud (
n + 1

n

)n+2

>
n + 1

n
·
(

n + 2

n + 1

)n+2

. (1.69)

35



1. Posloupnosti a řady

Násob́ıme-li (1.69) výrazem n
n+1 , dostáváme

(
n + 1

n

)n+1

>

(
n + 2

n + 1

)n+2

,

takže

bn =

(
1 +

1

n

)n+1

>

(
1 +

1

n + 1

)n+2

= bn+1.

Je tedy posloupnost {bn}∞n=1 klesaj́ıćı.

Dokažme nyńı, že
lim

n→∞

bn = e. (1.70)

Skutečně, vztah (1.65) lze přepsat na tvar

bn =

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)
= an

(
1 +

1

n

)
. (1.71)

Podle věty 1.5 je tedy

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= e · 1 = e. (1.72)

S ohledem na (1.64) dostáváme

an < e < bn pro n = 1, 2, . . .

Lze tedy e vypoč́ıst s libovolnou předem zvolenou absolutńı chybou. Pro n = 10 dostáváme

(
1 +

1

10

)10

< e <

(
1 +

1

10

)11

,

takže
2,59 < e < 2,86.

Důkaz, že č́ıslo e je iracionálńı, nebudeme provádět.

Poznámka. Existuje řada jiných zp̊usob̊u k źıskáńı aproximace č́ısla e s po-
žadovanou přesnost́ı.

1.5 Posloupnosti funkcı́

Limita posloupnosti funkćı.

Definice 1.7. (Bodová konvergence)

Necht’

{fn(x)}∞n=1, x ∈ I (1.73)

je posloupnost funkćı definovaných na intervalu I. Potom
řekneme, že (1.73) konverguje bodově k funkci f(x), x ∈ I,
jestliže pro každé x ∈ I konverguje č́ıslená posloupnost

{fn(x)}∞n=1

k č́ıslu f(x). Ṕı̌seme pak lim
n→∞

fn(x) = f(x) pro x ∈ I.
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Př́ıklad 1.18. Uvažujme posloupnost funkćı

{xn}∞n=1, x ∈ 〈0, 1〉. (1.74)

V každém bodě x ∈ 〈0, 1) je

lim
n→∞

xn = 0

a pro x = 1 je xn = 1 pro n = 1, 2, . . . , takže

lim
n→∞

xn = 1 pro x = 1.

Limitou posloupnosti (1.74) je tedy funkce

f(x) =

{
0 pro x ∈ 〈0, 1),
1 pro x = 1.

Všimněme si, že funkce xn, n = 1, 2, . . . jsou funkce spojité na intervalu
〈0, 1〉, avšak jejich (bodovou) limitou je funkce f(x), která je nespojitá na
intervalu 〈0, 1〉.

Definice 1.8. (Stejnoměrná konvergence)

Necht’

{f(x)}∞n=1, x ∈ I, (1.75)

je posloupnost funkćı definovaných na intervalu I. Řekneme,
že posloupnost (1.75) konverguje stejnoměrně k funkćı f(x)
na intervalu I, jestliže

lim
n→∞

sup
x∈I

|fn(x) − f(x)| = 0.

Poznámka. Lehce nahlédneme, že jestliže posloupnost (1.75) stejnoměrně
konverguje k funkci f(x) na intervalu I , potom též bodově konverguje k funkci
f(x) na intervalu I . Opak neplat́ı. Konverguje-li posloupnost funkćı (1.73)
bodově k funkci f(x) na intervalu I , nemuśı tato posloupnost na intervalu
I konvergovat stejnoměrně k funkci f(x). Např. posloupnost {xn}∞n=1 kon-
verguje bodově na intervalu 〈0, 1〉, ale nekonverguje na něm stejnoměrně.
(Dokažte!)

Př́ıklad 1.19. Necht’

fn(x) =
1

n

√
1 − x2, x ∈ 〈−1, 1〉.

Potom

ρ(fn(x), 0) =
1

n
, x ∈ 〈−1, 1〉, n = 1, 2, . . . .
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1. Posloupnosti a řady

Poněvadž lim
n→∞

1
n

= 0, konverguje posloupnost funkćı {fn(x)}∞n=1 stejnoměrně

na intervalu 〈−1, 1〉 k funkci f(x) ≡ 0.

V tomto př́ıpadě jsou jak funkce fn(x), n = 1, 2, . . . , tak i funkce f(x) ≡ 0
spojité na intervalu 〈−1, 1〉. To plat́ı obecně.

Necht’ posloupnost spojitých funkćı

{fn(x)}∞n=1, x ∈ I,

konverguje stejnoměrně na intervalu I k funkci f(x). Potom
funkce f(x) je spojitá na I.

1.6 Nekone čné řady

1.6.1 Čı́seln é řady

zavedeńı pojmu Budiž dána posloupnost č́ısel a1, a2, a3, . . . , an, . . . . Symbol

a1 + a2 + a3 + · · · + an + . . . , (1.76)

utvořený pomoćı č́ısel dané posloupnosti, nazýváme nekonečnou č́ıselnou
řadou. Zavád́ıme pro něj též označeńı

∞∑

n=1

an. (1.77)

Č́ısla an nazýváme členy nekonečné řady, a č́ıslo an n–tým členem. V daľśım
budeme už́ıvat také názvu řada mı́sto nekonečná řada. Označme

sn = a1 + a2 + · · · + an.

Tedy

s1 = a1, s2 = a1 + a2, . . .

Č́ıslo sn nazýváme n–tým částečným součtem řady (1.76).

řady
konvergentńı
a řady
divergentńı

Mohou nastat dva př́ıpady:

a) Posloupnost
s1, s2, . . . , sn, . . . (1.78)

je konvergentńı a má limitu lim
n→∞

sn = s, kde s ∈ R; řadu (1.76)

nazýváme pak konvergentńı a ř́ıkáme, že má součet s. Symbol (1.76)
nebo (1.77) znač́ı pak současně řadu i jej́ı součet.

b) Posloupnost (1.78) částečných součt̊u je divergentńı; řadu (1.76) nazý-
váme pak divergentńı a symbol (1.76) nebo (1.77) nemá pak význam
č́ısla, má pouze význam řady.

V př́ıpadě divergence řady (1.76) jsou možné tyto př́ıpady:
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I. Posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1 má nevlastńı limitu
lim

n→∞
sn = +∞; ř́ıkáme pak, že řada (1.76) diverguje k +∞ a symbol

(1.76) nebo (1.77) znač́ı pak také +∞.
II. Posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1 má nevlastńı limitu

lim
n→∞

sn = −∞; ř́ıkáme pak, že řada (1.76) diverguje k −∞ a symbol

(1.76) nebo (1.77) znač́ı pak také −∞.
III. Posloupnost částečných součt̊u {sn}∞n=1 nemá ani limitu, ani nevlastńı

limitu; ř́ıkáme pak, že řada (1.76) osciluje.

Jako př́ıklad uved’me tuto řadu.

Př́ıklad 1.20.

geometrická řada

Řadu

a+ aq + aq2 + aq3 + · · · + aqn−1 + . . . (1.79)

nazýváme geometrickou řadou s kvocientem q. Jej́ı částečný
součet sn je

sn = a+ aq + aq2 + aq3 + · · · + aqn−1 = a
1 − qn

1 − q
pro q 6= 1.

Pro |q| < 1 je řada (1.79) konvergentńı a má součet

s =
a

1 − q
.

Pro a > 0 (a < 0), q ≥ 1, řada (1.79) diverguje k +∞ (−∞)
a pro a 6= 0, q ≤ −1, řada (1.79) osciluje.

Ukažme to. Dostáváme

sn = a(1 + q + q2 + q3 + · · · + qn−1),

Uváž́ıme-li, že

1 − qn = (1 − q)(1 + q + q2 + · · · + qn−1),

dostáváme pro q 6= 1

sn = a
1 − qn

1 − q
. (1.80)

Je-li |q| < 1, je lim
n→∞

qn = 0, takže

lim
n→∞

sn =
a

1 − q
.

Zbývaj́ıćı část d̊ukazu přenechávám čtenáři.

Vyšetřete konvergenci geometrické řady pro př́ıpad |q| = 1.
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1. Posloupnosti a řady

Věta 1.7. (Harmonická řada)

Řada

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · · + 1

n
+ . . .

diverguje. Tuto řadu nazýváme obyčejnou harmonickou
řadou, krátce harmonickou řadou.

Důkaz: Posloupnost částečných součt̊u {sk}∞k=1 je rostoućı. Zřejmě

s2 =
3

2
,

s2k+1 = s2k +
1

2k + 1
+

1

2k + 2
+ · · · + 1

2k+1
︸ ︷︷ ︸

2k

, k = 1, 2, . . .

Je tedy

s2k+1 > s2k + 2k 1

2k+1
,

s2k+1 > s2k +
1

2
.

Takže posloupnost {s2k}∞k=1 je shora neomezená. Tedy posloupnost {s2k}∞k=1

je divergentńı a tedy i posloupnost {sk}∞k=1 je divergentńı.

Př́ıklad 1.21. Řada

1+(−1)+1+(−1)+· · ·+(−1)n−1+· · · = 1−1+1−1+· · ·+(−1)n−1+. . . (1.81)

osciluje, nebot’ posloupnost jej́ıch částečných součt̊u je 1, 0, 1, 0, . . . .

Př́ıklad 1.22. Řada

[1 + (−1)] + [1 + (−1)] + · · · + [1 + (−1)] + . . . (1.82)

konverguje a má součet roven 0, protože posloupnost jejich částečných součt̊u

věty
o konvergenci
řad

je 0, 0, . . . , 0, . . . . Všimněme si, že řada (1.81) vzniká z řady (1.82) pouhým
vynecháńım hranatých závorek a měńı se t́ım charakter řady. U konečných
součt̊u se s nič́ım podobným nesetkáváme. Přesto však zde plat́ı:

Věta 1.8.

Necht’ a1 + a2 + · · · + an + · · · = s, kde s může být též
+∞, nebo −∞. Necht’ k1, k2, . . . je vybraná posloupnost
přirozených č́ısel; potom plat́ı

(a1 + a2 + · · · + ak1
) + (ak1+1 + ak1+2 + · · · + ak2

) +

+(ak2+1 + ak2+2 + · · · + ak3
) + · · · = s. (1.83)
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Důkaz: Je-li sn = a1+a2+· · ·+an, plat́ı lim
n→∞

sn = s; posloupnost částečných

součt̊u řady (1.83) je zřejmě posloupnost sk1, sk2, sk3, . . . vybraná z posloup-
nosti částečných součt̊u řady (1.76) a má tedy tutéž limitu.

Hlavńı význam věty 1.8 je v jej́ı platnosti pro konvergentńı řady.

Př́ıklad 1.23. Jaká částka D, vložená na začátku roku, poskytne stálé
pob́ıráńı d̊uchodu ve výši aKč, vyplácené na konci každého roku při neměnné
nominálńı úrokové mı́̌re j?

Řešeńı. Uvažujme ročńı úrokovu mı́ru j = p
100

, kde p je procentńı úroková
mı́ra. Potom kapitál K na začátku roku se za jeden rok zúroč́ı na částku
S = K + Kj, tj. na částku S = K(1 + j). Tedy kapitál na konci roku je

”
ekvivalentem“ částku K = S 1

1+j
. Zavedeme označeńı

v =
1

1 + j
.

Je tedy K = Sv. Poč́ıtejme hodnotu vypláceného d̊uchodu k začátku prvńıho
roku, kdy byla uložena částka D. Zřejmě k začátku prvńıho roku je hodnota
prvńı splátky a · v, hodnota druhé splátky je a · v2, atd.. Je tedy

D = a · v + a · v2 + a · v3 + . . . . (1.84)

Jde o součet geometrické řady s kvocientem q = v. Poněvadž 0 < q < 1, je

D =
a · v
1 − v

=
a

j
.

Rovnice (1.84) vyjadřuje vztah mezi vloženou částkou D a ekvivalentńıch
hodnot všech částek a přepoč́ıtaných k začátku 1. roku.

Věta 1.9. (Nutná podmı́nka konvergence řady)

Je-li řada
a1 + a2 + a3 + . . . (1.85)

konvergentńı, je
lim
n→∞

an = 0.

Důkaz: Plat́ı lim
n→∞

sn = s, znač́ı-li sn n–tý částečný součet řady (1.85). Plat́ı

však také lim
n→∞

sn−1 = s. Dále dostáváme

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(sn − sn−1) = s− s = 0

podle věty 1.5.

Je tedy podmı́nka lim
n→∞

an = 0 nutná pro konvergenci řady (1.85), neńı však

postačuj́ıćı, jak vid́ıme na př́ıkladě harmonické řady.
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1. Posloupnosti a řady

Věta 1.10.

Necht’
∞∑

n=1

an,
∞∑

n=1

bn jsou dvě řady reálných č́ısel, které se lǐśı jen

v konečném počtu člen̊u. Potom obě tyto řady současně konverguj́ı nebo
diverguj́ı.

Důkaz: Důkaz přenechávám čtenáři.

Věta 1.11. (Součet nekonečných řad)

Necht’
∑∞

n=1 an = s,
∑∞

n=1 bn = t jsou konvergentńı řady.
Necht’ c, A, B ∈ R jsou libovolná č́ısla. Potom je:

∞∑

n=1

can = cs,

∞∑

n=1

(Aan +Bbn) = As +Bt.

Důkaz: Znač́ıme-li

a1 + a2 + · · · + an = sn, b1 + b2 + · · · + bn = tn,

maj́ı vyšetřované dvě řady n–tý částečný součet csn resp. Asn + Btn. Podle
věty 1.5 je pak

lim
n→∞

(csn) = cs, lim
n→∞

(Asn +Btn) = As +Bt.

Nalezeńı součtu nekonečné řady je obt́ıžná úloha. Proto se často muśıme
spokojit s vyšetřeńım, zda daná řada konverguje nebo diverguje. Jestliže
se zjist́ı, že řada je konvergentńı, lze aproximovat jej́ı součet jej́ım n–tým
částečným součtem sn. Ale i pak je třeba vyšetřit, jak velké muśı být
n, aby sn aproximovalo součet řady s dostatečnou přesnost́ı.

V daľśım textu budeme problematiku konvergence vyšetřovat pro řady urči-
tých tř́ıd (to jest řad s jistými vlastnostmi). Poznamenejme, že bez vyšetřeńı,
zda řada je konvergentńı, by bylo chybné aproximovat součet řady č́ıslem sn.
Řada by mohla být divergentńı.

Pro jednotlivé tř́ıdy řad si uvedeme podmı́nky — kritéria, při jejichž splněńı
řada je konvergentńı nebo divergentńı.

Řady s nez ápornými členy
kriteria
konvergence
řad
s nezápornými
členy

Jestliže pro každý člen řady (1.76) plat́ı an ≥ 0, nazýváme řadu (1.76) řadou
s nezápornými členy . Pro částečné součty sn řady s nezápornými členy je
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zřejmě sn ≤ sn+1. Posloupnost částečných součt̊u takové řady je tedy nekle-
saj́ıćı. Řada s nezápornými č́ısly proto bud’to diverguje k +∞, nebo konver-
guje k č́ıslu z R. V prvńım př́ıpadě neńı posloupnost částečných součt̊u shora
omezená, ve druhém př́ıpadě je shora omezená.

Věta 1.12. (Srovnávaćı kriterium I.)

Necht’

a1 + a2 + a3 + . . . , (1.86)

b1 + b2 + b3 + . . . , (1.87)

jsou řady s nezápornými členy. Necht’ plat́ı an ≤ bn pro
všechna n. Potom plat́ı:

a) Je-li řada (1.87) konvergentńı, je i řada (1.86) konver-
gentńı.

b) Je-li řada (1.86) divergentńı, je i řada (1.87) diver-
gentńı.

Důkaz: Označ́ıme-li sn částečné součty řady (1.86) a σn částečné součty řady
(1.87), plat́ı sn ≤ σn. Je-li (1.87) konvergentńı, je posloupnost σ1, σ2, σ3, . . .
shora ohraničená, takže i posloupnost s1, s2, s3, . . . je shora ohraničená a tedy
řada (1.86) je konvergentńı. T́ım je dokázáno tvrzeńı a).
Necht’ řada (1.86) je divergentńı. Kdyby řada (1.87) byla konvergentńı, mu-
sela by i řada (1.86) být konvergentńı podle a), což je spor s předpokladem.
T́ım je dokázáno tvrzeńı b).

Poznámka. Jestliže an ≤ bn pro n = 1, 2, . . . , potom řadu
∞∑

n=1

an

nazýváme minorantńı vzhledem k řadě
∞∑

n=1

bn a řadu
∞∑

n=1

bn nazýváme

majorantńı vzhledem k řadě
∞∑

n=1

an.

Př́ıklad 1.24. Určeme konvergenci řady

1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ · · · + 1

n2
+ . . . (1.88)

Necht’ řadou (1.86) je vyšetřovaná řada a řadou (1.87) necht’ je řada

1 +
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · · + 1

(n− 1) · n + . . . (1.89)

Zřejmě plat́ı
1

n2
<

1

(n− 1) · n pro n > 1.
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1. Posloupnosti a řady

Mezi prvńımi členy obou řad plat́ı rovnost. Dokážeme-li, že řada (1.89) je
konvergentńı, je podle věty 1.12 řada (1.88) konvergentńı. Vyšetřeme tedy
řadu (1.89). Zřejmě

a1 = 1, an =
1

(n− 1)n
pro n = 2, 3, . . . .

Lehce se přesvědč́ıme, že

an =
1

n− 1
− 1

n
, n = 2, 3, . . .

Je tedy

sn = a1 + a2 + · · · + an = 1 +

(
1 − 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · · +

(
1

n− 1
− 1

n

)
.

Úpravou dostáváme

sn = 2 − 1

n

Je tedy
lim

n→∞
sn = 2,

takže řada (1.87) je konvergentńı.

Poněvadž řada (1.88) je řada s kladnými členy a je minorantńı ke konver-
gentńı řadě (1.89), je řada (1.88) konvergentńı.

Věta 1.13. (Konvergence řady (1.90))

Řada
1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ · · · + 1

ns
+ . . . (1.90)

je pro s ≤ 1 divergentńı a pro s > 1 je konvergentńı.

Důkaz: Důkaz provedeme jen pro s ≤ 1. Pro s = 1 je řada (1.90) harmonická
a tedy divergentńı. Necht’ tedy s < 1. Potom

1

n
≤ 1

ns
, n = 1, 2, . . . .

Poněvadž harmonická řada diverguje, podle věty 1.12 diverguje i řada (1.90).

Z věty 1.12, v ńıž řada
∞∑

n=1

bn je geometrickou, plyne tato věta.
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Věta 1.14. (Cauchyovo kritérium)

Necht’

a1 + a2 + a3 + . . . (1.91)

je řada s nezápornými členy.
I. Jestliže existuje q, 0 < q < 1, tak, že plat́ı n

√
an < q pro

všechna n ≥ k, je řada (1.91) konvergentńı.
II. Jestliže n

√
an ≥ 1 pro nekonečně mnoho n, je řada (1.91)

divergentńı.

Důkaz: S ohledem na větu 1.10 se omeźıme na př́ıpad k = 1.

I. Necht’ existuje takové q, že 0 < q < 1 a n
√
an < q pro všechna n. Potom

řada
q + q2 + q3 + . . . (1.92)

je pro toto q konvergentńı. Z podmı́nky n
√
an < q plyne, že an < qn.

Je tedy řada (1.91) minorantńı k řadě (1.92) a tedy podle věty 1.12 je
konvergentńı.

II. Zkonstruujme řadu
∞∑

n=1

bn takto: Pro každé n, pro nějž je n
√
an ≥ 1

položme bn = 1 a pro každé n, pro nějž je n
√
an < 1, položme bn = 0.

Takto vytvořená řada
∞∑

n=1

bn je zřejmě divergentńı. Řada
∞∑

n=1

an je ma-

jorantńı k řadě
∞∑

n=1

bn. Podle věty 1.12 je tedy řada
∞∑

n=1

an divergentńı.

Př́ıklad 1.25. Dokažme, že řada

∞∑

n=1

(
1

2

)n

(1.93)

je konvergentńı a řada
∞∑

n=1

(
5

2

)n

(1.94)

je divergentńı.

Řešeńı. Dokažme, že řada (1.93) je konvergentńı. Zřejmě n

√(
1
2

)n
= 1

2
< 1,

takže podle věty 1.14 je řada (1.93) konvergentńı.

Dokažme, že řada (1.94) je divergentńı. Zřejmě n

√(
5
2

)n
= 5

2
> 1, takže podle

věty 1.14 je řada (1.94) divergentńı.

Při aplikováńı věty 1.14 bývá často obt́ıžné určit q, pro nějž je n
√
an < q

pro všechna n. Uved’me si následuj́ıćı větu 1.15, kterou se lze v některých
př́ıpadech vyhnout hledáńı q, které splňuje podmı́nky věty 1.14.
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1. Posloupnosti a řady

Věta 1.15. (Limitńı Cauchyovo kritérium)

Necht’

a1 + a2 + a3 + . . . (1.95)

je řada s nezápornými členy. Je-li lim
n→∞

n
√
an < 1, je řada

(1.95) konvergentńı, je-li lim
n→∞

n
√
an > 1 (nebo rovna +∞),

je řada (1.95) divergentńı.

Důkaz: Necht’ lim
n→∞

n
√
an = α < 1, potom lze zvolit q tak, že α < q < 1.

Zvoĺıme-li q − α = ε, existuje přirozené č́ıslo n0 tak, že α − ε < n
√
an <

α + ε = q pro všechna n > n0. Položme k = n0 + 1. Potom n
√
a < q pro

všechna n ≥ k. Vyšetřovaná řada je konvergentńı podle věty 1.12.
Necht’ lim

n→∞
n
√
an = α > 1. Zvolme ε = α − 1. Potom existuje přirozené n0

tak, že 1 = α− ε < n
√
an < α+ ε pro všechna n > n0. Zvoĺıme-li k = n0 + 1,

plat́ı n
√
an > 1 pro všechna n ≥ k, tedy řada je divergentńı podle věty 1.12.

Zřejmě věta 1.15 nic neř́ıká o př́ıpadu, kdy lim
n→∞

n
√
an = 1.

kritéria
konvergence řad
s kladnými členy

Uved’me si ještě následuj́ıćı kritérium.

Věta 1.16. (Srovnávaćı kritérium II.)

Necht’

a1 + a2 + a3 + . . . , (1.96)

b1 + b2 + b3 + . . . (1.97)

jsou řady s kladnými členy (tj. an > 0, bn > 0 pro všechna
n). Necht’ plat́ı

an+1

an

≤ bn+1

bn
pro všechna n. (1.98)

Potom plat́ı:

I. Je-li
∞∑

n=1
bn konvergentńı, je i

∞∑
n=1

an konvergentńı.

II. Je-li
∞∑

n=1

an divergentńı, je i
∞∑

n=1

bn divergentńı.
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Důkaz: Z (1.98) pro n ≥ 1 dostáváme

an

a1

=
an

an−1

an−1

an−2

. . .
a2

a1

≤ bn
bn−1

bn−1

bn−2

. . .
b2
b1

=
bn
b1
,

tj.

an ≤ a1

b1
bn pro všechna n.

I. Konverguje-li řada (1.97), konverguje i řada

a1

b1
b1 +

a1

b1
b2 + · · · + a1

b1
bn + . . .

(podle věty 1.11 pro c = a1

b1
). Podle věty 1.12 konverguje tedy i řada

(1.96).
II. Diverguje-li řada (1.96), nemůže řada (1.97) konvergovat, nebot’ by

podle I. musela konvergovat i řada (1.96) proti předpokladu.

Věta 1.17. (d’Alembertovo kriterium)

Necht’
∞∑

n=1
cn je řada s kladnými členy.

I. Existuje-li č́ıslo 0 < q < 1 tak, že

cn+1

cn
< q

pro všechna n, je řada
∞∑

n=1
cn konvergentńı.

II. Jestliže
cn+1

cn
≥ 1

pro nekonečně mnoho n, je řada
∞∑

n=1
cn divergentńı.

Důkaz: Tvrzeńı I. vyplývá z věty 1.16, zvoĺıme-li za řadu
∞∑

n=1

an řadu
∞∑

n=1

cn

a za řadu
∞∑

n=1

bn řadu
∞∑

n=1

qn pro 0 < q < 1.

Tvrzeńı II. vyplývá z věty 1.16, zvoĺıme-li řadu
∞∑

n=1

an tak, že an = 1 pro

n = 1, 2, . . . , a za řadu
∞∑

n=1

bn řadu
∞∑

n=1

cn.

Z této věty bezprostředně plyne tzv. limitńı d’Alembertovo kritérium:
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1. Posloupnosti a řady

Věta 1.18. (Limitńı d’Alembertovo kritérium)

Necht’
∞∑

n=1
an je řada s kladnými členy. Je-li

lim
n→∞

an+1

an

< 1,

je řada
∞∑

n=1
an konvergentńı, je-li

lim
n→∞

an+1

an

> 1,

je řada
∞∑

n=1
an divergentńı.

Důkaz: Důkaz je veden podobně jako d̊ukaz věty 1.15. Přenechávám jej
čtenáři.

Tato věta nic neř́ıká o př́ıpadu lim
n→∞

an+1

an
= 1.

Př́ıklad 1.26. Dokažme, že řada

∞∑

n=1

xn

n!
(1.99)

je konvergentńı pro každé x ≥ 0.

Skutečně. Pro x = 0 je řada evidentně konvergentńı. Necht’ tedy x je libovolné
kladné č́ıslo. Potom řada (1.99) je č́ıselná řada s kladnými členy. Poněvadž

xn+1

(n+1)!

xn

n!

=
x

n+ 1

a lim
n→∞

x
n+1

= 0, je podle limitńıho d’Alembertova kriteria řada (1.99) pro

toto x konvergentńı. Poněvadž x je libovolné kladné č́ıslo, je řada (1.99)
konvergentńı pro každé x ≥ 0.

Řady s obecnými členy. Absolutnı́ konvergence

absolutńı
konvergence řad

Předpoklad o nezápornosti člen̊u dané řady neńı vždy splněn. V některých
př́ıpadech k vyšetřeńı těchto řad použijeme řadu, jej́ıž členy jsou rovny ab-
solutńım hodnotám člen̊u p̊uvodńı řady. Plat́ı pak tato věta.
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Věta 1.19.

Konverguje-li řada

|a1| + |a2| + |a3| + · · · + |an| + . . . , (1.100)

pak konverguje i řada a1 + a2 + a3 + · · · + an + . . . .

Důkaz: Předpokládejme, že (1.100) konverguje. Utvořme řady

b1 + b2 + · · · + bn + . . . , (1.101)

c1 + c2 + · · · + cn + . . . , (1.102)

kde bn = an, je-li an > 0 a bn = 0, je-li an ≤ 0, cn = |an|, je-li an < 0, a
cn = 0, je-li an ≥ 0. Řady (1.101) a (1.102) jsou řady s nezápornými členy
a protože plat́ı bn ≤ an, cn ≤ |an| pro každé n, jsou konvergentńı podle věty
1.12. Řada (1.101) necht’ má součet b, řada (1.102) součet c. Zřejmě plat́ı
an = bn − cn pro každé n. Tedy:

∞∑

n=1

an =

∞∑

n=1

(bn − cn) = b− c.

Je tedy řada
∞∑

n=1

an konvergentńı.

Konverguje-li řada (1.100), ř́ıkáme, že řada
∞∑

n=1
an je abso-

lutně konvergentńı. Konverguje-li řada
∞∑

n=1

an a řada (1.100)

diverguje, ř́ıkáme někdy, že řada
∞∑

n=1
an je relativně nebo ne-

absolutně konvergentńı.

Je tedy každá konvergentńı řada s nezápornými členy absolutně konvergentńı.
Podobně každá konvergentńı řada s nekladnými členy je absolutně konver-
gentńı.

Zavedeńım absolutńı konvergence převád́ıme vyšetřováńı
konvergence dané řady na vyšetřováńı řady s nezápornými

členy. Řada
∞∑

n=1
an však může konvergovat a řada

∞∑
n=1

|an|
divergovat.
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1. Posloupnosti a řady

Řady alternujı́cı́

řady
alternuj́ıćı

Necht’ an > 0 pro n = 1, 2, . . . . Potom řadu

a1 − a2 + a3 − a4 + · · · + (−1)n+1 · an + . . . ,

tj. řadu, ve které se znaménka jednotlivých člen̊u pravidelně
stř́ıdaj́ı, nazýváme řadou alternuj́ıćı.

Pro takové řady plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 1.20. (Konvergence alternuj́ıćı řady)

Necht’ a1, a2, a3, . . . je nerostoućı posloupnost nezáporných
č́ısel. Potom řada

a1 − a2 + a3 − a4 + . . .

je konvergentńı právě tehdy, je-li lim
n→∞

an = 0.

Př́ıklad 1.27. Řada

1 − 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · + (−1)n+1 1

n
+ . . .

je konvergentńı podle předcházej́ıćı věty. Neńı však absolutně konvergentńı,
nebot’ řada absolutńıch hodnot jej́ıch člen̊u je harmonická řada, o ńıž již v́ıme,
že diverguje.

1.7 Řady funkcı́

Zaved’me si pojem řady funkćı a jej́ıho součtu.

Necht’ {fn(x)}∞n=1 je posloupnost funkćı definovaných na intervalu I . Potom
symbol

f1(x) + f2(x) + . . . x ∈ I, (1.103)

nazýváme řadou funkćı na intervalu I . Tento symbol lze zapsat též jako
∞∑

n=1

fn(x). Funkci

sn(x) = f1(x) + · · · + fn(x) pro n = 1, 2, . . .

nazýváme n-tým částečným součtem řady (1.103).

O řadě (1.103) budeme ř́ıkat, že
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a) konverguje bodově na intervalu I , jestliže posloupnost {sn}∞n=1 jejich
částečných součt̊u konverguje bodově na I . Jestliže lim

n→∞
sn(x) = f(x)

pro x ∈ I , nazýváme f(x) součtem řady (1.103).
b) konverguje stejnoměrně na intervalu I k funkci f(x), jestliže posloup-

nost {sn(x)}∞n=1 jejich částečných součt̊u konverguje stejnoměrně
k funkci f(x).

c) konverguje absolutně na intervalu I jestliže posloupnost {σn(x)}∞n=1,
kde σn(x) = |f1(x)| + · · · + |fn(x)|, konverguje bodově na I .

Vyšetřováńı konvergence řady funkćı je tedy převedeno na vyšetřováńı kon-
vergence posloupnosti částečných součt̊u.

Př́ıklad 1.28. Řada

∞∑

n=1

xn

n!
, x ∈ J = (−∞,∞) (1.104)

je na intervalu J absolutně konvergentńı. Skutečně. Vyšetřujme řadu

∞∑

n=1

|x|n
n!

, x ∈ J = (−∞,∞)

Tato řada konverguje pro x ∈ J , jetliže řada

∞∑

n=1

xn

n!

konverguje pro x ∈ 〈0,∞). Tuto konvergenci jsme ukázali v př́ıkladě 1.26.

Poznámka. Lze ukázat, že

∞∑

n=0

xn

n!
= ex.

Mocninn é řady

Zvláštńım př́ıpadem nekonečných řad funkćı jsou mocninné řady, to jest řady
tvaru

a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + . . . , (1.105)

kde an, n = 0, 1, 2, . . . , jsou konstanty — ř́ıkáme jim koeficienty mocninné
řady. Č́ıslo x0 nazýváme středem mocninné řady (1.105). Mohou nastat tyto
př́ıpady:

I. Řada (1.105) konverguje pouze pro x = x0 a diverguje pro všechna
x 6= x0. T́ım sṕı̌se nekonverguje absolutně a nekonverguje ani stej-
noměrně. V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že mocninná řada 1.105 má poloměr
konvergence r = 0.

II. Řada (1.105) konverguje absolutně pro všechna x a konverguje stej-
noměrně v každém konečném uzavřeném intervalu. V tomto př́ıpadě
ř́ıkáme, že mocninná řada 1.105 má poloměr konvergence r = ∞.

51



1. Posloupnosti a řady

III. Existuje č́ıslo r > 0 takové, že řada (1.105) konverguje absolutně pro
všechna x, pro něž je |x − x0| < r a diverguje pro všechna x, pro něž
je |x − x0| > r. Konvergence řady (1.105) je stejnoměrná v každém
intervalu 〈x0 − r, x0 + r〉, kde 0 < r < r. Č́ıslo r nazýváme poloměr
konvergence řady (1.105).

Př́ıklad 1.29. Řada

1 +

∞∑

n=1

xn

n!
(1.106)

má poloměr konvergence r = ∞.

Skutečně. Ukázali jsme, že řada konverguje absolutně pro každé x. Tedy podle
bodu II odstavce o mocninných řadách je r = ∞.

1.8 Shrnutı́, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

Hlavńı body, probrané v této kapitola, jsou tyto:

Definice posloupnosti (Definice 1.1), zejména posloupnosti č́ıselné. Pro
aplikace, zejména ve finančńı matematice, jsou d̊uležité aritmetické a
geometrické posloupnosti. Jsou zde uvedeny vzorce pro součet prvńıch
n člen̊u aritmetické a geometrické posloupnosti.

Je zaveden pojem limity posloupnosti (Definice 1.2 a Definice 1.3).

Č́ıselné posloupnosti lze rozdělit do těchto skupin:

posloupnosti





− konvergentńı

− divergentńı





− diverguj́ı k ∞
− diverguj́ı k −∞
− osciluj́ıćı

Je zavedeno Eulerovo č́ıslo e (Věta 1.6) Toto odvozeńı je jen pro Vaši
orientaci. Je nutno vědět, že e je č́ıslo iracionálńı a dá se aproximovat
č́ıslem (1 + 1

n
)n pro dostatečně velké n ∈ N. V daľśıch kapitolách se

ukáže jeho d̊uležitost. Bylo zavedeno již na středńı škole.
Vyšetřuj́ı se vlastnosti posloupnost́ı. Ukazeje se, že posloupnost má
nejvýše jednu limitu. Věta 1.5 pak vypov́ıdá o limitě posloupnost́ı {an±
bn}∞n=1, {anbn}∞n=1, {an

bn
}∞n=1, známe-li lim

n→∞
an a lim

n→∞
bn (Věta 1.5).

Zavád́ı se pojem posloupnost́ı funkćı (Definice 1.7) a jej́ı bodové a stej-
noměrné konvergence (Definice 1.7 a 1.8).
Zavád́ı se pojem č́ıselné řady a jej́ıho součtu. Č́ıselné řady lze rozdělit
do několika skupin
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č́ıselné řady





− konvergentńı

− divergentńı





− diverguj́ıćı k ∞
− diverguj́ıćı k −∞
− osciluj́ıćı

Jsou uvedeny př́ıklady konvergentńıch a divergentńıch řad. Věta 1.11
pojednává o konvergenci řady, jej́ıž členy jsou součty člen̊u konver-
gentńıch řad. Je-li č́ıselná řada konvergentńı, dá se jej́ı součet apro-
ximovat součtem prvńıch n člen̊u řady. Pro určováńı součtu č́ıselných
řad jsou uvedeny věty 1.8, 1.9, 1.11. Zde hraje d̊uležitou roli otázka
volby počtu n člen̊u řady, jejichž součtem se má součet řady aproxi-
movat, aby se dosáhlo požadované přesnosti. Tato problematika neńı
v tomto učebńım textu řešena. Prvńım krokem je tedy zjistit, zda řada
konverguje nebo ne.
V textu se uváděj́ı r̊uzná kriteria, která nám mohou pomoci při vy-
šetřováńı konvergence resp. divergence dané řady. Tato problematika
se řeš́ı pro r̊uzné skupiny řad:

a) Řady s kladnými (zápornými) členy. Jsou uvedena kriteria: Věta
1.12, Věta 1.13, Věta 1.14, Věta 1.15, Věta 1.16, Věta 1.17, Věta
1.18.

b) Řady alternuj́ıćı. Je uvedeno kriterium konvergence: Věta 1.20.
c) Řady jejíıž některé člené jsou kladné a některé členy jsou záporné.

Pro tyto řady je zaveden pojem absolutńı konvergence a ve větě
1.19 je uveden vztah mezi konvergenćı dané řady a jej́ı absolutńı
konvergenćı.

V textu je uveden pojem posloupnosti funkćı na daném intervalu. a
bodové a stejnoměrné konvergence posloupnosti funkćı. Dále je zaveden
pojem řady funkćı a jej́ı bodové konvergence a stejnoměrné konvergence
na daném intervalu.

Úlohy

1. Stroj byl zakoupen za zKč na začátku roku. Na konci každého roku
se odepisuje na opotřebeńı p% ceny z předcházej́ıćıho roku. Jaká bude cena
stroje po n letech? Proved’te výpočet obecně a potom pro z = 1000 000Kč
a p = 10%. [z ·

(
1 − p

100

)n
]

2. Při složeném ročńım úročeńı s ročńı úrokovou mı́rou se na konci každého
roku k uložené částce P na začátku roku připisuje úrok ve výši p% z částky
na začátku roku. Jaká bude tzv. splatná částka S za n let? (Splatná částka
je částka, na kterou vzroste základńı kapitál P za n let.)

[S = P
(
1 + p

100

)n
]

3. Jaká ročńı úroková mı́ra zúroč́ı za 10 let při ročńım složeném úročeńı
vloženou částku na jej́ı dvojnásobek? [7,18%]
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1. Posloupnosti a řady

4. Při tzv. spojitém úročeńı se splatná částka S poč́ıtá vzorcem S = Pejt,
kde P je vložený kapitál, j = p

100
, kde p je ročńı úroková mı́ra v %, t je doba

v roćıch, po ńıž se splatná částka poč́ıtá. Vypoč́ıtejte splatnou částku pro
P = 500 000Kč, dobu 1,5 roku a p = 10%. [S = 580 917,12Kč]

5. Každé reálné č́ıslo a lze v dekadickém zápisu zapsat ve tvaru

a = ±a0,a1a2 . . . an . . . ,

kde a0 je přirozené č́ıslo, ai, i = 1, 2, . . . , je jedna z cifer 0, 1, 2, . . . , 9. Je tedy

a = ± lim
n→∞

(
a0 +

a1

10
+

a2

100
+ · · · + an

10n

)
.

Vyjádřete č́ıslo 2,375 ve tvaru p
q
, kde p, q ∈ N.

[2 375 = 2 + 37
100

+ 0,005(1 + 1
10

+ 1
100

+ . . . ), 2138
900

]

6. Eulerovo č́ıslo e lze definovat vztahem

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

.

Přesným výpočtem se zjist́ı, že e = 2,7182 . . . . Vypoč́ıtejte na kalkulačce
(1 + 1

n
)n pro několik hodnot n = 5, 10, 50 a porovnejte s přesnou hodnotou.

7. Kolik obyvatel bude mı́t město o 10 000 obyvateĺıch za 10 let, jestliže
počet obyvatel každým rokem roste o 1,5%? [11 605]

8. Předpokládejme, že někdo uložil částku odpov́ıdaj́ıćı hodnotě 10Kč.
Úroky se připisuj́ı na konci každého roku, ročńı úroková mı́ra je p = 2%. Před-
pokládejme, že se při př́ıpadných změnách měny převede uspořená částka na
částku ekvivalentńı v nové měně a že se neplat́ı poplatky za vedeńı účtu. Na
jakou částku by vzrostla uložená částka za n = 2000 let?

[S = 10 · 1,022000 ≈ 1,5861 · 1018]

9. Co je to geometrická řada?

10. Necht’ {an}∞n=1 je geometrická řada a necht’ a1 = 2, q = −1
2
. Určete a5

a s5. [a5 = 1
8
, s5 = 11

8
]

11. Vysvětlete pojem nekonečné č́ıselné řady a pojem součet nekonečné
řady.

12. Jak se urč́ı součet geometrické řady?

13. Určete součet řady
∞∑

n=1

2 · (−1
2
)n. [−2

3
]

14. Napǐste harmonickou řadu. Je konvergentńı? Na kalkulačce vypoč́ıtejte
součet několika jejich prvńıch člen̊u.

15. Určete geometrickou posloupnost {an}, v́ıte-li že a2 = −1
3
, a5 = 1

81
.

[{ (−1)n+1

3n−1 }, a1 = 1, q = −1
3
]
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16. Určete limity posloupnost́ı, výpočet zd̊uvodněte.

a) { 1
n+3

} [0]

b) { 1
n!
} [0]

c) {2 + (−1)n

n
} [2]

17. Zjistěte, zda konverguj́ı řady:

a)
∞∑

n=1

(
5
2

)n
[diverguje]

b)
∞∑

n=1

1
n+ 1

3

[diverguje]

c)
∞∑

n=1

(2n)!
(n!)2

· 5−n [konverguje]

18. Rozhodněte o konvergenci, resp. absolutńı konvergenci řad:

a)
∞∑

n=1

(−1)n+1 1
n− 1

2

[konverguje]

b)
∞∑

n=1

(−1)n+1 1
2n [konverguje absolutně]

19. Dokažte, že řady
∞∑

n=1

1
n2 cosnx,

∞∑
n=1

1
n2 sinnx stejnoměrně konverguj́ı na

intervalu (−∞,∞).

20. Dokažte, že řada

x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

má poloměr konvergence r = ∞.
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Funkce – z ákladnı́ pojmy
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2. Funkce – z ákladnı́ pojmy

Cı́l kapitoly

zopakovat si pojem zobrazeńı
zavést pojem křivky a jej́ı tečny
seznámit se s možnostmi grafického znázorněńı geometrických útvar̊u
v En.

Časov á zátěž

5 hodin

Úvod. I když pojem funkce je Vám znám jak z předešlého studia, tak i
z učebńıho textu

”
Matematika A“, nebude jistě na škodu se na tento po-

jem znovu pod́ıvat. Pojem funkce n–proměnných, n ≥ 1, je zaveden jako
zobrazeńı prostoru En do prostoru E1.

V této kapitole jsou uvedeny dva d̊uležité př́ıklady zobrazeńı.

Je pojednáno o zobrazené F (x) prostoru Vn do prostoru Vm definovaném
vztahem

y = Ax, kde x ∈ Vn, y ∈ Vm, A je matice typu (m,n).

Doporučuji, abyste tomuto zobrazeńı věnovali pozornost.

Dále je pojednáno o křivkách v prostoru En, definovaných jako zobrazeńı
prostoru E1 do En. Zavád́ı se pojem tečny křivky v jej́ım bodě.

V této kapitole je též pojednáno o grafickém znázorněńı geometrických útvar̊u
v En.

Zobrazenı́

zobrazeńı
A do B

Pojem zobrazeńı množiny A do množiny B byl zaveden již na gymnázíıch a
byl znovu uveden ve studijńım materiálu

”
Matematika A“. Vzhledem k jeho

zásadńı d̊uležitosti se k osvětleńı tohoto pojmu ještě jednou vrat’me.

Zobrazeńı množiny A do množiny B

Necht’ A, B jsou neprázdné množiny. Pravidlo F , jimž ke každému prvku
x ∈ A je přiřazen právě jeden prvek y ∈ B, nazýváme zobrazeńım
množiny A do množiny B. Označ́ıme-li x proměnnou s oborem A a y
proměnnou s oborem B, ṕı̌seme

y = F (x).

O prvku y přǐrazenému k prvku x ř́ıkáme, že je obrazem prvku x, a o prvku
x ř́ıkáme, že je vzorem prvku y.

Množinu A (to jest množinu prvk̊u, k nimž v zobrazeńı F přǐrazujeme prvky

58



z B), nazýváme definičńım oborem nebo též neodvislým oborem zobrazeńı F .
Znač́ıme jej často DF , resp. D(F ) a množinu B nazýváme odvislým oborem
zobrazeńı F .

Podmnožinu množiny B, která obsahuje všechny ty prvky y ∈ B, které jsou
v zobrazeńı F přǐrazeny k prvk̊um x z množin A, nazýváme oborem zobrazeńı
F . Znač́ıme ji H(F ), resp. HF .

Jestliže HF ⊆ B, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A
do B.

Jestliže HF = B, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A
na B.

Jestliže B ⊆ A, potom ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım množiny A do

sebe.

Jestliže HF = A, ř́ıkáme, že zobrazeńı F je zobrazeńım na sebe.

Proměnnou s oborem hodnot A nazýváme neodvisle proměnnou a proměnnou
s oborem hodnot B nazýváme závisle proměnnou. V této definici jsme použili
symbol x pro neodvisle proměnnou a symbol y pro odvisle proměnnou.

Na obrázku 2.1 je znázorněno zobrazeńı F množiny A do množiny B, rovněž
je znázorněn obor zobrazeńı F , to jest množina H(F ). Je zde znázorněn též
prvek u ∈ B, který nepatř́ı do H(F ). Neńı tedy obrazem žádného prvku
x ∈ A.

A BH(F )

x
y

u

F

Obrázek 2.1: Zobrazeńı A do B

Zaved’me si několik pojmů, souvisej́ıćıch se zobrazeńım.

Zobrazeńı
prosté

Zobrazeńı prosté. Necht’ F je zobrazeńı množiny A do množiny B.
Toto zobrazeńı nazýváme prostým, jestliže má tuto vlastnost: Jestliže
x, y ∈ A a x 6= y, potom F (x) 6= F (y).

Př́ıklad 2.1. Necht’ A = {a, b, c} a B = {α, β, γ}. Zobrazeńı F dané násle-
duj́ıćı tabulkou je prostým zobrazeńım A na B.

x a b c
y α β γ
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2. Funkce – z ákladnı́ pojmy

Inverzńı
zobrazeńı

Inverzńı zobrazeńı. Necht’ F je prosté zobrazeńı množiny A na
množinu B. Potom existuje zobrazeńı, nazveme je inverzńım zobra-
zeńım množiny B na množinu A a označ́ıme je F−1, kterým ke každému
y ∈ B přǐrad́ıme ten prvek x ∈ A, pro nějž plat́ı F (x) = y.
(Viz obr. 2.2)

A

B

x

yF

F−1

Obrázek 2.2: Inverzńı zobrazeńı

Označeńı. Symbolem F−1 jsme označili inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı F ,
nejedná se o umocněńı funkce F na č́ıslo (−1).

Tyto pojmy si ozřejmı́me na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad zobrazeńı Vn do Vm. Necht’ m,n ∈ N, m ≥ n a necht’ Vm,Vn jsou
aritmetické vektorové prostory. Necht’ A je matice typu (m,n). Ke každému
vektoru x ∈ Vn přǐrad’me vektor y ∈ Vm vztahem

y = A · x. (2.1)

Poněvadž ke každému vektoru x ∈ Vn je vztahem (2.1) přǐrazen právě jeden
vektor y ∈ Vn, jde o zobrazeńı Vn do Vm. Označ́ıme je F (x). Tedy

F (x) = A · x (2.2)

je zobrazeńı Vn do Vm.

Pod́ıvejme se bĺıže na toto zobrazeńı.

1. Vyšetřeme HF . Necht’ tedy x ∈ Vn. Označme

F (x) = y, tj. A · x = y, takže y ∈ HF .

a) Označme L vektorový podprostor prostoru Vm, generovaný sloupci matice A.

Rozepsáńım systému rovnic A · x = y dostáváme

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = y1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = y2

...
...

...
...

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = ym .

(2.3)

Odtud dostáváme



a11

a21

...
am1


x1 +




a12

a22

...
am2


x2 + · · · +




a1n

a2n

...
amn


xn =




y1

y2

...
ym


 . (2.4)
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Označme ia =




a1i

a2i

...
ami


, i = 1, 2, . . . , n. Vztah (2.4) pak lze zapsat jako

x1
1a + x2

2a + · · · + xn
na = y.

Vektor y je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A. Je tedy y ∈ L, takže HF ⊆
L.

b) Necht’ y ∈ L. Ukažme, že existuje vektor x ∈ Vn tak, že

A · x = y. (2.5)

Poněvadž řádková hodnost matice je rovna jej́ı sloupcové hodnosti a vektor
y je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice A, je

h(A) = h(A|y),

takže rovnice (2.5) má podle Frobeniovy věty řešeńı. Existuje tedy skutečně
x ∈ Vn tak, že A · x = y. Je tedy HF = L.

2. Vyšetřeme, kdy F je prosté zobrazeńı Vn na HF . Necht’ 1x, 2x jsou takové
dva vektory z Vn, že

F (1x) = F (2x), tj. A · 1x = A · 2x. (2.6)

Položme

u = 1x − 2x. (2.7)

Z (2.6) vyplývá, že

A · u = 0. (2.8)

Uvažujme dva př́ıpady.

a) Necht’ hodnost h(A) = n. Matice (A|0) má pak též hodnost n. Podle Frobe-
niovy věty má systém (2.8) obecné řešeńı závislé na n−n (= 0) parametrech.
Tedy systém (2.8) má právě jedno řešeńı u, kde u = 0. Ze vztahu (2.7)
vyplývá, že pak 1x = 2x. Má-li tedy matice A hodnost n, je F prosté zobra-

zeńı vektorového prostoru Vn na HF = L. Existuje tedy inverzńı zobrazeńı
F−1 prostoru HF = L na prostor Vn. Jestliže nav́ıc m = n, lze toto inverzńı
zobrazeńı vyjádřit jako

F−1(y) = A−1 · y,

kde A−1 je matice inverzńı k matici A.

b) Necht’ hodnost h(A) < n. V tomto př́ıpadě má systém rovnic A ·u = 0 řešeńı
závislé na n − h(A) parametrech. Jestliže 1x je libovolný vektor z Vn a u

je libovolný nenulový vektor z Vn pro nějž je A · u = 0, potom A · 1x =
A · (1x + u), to jest F (1x) = F (1x + u). Tedy zobrazeńı F neńı v tomto
př́ıpadě prosté.

3. Řešitelnost systému lineárńıch rovnic A ·x = b. Necht’ b ∈ Vm. Potom systém
rovnic

A · x = b (2.9)

má řešeńı právě tehdy, když b ∈ L.

a) Jestliže b ∈ L, má systém rovnic (2.9) řešeńı závislé na n−h(A) parametrech.
b) Jestliže b 6∈ L, nemá systém (2.9) řešeńı. Situaci v tomto př́ıpadě znázorněme

na následuj́ıćım obrázku 2.3.
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2. Funkce – z ákladnı́ pojmy

x
F (x)

F

Vn

Vm

x0

Ax0

b

HF = L

Obrázek 2.3: Ilustrace k př́ıkladu.

Pojem řešeńı systému rovnic (2.9) si můžeme pro tento př́ıpad rozš́ı̌rit následovně.
Za zobecněné řešeńı budeme považovat ten vektor x ∈ Vn, jehož obraz A · x je

”
nejbĺıže“ k vektoru b. Přesněji řečeno, za zobecněné řešeńı systému rovnic A·x = b

rozumı́me ten vektor x0, pro nějž je

‖A · x0 − b‖ = min
x∈Vn

‖A · x − b‖. (2.10)

Použijeme-li ve V n Euklidovskou vektorovou normu, dostáváme stejné řešeńı jako
jsme obdrželi metodou nejmenš́ıch čtverc̊u, popsanou v učebńım textu

”
Matematika

A“. Lze ukázat, že v př́ıpadě, že matice A má hodnost n, vyhovuje vztahu (2.10)
právě jeden vektor x0. V př́ıpadě, že matice A má hodnost menš́ı než n, vyhovuje
(2.10) v́ıce vektor̊u, tedy systém rovnic (2.9) má v́ıce zobecněných řešeńı.

úsečka Úsečka – zobrazeńı 〈0, 1〉 ⊂ E1 do En.

Necht’ nyńı A = [a1, a2, . . . , an], B = [b1, b2, . . . , bn] jsou dva r̊uzné body
n-rozměrného prostoru En. Označme s = (s1, s2, . . . , sn) vektor, kde

si = bi − ai, i = 1, 2, . . . , n.

Úsečkou AB budeme rozumět množinu všech bod̊u X = [x1, x2, . . . , xn], kde

xi = ai + si · t, t ∈ 〈0, 1〉.

Těmito rovnicemi je definováno zobrazeńı 〈0, 1〉 ⊂ E1 do En. Zavedeme-li
uspořádáńı bod̊u této úsečky tak, že pro t1, t2 ∈ 〈0, 1〉,
t1 < t2, je bod 1X , odpov́ıdaj́ıćı parametru t1, před bodem 2X , odpov́ıdaj́ıćım
parametru t2, nazveme tuto úsečku orientovanou souhlasně s parametrickým
vyjádřeńım a označ́ıme ji

−→
AB. Bod A nazveme jej́ım prvńım a B posledńım

bodem. Podobně se zavád́ı opačná orientace úsečky k jej́ımu parametrickému
vyjádřeńı. Vektor s nazýváme směrovým vektorem úsečky AB.

př́ımka Př́ımka – zobrazeńı E1 do En.

Př́ımkou v tomto n-rozměrném prostoru, danou body A = [a1, a2, . . . , an],
B = [b1, b2, . . . , bn], nazveme množinu bod̊u X = [x1, x2, . . . , xn], kde

xi = ai + (bi − ai)t, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ (−∞,∞)

Obecně množina bod̊u X = [x1, x2, . . . , xn],

xi = ai + si · t, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ (−∞,∞) (2.11)
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kde A = [a1, a2, . . . , an] je bod, s = (s1, s2, . . . , sn) 6= 0 je vektor, zvaný
směrový, je př́ımka jdoućı bodem A se směrem s.

Rovnicemi (2.11) je realizované zobrazeńı I ⊆ E1 do En.

ǩrivkaSpojitá křivka – zobrazeńı 〈a, b〉 do En.

Necht’ n ∈ N, xi = ϕi(t), i = 1, 2, . . . , n, jsou spojité funkce na intervalu
I ⊆ E1. Potom množinu bod̊u

[ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)], t ∈ I ⊆ E1

nazýváme spojitou křivkou v prostoru En.

Rovnicemi
xi = ϕi(t), t ∈ I ⊆ E1,

je realizované zobrazeńı I ⊆ E1 do En.

Př́ıklad 2.2. Necht’ n = 2, r ∈ R, r > 0. Potom rovnicemi

x1 = r cos t, x2 = r sin t, t ∈ 〈0, 2π) (2.12)

je určena spojitá křivka v prostoru E2. Jestliže z rovnic (2.12) vylouč́ıme
parametr t (např. sečteńım jejich kvadrát̊u), dostáváme rovnici

x2
1 + x2

2 = r2.

Je tedy rovnicemi (2.12) určena kružnice se středem v bodě [0, 0] o po-
loměru r.

Př́ıklad 2.3. Zvolme a, b ∈ R, a > 0, b > 0. Pro tato č́ısla a, b je rovnicemi

x1 = a cos t, x2 = a sin t, x3 = bt, kde t ∈ 〈0, 2π〉. (2.13)

dána křivka v E3.

Speciálńım př́ıpadem zobrazeńı je funkce n–proměnných.

Funkce n–prom ěnných

zavedeńı pojmu
funkce
n–proměnných

Necht’ n ∈ N , A ⊆ En, B ⊆ E1. Pravidlo f , jimž ke každému bodu
X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ A přǐrad́ıme právě jedno č́ıslo y ∈ B, nazýváme
funkćı n–proměnných. Ṕı̌seme

y = f(X), resp. y = f(x1, x2, . . . , xn).

Množinu A nazýváme definičńım oborem funkce f , znač́ıme jej též Df

nebo D(f). Bod X nazýváme neodvisle proměnnou funkce f , resp.
x1, x2, . . . , xn nazýváme neodvisle proměnnými. Č́ıslo y = f(X) ∈ B
nazýváme hodnotou funkce f v bodě X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ A. Množinu
těch č́ısel y ∈ B, která jsou přǐrazena alespoň k jednomu bodu X ∈ A,
nazýváme oborem hodnot funkce f a znač́ıme Hf , resp. H(f). Zřejmě
Hf ⊆ B.
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2. Funkce – z ákladnı́ pojmy

V zápisu y = f(X) nazýváme též X argumentem funkce f .
Je-li funkce f(X) zadaná výrazem bez uvedeńı jej́ıho definičńıho oboru,
rozumı́ se j́ım množina A všech těch bod̊u X , pro něž má výraz význam.
Množinu všech bod̊u [x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn)], kde [x1, . . . , xn] ∈ En,
nazýváme grafem funkce f .
Pro n = 1 nazýváme funkci y = f(x), x ∈ A ⊆ E1 reálnou funkćı jedné
proměnné.

Př́ıklad 2.4. Při rovnoměrném pohybu při konstantńı rychlosti v ujede
auto za dobu t dráhu s = vt. Z povahy úlohy vyplývá, že t ∈ 〈0,∞〉. Je tedy
s = vt funkce jedné neodvisle proměnné t s definičńım oborem 〈0,∞).

Př́ıklad 2.5. Obvod O obdélńıka o stranách a, b se urč́ı podle vztahu O =
2(a+b). Je tedy O = 2(a+b) funkćı bodu [a, b], resp. funkćı dvou proměnných
a, b. Z povahy úlohy vyplývá, že definičńım oborem je A = {[a, b] : a ≥ 0, b ≥
0}.
Uved’me si několik daľśıch př́ıklad̊u

Př́ıklad 2.6. Funkce

y =
sin(x2

1 + x2
2 + 1)

x2
1 + x2

2

je definovaná na množině A = E2 − {[0, 0]}.
Př́ıklad 2.7. Funkce

y =
ln(x1 + 2x2 − 3)

x1 − 3x2

je definovaná na množině A všech bod̊u [x1, x2], pro něž plat́ı

x1 + 2x2 − 3 > 0 ∧ x1 − 3x2 6= 0. (2.14)

Poznámka 1. Neodvisle proměnná funkce f se často označuje symbolem X ,
resp. (x1, . . . , xn) a odvisle proměnná symbolem y. Např. y = f(X), X ∈ A,
y ∈ B. Pro tutéž funkci můžeme použ́ıt jiné označeńı, např. u = f(t), t ∈ A,
u ∈ B. Tedy např. zápisy y = sin(x), x ∈ (−∞,∞); y = sin(t), t ∈ (−∞,∞)
vyjadřuj́ı tutéž funkci. Podobně u = sin(x1 + 2x2), [x1, x2] ∈ A vyjadřuje
tutéž funkci jako u = sin(x+ 2t), [x, t] ∈ A.

Poznámka 2. U některých funkćı je zvykem nedávat argument do závorky,
pokud nemůže doj́ıt k omylu. Např. ṕı̌seme

y = sin x mı́sto y = sin(x),
y = log x mı́sto y = log(x).

Avšak v zápisu y = sin(2x + 3) nesmı́me závorky vynechat.

Poznámka 3. Mı́sto funkce y = (f(x))n lze psát y = fn(x). Zde n je
exponent. Nedáváme jej do závorky. Zápis f (n)(x) se použ́ıvá pro n–tou deri-
vaci funkce f(x), jak bude uvedeno později. Symbol f−1(x) je použ́ıván pro
označeńı inverzńı funkce k funkci f(x).
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Poznámka 4. Upozorňuji na chybu, které se někdy studenti dopouštěj́ı.
Např́ıklad mı́sto sin(x2 + x+ 1) ṕı̌śı chybně

 
 
 
 
 
 
  

sin ·(x2 + x+ 1)! Upozorňuji, že
x2 + x + 1 je argumentem funkce sinus.

K lepš́ımu pochopeńı některých matematických pojmů a při řešeńı úloh nám
často pomůže grafické znázorněńı (pokud je to možné) geometrických útvar̊u
v př́ıslušném prostoru.

Grafick é znázorn ěnı́ geometrických útvarů v prostoru En

Prostor E1. Body v E1 znázorňujeme na č́ıselné ose. Neńı nutno dělat rozd́ıl
mezi bodem na č́ıselné ose a č́ıslem, které je tomuto bodu přǐrazeno.

znázorněńı
geometrických
útvar̊u v E2

Prostor E2. V rovině zvolme dvě č́ıselné osy se stejným nulovým bodem,
které lež́ı na dvou r̊uznoběžkách. Č́ıselné osy označme x1 a x2, společný nu-
lový bod nazveme počátkem souřadného systému a označ́ıme 0. Necht’ A je
libovolný bod této roviny. Ved’me j́ım rovnoběžku p s osou x2 a rovnoběžku q
s osou x1. Př́ımka p protne osu x1 v bodě a1 a př́ımka q protne osu x2 v bodě
a2. Bodu A přǐrad́ıme pak uspořádanou dvojici reálných č́ısel [a1, a2]. Nebu-
deme dělat rozd́ıl mezi bodem A a touto uspořádanou dvojićı [a1, a2]. Č́ıslo
a1 budeme nazývat prvńı a č́ıslo a2 budeme nazývat druhou souřadnićı bodu
A v souřadném systému 0x1x2. Jsou-li osy x1, x2 navzájem kolmé, mluv́ıme
o pravoúhlém souřadném systému. Maj́ı-li souřadné osy x1, x2 nav́ıc stejné
měř́ıtko, souřadný systém nazýváme kartézským souřadným systémem. Na
obr. 2.4 je znázorněn kartézský souřadný systém a v něm bod A[a1, a2].

x1

x2

a1

a2

0

q

p

A

Obrázek 2.4: Bod A[a1, a2] v kartézském souřadném systému.

Na obr. 2.5 je šedě vyznačen definičńı obor funkce

y =
ln(x1 + 2x2 − 3)

x1 − 3x2

z př́ıkladu 2.7. Definičńım oborem je množina bod̊u [x1, x2], která vyhovuj́ı
(2.14). Body na př́ımkách x1 + 2x2 − 3 = 0, x1 = 3x2 nepatř́ı do definičńıho
oboru.

Jiným př́ıkladem je znázorněńı graf̊u funkćı jedné proměnné. Tak na obr. 2.6
je znázorněn graf funkce

f(x) =

{
−x, pro x ∈ (−∞, 0〉,
x2, pro x ∈ (0,∞).
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2. Funkce – z ákladnı́ pojmy

3
2

1

1 3
x1

x2

x1
= 3x2

x
1 + 2x

2 − 3 = 0

Obrázek 2.5: Ilustrace definičńıho oboru funkce y = ln(x1+2x2−3)
x1−3x2

.

0 x

y

y = f(x)

Obrázek 2.6: Graf funkce jedné proměnné.

Některé funkce, jako jsou např.

f(x) =

{
1, x je racionálńı,

−1, x je iracionálńı,

nemůžeme dobře graficky znázornit. Grafické znázorněńı bod̊u neumožňuje
totiž rozlǐsit body [x1, 1], [x2,−1] pro x1 racionálńı a x2 iracionálńı.

znázorněńı
geometrických
útvar̊u v E3

Prostor E3. Zvolme tři č́ıselné osy se stejným nulovým bodem, které nelež́ı
v jedné rovině. Označme je x1, x2, x3. Společný nulový bod označ́ıme 0 a
nazveme počátkem souřadného systému. Necht’ A je libovolný bod v prostoru.
Ved’me j́ım rovinu α určenou osami x2, x3, rovinu β určenou osami x1, x3

a rovinu γ určenou osami x1, x2. Necht’ rovina α protne č́ıselnou osu x1

v bodě a1, necht’ rovina β protne č́ıselnou osu x2 v bodě a2 a necht’ rovina
γ protne osu x3 v bodě a3. Bodu A přǐrad́ıme uspořádanou trojici [a1, a2, a3]
reálných č́ısel. Nebudeme dělat rozd́ıl mezi bodem A a touto uspořádanou
trojićı. Č́ıslo a1 nazýváme prvńı souřadnićı bodu A, č́ıslo a2 budeme nazývat
druhou souřadnićı bodu A a č́ıslo a3 budeme nazývat třet́ı souřadnićı bodu
A. Jestliže osy x1, x2, x3 jsou navzájem ortogonálńı, mluv́ıme o pravoúhlém
souřadném systému. Maj́ı-li souřadné osy x1, x2, x3 stejná měř́ıtka, mluv́ıme
o kartézském souřadném systému. Chceme-li znázornit geometrické útvary
v rovině (na paṕı̌re), muśıme použ́ıt nějakou projekci. Ukažme tyto možnosti.

a) V rovině sestroj́ıme kartézský souřadný systém s počátkem 0 a souřadný-
mi osami x1, x2. Jestliže A je bod v E3 o souřadnićıch [a1, a2, a3], vyznač́ıme
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v rovině bod A1[a1, a2] (resp. označme opět A) a k němu přiṕı̌seme souřadnici
a3. Č́ıslo a3 budeme nazývat kótou bodu A.

x1

x2

A1(a3)

vrstevniceChceme-li např. si udělat představu o funkci x3 = x2
1+x

2
2, můžeme postupovat

takto. Zvoĺıme kartézský souřadný systém v rovině. Jeho osy označ́ıme x1,
x2. Zvolme c. Je-li c > 0, protne rovina x3 = c plochu x3 = x2

1 +x2
2 v kružnici

x2
1 + x2

2 = (
√
c)

2
. Nazveme ji vrstevnićı. V rovině x1, x2 vykresĺıme tuto

kružnici a k ńı přiṕı̌seme č́ıslo
√
c, tj. kótu všech bod̊u kružnice na ploše.

Pro c = 0 obdrž́ıme bod [0, 0, 0]. Vykresleńım několika vrstevnic si uděláme
náhled na vyšetřovanou plochu x3 = x2

1 + x2
2. Viz obr. 2.7

0

1
2

1

2

x1

x2

c = 1
4

c = 1

c = 4

Obrázek 2.7: Vrstevnice plochy x3 = x2
1 + x2

2.

Analogický zp̊usobem se znázorňuj́ı vrstevnice jiné plochy. Pro
”
slušné“ funk-

ce je vrstevnićı křivka, jak ji intuitivně chápeme. Vykresleńı pr̊umětu těchto
křivek u složitěǰśıch ploch se provád́ı užit́ım poč́ıtače, na němž je instalovaný
k tomu určený software. Na obr. 2.8 je grafické znázorněńı vrstevnic plochy
užit́ım programového systému Matlab. Pokuste se představit si znázorněnou
plochu!

projekce E3

do E2

b) Vykresĺıme (viz. obr. 2.9) navzájem kolmé souřadné osy x2, x3. Dále vy-
kresĺıme souřadnou osu x1, která sv́ırá s osou x2 zvolený úhel ω. Dále zvoĺıme
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Obrázek 2.8: Vrstevnice plochy.

č́ıslo 0 < k < 1, tzv. faktor zkráceńı. Potom bod A[a1, a2, a3] znázorńıme jako
bod Ak dle obr. 2.9. Bod A jsme vykreslili v tzv. šikmém promı́táńı (jak jsme
byli zvykĺı znázorňovat geometrické útvary na gymnázíıch).

ω

Ak

a3

a2

x1

x2

x3



ka

1

ω

Obrázek 2.9: Šikmé promı́táńı.

Př́ıkladem je obr. 2.10, na němž je znázorněna funkce x3 = 5x2
1(x

2
1−2)+x2

2+5.
Pro větš́ı čitelnost jsou na ploše vykresleny křyvky, které jsou pr̊usečnicemi
plochy s rovinami x1 = konst., a vykresleny křivky, které jsou pr̊usečnicemi
plochy s rovinami x2 = konst.. K vykresleńı byl použit programový systém
Mathematica.
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Obrázek 2.10: Graf funkce a vrstevnice funkce f(x, y) = 5x2
1(x

2
1 −2)+x2

2 +5.
Rozd́ıl kót dvou sousedńıch vrstevnic je 3. Vrstevnice maj́ı kóty 3 ÷ 60.

Na obr. 2.11 je znázorněna křivka

x1 = a cos t, x2 = a sin t, x3 = bt, t ∈ 〈0, 2π〉.

Pr̊umětem této křivky do roviny (x1, x2) je kružnice c1 o rovnici x2
1 +x2

2 = a2.
Křivka určená rovnićı (2.13) lež́ı na válcové ploše s povrchovými př́ımkami
rovnoběžnými se souřadnou osou x3.

x1

x2

x3

c1

[a, 0, 0]0

Obrázek 2.11: Křivka x1 = a cos t, x2 = a sin t, x3 = bt, t ∈ 〈0, 2π〉 v pro-
storu V3.

Prostor En, n > 3. Geometrické útvary v prostorech En, n > 3, si nemůžeme
smyslově představit. V konkrétńıch př́ıpadech je možno postupovat např.
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2. Funkce – z ákladnı́ pojmy

takto: Je-li z = f(X), X ∈ E4, je možné provést znázorněńı ploch
z = f(x1, x2, x3, c), kde c ∈ R jsou zvolená č́ısla.

2.1 Shrnutı́, úlohy

V kapitole jsme si zopakovali pojem zobrazeńı množiny A do B. Jako zvláštńı
př́ıpad jsme pojednali o zobrazeńı y = Ax, kde A je matice typu (m,n),
x ∈ Vn, y ∈ Vm. O tomto zobrazeńı bude pojednáno ještě jednou v kapi-
tole 8. V této kapitole je zaveden též pojem křivky v prostoru En. Hlavńım
tématem je pojednáńı o grafickém znázorněńı geometrických útvar̊u v En.

Úlohy

1. Nakreslete vrstevnice plochy z = x2 − y2 s kótami 1, 2, 3,−1,−2,−3.

2. Nakreslete vrstevnice plochy z = x2+y2

x+y
pro kóty 1, 2, 3.

3. Určete definičńı obory funkćı

a) z =

√
x2+y2−4

y−x

[Df = {[x, y] : x2 + y2 − 4 ≥ 0 ∧ y − x 6= 0}. Označme k kružnici se
středem v bodě [0, 0] o poloměru 2, p př́ımku y = x. Df je množina
těch bod̊u lež́ıćıch vně k a na k, která nelež́ı na př́ımce p.]

b) z = log(x−y)
x+y

[Df = {[x, y] : x− y > 0∧ x+ y 6= 0}. Df je množina těch bod̊u [x, y],
které lež́ı pod př́ımkou y = x a nelež́ı na př́ımce y = −x.]

a graficky je znázorněte.
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v dan ém bod ě

Limita a spojitost funkce vytvo řené pomocı́
dvou funkcı́

Shrnutı́, úlohy

Limita a spojitost funkce
jedn é prom ěnné
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

Cı́l kapitoly

Seznámit se s pojmem limity funkce v daném bodě a s pojmem spoji-
tosti funkce f(x) v daném bodě a pomoćı limity funkce v bodě a.
Seznámit se s výpočtem limity a spojitosti v daném bodě součtu, rozd́ı-
lu, součinu a pod́ılu dvou funkćı.
Určit spojitost složené funkce na základě spojitosti jej́ı vnitřńı a vněǰśı
složky.
Seznámit se s výpočtem limity složené funkce v daném bodě.

Časov á zátěž

8 hodin

Úvod. V této kapitole se zaměř́ıme na zavedeńı pojmu limity reálné funkce
f(x) jedné proměnné v daném bodě. Pojem limity funkce f(x) v daném
bodě pak použijeme k zavedeńı pojmu spojitosti funkce f(x) v daném bodě.
S pojmem spojitosti funkce f(x) v daném bodě jste se setkali již na středńı
škole. Jeho zavedeńı zp̊usobem nezávislým na pojmu limity funkce v daném
bodě byl zopakován v učebńım textu

”
Matematika A“.

V této kapitole budeme tam, kde nemůže doj́ıt k omylu, použ́ıvat pojem
funkce mı́sto reálná funkce reálné proměnné.

Pojem limity je d̊uležitým pojmem, který je základńım pojmem např. pro
zavedeńı pojmu

”
derivace funkce“ a určitého integrálu z dané funkce. Před

jeho vlastńım zavedeńım si zopakujeme pojem okoĺı bodu a ∈ R
∗ a rozš́ı̌reńı

operaćı
”
+, −, ·, :“ na R

∗. Pojmu
”
limita“ je nutno dobře porozumět. (Po-

rozuměńı neńı totéž jako odř́ıkáńı definićı a vět!)

množina R∗

a operace v ńı

Připomeňme si některé pojmy, které jsme již uvedli v textu
”
Matematika A“.

Označili jsme R
∗ množinu R

∗ = R∪{−∞,∞}. Symbolem −∞,∞ jsme
nazvali nevlastńımi č́ısly. Prvky množiny R

∗ nazýváme většinou prostě
č́ısla, resp. body. V textu

”
Matematika A“ jsme rozš́ı̌rili aritmetické

operace
”
+,−, ·, :“ pro reálná č́ısla i na některé př́ıpady, v nichž jeden

nebo oba operandy jsou symboly +∞, resp. −∞. Pro a ∈ R jsme de-
finovali: a + ∞ = ∞, ∞ + a = ∞, ∞ + ∞ = ∞, a − ∞ = −∞,
−∞+a = −∞, −∞−∞ = −∞, a

±∞ = 0, ∞·∞ = ∞, ∞·(−∞) = −∞,
−∞ · (−∞) = ∞, −∞ ·∞ = −∞, a · ∞ = ∞ pro a > 0, a · ∞ = −∞
pro a < 0, a · (−∞) = −∞ pro a > 0, a · (−∞) = ∞ pro a < 0. Některé
operace, jako ∞−∞, ±∞

±∞ , ±∞
0

nejsou definovány.

Dále jsme zavedli pojem okoĺı každého bodu a ∈ R
∗ takto:
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okoĺı bodu
a ∈ R∗

Necht’ a ∈ R, potom pro každé δ > 0 nazýváme interval (a − δ, a + δ)
okoĺım bodu a a znač́ıme jej Uδ(a). Podobně, interval (a−δ, a〉 (〈a, a+δ))
nazýváme levým (pravým) okoĺım bodu a a znač́ıme jej U−

δ (a) (U+
δ (a)).

Necht’ a = ∞ (a = −∞). Potom pro každé δ nazýváme interval (δ,∞)
((−∞, δ)) δ–okoĺım bodu ∞ (−∞) a znač́ıme jej Uδ(∞) (Uδ(−∞)).

Množinu U+
δ (a) − {a} (U−

δ (a) − {a}) nazýváme pravým (levým) ryźım
okoĺım bodu a. Podobně Uδ(a)−{a} nazýváme ryźım δ–okoĺım bodu a.

3.1 Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné v dan ém
bod ě

V učebńım textu
”
Matematika A“ jsme zavedli pojem spojitosti funkce f(x)

v bodě a ∈ R zleva (zprava) a pojem spojitosti funkce f(x) v bodě a. Do-
poručuji, abyste si tyto pojmy zopakovali před daľśım studiem tohoto textu.

Úvodnı́ pozn ámky k zavedenı́ pojmu ” limita re áln é funkce jedn é
prom ěnné“

intuitivńı
zavedeńı pojmu
limity funkce
v bodě

Začněme s funkćı

f(x) =
sin x

x
.

Tato funkce neńı definovaná v bodě x = 0. Uved’me si hodnoty této funkce
v několika bodech:

x ±1,5 ±1 ±0,5
f(x) 0,664996 . . . 0,841470 . . . 0,958851 . . .

x ±0,1 ±0,01 ±0,001
f(x) 0,998334 . . . 0,999983 . . . 0,999999 . . .

Uvedený výpočet nás vede k domněnce, že č́ım x je
”
bĺıže“ k č́ıslu 0, t́ım je

f(x)
”
bĺıže“ k č́ıslu 1. Slovo

”
bĺıže“ budeme precizovat takto: K libovolnému

ε > 0 lze určit č́ıslo δ > 0 tak, že pro x ∈ Uδ(0), x 6= 0, je sin x
x

∈ Uε(1), to
jest pro x ∈ (−δ, δ), x 6= 0, je 1 − ε < sin x

x
< 1 + ε. Důkaz pravdivosti této

domněnky nebudeme ted’ provádět. Poněvadž tato domněnka je pravdivá,
budeme ř́ıkat, že funkce sinx

x
má v bodě 0 limitu rovnu 1 a budeme psát

lim
x→0

sin x

x
= 1.

V daľśım pojednáńı si uvedeme definici limity funkce f(x) dvěma r̊uznými
zp̊usoby. Druhý zp̊usob je založen na pojmu limity posloupnosti. Dř́ıve, než
přikroč́ıme k exaktńımu zavedeńı pojmu

”
limita funkce f(x)“ v daném bodě

a ∈ R
∗, zavedeme si tento pojem na základě neupřesněných pojm̊u. Doufám,

že to pomůže k pochopeńı tohoto pojmu. Pojem limity funkce je základńım
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

pojmem, jemuž je nutno dobře porozumět. Toto porozuměńı je d̊uležitěǰśı než
naučeńı se přesnému zněńı definic a vět, které dávaj́ı návod k jejich výpočtu.

Rčeńı
”
limita funkce f(x) v bodě a ∈ R

∗ je rovna α ∈ R
∗“, které symbolicky

zapisujeme jako
lim
x→a

f(x) = α,

znamená, nepřesně řečeno, toto: Č́ıslo α lze aproximovat hodnotou funkce f
se zvolenou přesnost́ı v kterémkoliv bodě x lež́ıćım dostatečně bĺızko k č́ıslu
a, x 6= a. Jinak řečeno: jestliže

”
x se bĺıž́ı k a“, potom

”
f(x) se bĺıž́ı k α“.

Např́ıklad:

a)

lim
x→2

x+ 2

x2 + 1
=

4

5

znamená, že pro x 6= 2, která se málo lǐśı od 2, je x+1
x2+1

definováno a
x+1
x2+1

se málo lǐśı od 4
5

= 0,8. (Např. pro x = 2,01 dostáváme
(
x + 2

x2 + 1

)

x=2,01

= 0,795619 . . .

a pro x = 2,001 dostáváme
(
x+ 2

x2 + 1

)

x=2,001

= 0,7995602 . . . .

b)

lim
x→∞

2x2 + x+ 1

x2 − 1
= 2

znamená, že pro
”
hodně velké x“ je 2x2+x+1

x2−1
definováno a lǐśı se málo

od 2. Např pro x = 100 je
(

2x2 + x+ 1

x2 − 1

)

x=100

= 2,010301 . . .

a pro x = 1000 je
(

2x2 + x+ 1

x2 − 1

)

x=1000

= 2,002003 . . . .

c)

lim
x→−4

x2 − 16

x + 4
= −8

znamená, že pro
”
všechna x dostatečně bĺızká k č́ıslu −4“, ale r̊uzná

od −4, je x2−16
x+4

definováno a x2−16
x+4

je
”
bĺızko k č́ıslu −8“. Např. pro

x = −4,01 je (
x2 − 16

x + 4

)

x=−4,01

= −8,01

a pro x = −3,99 je
(
x2 − 16

x + 4

)

x=−3,99

= −7,99 .

74



d)

lim
x→0

1

x2
= ∞

znamená, že když
”
x se bĺıž́ı k 0“ a je x 6= 0, pak

”
1
x2 roste nade všechny

meze“. Např́ıklad pro x = 10−2 je

(
1

x2

)

x=10−2

= 104

a pro x = 10−3 je (
1

x2

)

x=10−3

= 106 .

Rčeńı
”
limita zprava (zleva) funkce f(x) v bodě a ∈ R

∗ je rovna α ∈ R
∗“,

které symbolicky zapisujeme jako

lim
x→a+

f(x) = α

(
lim

x→a−

f(x) = α

)

znamená toto: Hodnota funkce f(x) aproximuje č́ıslo α se zvolenou přesnost́ı
ve všech č́ıslech x, x > a (x < a) dostatečně bĺızkých k č́ıslu a. Jinak řečeno:
Jestliže

”
x se bĺıž́ı k a“ a přitom je stále x > a (x < a), potom

”
f(x) se bĺıž́ı

k č́ıslu α“.

Osvětlete si tyto zápisy

a) lim
x→0+

ln x = −∞
b) lim

x→2+

3x
x−2

= ∞
c) lim

x→2−

3x
x−2

= −∞

a nakreslete grafy funkćı, jejichž limity v př́ıslušných bodech jsou uvedeny.

Limita funkce jedn é prom ěnné

Po úvodńıch slovech k zavedeńı pojmu limity uved’me si jej́ı přesné zavedeńı.

limita funkce
v boděDefinice 3.1. (Limita funkce jedné proměnné)

Necht’ y = f(x) je reálná funkce reálné proměnné x.
Necht’ a ∈ R

∗. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a limitu
α ∈ R

∗ a ṕı̌seme
lim
x→a

f(x) = α,

jestliže ke každému ε–okoĺı bodu α existuje δ–okoĺı bodu a

tak, že
1. funkce f(x) je definovaná v Uδ(a) − {a}
2. pro všechna x ∈ Uδ(a) − {a} plat́ı f(x) ∈ Uε(α).
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

V bodech a ∈ R zavád́ıme i limitu zprava a limitu zleva
funkce f(x) takto:
Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a ∈ R limitu zprava
(zleva) rovnu č́ıslu α ∈ R

∗ a ṕı̌seme

lim
x→a+

f(x) = α

(
lim

x→a−

f(x) = α

)
,

jestliže ke každému ε–okoĺı bodu α ∈ R
∗ existuje pravé

(levé) δ–okoĺı bodu a tak, že
1. funkce f(x) je definována v U+

δ (a)−{a} (U−
δ (a)−{a})

2. pro všechna x ∈ U+
δ (a) − {a} (x ∈ U−

δ (a) − {a}) plat́ı
f(x) ∈ Uε(α).

Poznámka 1. Jestliže funkce f(x) je definovaná v intervalu (c, d), můžeme

mı́sto lim
x→c+

f(x) psát lim
x→c

f(x),

mı́sto lim
x→d−

f(x) psát lim
x→d

f(x).

Poznámka 2. Všimněte si, že označeńı lim
x→−∞

f(x) ( lim
x→∞

f(x)) je vlastně

rovněž označeńı pro jednostranné limity.

Lehce nahlédneme platnost této věty.

Věta 3.1. Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I a necht’ a je
vnitřńı nebo koncový bod intervalu I . Potom funkce y = f(x) má v bodě a
limitu α ∈ R

∗, když a jenom když plat́ı: Jestliže posloupnost {xn}∞n=1, kde
xn ∈ Df , má limitu a, potom posloupnost {f(xn)}∞n=1 má limitu α.

Je tedy možno limitu funkce f(x) definovat alternativně takto:

Necht’ funkce f(x) je definovaná na intervalu I a necht’ a
je vnitřńı nebo koncový bod intervalu I. Potom řekneme,
že funkce f(x) má v bodě a limitu α ∈ R

∗ a ṕı̌seme
lim
x→a

f(x) = α, jestliže plat́ı: Je-li {xn}∞n=1, kde xn ∈ Df ,

posloupnost s limitou a, potom {f(xn)}∞n=1 je konvergentńı
a plat́ı lim

n→∞
f(xn) = α.

Podobně se definuje užit́ım posloupnost́ı limita zprava (zleva) funkce f(x)
v bodě a.

Definici 3.1 si osvětĺıme na několika př́ıkladech.

Graf 1. Na obrázku 3.1 je graf funkce y = f(x) pro ńıž je

lim
x→a+

f(x) = α, kde a ∈ R, α ∈ R.
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V tomto př́ıpadě je Uε(α) = (α−ε, α+ε), U+
δ (a)−{a} = (a, a+δ). Z obrázku

je patrno, že k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (a, a+ δ) je
funkce f(x) definovaná a α−ε < f(x) < α+ε. Graf funkce y = f(x) prob́ıhá
v intervalu (a, a+ δ) v pásu vytvořeném př́ımkami y = α− ε a y = α+ ε.

x

y

0 x a + δa

α − ε

α

α + ε
f(x)

y = f(x)

U+
δ (a) − {a}

Obrázek 3.1: lim
x→a+

f(x) = α, a ∈ R, α ∈ R.

Graf 2. Na obrázku 3.2 je graf funkce y = f(x), pro ńıž plat́ı

lim
x→a+

f(x) = α, kde a ∈ R, α = ∞.

V tomto př́ıpadě je Uε(α) = Uε(∞) = (ε,∞), kde ε ∈ R, U+
δ (a) − {a} =

(a, a+ δ). Z obrázku je patrno, že k libovolnému ε existuje δ > 0 tak, že pro
x ∈ (a, a+ δ) = U+

δ (a) je f(x) > ε. V intervalu (a, a+ δ) prob́ıhá graf funkce
y = f(x) nad př́ımkou y = ε.

x

y

0 x a + δ

U+
δ (a) − {a}

a

ε

Uε(∞)

f(x)

f(a)

y = f(x)

y = ε

x
=

a

︸ ︷︷ ︸
I

Obrázek 3.2: lim
x→a+

f(x) = α, a ∈ R, α = ∞.

Graf 3. Na obr. 3.3 je graf funkce y = f(x), pro ńıž je

lim
x→∞

f(x) = α, kde α ∈ R.

V tomto př́ıpadě je Uε(α) = (α − ε, α + ε) pro libovolné ε > 0 a Uδ(∞) =
(δ,∞) pro libovolné δ. K libovolnému ε > 0 existuje δ tak, že pro x ∈
Uδ(∞) = (δ,∞) je f(x) ∈ Uε(α) = (α−ε, α+ε). Graf funkce f(x) v intervalu
(δ,∞) prob́ıhá v pásu vytvořeném př́ımkami y = α− ε a y = α+ ε.
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

x

y

0 δ Uδ(∞)x

Uε(α)

α − ε

α + ε
f(x)

α

y = f(x)

y = α − ε

y = α + ε

y = α

︸ ︷︷ ︸
I

Obrázek 3.3: lim
x→∞

f(x) = α, α ∈ R.

Graf 4. na obr. 3.4 je graf funkce y = f(x), definované na intervalu I =
(b,∞), pro ńıž plat́ı

lim
x→∞

f(x) = α, kde α = ∞.

V tomto př́ıpadě je Uε(α) = Uε(∞) = (ε,∞) a Uδ(∞) = (δ,∞).

Z obrázku je vidět, že k libovolnému č́ıslu ε ∈ R lze určit δ ∈ R tak, že pro
x ∈ (δ,∞), tj. pro x ∈ Uδ(∞) je f(x) > ε, tj. f(x) ∈ Uε(∞).

x

y

0

f(x)

xδb Uδ(∞)

Uε(α)

ε

y = f(x)

y = ε

Obrázek 3.4: lim
x→∞

f(x) = ∞.

Graf 5. Na obr. 3.5 je graf funkce y = f(x), pro ńıž plat́ı

lim
x→a

f(x) = α, kde a, α ∈ R.

V tomto př́ıpadě je Uε(α) = (α−ε, α+ε) pro libovolné ε > 0 a Uδ(a)−{a} je
(a−δ, a)∪(a, a+δ). Tedy pro x ∈ (a−δ, a)∪(a, a+δ) je a−ε < f(x) < α+ε.

Ukažme, že plat́ı tato věta:

Věta 3.2. Necht’ f(x) je funkce. Potom lim
x→∞

f(x) = α ( lim
x→−∞

f(x) = α),

kde α ∈ R
∗, když a jenom když

lim
y→0+

f

(
1

y

)
= α

(
lim

y→0−
f

(
1

y

)
= α

)
.
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x

y

0 a − δ a + δa cx

α − ε

α

α + ε

y = α − ε

y = α + ε

f(a)

y = f(x)

Uδ(a) − {a}

Obrázek 3.5: lim
x→a

f(x) = α, a, α ∈ R.

Důkaz: Důkaz vycháźı z toho, že vztahem

y =
1

x

je ke každému x ∈ Uδ(∞), δ 6= 0 přǐrazeno právě jedno y ∈ U+
1
δ

(0) a každé

y ∈ U+
1
δ

(0) je přǐrazeno právě k jednomu x ∈ Uδ(∞). Pro lim
x→−∞

f(x) je d̊ukaz

analogický.

Úloha. Zvolte si funkci y = f(x) a načrtněte jej́ı graf pro tyto př́ıpady:

a) lim
x→a−

f(x) = α, α ∈ R, lim
x→a

f(x) = α, a ∈ R, α ∈ R

b) lim
x→a+

f(x) = ∞, lim
x→a−

f(x) = ∞, lim
x→a

f(x) = ∞, a ∈ R

c) lim
x→a+

f(x) = −∞, lim
x→a−

f(x) = −∞, lim
x→a

f(x) = −∞, a ∈ R

d) lim
x→∞

f(x) = ∞, lim
x→∞

f(x) = −∞, lim
x→∞

f(x) = α, α ∈ R

e) lim
x→−∞

f(x) = ∞, lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→−∞

f(x) = α, α ∈ R

Limita funkce f(x) v daném bodě a nezáviśı na hodnotě funkce f(x) v bodě
a. Tedy funkce f(x) nemuśı být v bodě a ani definovaná. Plat́ı tedy tato
poučka:

Necht’ a ∈ R
∗, necht’ existuje δ ∈ R tak, že f(x) = g(x)

pro x ∈ Uδ(a) − {a}. Potom existuje-li lim
x→a

f(x), existuje i

lim
x→a

g(x) a plat́ı

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x).

Podobně pro lim
x→a+

f(x), lim
x→a−

f(x), lim
x→−∞

f(x), lim
x→∞

f(x).
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

Funkce f(x) nemuśı mı́t v daném bodě limitu. Uved’me tyto př́ıklady.

Př́ıklad 3.1. Necht’

f(x) =

{
1 pro x racionálńı,

−1 pro x iracionálńı.

Necht’ a ∈ R. Potom neexistuje lim
x→a+

f(x) ani lim
x→a−

f(x).

Skutečně. V každém intervalu (a, a+ δ) ((a− δ, a)) jsou jak body x, v nichž
je f(x) = 1, tak body x, v nichž je f(x) = −1. Tedy neexistuje ani lim

x→a+

f(x)

ani lim
x→a−

f(x).

Př́ıklad 3.2. Ukažme, že neexistuje lim
x→0+

sin 1
x
.

Řešeńı. Předevš́ım zvažme, že funkce sin 1
x

je definovaná pro všechna x 6= 0.
Položme

xk =
1

(2k + 1)π
2

, k = 1, 2, . . .

Zřejmě posloupnost {xk}∞k=1 má limitu rovnu 0, tj. lim
k→∞

xk = 0. Dále

sin
1

xk
= sin(2k + 1)

π

2
=

{
−1 pro k liché,

1 pro k sudé.

Tedy v každém intervalu (0, δ) jsou jednak body, v nichž funkce sin 1
x

nabývá
hodnoty −1, jednak body, v nichž funkce sin 1

x
nybývá hodnoty 1, takže

neexistuje lim
x→0+

sin 1
x
.

Na obr. 3.6 je vyznačen graf funkce sin 1
x

poř́ızený na poč́ıtači.

x

y

0

−1

1

Obrázek 3.6: Graf funkce sin 1
x
.

V učebńım textu
”
Matematika A“ jsme zavedli pojem spojitosti funkce f(x)

v daném bodě a. Zavedeńı tohoto pojmu lze provést pomoćı pojmu limity
funkce f(x) v bodě a takto.
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spojitost funkce
v bodě

Definice 3.2. (Spojitost funkce v bodě)

Necht’ funkce f(x) je definovaná v bodě a ∈ R a necht’

lim
x→a

f(x) = f(a) ( lim
x→a+

f(x) = f(a)) [ lim
x→a−

f(x) = f(a)].

Potom f(x) je v bodě a spojitá (spojitá zprava) [spojitá
zleva].

Je-li a levým (pravým) koncovým bodem intervalu I, na
němž je funkce definovaná, můžeme ř́ıkat, že funkce f(x)
je v bodě a spojitá mı́sto f(x) je v bodě a zprava (zleva)
spojitá.

Jestliže funkce f(x) je v bodě a ∈ R spojitá, potom výpočet
limity funkce f(x) v bodě a lze určit pouhým výpočtem
hodnoty funkce f(x) v bodě a.

V učebńım textu
”
Matematika A“ jsme uvedli, že ele-

mentárńı funkce polynom, racionálńı lomená funkce n
√
x, ax

loga x, sinx, cos x, tg x, cotg x, arcsinx, arccos x, arctg x
a arccotg x jsou spojité v každém bodě svého definičńıho
oboru.

Uved’me si několik př́ıklad̊u.

Př́ıklad 3.3. Dokažme, že lim
x→10

log x = 1, lim
x→π

4

sin x =
√

2
2

.

Skutečně. Funkce log x, sin x jsou spojité v každém bodě svého definičńıho
oboru. Tedy

lim
x→10

log x = log 10 = 1, lim
x→π

4

sin x = sin
π

4
=

√
2

2
.

Př́ıklad 3.4. Necht’ n ∈ N. Dokažme

lim
x→−∞

xn =

{
∞, n je sudé,

−∞, n je liché.

Skutečně. Necht’ n je sudé. Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Bez újmy na
obecnosti můžeme předpokládat, že ε > 1. Položme δ = − n

√
ε. Potom pro

x ∈ Uδ(−∞), tj. pro x ∈ (−∞,− n
√
ε) je xn > ε, tj. xn ∈ Uε(∞), takže

lim
x→−∞

xn = ∞ pro n sudé.
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

Podobně se dokáže, že pro n liché je lim
x→−∞

xn = −∞.

Př́ıklad 3.5. Vypoč́ıtejte

lim
x→2

(3x2 − 4x + 1).

Řešeńı. Polynom je funkce spojitá v každém bodě x ∈ R, tedy i v bodě
2. Limita v bodě a, v němž je funkce spojitá, je rovna jej́ı funkčńı hodnotě
v bodě a. Tedy

lim
x→2

(3x2 − 4x+ 1) = 3 · 22 − 4 · 2 + 1 = 5.

Př́ıklad 3.6. Vypoč́ıtejte

lim
x→2

3x+ 2

x2 − 1
.

Řešeńı. Funkce f(x) = 3x+2
x2−1

je racionálńı lomená funkce. V́ıme, že racionálńı
lomená funkce je spojitá v každém bodě svého definičńıho oboru, to jest
v každém bodě, v němž je jmenovatel nenulový. V našem př́ıpadě je jme-
novatel x2 − 1 v bodě 2 roven 22 − 1 = 3, takže lim

x→2
f(x) je rovna f(2).

Dostáváme

lim
x→2

3x + 2

x2 − 1
=

3 · 2 + 2

22 − 1
=

8

3
.

Př́ıklad 3.7. Vypoč́ıtejte

lim
x→2

x2 − 4

x2 − 5x+ 6
.

Řešeńı. Položme

f(x) =
x2 − 4

x2 − 5x+ 6
.

Zřejmě Df = R − {2, 3}. Funkce f(x) neńı tedy v bodě 2 spojitá, nebot’

v něm ani neńı definovaná. Funkci f(x) přepǐsme na tvar

f(x) =
(x− 2)(x+ 2)

(x− 2)(x− 3)
.

Položme

g(x) =
x + 2

x− 3
.

Zřejmě f(x)=g(x) pro x 6= 2. Poněvadž limita funkce nezáviśı na jej́ı hodnotě
v bodě, v němž limitu poč́ıtáme, je

lim
x→2

f(x) = lim
x→2

g(x). (3.1)

Funkce g(x) je však spojitá v bodě 2, takže

lim
x→2

g(x) = g(2),
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tj.

lim
x→2

g(x) =
2 + 2

2 − 3
.

Podle (3.1) je tedy
lim
x→2

f(x) = −4.

3.2 Limita a spojitost funkce vytvo řené pomocı́ dvou funkcı́

Pro funkce, které vzniknou seč́ıtáńım, odeč́ıtáńım, násobeńım a děleńım funk-
ćı, jejichž uvažované limity v daném bodě a známe, můžeme poč́ıtat limitu
podle následuj́ıćı věty.

Věta 3.3.

Necht’ f(x), g(x) jsou funkce pro něž plat́ı

lim f(x) = A, lim g(x) = B,

kde lim znač́ı jeden ze symbol̊u lim
x→a

, lim
x→a+

, lim
x→a−

, lim
x→∞

, lim
x→−∞

,

a ∈ R a symboly A, B představuj́ı reálná č́ısla nebo jeden
ze symbol̊u +∞ nebo −∞ (to jest A,B ∈ R

∗). Potom plat́ı

lim(f(x) ± g(x)) = A ±B, (3.2)

lim f(x) · g(x) = A ·B, (3.3)

lim
f(x)

g(x)
=
A

B
, (3.4)

pokud má pravá strana význam v R
∗.

Důkaz: Důkaz věty proved’me jen pro některé př́ıpady. Dokažme vztah (3.2)
pro limitu v bodě a pro tyto př́ıpady. Ostatńı př́ıpady se dokazuj́ı podobně.

α) Necht’ a,A,B ∈ R. Necht’ lim
x→a

f(x) = A, lim
x→a

g(x) = B. Dokažme, že

lim
x→a

(f(x) ± g(x)) = A±B.

Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž lim
x→a

f(x) = A, existuje takové

δ1 > 0, že pro x 6= a, x ∈ (a − δ1, a + δ1) je funkce f(x) definovaná a
plat́ı

|f(x) − A| < ε

2
. (3.5)

Podobně, poněvadž lim
x→a

g(x) = B, existuje δ2 > 0 tak, že pro x ∈
(a− δ2, a + δ2), x 6= a, je funkce g(x) definovaná a plat́ı

|g(x) − B| < ε

2
. (3.6)
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

Položme δ = min(δ1, δ2). Ze vztah̊u (3.5),(3.6) dostáváme pro x 6= a,
x ∈ (a− δ, a + δ)

|f(x) ± g(x) − (A ± B)| = |(f(x) − A) ± (g(x) − B)| ≤
≤ |f(x) −A | + |g(x) −B| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Tedy
lim
x→a

(f(x) ± g(x)) = A ± B.

β) Necht’ a,A ∈ R, B = ∞. Necht’ ε,K > 0 jsou libovolná č́ısla. Poněvadž
lim
x→a

f(x) = A, lze k č́ıslu ε určit δ1 > 0 tak, že pro x ∈ (a− δ1, a+ δ1),

x 6= a, je funkce f(x) definovaná a plat́ı

|f(x) − A| < ε,

tj.
A − ε < f(x) < A + ε.

Poněvadž lim
x→a

g(x) = ∞, lze k č́ıslu (K + ε − A) určit δ2 > 0 tak, že

pro x ∈ (a− δ2, a+ δ2), x 6= a, je funkce g(x) definovaná a plat́ı

g(x) > K + ε−A.

Označme δ = min(δ1, δ2). Potom pro x ∈ (a− δ, a+ δ), x 6= a, je funkce
g(x) definovaná a plat́ı

f(x) + g(x) > A − ε+ (K + ε− A) = K.

Je tedy
lim
x→a

(f(x) + g(x)) = A +B = A + ∞ = ∞.

Podobně se dokáže, že

lim
x→a+

(f(x) − g(x)) = −∞.

Poznámka. Necht’ g(x) = c, kde c je reálná konstanta.
Potom lim

x→a
g(x) = c pro libovolné a, nebot’ pro libovolné

ε > 0 a pro všechna x plat́ı

|g(x) − c| = |c− c| = 0 < ε.

Je-li lim
x→a

f(x) = A, A ∈ R
∗, c ∈ R je libovolná konstanta,

plat́ı tedy podle věty 3.3

lim
x→a

c · f(x) = c · lim
x→a

f(x) = c · A,

pokud má cA význam.
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Z věty 3.3 dostáváme pro funkce spojité tuto větu.

Věta 3.4.

Necht’ funkce f(x), g(x) jsou spojité v bodě a. Potom i
funkce f(x) ± g(x), f(x) · g(x) je spojitá v bodě a. Jestliže

nav́ıc g(a) 6= 0, je i funkce f(x)
g(x) spojitá v bodě a.

Př́ıklad 3.8. Funkce sin x, x2−1 jsou spojité v každém bodě. Tedy i funkce
sin x+x2−1, sin x−x2+1, (x2−1)·sin x jsou spojité v každém bodě. Poněvadž
x2 − 1 6= 0 pro x 6= 1 a pro x 6= −1, je funkce sinx

x2−1
spojitá v každém bodě x,

kde x 6= ±1.

Př́ıklad 3.9. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

(anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0), an 6= 0.

Řešeńı. Položme

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0.

Funkci f(x) přepǐsme na tvar

f(x) = xn

(
an + an−1

xn−1

xn
+ · · · + a1

x

xn
+ a0

1

xn

)
,

tj.

f(x) = xn

(
an + an−1

1

x
+ · · · + a1

1

xn−1
+ a0

1

xn

)
.

Podle věty 3.3 je

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

xn ·
(

lim
x→∞

an + lim
x→∞

an−1

x
+ · · · + lim

x→∞

a1

xn−1
+ lim

x→∞

a0

xn

)
.

Poněvadž lim
x→∞

c
xm = c

∞ = 0 pro m ∈ N, c ∈ R, lim
x→∞

xn = ∞, dostáváme

lim
x→∞

f(x) = ∞ · lim
x→∞

an.

Je tedy

lim
x→∞

f(x) =

{
∞ pro an > 0,

−∞ pro an < 0.

Př́ıklad 3.10. Vypoč́ıtejte

lim
x→−∞

(anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0), an 6= 0.

Řešeńı. Postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıkladě. Položme

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0.
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

Dostáváme

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

xn·
(

lim
x→−∞

an + lim
x→−∞

an−1

x
+ · · · + lim

x→−∞

a1

xn−1
+ lim

x→−∞

a0

xn

)
.

Poněvadž lim
x→−∞

c
xm = 0, m ∈ N, c ∈ R a

lim
x→−∞

xn =

{
∞ pro n sudé,

−∞ pro n liché,

dostáváme 1)

lim
x→−∞

f(x) =

{
sgn an · ∞ pro n sudé,

−sgn an · ∞ pro n liché.

Tedy např. lim
x→−∞

(2x2 − 3x+ 1) = ∞, lim
x→−∞

x2(2 − 3
x

+ 1
x2 ) = ∞.

Př́ıklad 3.11. Podle věty 3.3 je např. lim
x→0+

(x2 + 1/x) = ∞, nebot’ x2 je

funkce spojitá, takže lim
x→0+

x2 = 0 a lim
x→0+

1/x = ∞.

Př́ıklad 3.12. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

2x2 − 3x+ 1

−x2 − 2x + 1
.

Řešeńı. Položme

f(x) =
2x2 − 3x+ 1

−x2 − 2x + 1
.

Poněvadž lim
x→∞

(2x2 − 3x + 1) = ∞, lim
x→∞

(−x2 − 2x + 1) = −∞, nemůžeme

bezprostředně použ́ıt žádnou větu o limitě pod́ılu, kterou jsme zat́ım uvedli,
nebot’ ∞

−∞ neńı definováno ani v R
∗. Avšak pro x 6= 0 je f(x) = g(x), kde

g(x) =
2 − 3

x
+ 1

x2

−1 − 2
x

+ 1
x2

.

Zřejmě

lim
x→∞

g(x) =
lim

x→∞

(
2 − 3

x
+ 1

x2

)

lim
x→∞

(
−1 − 2

x
+ 1

x2

) =
2

−1
= −2.

Je tedy
lim

x→∞
f(x) = −2.

Př́ıklad 3.13. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

3x4 − x+ 1

x2 + x− 1
.

1) sgn a = 1, je-li a > 0, sqn a = −1, je-li a < 0
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Řešeńı. Zřejmě, děĺıme-li čitatele i jmenovatele č́ıslem x2, kde x 6= 0, dostá-
váme

lim
x→∞

3x4 − x+ 1

x2 + x− 1
= lim

x→∞

3x2 − 1
x

+ 1
x2

1 + 1
x
− 1

x2

=
lim

x→∞
(3x2 − 1

x
+ 1

x2 )

lim
x→∞

(1 + 1
x
− 1

x2 )
=

∞
1

= ∞.

Př́ıklad 3.14. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

x2 + x+ 1

x4 + x− 1
.

Řešeńı. Zřejmě, děĺıme-li čitatele i jmenovatele x4 pro x 6= 0, dostáváme

lim
x→∞

x2 + x+ 1

x4 + x− 1
= lim

x→∞

1
x2 + 1

x3 + 1
x4

1 + 1
x3 − 1

x4

=
lim

x→∞
( 1

x2 + 1
x3 + 1

x4 )

lim
x→∞

(1 + 1
x3 − 1

x4 )
=

0

1
= 0.

Větu 3.3 pro výpočet lim f(x)
g(x)

nelze použ́ıt, jestliže lim f(x) = A, lim g(x) = 0.

Je-li A 6= 0, je tento př́ıpad řešen následuj́ıćı větou. O př́ıpadě, kdy lim f(x) =
lim g(x) = 0, pojednáme později.

Věta 3.5. (Limita pod́ılu f(x)/g(x), je-li lim g(x) = 0)

Necht’ a,A ∈ R, A 6= 0. Necht’ lim
x→a+

f(x) = A, lim
x→a+

g(x) =

0. Necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ U+
δ (a)−{a} je funkce

f(x)
g(x) definovaná a plat́ı

f(x)

g(x)
> 0

(
f(x)

g(x)
< 0

)
.

Potom

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= ∞ (−∞).

Př́ıklad 3.15. Vypoč́ıtejte

lim
x→2+

3x

x2 − 4
.

Řešeńı. Zřejmě lim
x→2+

3x = 6, lim
x→2+

(x2 − 4) = 0. Tedy limita čitatele je r̊uzná

od nuly a limita jmenovatele je rovna 0. Určeme znameńı funkce 3x
x2−4

. Zna-
meńı je znázorněno na obr. 3.7. Poněvadž existuje pravé okoĺı bodu 2, v němž
je funkce 3x

x2−4
kladná, je podle věty 3.5

lim
x→2+

3x

x2 − 4
= ∞.
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−2 0 2

− + − +

Obrázek 3.7: Znameńı funkce z př́ıkladu 3.15.

Podobně bychom zjistili, že

lim
x→2−

3x

x2 − 4
= −∞.

Poznámka. Schematicky chováńı funkce 3x
x2−4

pro x
”
bĺızko“ k č́ıslu 2 zná-

zorňujeme podobně jako na obr. 3.8.

2 x

Obrázek 3.8: Znázorněńı chováńı funkce 3x
x2−1

v okoĺı bodu x = 2, x 6= 2.

Př́ıklad 3.16. Vypoč́ıtejte

lim
x→1+

3x + 1

x2 − 1
.

Řešeńı. Poněvadž lim
x→1+

(3x + 1) = 4, lim
x→1+

(x2 − 1) = 0, 3x+1
x2−1

> 0 pro x > 1

(určete znameńı racionálńı lomené funkce 3x+1
x2−1

), dostáváme podle věty 3.5,
že

lim
x→1+

3x + 1

x2 − 1
= ∞.

Spojitost složen é funkce

Věta 3.6. (Spojitost složené funkce)

Necht’ funkce u = ϕ(x) je spojitá v bodě a ∈ R a necht’

funkce f(u) je spojitá v bodě α = ϕ(a). Potom složená
funkce f(ϕ(x)) je spojitá v bodě a. Je tedy lim

x→a
f(ϕ(x)) =

f(ϕ(a)).
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Důkaz: Ze spojitosti funkce f v bodě α = ϕ(a) vyplývá, že k libovolnému
ε > 0 existuje takové ̺ > 0, že pro u ∈ U̺(α) (tj. pro x ∈ (α − ̺, α + ̺))
je funkce f(u) definovaná a plat́ı f(u) ∈ Uε(f(α)) (tj. f(α) − ε < f(u) <
f(α) + ε). Poněvadž funkce ϕ je spojitá v bodě a, k uvedenému č́ıslu ̺
existuje takové δ > 0, že pro x ∈ Uδ(a) (tj. pro a− δ < x < a+ δ) je funkce
ϕ(x) definovaná a ϕ(x) ∈ U̺(α) (to jest α − ̺ < ϕ(x) < α + ̺). Je-li tedy
x ∈ Uδ(a), je u = ϕ(x) ∈ U̺(α) a f(u) ∈ Uε(f(α)), tj. f(ϕ(x)) ∈ Uε(f(α)).
Funkce f(ϕ(x)) je tedy spojitá v bodě a.

Př́ıklad 3.17. Funkce sin(x2 + x+ 1) je spojitá v každém bodě a ∈ R.

Skutečně. Položme u = ϕ(x) = x2 + x+ 1, f(u) = sin u. Necht’ x ∈ R. V́ıme,
že polynom je funkce spojitá v každém bodě. Je tedy ϕ(x) spojitá i v bodě a.
Označme α = a2+a+1. Funkce f(u) je spojitá v každém bodě, tedy i v bodě
α. Podle věty 3.6 je tedy f(ϕ(x)) spojitá v bodě a. Poněvadž a byl libovolný
bod z intervalu (−∞,∞), je f(ϕ(x)) spojitá v každém bodě a ∈ (−∞,∞).

Věta 3.7. (Spojitost složené funkce)

Necht’ funkce ϕ(x) je spojitá v bodě a ∈ R. Položme α =
ϕ(a). Necht’ existuj́ı taková č́ısla κ, σ, že ϕ(Uκ(a)) = U+

σ (α)
(ϕ(Uκ(a)) = U−

σ (α)). Necht’ funkce f je spojitá zprava
(zleva) v bodě α. Potom funkce f(ϕ(x)) je spojitá v bodě
a.

Důkaz: Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž funkce f(u) je spojitá
zprava v bodě α, existuje ̺ > 0 tak, že f(u) je definovaná v U+

̺ (α) a
f(u) ∈ Uε(f(α)). Poněvadž ϕ(x) je spojitá v bodě a, k uvedenému č́ıslu ̺
existuje δ1 > 0, že pro x ∈ Uδ1(a) je funkce ϕ(x) definovaná a ϕ(x) ∈ U+

̺ (α).
Položme δ = min(κ, δ1). Potom pro x ∈ Uδ(a) je ϕ(x) ∈ U+

̺ (α) a f(ϕ(x)) ∈
Uε(f(ϕ(a)). Je tedy lim

x→a
f(ϕ(x)) = fϕ(a)), takže f(ϕ(x)) je spojitá v bodě

a.

Uved’me si nyńı větu o limitě složené funkce, je-li jej́ı vněǰśı složka spojitá.

Věta 3.8. (Limita složené funkce)

Necht’ ϕ, f jsou funkce, a ∈ R
∗, α ∈ R a necht’

lim
x→a

ϕ(x) = α.

Necht’ funkce f je spojitá v bodě α. Potom existuje δ > 0
tak, že f(ϕ(x)) existuje v Uδ(a) a plat́ı

lim
x→a

f(ϕ(x)) = f(lim
x→a

ϕ(x)) = f(α). (3.7)
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3. Limita a spojitost funkce jedn é prom ěnné

Důkaz: Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž funkce f je spojitá v bodě
α, existuje ̺ > 0 tak, že pro u ∈ U̺(α) je funkce f definovaná a f(u) ∈
Uε(f(α)). Poněvadž limx→a ϕ(x) = α, k č́ıslu ̺ existuje takové δ > 0, že pro
x ∈ Uδ(a) − {a} je funkce ϕ(x) definovavá a ϕ(x) ∈ U̺(α). Tedy pro x ∈
Uδ(a)− {a} má f(ϕ(x)) význam. Je-li x ∈ Uδ(a)− {a}, je u = ϕ(x) ∈ U̺(α)
a tedy f(ϕ(x)) ∈ Uε(f(α)). Plat́ı tedy (3.7).

Př́ıklad 3.18. Ukažme, že

lim
x→∞

e
3x+1
2x−1 = e

3
2 .

Skutečně. Položme ϕ(x) = 3x+1
2x−1

, f(u) = eu. Zřejmě

lim
x→∞

ϕ(x) = lim
x→∞

3 + 1
x

2 − 1
x

=
3

2
.

Funkce eu je spojitá v bodě u = 3
2
, takže

lim
x→∞

e
3x+1
2x−1 = e

3
2 .

Př́ıklad 3.19. Necht’ ϕ(x) = x2 + 1, f(u) =
√
u. Funkce f(ϕ(x)) je spojitá

v bodě 0.

Skutečně. ϕ(x) je spojitá v bodě a = 0. Položme α = ϕ(a), tj. α = 1. Funkce√
u je spojitá v bodě α = 1. Podle věty 3.8 je tedy funkce

√
x2 + 1 spojitá

v bodě a = 0.

Poznámka. K domněnce, že funkce
√
x2 + 1 je v bodě a = 0 spojitá, můžeme

dospět i touto úvahou. Když x je dostatečně bĺızko k 0, je x2 + 1 bĺızko k 1
a stále je x2 + 1 > 0. Tedy

√
x2 + 1 je bĺızko k č́ıslu

√
1 = 1. Poněvadž

funkce
√
x2 + 1 má v bodě a = 0 hodnotu 1, je funkce

√
x2 + 1 v bodě a = 0

spojitá.

Poznámka. Je možno vyslovit řadu daľśıch vět podobných k větě 3.8, které
vzniknou za předpokladu, že funkce f(x) je pouze zprava, resp. zleva spojitá
v α a mı́sto lim

x→a
ϕ(x) se uvažuje lim

x→a+

ϕ(x) resp. lim
x→a−

ϕ(x).

Věta 3.9. (Limita složené funkce)

Necht’ ϕ, f jsou funkce jedné proměnné a necht’ a, α, β ∈ R
∗. Necht’

lim
x→a

ϕ(x) = α, lim
u→α

f(u) = β. (3.8)

Necht’ existuje takové okoĺı Uκ(a) a k němu okoĺı U̺(α) tak, že

ϕ(Uκ(a) − {a}) = U̺(α) − {α}. (3.9)

Potom
lim
x→a

f(ϕ(x)) = β

(tj. lim
x→a

f(ϕ(x)) = lim
u→ lim

x→a

ϕ(x)
f(u)).
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Důkaz: Dř́ıve, než přikroč́ıme k vlastńımu d̊ukazu, uvažme, že z (3.9) vyplývá, že pro
x ∈ Uκ(a) − {a} je ϕ(x) 6= α.

Necht’ Uε(β) je libovolné okoĺı bodu β. Poněvadž lim
u→α

f(u) = β, existuje okoĺı Uδ1
(α) tak,

že funkce f je v Uδ1
(α) − {α} definovaná a plat́ı

f(u) ∈ Uε(β) pro u ∈ Uδ1
(α) − {α}. (3.10)

Poněvadž lim
x→a

ϕ(x) = α, k okoĺı Uδ1
(α) existuje takové okoĺı Uδ2

bodu a, že funkce ϕ je

definovaná v Uδ2
(a) − {a} a

pro x ∈ Uδ2
(a) − {a} je ϕ(x) ∈ Uδ1

(α). (3.11)

Položme
Uδ(a) = Uδ2

(a) ∩ Uκ(a). (3.12)

Věta bude dokázána, dokážeme-li, že pro všechna x ∈ Uδ(a) − {a} je

f(ϕ(x)) ∈ Uε(β). (3.13)

Necht’ tedy x ∈ Uδ(a)− {a}. Vzhledem k (3.9), (3.11), (3.12), (3.13) u = ϕ(x) ∈ Uδ1
(α)−

{α}. Je tedy
f(u) ∈ Uε(β),

to jest
f(ϕ(x)) ∈ Uε(β).

Je tedy

lim
x→a

f(ϕ(x)) = β.

Př́ıklad 3.20. Ukažme, že
lim

x→∞

e3x+1 = ∞.

Skutečně. Položme ϕ(x) = 3x + 1, f(u) = eu. Zřejmě lim
x→∞

ϕ(x) = ∞ = α, lim
u→α

eu = ∞.

Podle věty 3.9 je lim
x→∞

e3x+1 = ∞.

Podobně dokážeme, že lim
x→−∞

e3x+1 = 0.

Je řada vět analogických k větě 3.9. Např. následuj́ıćı věta.

Věta 3.10. (Věta o limitě složené funkce)

Nacht’ ϕ, f jsou funkce jedné proměnné a necht’ a, α, β ∈ R∗. Necht’

lim
x→a

ϕ(x) = α, lim
u→α+

f(u) = β. (3.14)

Necht’ existuje takové okoĺı Uκ(a) a k němu okoĺı U+
̺ (α) tak, že

ϕ(Uκ(a) − {a}) = U+
̺ (α) − {α}. (3.15)

Potom
lim
x→a

f(ϕ(x)) = β.
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3.3 Shrnutı́, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

V kapitole je zaveden pojem limity funkce f(x) v bodě a ∈ R
∗ a tento

pojem je použit k zavedeńı pojmu spojitosti funkce f(x) v bodě a ∈ R.

Jsou vyšetřovány limity funkćı f(x) ± g(x), f(x) · g(x), f(x)
g(x)

v daném bodě

pomoćı limit funkćı f(x), g(x) v tomto bodě. Je vyšetřována spojitost funkćı

f(x) ± g(x), f(x) · g(x), f(x)
g(x)

v daném bodě, jsou-li v tomto bodě spojité

funkce f(x) a g(x). Rovněž je vyšetřovaná limita složené funkce v daném
bodě a spojitost složené funkce v daném bodě.

Úlohy

1. Vysvětlete pojem limity funkce f(x) v bodě a ∈ R
∗.

2. Vysvětlete pojem spojitosti funkce f(x) v bodě a ∈ R.

3. Necht’ f(x) < g(x) < h(x), x ∈ I , x 6= a. Necht’ lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) =

α. Existuje lim
x→a

g(x)? V př́ıpadě, že existuje, určete lim
x→a

g(x).

4. Jaké věty znáte pro výpočet limity součtu, součinu a pod́ılu dvou
funkćı?

5. Vysvětlete pojem funkce spojité daném v bodě.

6. Jaké věty znáte o spojitosti součtu, součinu a pod́ılu dvou funkćı?

7. Co v́ıte o spojitosti složené funkce?

8. Jakou větu znáte pro výpočet limity složené funkce?

9. Necht’

f(x) =





1 pro x > 0,
0 pro x = 0,

−1 pro x < 0.

Vypoč́ıtejte lim
x→0+

f(x), lim
x→0−

f(x), lim
x→0

f(x). [1, −1, neexistuje]

10. Vypoč́ıtejte limity
a) lim

x→2
(3x + 1) [7]

b) lim
x→−1

2x+1
x2+1

[−1
2
]

c) lim
x→3

(
sin x
x+1

− 2
)

[ sin 3
4

− 2]

11. Vypoč́ıtejte limity

a) lim
x→∞

2x2+x−1
3x+1

[∞]

b) lim
x→−∞

3x2+1
4x2+x−1

[3
4
]

c) lim
x→∞

arctg x [π
2
]

d) lim
x→−∞

arccotg x [0]
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e) lim
x→0+

|x|
x

, lim
x→0−

|x|
x

[+1, −1]

f) lim
x→∞

ex, lim
x→−∞

ex [∞, 0]

g) lim
x→0+

log x, lim
x→0−

log x [−∞, neexistuje]

h) lim
x→0−

log 1
10
x [∞]

i) lim
x→∞

sin x [neexistuje]

j) lim
x→∞

sinx
x

[0]

k) lim
x→0+

sin 1
x

[neexistuje]

v) lim
x→0+

x sin 1
x

[0]

12. Vypoč́ıtejte
a) lim

x→1+

3x+1
x2−1

, lim
x→1−

3x+1
x2−1

, lim
x→−1+

3x+1
x2−1

, lim
x→−1−

3x+1
x2−1

[∞, −∞, −∞, ∞]

b) lim
x→− 2

3

3x
(3x+2)2

[−∞]

c) lim
x→2+

(
1

x−2
+ 3

x2−2x

)
, lim

x→2−

(
1

x−2
+ 3

x2−2x

)
[+∞, −∞]

d) lim
x→3+

x2−5x+6
x2−3x

[1
3
]

e) lim
x→∞

arctg x2+1
3x+1

, lim
x→−∞

arctg x2+1
3x+1

[π
2
, −π

2
]

13. Vypoč́ıtejte
a) lim

x→∞
(
√

4x2 − 1 −
√

2x2 + 3) [+∞]

14. Je funkce f(x) = sinx
x

spojitá v bodě 0? Je funkce g(x) = f(x) pro
x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞), g(0) = 1 spojitá v bodě a = 0?

[f(x) neńı, g(x) je]

15. Je funkce
a) f(x) =

√
4x2+1

x
spojitá v bodě 0? [neńı]

b) g(x) = f(x) pro x 6= 0, g(0) = 2 spojitá v bodě 0? [neńı]

16. Vypoč́ıtejte

a) lim
x→∞

e
x+1
x2 [1]

b) lim
x→∞

ln(1 − x) [nemá limitu]

c) lim
x→e+

ln(x−e)
x

[−∞]

d) lim
x→0+

2
x+1

x , lim
x→0−

2
x+1

x [∞, 0]
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94



Zavedenı́ pojmu derivace funkce

Derivace element árnı́ch funkcı́
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Cı́l kapitoly

Zavést pojem derivace reálné funkce reálné proměnné. Porozumět jej́ı-
mu zavedeńı s ohledem na aplikace v ekonomii.
Odvodit derivace elementárńıch funkćı.
Odvodit pravidla pro derivováńı součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou
funkćı.
Odvodit pravidla pro derivováńı složené a inverzńı funkce.

Časov á zátěž

14 hodin.

4.1 Zavedenı́ pojmu derivace funkce

zavedeńı
derivace
funkce

Začneme s touto úlohou.

Necht’ y = f(x) je reálná funkce reálné proměnné definovaná na intervalu
I . Necht’ a je vnitřńım bodem intervalu I . Upřesněme si intuitivně chápaný
pojem tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě T [a, f(a)] (viz obr. 4.1)

x

y

0 a xI

f(x)

T [a, f(a)]

M [x, f(x)]

p

t

Obrázek 4.1: Tečna ke grafu funkce y = f(x) v bodě T [a, f(a)].

Názor nás vede k této definici. Zvolme bod x ∈ I , x 6= a, a uvažujme
př́ımku p jdoućı body T [a, f(a)], M [x, f(x)] (p je sečnou grafu funkce f(x)).
Jej́ı směrnice, označme ji k(x) (to jest tangens úhlu, který sv́ırá př́ımka p
s kladným směrem osy x), je rovna

k(x) =
f(x) − f(a)

x− a
.

Lze tedy při pevně zvoleném a považovat k(x) za funkci proměnné x. Tato
funkce neńı v bodě a definovaná.
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Existuje-li

k = lim
x→a

k(x) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
,

pak př́ımku jdoućı bodem T [a, f(a)] se směrnićı k nazveme tečnou grafu
funkce y = f(x) v bodě T . Př́ımku na ni kolmou nazveme normálou
křivky y = f(x) v bodě T . (Podobně mluv́ıme o pravé (levé) polotečně
grafu funkce y = f(x).)

V řadě aplikaćı se setkáváme s touto úlohou. Necht’ f(x) je daná funkce. Má
se určit limita (resp. limita zprava (zleva)) v bodě a funkce F (x) definované
vztahem

F (x) =
f(x) − f(a)

x− a
.

Pro tyto limity, pokud existuj́ı, zavád́ıme pojem derivace funkce f(x) v bodě
a následuj́ıćı definićı.

Definice 4.1. (Definice derivace funkce)

Necht’ f(x) je funkce, a je reálné č́ıslo. Jestliže existuje č́ıslo,
označme jej f ′+(a) ∈ R (f ′−(a) ∈ R) tak, že

f ′+(a) = lim
x→a+

f(x) − f(a)

x− a
,

(
f ′−(a) = lim

x→a−

f(x) − f(a)

x− a
,

)

(4.1)
pak tuto limitu nazýváme derivaćı zprava funkce f(x) v č́ısle
a (derivaćı zleva funkce f(x) v č́ısle a).
Jestliže funkce f(x) má v bodě a derivaci zprava f ′+(a) a
derivaci zleva f ′−(a) a jestliže f ′+(a) = f ′−(a), nazýváme
tuto společnou hodnotu derivaćı funkce f(x) v bodě a a
znač́ıme ji f ′(a). Je tedy

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
.

Dohoda o označováńı. Jestliže uvažujeme funkci f(x) na intervalu I , jehož
levým (pravým) koncovým bodem je bod a, budeme někdy použ́ıvat označeńı
f ′(a) mı́sto f ′+(a) (f ′−(a)).

Poznámka 1. Všimněmě si, že funkce

F (x) =
f(x) − f(a)

x− a

vystupuj́ıćı v definici derivace funkce f(x) v (4.1) neńı definovaná v bodě a,
nebot’ jmenovatel je v bodě a roven 0.
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Poznámka 2. Polož́ıme-li v (4.1) x = a + h, můžeme derivaci funkce f(x)
v č́ısle a definovat též jako

lim
h→0

f(a+ h) − f(a)

h
. (4.2)

Na h se můžeme d́ıvat jako na př́ırustek neodvosle proměnné x, to jest h je
č́ıslo, o něž se změńı x–ová souřadnice, přejdeme-li z bodu a do bodu a+ h.
Př́ırustek neodvisle proměnné se často označuje též jako △x. Čitatel v (4.2) je
pak př́ırustkem odvisle proměnné y a označujeme jej obvykle △y, resp. △f .
Tedy ∆y je hodnota, o ńıž se změńı funkčńı hodnota při přechodu z bodu a
do bodu a+ h. Tedy (4.2) lze zapsat jako

lim
△x→0

△y
△x.

Poznámka 3. Pojem derivace funkce má značné uplatněńı v ekonomických
aplikaćıch. Vyjdeme z př́ıkladu, který nám pomůže pochopit problematiku
využit́ı derivaćı v některých ekonomických aplikaćıch.

Necht’ s = s(t) vyjadřuje ujetou vzdélenost auta za dobu t. Necht’ t1, t2,
kde t1 < t2, jsou dva časové okamžiky. Potom za dobu t2 − t1 auto ujede
vzdálenost s(t2) − s(t1). Č́ıslo

s(t2) − s(t1
t2 − t1

vyjadřuje tedy pr̊uměrnou rychlost, kterou auto dosáhne v době od časového
okamžiku t1 do časového okamžiku t2, tj. za dobu t2 − t1. Potom derivaci
s′(t0) funkce s(t) v bodě t0, tj.

lim
t→t0

s(t) − f(t0)

t− t0

můžeme nazvat okamžitou rychlost́ı auta v časovém okamžiku t0.

význam derivace Jestliže proměnné x a y znač́ı nějaké ekonomické veličiny,
vyjadřuje funkce y = f(x) jejich vzájemnou závislost. Po-

tom f(x)−f(a)
x−a

vyjadřuje pr̊uměrný a f ′(a) okamžitý poměr
změny těchto ekonomických veličin. V závislosti na ekono-
mické aplikaci dostává derivace f ′(a) vhodný ekonomický
název.

Jestliže y = f(x) má v bodě a derivaci f ′(a), potom př́ımka
jdoućı bodem T [a, f(a)] se směrnićı f ′(a) je tečnou ke grafu
y = f(x) v jej́ım bodě T . Př́ımka k ńı kolmá, jdoućı bodem
T , je jej́ı normálou v bodě T .
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Derivace funkce f(x) = c, c ∈ (−∞,∞)

Necht’ f(x) = c, c ∈ (−∞,∞). Potom podle definice 4.1 dostáváme pro
a ∈ (−∞,∞)

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
= lim

x→a

c− c

x− a
= 0.

Je tedy

c′ = 0, kde c ∈ R, x ∈ (−∞,∞).

Derivace funkce f(x) = xn

Určeme derivaci funkce f(x) = xn, n ∈ N, v bodě a ∈ (−∞,∞). Podle
definice je

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
= lim

x→a

xn − an

x− a
.

Poněvadž

xn − an = (x− a)(xn−1 + axn−2 + · · · + an−2x + an−1)

a limita funkce nezálež́ı na hodnotě funkce v bodě, v němž limitu poč́ıtáme,
dostáváme odtud

f ′(a) = lim
x→a

(xn−1 + axn−2 + · · · + an−2x + an−1).

Vzhledem ke spojitosti polynomu v bodě a je f ′(a) rovna funkčńı hodnotě
polynomu v závorce v bodě a, takže

f ′(a) = nan−1.

Funkce f(x) = xn, n ∈ N, má v každém bodě x ∈ (−∞,∞)
derivaci

(xn)′ = nxn−1. (4.3)

Př́ıklad 4.1. Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x) = x3 v jej́ım bodě x = 4.

Řešeńı. Podle (4.3) dostáváme v obecném bodě x ∈ (−∞,∞)

(x3)
′
= 3x2.

Tedy f ′(4) = 3 · 42, tj. f ′(4) = 48.

Poznámka. Mı́sto f ′(4) můžeme psát (x3)
′
x=4.

99



4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Úmluva. Řekneme-li, že funkce f(x) má derivaci na intervalu I , bude to
znamenat, že má derivaci v každém vnitřńım bodě intervalu I a jestliže
levý (pravý) koncový bod patř́ı do I , potom má v něm derivaci zprava
(zleva). Podobně pro vyšš́ı derivace.

Zaved’me si nyńı pojem derivace funkce f(x) vyšš́ıch řád̊u.

Derivace funkce vyšš́ıch řád̊u.

Necht’ funkce f(x) má derivaci v každém bodě intervalu I1 ⊆
I = Df . Přǐrad́ıme-li ke každému x ∈ I1 hodnotu f ′(x), je
na I1 definována funkce f ′(x).

Má-li funkce f ′(x) derivaci v každém bodě x ∈ I2 ⊆ I1,
potom tuto derivaci nazýváme druhou derivaćı funkce f(x)
na I2 a znač́ıme ji f ′′(x) nebo f (2)(x).

Analogicky definujeme f (n)(x) pro n = 3, 4, . . . . Podobně
definujeme derivace vyšš́ıch řád̊u dané funkce zleva a zprava.

Poznámka. Pro n-tou derivaci funkce f(x), n > 1, se použ́ıvá zápis f (n)(x),
resp. f ′′(x) pro n = 2, f ′′′(x) pro n = 3, . . . . Čteme pak f s čárkou, f se
dvěma čárkami, f se třemi čárkami, atd. Pro n > 3 nebývá zvykem použ́ıvat
čárek pro označeńı derivace.

Př́ıklad 4.2. Funkce
y = 3x4

má v intervalu (−∞,∞) derivace

y′ = 12x3, y′′ = 36x2, y′′′ = 72x, y(4) = 72, y(k) = 0 pro k ≥ 5.

Zabývejme se nyńı otázkou, zda všechny funkce maj́ı v každém bodě derivaci.
Odpověd’ je záporná, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4.3. Zjistěme, zda funkce f(x) = |x| má v bodě 0 derivaci.

Řešeńı. Zřejmě f(x) = x pro x > 0 a f(x) = −x pro x < 0. Podle definice
derivace dostáváme

f ′+(0) = lim
x→0+

|x| − |0|
x

= lim
x→0+

x

x
= 1,

f ′−(0) = lim
x→0−

|x| − |0|
x

= lim
x→0−

−x
x

= −1.

Poněvadž f ′+(0) 6= f ′−(0), nemá funkce f(x) = |x| v bodě 0 derivaci.

O vztahu mezi spojitost́ı funkce f(x) v daném bodě a a existenćı derivace
funkce f(x) v bodě a plat́ı tato věta.
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Věta 4.1. (Vztah spojitost – existence derivace)

Necht’ funkce f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Potom f(x)
je v bodě a spojitá. Je-li funkce f(x) v bodě a spojitá, ne-
muśı mı́t v bodě a derivaci.

Důkaz: a) Necht’ funkce f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Dokažme, že pak

lim
x→a

f(x) = f(a).

Necht’ x 6= a. Podle věty 3.3 je

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

(f(x) − f(a) + f(a)) =

= lim
x→a

[
f(x) − f(a)

x− a
(x− a) + f(a)

]
=

= lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
(x− a) + lim

x→a
f(a) =

= lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
· lim

x→a
(x− a) + lim

x→a
f(a) =

= f ′(a) · 0 + f(a) =

= f(a)

Má-li tedy funkce f(x) v bodě a derivaci, je v něm funkce f(x) spojitá.

Př́ıklad 4.3 ukazuje, že funkce může být spojitá v daném bodě i když v něm
nemá derivaci.

Poznámka. Podobně plat́ı: Jestliže funkce f(x) má v bodě a derivaci zprava
(zleva), potom je funkce f(x) v bodě a spojitá zprava (zleva).

Ukažme si pravidla pro výpočet derivaćı součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu
dvou funkćı.

derivace součtu,
součinu a pod́ılu
dvou funkćı

Věta 4.2.

Necht’ f(x), g(x) maj́ı v bodě a ∈ R derivace f ′(a), g′(a) a
necht’ c ∈ R je libovolné č́ıslo. Potom plat́ı:

[c · f(x)]′x=a = c · f ′(a), (4.4)

[f(x) ± g(x)]′x=a = f ′(a) ± g′(a), (4.5)

[f(x) · g(x)]′x=a = f ′(a) · g(a) + f(a) · g′(a). (4.6)

Je-li g(a) 6= 0, potom plat́ı:

(
f(x)

g(x)

)′

x=a

=
f ′(a) · g(a) − f(a) · g′(a)

g2(a)
. (4.7)
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Důkaz: Dokažme jen vzorec (4.5) pro derivaci součtu. Plat́ı

(f(x) + g(x))′x=a = lim
x→a

(f(x) + g(x)) − (f(a) + g(a))

x− a
=

= lim
x→a

[
f(x) − f(a)

x− a
+
g(x) − g(a)

x− a

]
. (4.8)

Poněvadž existuj́ı limity

lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
, lim

x→a

g(x) − g(a)

x− a
,

dostáváme z (4.8) podle věty 3.3

[f(x) + g(x)]′x=a = f ′(a) + g′(a).

Poznámka. Analogická věta plat́ı pro derivaci zleva a pro derivaci zprava
v daném bodě.

Př́ıklad 4.4. Necht’ funkce f(x), g(x) maj́ı v bodě a derivace f ′(a), g′(a) a
necht’ c1, c2 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Potom funkce

F (x) = c1f(x) + c2g(x)

má v bodě a derivaci a plat́ı

F ′(a) = c1f
′(a) + c2g

′(a). (4.9)

Skutečně. Podle (4.4) je

[c1f(x)]′x=a = c1f
′(a), [c2g(x)]

′
x=a = c2g

′(a).

Odtud a z (4.5) vyplývá (4.9).

Vztah (4.5) lze zobecnit: Necht’ f1(x), . . . , fn(x) jsou funkce maj́ıćı
v bodě a derivace f ′

1(a), . . . , f ′
n(a). Necht’ c1, . . . , cn ∈ R jsou libovolná

č́ısla. Potom funkce

f(x) = c1f1(x) + · · · + cnfn(x)

má v bodě a derivaci a plat́ı

f ′(a) = c1f
′
1(a) + · · · + cnf

′
n(a).

Př́ıklad 4.5. Vypoč́ıtejte derivaci polynomu

f(x) = 4x4 − 3x2 + 2x− 1

v bodě 2.

102



Řešeńı. Dostáváme

f ′(2) = 4 · (4 · x3)x=2 − 3 · (2 · x)x=2 + 2 · (1).

Vyč́ısleńım
f ′(2) = 128 − 12 + 2 = 118.

Př́ıklad 4.6. Necht’ f(x) = x3 + 2x2 − 4x + 1. Potom pro x ∈ (−∞,∞)
plat́ı

f ′(x) = 3x2 + 4x− 4,

f ′′(x) = 6x+ 4,

f ′′′(x) = 6,

f (n)(x) = 0 pro n ≥ 4.

Př́ıklad 4.7. Vypoč́ıtejme druhou derivaci funkce

F (x) =
x2 − 1

x+ 2
.

Řešeńı. Označme f(x) = x2 − 1, g(x) = x + 2. Poněvadž g(x) = 0 jen pro
x = −2, je DF = (−∞,∞) − {−2}. Podle (4.7) je pro x ∈ DF

f ′(x) = 2x, g′(x) = 1.

Podle (4.7) dostáváme

F ′(x) =
f ′(x) · g(x) − f(x) · g′(x)

g2(x)
,

tj.

F ′(x) =
2x · (x+ 2) − (x2 − 1) · 1

(x+ 2)2
.

Úpravou

F ′(x) =
x2 + 4x + 1

(x+ 2)2
, x ∈ DF . (4.10)

Funkce F (x) má prvńı derivaci určenou vztahem (4.10) pro x ∈ DF .

Podobně vypoč́ıtáme i F ′′(x). Prvńı derivaci (po zavedeńı derivaćı složených
funkćı lze výpočet realizovat jednodušeji) F ′(x) přeṕı̌seme na tvar

F ′(x) =
f1(x)

g1(x)
,

kde f1(x) = x2 + 4x + 1, g1(x) = x2 + 4x+ 4. Podle (4.7) dostáváme

F ′′(x) =
f ′

1(x)g1(x) − f1(x)g
′
1(x)

g2
1(x)

.
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Tedy

F ′′(x) =
(2x+ 4) · (x2 + 4x+ 4) − (x2 + 4x + 1) · (2x+ 4)

(x+ 2)4
.

Po úpravě dostáváme

F ′′(x) =
6x+ 12

(x+ 2)4
, x ∈ R − {−2},

tj.

F ′′(x) =
6

(x+ 2)3
, x ∈ R − {−2}.

Ćılem našich daľśıch úvah bude

odvodit větu o derivováńı složené funkce
odvodit větu o derivováńı inverzńı funkce
odvodit derivace elementárńıch funkćı.

derivace
složených
funkćı

Derivace složen é funkce

Začněme se složenou funkćı. Znovu si připomeňme zavedeńı pojmu
”
složené

funkce“ a větu o spojitosti složené funkce.

Necht’ A je neodvislý obor funkce u = ϕ(x), B = Hϕ jej́ı odvislý obor.
Necht’ dále funkce f(u) je definovaná na množině B. Ke každému č́ıslu x ∈ A
přǐrad’me č́ıslo F (x) = f [ϕ(x)], tj. hodnotu funkce f(u) v č́ısle ϕ(x). T́ım
je definovaná na množině A nová funkce F (x), zvaná složená funkce. Funkci
f(u) nazýváme jej́ı vněǰśı složkou a funkci u = ϕ(x) nazýváme jej́ı vnitřńı
složkou.

Jako př́ıklad uved’me funkci y = sin(3x2 + 1). Jde o složenou funkci. Jej́ı
vnitřńı složkou je funkce u = 3x2 +1, definovaná na intervalu A = (−∞,∞).
Odvislý oborem funkce u = 3x2 + 1 je interval B = 〈1,∞). Na množině B
je definovaná funkce f(u) = sin u. Tedy y = sin(3x2 + 1) je definovaná na
intervalu A a oborem funkčńıch hodnot je interval 〈−1, 1〉. (Zd̊uvodněte!)

V dř́ıvěǰśım výkladu jsme si dokázali tuto větu.

Věta 4.3. Necht’ funkce u = ϕ(x) je spojitá v bodě a a funkce y = f(u) je
spojitá v bodě α = ϕ(a). Potom složená funkce F (x) = f(ϕ(x)) je spojitá
v bodě a.

Daľśı analogické věty jsou věty, v nichž se o funkćıch f , ϕ předpokládá jen
jednostranná spojitost.

O derivováńı složené funkce plat́ı tato věta.
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Věta 4.4. (Derivace složené funkce)

Necht’ funkce u = ϕ(x) má derivaci v č́ısle a a něcht’ funkce
f(u) má derivaci v č́ısle α = ϕ(a). Potom složená funkce
F (x) = f(ϕ(x)) má v č́ısle a derivaci a plat́ı

F ′(a) = f ′(α) · ϕ′(a), tj. F ′(a) = f ′(ϕ(a)) ·ϕ′(a). (4.11)

Důkaz: Položme

R(y) =

{ f(y)−f(α)
y−α

− f ′(α) pro y 6= α,

0 pro y = α.
(4.12)

Poněvadž

lim
y→α

R(y) = f ′(α) − f ′(α) = 0 = R(α),

je funkce R(y) spojitá v bodě α. Poněvadž funkce ϕ(x) má derivaci v bodě
x = a, je podle věty 4.1 spojitá v bodě a. Je tedy i složená funkce R(ϕ(x))
spojitá v bodě a. Užit́ım (4.12) lze funkci R(ϕ(x)) zapsat takto

R(ϕ(x)) =

{
f(ϕ(x))−f(ϕ(a))

ϕ(x)−ϕ(a)
− f ′(α) pro ϕ(x) 6= ϕ(a),

0 pro ϕ(x) = ϕ(a).
(4.13)

Pro x 6= a, ϕ(x) 6= ϕ(a) lze užit́ım (4.13) psát

[R(ϕ(x)) + f ′(α)]
ϕ(x) − ϕ(a)

x− a
=
f(ϕ(x)) − f(ϕ(a))

x− a
. (4.14)

Avšak, jak zjist́ıme dosazeńım ϕ(x) = ϕ(a) do (4.14), vid́ıme, že (4.14) plat́ı
i pro ϕ(x) = ϕ(a), x 6= a. Dále dostáváme (pokud jednotlivé limity existuj́ı)

F ′(a) = lim
x→a

F (x) − F (a)

x− a
= lim

x→a

f(ϕ(x)) − f(ϕ(a))

x− a
. (4.15)

Užit́ım (4.14) dostáváme z (4.15) s ohledem na (4.13)

F ′(a) = lim
x→a

[R(ϕ(x)) + f ′(α)]
ϕ(x) − ϕ(a)

x− a
. (4.16)

Poněvadž lim
x→a

R(ϕ(x)) = R(ϕ(a)) = R(α) = 0, lim
x→a

ϕ(x)−ϕ(a)
x−a

= ϕ′(a), dostá-

váme z (4.16)

F ′(a) = f ′(α)ϕ′(a),

tj.
F ′(a) = f ′(ϕ(a))ϕ′(a).
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Př́ıklad 4.8. Vypoč́ıtejte derivaci funkce F (x) = (x2 + 1)7 v č́ısle x.

Řešeńı. Funkce F (x) je složenou funkćı. Jej́ı vněǰśı složkou je funkce f(u) =
u7 a vnitřńı složkou je funkce u = ϕ(x), kde ϕ(x) = x2 + 1. Podle věty
4.4 dostáváme F ′(x) = f ′(u) · ϕ′(x). Poněvadž f ′(u) = 7u6 a ϕ′(x) = 2x,
dostáváme F ′(x) = 7(x2 + 1)6 · 2x, takže po úpravě dostáváme

F ′(x) = 14x(x2 + 1)6, x ∈ (−∞,∞).

Je řada analogických vět k větě 4.4. Jde v nich o derivováńı složených funkćı
v př́ıpadě, že a, resp. α, jsou koncovými body interval̊u, na nichž se výpočty
prováděj́ı. Uved’me si bez d̊ukazu následuj́ıćı větu.

Věta 4.5. Necht’ funkce u = ϕ(x) má derivaci v č́ısle a a necht’ funkce f(u)
má derivaci zprava (zleva) v č́ısle α = ϕ(a). Necht’ existuje takové okoĺı Uκ(a),
že ϕ(Uκ(a)) = U+

ρ (α), pro nějaké ρ. Potom složená funkce F (x) = f(ϕ(x))
má v bodě a derivaci a plat́ı

F ′(a) = f ′+(α) · ϕ′(a), to jest F ′(a) = f ′+(ϕ(a)) · ϕ′(a). (4.17)

Poznámka. Budeme-li se držet úmluvy, že v koncových bodech intervalu
ṕı̌seme mı́sto jednostranné derivace derivaci, můžeme vztah (4.17) nahradit
vztahem (4.11), takže lze psát

F ′(a) = f ′(ϕ(a)) · ϕ′(a).

derivace
inverzńı
funkce

Derivace inverznı́ funkce.

S pojmem inverzńı funkce jste se již setkali dř́ıve při studiu středoškolské
matematiky. Byl zopakován i v textu

”
Matematika A“. Ve stručnosti si pojem

inverzńı funkce ještě jednou zopakujme. Nav́ıc si odvod’me souvislost mezi
derivaćı funkce f(x) v bodě x = α a funkce k ńı inverzńı f−1(y) v bodě
a = f(α).

Necht’ funkce y = f(x) je definovaná na množině A a je na ńı prostá. To
znamená, že pro každá dvě č́ısla x1, x2 ∈ A, x1 6= x2, je f(x1) 6= f(x2).
Označme B = f(A). Ke každému y ∈ B přiřad’me to č́ıslo x ∈ A, pro něǰz je
f(x) = y. T́ım jsme zavedli pravidlo, jimž ke každému y ∈ B je přǐrazeno x ∈
A. Je tak definovaná nová funkce, označme ji f−1, jej́ımž neodvislým oborem
je množina B a odvislým oborem je množina A. Ponecháme-li označeńı y pro
proměnnou s oborem B a x pro proměnnou s oborem A, ṕı̌seme

x = f−1(y), y ∈ B, x ∈ A.

V definici inverzńı funkce je podstatný předpoklad, že f je na svém definičńım
oboru prostá. Takovými funkcemi jsou např. funkce ryze monotónńı na svém
definičńı oboru.
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To nám umožńı odvodit vzorce pro derivováńı některých elementárńıch funk-
ćı.

Na obr. 4.2 je znázorněn graf funkce y = f(x) rostoućı na intervaluA = D(f),
tedy graf funkce prosté. Graf funkce x = f−1(y) je totožný s grafem funkce
y = f(x), pokud bychom proti zvyklostem znázornili neodvislý obor na ose y
a odvislý obor na ose x.

x

y

x

f(x)

A

B

0

y = f(x), x = f−1(y)

Obrázek 4.2: Graf funkćı y = f(x), x = f−1(y).

Z definice inverzńı funkce vyplývá

je-li a ∈ D(f), potom a = f−1(f(a)), (4.18)

je-li α ∈ D(f−1), potom α = f(f−1(α)). (4.19)

Označ́ıme-li x neodvisle proměnnou jak pro funkci f , tak i pro funkci f−1,
zaṕı̌seme obě funkce takto

y = f(x), x ∈ A, y ∈ B, y = f−1(x), x ∈ B, y ∈ A. (4.20)

Jestliže jejich neodvislé obory vyznač́ıme na vodorovné ose, jsou grafy funkćı
(4.20) symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 4.3. Graf inverzńı funkce
f−1(x) jsme dostali překlopeńım grafu f(x) kolem př́ımky y = x.

x

y

A

B

B

A

0

y = f(x)

y = f−1(x)

Obrázek 4.3: Graf funkćı y = f(x), y = f−1(x).

Poznámka. Je-li prostá funkce daná rovnićı

y = f(x), (4.21)
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

dostaneme k ńı funkci inverzńı tak, že z rovnice (4.21) vypoč́ıtáme x pomoćı
y. Pojem inverzńı funkce vede k zavedeńı nových funkćı.

Zopakujme si následuj́ıćı větu o vzájemném vztahu mezi spojitosti funkce
f(x) a k ńı inverzńı funkce f−1(x).

Věta 4.6. Necht’ funkce f(x) je spojitá a rostoućı (klesaj́ıćı) na intervalu
I = D(f). Označme jej́ı odvislý obor (je j́ım interval) J = f(I). K funkci
f existuje funkce inverzńı f−1, jej́ım neodvislým oborem je interval J a od-
vislým oborem je interval I . Funkce f−1 je na svém definičńım oboru J spojitá
a rostoućı (klesaj́ıćı).

Ukažme si nyńı vztah mezi derivaćı dané funkce a funkce k ńı inverzńı. Plat́ı
následuj́ıćı věta.

Věta 4.7. (Derivace inverzńı funkce)

Necht’ f je funkce spojitá a ryze monotónńı na intervalu I.
Necht’ oborem jejich funkčńıch hodnot je interval J = f(I).
Necht’ a je takový vnitřńı bod intervalu J , že v č́ısle α =
f−1(a) ∈ I má funkce f derivaci f ′(α) 6= 0. Pak funkce f−1

má v č́ısle a derivaci a plat́ı

[f−1(a)]′ =
1

f ′(α)
.

Důkaz: Definujme

F (y) =
y − α

f(y) − f(α)
pro y ∈ I, y 6= α, F (α) =

1

f ′(α)
pro y = α.

Vzhledem k ryźı monotónnosti funkce f na intervalu I , je f(y) − f(α) 6= 0.
Funkci F (y) lze pro y 6= α přepsat takto

F (y) =
1

f(y)−f(α)
y−α

.

Poněvadž dle předpokladu má funkce f v bodě α derivaci, je

lim
y→α

f(y) − f(α)

y − α
= f ′(α).

Poněvadž f ′(α) 6= 0, je podle (4.7)

lim
y→α

F (y) = lim
y→α

1
f(y)−f(α)

y−α

=
1

f ′(α)
= F (α).

Je tedy funkce F (y) spojitá v bodě α. Funkce f−1 je podle věty 4.6 spojitá
na intervalu J , tedy i v č́ısle a. Je tedy i funkce F (f−1(x)) spojitá v bodě a.
Je tedy

lim
x→a

F (f−1(x)) = F (f−1(a)) = F (α) =
1

f ′(α)
.
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Užit́ım tohoto vztahu dostáváme

[f−1(a)]′ = lim
x→a

f−1(x) − f−1(a)

x− a
= lim

x→a

f−1(x) − f−1(a)

f(f−1(x)) − f(f−1(a))
=

= lim
x→a

F (f−1(x)) =
1

f ′(α)
.

K větě 4.7 můžeme vyslovit řadu analogických vět. Vyslovme tuto.

Věta 4.8. (Derivace inverzńı funkce)

Necht’ f je funkce spojitá a ryze monotónńı na intervalu
I. Necht’ oborem jej́ıch funkčńıch hodnot je interval J =
f(I). Necht’ a je levý (pravý) koncový bod intervalu J a
necht’ v č́ısle α = f−1(a) má funkce f derivaci f ′+(α) 6= 0
(f ′−(α) 6= 0). Potom funkce f−1 má v č́ısle a derivaci zprava
(zleva) a plat́ı

[f−1(a)]′+ =
1

f ′+(α)
,

[
[f−1(a)]′− =

1

f ′−(α)

]

Důkaz: Důkaz je analogický k d̊ukazu věty 4.7.

derivace
elementárńıch
funkćı

4.2 Derivace element árnı́ch funkcı́

Předložený text vycháźı z předpokladu, že čitatel je seznámen s elementár-
ńımi funkcemi v rozsahu uvedeném v učebńım textu

”
Matematika A“. I

když v následuj́ıćım textu se zavád́ı jejich stručné zavedeńı a uváděj́ı se
některé jejich význačné vlastnosti, je nutno, abyste se s těmito funkcemi
dobře seznámili.

Funkce y = n
√
x

Uvažujme funkci y = xn, kde n je přirozené. Tato funkce je zřejmě definovaná
na intervalu (−∞,∞).

Pro n liché je tato funkce na svém definičńım oboru I = (−∞,∞) spojitá
a rostoućı. Označme J = (−∞,∞) obor hodnot této funkce. Proto k ńı
existuje funkce inverzńı na intervalu J . Podle věty 4.6 je tato inverzńı funkce
rostoućı a spojitá na J . Označ́ıme ji n

√
x. Funkce n

√
x pro n liché je lichá.

Pro n sudé je sice funkce xn rovněž definovaná na intervalu (−∞,∞), avšak
neńı na něm prostá. Např. (−2)n = 2n pro každé sudé n. Budeme proto
uvažovat jej́ı zúžeńı na interval I = 〈0,∞). Na něm je tato zúžená funkce y =
xn rostoućı a spojitá, tedy prostá. Obor hodnot této zúžené funkce je interval
J = 〈0,∞). Proto k ńı existuje funkce inverzńı, definovaná na intervalu J .
Podle věty 4.6 je tato inverzńı funkce rostoućı a spojitá. Označ́ıme ji n

√
x.
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Na obr. 4.4 jsou narýsovány grafy funkćı y = x2 a y =
√
x, x ∈ 〈0,∞) a na

obr. 4.5 jsou narýsovány grafy funkćı y = x3, y = 3
√
x.

x

y

1

1

y =
√

x

y = x2

Obrázek 4.4: Grafy funkćı x2 a
√
x.

x

y

1

1

−1

−1

y =
√

x
3

y = x3

Obrázek 4.5: Grafy funkćı x3 a 3
√
x.

Poznámka. Všimněte si, že funkce n
√
x je pro pro n sudé definována jen pro

x ∈ 〈0,∞). Podle definice je pak n
√
x pro každé x ∈ 〈0,∞) rovno tomu č́ıslu

y ∈ 〈0,∞), pro něž je yn = x. Je-li tedy např. a ∈ R, je an ∈ 〈0,∞), takže

n
√
an = |a|, pro n sudé, a ∈ R.

Např.
√

(−2)2 = | − 2| = 2.

Pro poč́ıtáńı s odmocninami plat́ı pravidla, která jste měli odvozeny na
gymnázíıch. Jsou uvedeny i ve studijńım textu

”
Matematika A“. Je nutné,

abyste si tato pravidla zopakovali.

Derivace funkce n
√
x.

Odvod’me si nyńı vzorec pro derivováńı funkce n
√
x. V obou uvažovaných

př́ıpadech, totiž jak pro n sudé tak i pro n liché, jsme označili inverzńı funkci
k funkci xn jako y = n

√
x. V každém bodě x 6= 0 svého definičńıho oboru je

funkce y = xn r̊uzná od nuly, takže v něm lze vypoč́ıtat jej́ı derivaci podle
věty 4.7 takto. Položme f(x) = n

√
x. Potom

( n
√
x)′ = (f−1(x))′ =

1

f ′(y)
=

1

(yn)′
=

1

n · yn−1
=

1

n · ( n
√
x)n−1

. (4.22)

Dostáváme tedy:

Funkce f(x) = n
√
x má pro x ∈ Df , x 6= 0, derivaci a plat́ı

f ′(x) = ( n
√
x)′ =

1

n · ( n
√
x)n−1

. (4.23)
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Uved’me si nyńı př́ıklad na derivaci složené funkce obsahuj́ıćıch funkci n
√
x.

Př́ıklad 4.9. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = 3

√
x + 1

x− 1
. (4.24)

Řešeńı. Danou funkci můžeme považovat za složenou funkci. Vnitřńı složkou
je funkce

u = ϕ(x), kde ϕ(x) =
x+ 1

x− 1
(4.25)

a vněǰśı složkou je funkce
y = f(u) = 3

√
u.

Funkce ϕ(x) je definovaná pro všechna x 6= 1. Hodnotu 0 nabývá jen v bodě
x = −1. Jej́ı derivaci urč́ıme jako derivaci pod́ılu. Dostáváme

u′ = ϕ′(x) =
1 · (x− 1) − (x+ 1) · 1

(x− 1)2
=

−2

(x− 1)2
, x 6= 1.

Jej́ı definičńı obor je shodný s definičńım oborem funkce ϕ(x). Funkce y =
f(u) má derivaci v každém bodě u 6= 0 a je rovna

f ′(u) =
1

3 ( 3
√
u)

2 .

Podle věty 4.7 plat́ı tedy

f ′(ϕ(x)) =
1

3
(

3
√
ϕ(x)

)2 · ϕ′(x), x 6= ±1.

Dospěli jsme k tomuto závěru. Funkce (4.24) má pro každé x 6= ±1 derivaci

y′(x) = −2

3
·
(

3

√
x− 1

x+ 1

)2

· 1

(x− 1)2
. (4.26)

Derivace funkce ex

Funkci y = ex, x ∈ R, nazýváme přirozenou exponenciálńı funkćı. Tuto funkci
znáte ze středoškolského studia. Jej́ı zavedeńı bylo uvedeno i v učebńım textu

”
Matematika A“.

Odvozeńı derivace funkce y = ex, x ∈ R, provedeme ve dvou kroćıch.

a) Odvod’me pomocný vztah

lim
x→0

ex − 1

x
= 1, (4.27)

který použijeme pro výpočet derivace funkce y = ex.
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Při zaváděńı Eulerova č́ısla e v kapitole 1 jsme zavedli dvě posloupnosti
{an}∞n=1, {bn}∞n=1, kde

an =

(
1 +

1

n

)n

, bn =

(
1 +

1

n− 1

)n

. (4.28)

Dokázali jsme, že posloupnost {an}∞n=1 je rostoućı a posloupnost {bn}∞n=1

je klesaj́ıćı a
lim

n→∞
an = e, lim

n→∞
bn = e.

Necht’ x ∈ (0, 1
2
). Necht’ n ∈ N je takové přirozené č́ıslo, že

1

n+ 1
< x ≤ 1

n
. (4.29)

Poněvadž {bn}∞n=1 je klesaj́ıćı, je

e < bn =

(
1 +

1

n− 1

)n

. (4.30)

Poněvadž podle (4.29) je x ≤ 1
n
, dostáváme z (4.30)

ex <

[(
1 +

1

n− 1

)n] 1
n

, (4.31)

to jest

ex < 1 +
1

n− 1
. (4.32)

Poněvadž {an}∞n=1 je rostoućı, je

e > an+1 =

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

. (4.33)

Poněvadž podle (4.29) je x > 1
n+1

, dostáváme z (4.33)

ex >

[(
1 +

1

n+ 1

)n+1
] 1

n+1

= 1 +
1

n+ 1
. (4.34)

Ze vztah̊u (4.32) a (4.34) vyplývá

1

n+ 1
+ 1 < ex < 1 +

1

n− 1
, (4.35)

1

n+ 1
< ex − 1 <

1

n− 1
. (4.36)

Z (4.29) plynou nerovnosti

n− 1 >
1

x
− 2, takže

1

n− 1
<

x

1 − 2x
, (4.37)

n+ 1 <
1

x
+ 1, takže

1

n+ 1
>

x

x+ 1
. (4.38)

112



Z (4.36), (4.37), (4.38) dostáváme

1

1 + x
≤ ex − 1

x
≤ 1

1 − 2x
. (4.39)

Poněvadž lim
x→0

1
1+x

= 1, lim
x→0

1
1−2x

= 1, dostáváme z (4.39)

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

b) Poč́ıtejme nyńı derivaci funkce ex. Pro libovolné x je podle definice

(ex)′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
.

Výpočtem dostáváme postupně

(ex)′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
= lim

h→0

ex(eh − 1)

h
= ex lim

h→0

eh − 1

h
= ex · 1 = ex.

Funkce ex je spojitá a rostoućı na intervalu (−∞,∞) a
nabývá všech hodnot z intervalu (0,∞). V každém č́ısle má
derivaci a plat́ı (ex)′ = ex.

Derivace funkce y = ln x

Z vlastnost́ı exponenciálńı funkce a z definice inverzńı funkce vyplývá, že
k funkci ex existuje funkce inverzńı definovaná na intervalu (0,∞). Tato
inverzńı funkce je spojitá a rostoućı a nabývá všech hodnot z intervalu
(−∞,∞). Nazývá se přirozený logaritmus a budeme ji značit ln x. Jej́ı graf
dostaneme z grafu funkce ex překlopeńım kolem př́ımky y = x (viz obr. 4.6).
Z věty 4.7 plyne, že ln x má v každém č́ısle svého definičńıho oboru derivaci
a plat́ı

(lnx)′ =
1

(ey)′
=

1

ey
=

1

x
.

Jestliže polož́ıme

y = lnx, x ∈ (0, ∞) potom ey = x, y ∈ (−∞,∞)
(4.40)

Tedy přirozený logaritmus č́ısla x ∈ (0,∞) je mocnitel, na
nějž je nutno umocnit základ e, abychom dostali č́ıslo x.
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Odtud dostáváme
x = elnx.

Funkce lnx je spojitá a rostoućı funkce na intervalu (0,∞)
a nabývá všech hodnot z intervalu (−∞,∞). V každém č́ısle
svého definičńıho oboru má derivaci a plat́ı

(lnx)′ =
1

x
.

Jsou-li x, x1, x2 ∈ (0,∞), s ∈ R, potom plat́ı

ln(x1 · x2) = lnx1 + lnx2 (4.41)

lnxs = s · lnx. (4.42)

Př́ıklad 4.10. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = e
x+1
x−1 .

Řešeńı. Jde o složenou funkci. Vnitřńı složkou je funkce u = ϕ(x), kde
ϕ(x) = x+1

x−1
. Vněǰśı složkou je funkce y = f(u), kde f(u) = eu. Funkce f(u)

má derivaci v každém bodě u. Plat́ı

f ′(u) = eu. (4.43)

Funkce ϕ(x) má derivaci v každém bodě svého definičńıho oboru, tj. pro
x ∈ (−∞, 1) ∪ (1,∞). Výpočtem dostáváme

ϕ′(x) =
−2

(x− 1)2
. (4.44)

Podle věty o derivováńı složené funkce dostáváme z (4.43) a (4.44)

y′ = e
x+1
x−1 ·

(
− 2

(x− 1)2

)
, tj. y′ =

−2

(x− 1)2
e

x+1
x−1 .

Př́ıklad 4.11. Vypoč́ıtejte druhou derivaci funkce

y = ln(3x− 1)

a určete jej́ı definičńı obor.

Řešeńı. Jde o složenou funkci. Vněǰśı složkou je funkce y = f(u), kde f(u) =
ln u. Jej́ı definičńı obor je interval (0,∞). Vnitřńı složkou je funkce u = 3x−1.
Je sice definovaná a má derivaci pro všechna x, avšak tento definičńı obor je
nutno omezit na ta x, pro než je u = ϕ(x) v definičńım oboru funkce y = ln u
a má v nich derivaci. Je to pro x ∈ (1

3
,∞). Derivováńım dostaneme

y′ =
1

3x− 1
· (3x− 1)′, tj. y′ =

3

3x− 1
, x ∈

(
1

3
,∞
)
,
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y

x1

1

y = ex

y = ln x

0

y
=

x

Obrázek 4.6: Graf funkce ex a ln x.

y′′ = − 9

(3x− 1)2
, x ∈

(
1

3
,∞
)
.

Uvědomte si, že funkce 3
3x−1

je definovaná pro x ∈ R − {1
3
}. Avšak y′ může

být definovaná jen pro x ∈ Df v nichž má funkce f(x) derivaci. Podobná
poznámka plat́ı i pro definičńı obor funkce f ′′(x).

Derivace exponenci álnı́ funkce a logaritmu s obecným z ákladem

Když již máme definovanou přirozenou exponenciálńı funkci a přirozený lo-
garitmus, můžeme definovat exponenciálńı funkci s obecným základem a, to
jest funkci

y = ax, kde a > 0, a 6= 1.

Pro a > 1 je funkce y = ax rostoućı na intervalu (−∞,∞) a pro 0 < a < 1
je funkce y = ax klesaj́ıćı na intervalu (−∞,∞). Lze ji vyjádřit ve tvaru

ax = eln ax

= ex·ln a.

Odtud je vidět, že je to funkce spojitá v intervalu (−∞,∞). Jej́ı derivaci
urč́ıme jako derivaci složené funkce. Dostáváme

(ax)′ = (ex·lna)′ = ex·ln a · ln a = ax · ln a.
Funkce y = ax pro a > 1, a 6= 1 nabývá všech hodnot z intervalu (0,∞).
Existuje k ńı funkce inverzńı, která se znač́ı loga x a nazývá logaritmus o
základě a. Je to funkce spojitá a ryze monotónńı v intervalu (0,∞), která
nabývá všech hodnot z intervalu (−∞,∞). Jej́ı derivace je podle věty 4.7
rovna

(loga x)
′ =

1

(ay)′
=

1

ay ln a
=

1

x · ln a, x ∈ (0,∞).
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y

x1

1
y = ax

y = loga x

Obrázek 4.7: Graf obecné exponenciálńı a logaritmické funkce, 0 < a < 1.

Na obr. 4.7 je náčrtek graf̊u funkćı y = ax a funkce y = loga x pro 0 < a < 1.
Pro a = e, tedy pro a > 1, je graf funkce y = ax a graf funkce y = loga x
znázorněn na obr. 4.6. Graf těchto funkćı pro a = e jsme již dř́ıve vyšetřili.
Pro logaritmy se základem a plat́ı pravidla analogická k pravidl̊um uvedeným
pro funkci y = ln x.

Řešme ještě jednu otázku. Necht’ a, b jsou kladná reálná č́ısla r̊uzná od nuly.
V jakém vztahu jsou č́ısla loga x, logb x? Abychom to ukázali, předpokládej-
me, že a, b jsou kladná č́ısla r̊uzná od jedné. Necht’ x je kladné č́ıslo. Označme
y = loga x. Potom postupně dostáváme:

x = ay, logb x = logb a
y = y · logb a = loga x · logb a.

Je tedy
logb x = loga x · logb a.

Funkce y = ax, kde a je kladná reálná konstanta r̊uzná
od jedné, je spojitá a pro a > 1 je rostoućı na intervalu
(−∞,∞) a pro 0 < a < 1 je klesaj́ıćı na intervalu (−∞,∞).
Oborem jejich hodnot je v obou př́ıpadech interval (0,∞).
V každém bodě x svého definičńıho oboru má funkce ax

derivaci
(ax)′ = ax · ln a.

Nazývá se exponenciálńı funkćı se základem a. Speciálńım
př́ıpadem je přirozená exponenciálńı funkce pro a = e a
dekadická exponenciálńı funkce pro a = 10.
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K funkci ax existuje funkce inverzńı, znač́ıme ji loga x (čteme
logaritmus x při základě a). Je definována na intervalu
(0,∞). Funkce loga x je pro a > 1 rostoućı a pro 0 < a < 1
klesaj́ıćı na intervalu (0,∞). Je v něm spojitá. V každém
bodě x ∈ (0,∞) má derivaci a plat́ı

(loga x)
′ =

1

x · ln a.

Jsou-li x, x1, x2 ∈ (0,∞), s ∈ R potom plat́ı

loga(x1 · x2) = loga x1 + loga x2 (4.45)

loga x
s = s · loga x. (4.46)

Je-li b kladné reálné č́ıslo r̊uzné od 1 plat́ı

logb x = loga x · logb a.

Př́ıklad 4.12. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = 2
√

x2+1.

Řešeńı. Jde o složenou funkci. Vněǰśı složkou je funkce

y = f(u), kde f(u) = 2u, u ∈ (−∞,∞).

Vnitřńı složkou je

u = ϕ(x), kde ϕ(x) =
√
x2 + 1.

Necht’ x = a ∈ (−∞,∞). Funkce ϕ(x) má v bodě a derivaci. Položme α =
ϕ(a). Funkce f má v bodě α derivaci. Plat́ı

y′(a) = f ′(α) · ϕ′(a), to jest y′(a) = (2u)′u=α(ϕ′(x))x=a.

Tedy

y′ = 2
√

a2+1 · ln 2 · (
√
x2 + 1)′x=a. (4.47)

Vypoč́ıtejme nyńı ϕ′(a). Funkce

u = ϕ(x) =
√
x2 + 1

je složená. Jej́ı vněǰśı složkou je funkce

u = g(v), kde g(v) =
√
v, v ∈ 〈0,∞)

a vnitřńı složkou je funkce
v = x2 + 1.
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Funkce u = ϕ(x) má v bodě a derivaci

u′(a) = (
√
x2 + 1)′x=a =

1

2

2a√
a2 + 1

=
a√
a2 + 1

.

Dosazeńım do (4.47) dostáváme

y′ = ln 2 · 2
√

a2+1 · a√
a2 + 1

pro a ∈ (−∞,∞).

Derivace obecn é mocniny y = xs

Obecná mocnina je funkce xs definovaná pro x > 0 a jakékoliv reálné s. Dá
se vyjádřit ve tvaru

xs = (elnx)s = es·lnx.

Odtud je vidět, že je to funkce spojitá pro každé x ∈ (0,∞). Jej́ı derivace je
podle věty 4.7

(xs)′ = (es·lnx)′ = es·lnx · s · 1

x
= s · xs · 1

x
= sxs−1.

Funkce xs je spojitá na intervalu (0,∞) a má zde derivaci
sxs−1, tedy

(xs)′ = sxs−1, x ∈ (0,∞), s ∈ R.

V závěru této části jako aplikaci na předcházej́ıćı věty řešme následuj́ıćı
př́ıklad.

Př́ıklad 4.13. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = x2 · ln(x2 + 1).

Řešeńı. Jde zde o součin dvou funkćı. Druhá z nich je funkce složená.
Poněvadž x2 + 1 > 0, je daná funkce definovaná v intervalu (−∞,∞) a
má zde derivaci, kterou na základě předchoźıch vět urč́ıme takto

y′ = 2x ln(x2 + 1) + x2 1

x2 + 1
2x,

takže po úpravě dostáváme

y′ = 2x

[
ln(x2 + 1) +

x2

x2 + 1

]
.
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Derivace funkce f(x)g(x)

Necht’

F (x) = f(x)g(x), x ∈ A. (4.48)

Necht’ f(x) > 0 pro x ∈ A a necht’ funkce f(x), g(x) maj́ı pro x ∈ A derivace
f ′(x), g′(x). Funkci (4.48) lze přepsat do tvaru

F (x) = eln f(x)g(x)

, (4.49)

a po úpravě jako

F (x) = eg(x) ln f(x). (4.50)

Tuto funkci můžeme derivovat jako složenou funkci. Dostáváme

F ′(x) = eg(x) ln f(x)
(
g(x) ln f(x)

)′
.

Provedeńım vyznačené derivace obdrž́ıme

F ′(x) = f(x)g(x) ·
(
g′(x) ln f(x) + g(x)

f ′(x)

f(x)

)
.

Př́ıklad 4.14. Vypoč́ıtejte derivaci funkce

y = xsinx, x ∈ (0,∞).

Řešeńı. Funkci xsin x lze přepsat na tvar

y = esin x lnx.

Derivaćı dostaneme postupně

y′ = esinx ln x(sin x ln x)′

y′ = xsinx

(
cos x ln x+

1

x
sin x

)
, x ∈ (0,∞).

Derivace trigonometrický funkcı́

Zavedenı́ funkcı́ sin x, cos x, tg x, cotg x

Zabývejme se nyńı trigonometrickými funkcemi, zvanými někdy též funkce
goniometrické. Omeźıme se na funkce sin x, cos x, tg x, cotg x. V pravoúhlém
souřadném systému s osami u, v sestrojme kružnici o jednotkovém poloměru
se středem v počátku. Zvolme libovolně x a sestrojme polopaprsek vycházej́ıćı
z počátku, který sv́ırá s kladnou osou u úhel x. Tento polopaprsek protne
kružnici v jednom bodě, označme jej A. Jeho souřadnice označme cos x, sin x
(viz obr. 4.8). Tyto souřadnice záviśı na x, takže cos x a sin x jsou funkce
definované pro každé reálné x.
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x

−x

r =
1

[cos x, sin x]

0
cos x =

= cos(−x)

si
n

x
si

n
(−

x
)

1

A

cotg x

tg
x

cotg (−x)

tg
(−

x
)

C

B u

v

Obrázek 4.8: Zavedeńı funkćı sin x, cos x, tg x a cotg x.

Pomoćı funkćı sin x a cosx definujeme daľśı trigonometrické funkce

tg x =
sin x

cos x
, cotg x =

cos x

sin x

pro ty úhly x, pro něž je jmenovatel r̊uzný od 0.

Trigonometrické funkce jsou známy ze středńı školy a bylo o nich pojednáno
i v učebńım textu

”
Matematika A“. Nakreslete si jejich grafy! Zopakujte si

podrobně jejich vlastnosti.

Uved’me si tyto jejich vlastnosti:

Funkce sin x je kladná pro úhly v prvńım a ve druhém kvadrantu a
záporná pro úhly ve třet́ım a ve čtvrtém kvadrantu. Funkce cos x je
kladná pro úhly v prvńım a ve čtvrtém kvadrantu a je záporná pro
úhly ve druhém a ve třet́ım kvadrantu. Obě tyto funkce jsou periodické
s periodou 2π.

Funkce tg x je definována pro všechna x r̊uzná od lichých násobk̊u π
2
,

funkce cotg x je definována pro x r̊uzná od násobk̊u π. Funkce tg x a
cotg x jsou kladné pro úhly pro x v prvńım a ve třet́ım kvadrantu v němž
jsou definovány a záporné pro úhly ve druhém a ve třet́ım kvadrantu
kvadrantu v němž jsou definovány. Tyto funkce jsou periodické s peri-
odou π.
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Odvozeńı derivace funkce f(x) = sin x

a) Dokažme napřed, že plat́ı

lim
x→0

sin x

x
= 1.

Pro x ∈ (0, π
2
) je (viz obr. 4.8) 0 < sin x < x. Dále je obsah výseče

OAB menš́ı nežli obsah trojúhelńıku OBC, tj. 1
2
x < 1

2
tg x. Celkem

tedy plat́ı

0 < sin x < x < tg x =
sin x

cos x
.

Odtud přechodem k převráceným hodnotám dostáváme

cos x

sin x
<

1

x
<

1

sin x
.

Vynásob́ıme-li celou nerovnost kladným č́ıslem sinx, dostaneme

cos x <
sin x

x
< 1, tj. − 1 < −sin x

x
< − cos x.

Připočteme-li č́ıslo 1 ke všem třem výraz̊um, máme

0 < 1 − sin x

x
< 1 − cos x.

Bud’ ε > 0 a δ =
√

2ε > 0. Pro x ∈ (0, δ) je funkce sin(x)/x definována
a plat́ı v něm

∣∣∣∣
sin x

x
− 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1 − sin x

x

∣∣∣∣ = 1 − sin x

x
< 1 − cos x =

= 2 · sin2 x

2
< 2

(x
2

)2

=
x2

2
<
δ2

2
= ε,

takže

lim
x→0+

sin x

x
= 1.

Dále je

lim
x→0−

sin x

x
= lim

x→0+

sin(−x)
−x = lim

x→0+

sin x

x
= 1.

Tedy

lim
x→0

sin x

x
= 1.

b) Dokažme, že
(sin x)′ = cos x pro x ∈ (−∞,∞).

Necht’ a ∈ (−∞,∞). Potom plat́ı

(sin x)′x=a = lim
x→a

sin x− sin a

x− a
= lim

x→a
2 cos

x+ a

2
sin

x− a

2

1

x− a
=

= lim
x→a

(
cos

x+ a

2
sin

x− a

2
:
x− a

2

)
. (4.51)
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Položme

f(y) =
sin y

y
pro y 6= 0, f(0) = 1.

Tato funkce f(y) je spojitá v č́ısle 0. Položme dále

Φ(x) =
x− a

2
.

Zřejmě funkce Φ(x) je v č́ısle a spojitá a nabývá zde hodnoty 0, to jest
Φ(a) = 0. Podle věty 3.6 je složená funkce F (x) = f [Φ(x)] v č́ısle a
spojitá, tj.

lim
x→a

sin x−a
2

x−a
2

= lim
x→a

F (x) = F (a) = f [Φ(a)] = f(0) = 1. (4.52)

Položme nyńı f(y) = cos y, Φ(x) = (x + a)/2. Složená funkce F (x) =
f [Φ(x)] je v č́ısle a spojitá, takže

lim
x→a

cos
x+ a

2
= cos a. (4.53)

Z (4.51), (4.52), (4.53) dostáváme

(sin x)′x=a = cos a.

Funkce f(x) = sin x má v každém bodě x ∈ (−∞,∞) derivaci a plat́ı

(
sin x

)′
= cos x.

Derivace funkce y = cosx

Užit́ım věty o derivováńı složené funkce dostáváme

(
cos x

)′
=
[
sin
(π

2
− x
)]′

= − cos
(π

2
− x
)

= − sin x.

Funkce f(x) = cosx má v každém bodě x ∈ (−∞,∞) derivaci a plat́ı

(cosx)′ = sin x, x ∈ (−∞,∞).

Derivace funkćı tg x, cotg x

Z pravidel o derivováńı pod́ılu dvou funkćı dostáváme pro x ∈ (−∞,∞) −
{(2k + 1)π

2
}, k ∈ Z
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(tg x)′ =

(
sin x

cos x

)′
=

(sin x)′ · cos x− sin x · (cos x)′
cos2 x

=

=
cos x · cos x− sin x · (− sin x)

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Funkce f(x) = tg x má v každém bodě x ∈ (−∞,∞)−{(2k+1)π
2
}, k ∈

Z derivaci a plat́ı

(tg x)′ =
1

cos2 x
, x ∈ (−∞,∞) −

{
(2k + 1)

π

2

}
, k ∈ Z.

Podobně pro x ∈ (−∞,∞) − {kπ}, k ∈ Z

(cotg x)′ =
(cos x

sin x

)′
= − 1

sin2 x
.

Funkce f(x) = cotg x má v každém bodě x ∈ (−∞,∞) − {kπ}, k ∈ Z

derivaci a plat́ı

(cotg x)′ =
1

sin2 x
, x ∈ (−∞,∞) − {kπ} , k ∈ Z.

Derivace cyklometrických funkcı́

V předcházej́ıćım výkladu jsme zjistili, že funkce sin x je v intervalu 〈−π
2
, π

2
〉

spojitá a rostoućı a nabývá všech hodnot z intervalu 〈−1, 1〉. Tedy k ńı exis-
tuje funkce inverzńı definovaná na intervalu 〈−1, 1〉. Tuto funkci označujeme
arcsin x. Podle věty 4.6 je tato funkce spojitá na intervalu 〈−1, 1〉 a je na něm
rostoućı. Nabývá všech hodnot z intervalu 〈−π

2
, π

2
〉. Jej́ı graf se dostane

překlopeńım grafu funkce

f(x) = sin x, x ∈
〈
−π

2
,
π

2

〉

okolo př́ımky y = x (viz obr. 4.9). Geometrický význam funkce arcsin je
tento:

”
arcsin x je ten úhel z intervalu 〈−π

2
, π

2
〉, jehož sinus má hodnotu x.“

Funkce cosx je v intervalu 〈0, π〉 spojitá a klesaj́ıćı a nabývá všech hodnot
z intervalu 〈−1, 1〉. Tedy k ńı existuje funkce inverzńı, je definovaná na in-
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1

-1

π
2

−π
2

x

y

y = arcsinx

Obrázek 4.9: Graf funkce arcsin x.

1-1

π
2

π

x

y

y = arccosx

Obrázek 4.10: Graf funkce arccos x.

tervalu 〈−1, 1〉. Tuto funkci označujeme arccos x. Podle věty 4.6 je to funkce
spojitá na intervalu 〈−1, 1〉 a je na něm klesaj́ıćı. Nabývá všech hodnot z in-
tervalu 〈0, π〉. Jej́ı graf se dostane překlopeńım grafu funkce f(x) = cos x,
x ∈ 〈0, π〉 okolo př́ımky y = x (viz obr. 4.10). Geometrický význam funkce
arccos x je tento:

”
arccos x je ten úhel z intervalu 〈0, π〉, jehož kosinus má hodnotu x.“

Funkce tg x je v intervalu (−π
2
, π

2
) spojitá a rostoućı a nabývá zde všech

hodnot z intervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı, je definovaná
na intervalu (−∞,∞). Tuto funkci označujeme arctg x. Podle věty 4.6 je to
funkce spojitá na intervalu (−∞,∞) a je v něm rostoućı. Nabývá všech
hodnot z intervalu (−π

2
, π

2
). Jej́ı graf se dostane překlopeńım grafu funkce

f(x) = tg x, x ∈ (−π
2
, π

2
) okolo př́ımky y = x (viz obr. 4.11). Geometrický

význam funkce arctg x je tento:

”
arctg x je ten úhel z intervalu (−π

2
, π

2
), jehož tangens má hodnotu x.“

x

y

−π
2

π
2

0

y = arctg x

Obrázek 4.11: Graf funkce arctg x.
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Funkce cotg x je na intervalu (0, π) spojitá a klesaj́ıćı a nabývá na něm všech
hodnot z intervalu (−∞,∞). Tedy k ńı existuje funkce inverzńı definovaná
na intervalu (−∞,∞). Tuto funkci označujeme arccotg x. Podle věty 4.6
je to funkce spojitá na intervalu (−∞,∞) a je na něm klesaj́ıćı. Nabývá
všech hodnot z intervalu (0, π). Jej́ı graf se dostane překlopeńım grafu funkce
f(x) = cotg x, x ∈ (0, π) okolo př́ımky y = x (viz obr. 4.12). Geometrický
význam funkce arccotg x je tento:

”
arccotg x je ten úhel z intervalu (0, π), jehož kotangens má hodnotu x.“

x

y

π

π
2

0

y = arccotg x

Obrázek 4.12: Graf funkce arccotg x.

Funkce arcsin x, arccos x, arctg x a arccotg x se nazývaj́ı funkce cyklometrické.
Dosavadńı výsledky o spojitosti lze shrnout takto:

Funkce cyklometrické jsou spojité na svém neodvislém oboru.

Derivace cyklometrických funkćı.

Funkce sin x je spojitá a rostoućı na intervalu 〈−π
2
, π

2
〉. Jej́ım odvislým obo-

rem je interval 〈−1, 1〉. V každém bodě a z intervalu (−1, 1) má funkce
arcsin x tuto vlastnost: č́ıslo α = arcsin a je z intervalu (−π

2
, π

2
), takže funkce

sin x má v něm derivaci cosα 6= 0. Podle věty 4.7 má funkce arcsin x v č́ısle
a derivaci a plat́ı:

(arcsin x)′x=a =
1

cosα
=

1√
1 − sin2 α

=
1√

1 − a2
,

nebot’ sinα = a. Všimněme si také, že cos a je kladný, nebot’ a je z intervalu
(−π

2
, π

2
), takže odmocninu je nutno opatřit znaménkem plus. V každém bodě

x z intervalu (−1, 1) tedy plat́ı

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
.
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

Podobně odvod́ıme, že v každém bodě x intervalu (−1, 1) plat́ı

(arccos x)′ =
1

(cos y)′
= − 1

sin y
= − 1√

1 − cos2 y
= − 1√

1 − x2
.

V intervalu (−∞,∞) máme

(arctg x)′ =
1

(tg y)′
= cos2 y =

1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
,

(arccotg x)′ =
1

(cotg y)′
= − sin2 y = − 1

1 + cotg2 y
= − 1

1 + x2
.

Obdržené výsledky můžeme shrnout do následuj́ıćı věty.

Funkce cyklometrické maj́ı derivace v každém vnitřńım bodě svého ne-
odvislého oboru a plat́ı:

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
, x ∈ (−1, 1)

(arccos x)′ = − 1√
1 − x2

, x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, x ∈ (−∞,∞)

(arccotg x)′ = − 1

1 + x2
, x ∈ (−∞,∞).

Uved’me si nyńı souhrnně derivace elementárńıch funkćı.

Derivace elementárńıch funkćı

(c)′ = 0, c ∈ R, pro x ∈ (−∞,∞)(
xn
)′

= nxn−1, n ∈ N, pro x ∈ (−∞,∞)
(

n
√
x
)′

=
1

n( n
√
x)n−1

, n ∈ N, n sudé, pro x ∈ (0,∞)

(
n
√
x
)′

=
1

n( n
√
x)n−1

, n ∈ N, n liché,

pro x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞)

(ex)′ = ex, pro x ∈ (−∞,∞)

(ax)′ = ax ln a, a > 0, a 6= 1, pro x ∈ (−∞,∞)

(lnx)′ =
1

x
, pro x ∈ (0,∞)
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(loga x)
′ =

1

x

1

ln a
, a > 0, a 6= 1, pro x ∈ (0,∞)

(xs)′ = sxs−1, s ∈ R, pro x ∈ (0,∞)

(sinx)′ = cosx, pro x ∈ (−∞,∞)

(cosx)′ = − sinx, pro x ∈ (−∞,∞)

(tg x)′ =
1

cos2 x
,

pro x ∈ (−∞,∞) −
{

(2k + 1)
π

2

}
, k ∈ Z

(cotg x)′ = − 1

sin2 x
, pro x ∈ (−∞,∞) − {kπ}, k ∈ Z

(arcsinx)′ =
1√

1 − x2
, pro x ∈ (−1, 1)

(arccos x)′ = − 1√
1 − x2

, pro x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ =
1

1 + x2
, pro x ∈ (−∞,∞)

(arccotg x)′ = − 1

1 + x2
, pro x ∈ (−∞,∞)

4.3 Shrnutı́, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

Byl zaveden pojem derivace funkce v bodě a ∈ R a poukázáno na význam
derivace (Definice 4.1). Byly odvozeny derivace elementárńıch funkćı. Jsou
zde uvedeny vzorce pro výpočet derivace součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu
dvou funkćı (Věta 4.2). Dále byla uvedena věta o derivaci složené funkce
(Věta 4.4). Byla odvozena věta o výpočtu derivace inverzńı funkce (Věta
4.7). Dále byl vyšetřen vztah mezi existenćı derivace funkce f(x) v daném
bodě a a spojitost́ı funkce v bodě a.

Úlohy

1. Napǐste rovnici tečny ke křivce y = 3x2 − x + 1 v bodě T [1, ?] lež́ıćım
na dané křivce. [5x− y − 2 = 0]

2. Napǐste rovnici normály ke křivce y = x
x+1

v jej́ım bodě T [0, ?].
[x + y = 0]

3. Ve kterém bodě křivky y = x3 − 3x2 + 1 sv́ırá tečna s osou x úhel 45◦?
[x–ová souřadnice bodu je 1 ± 2√

3
]
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4. Derivace re áln é funkce re áln é prom ěnné

4. Ve kterých bodech má křivka y = x3 − 27x vodorovnou tečnu?
[x–ové souřadnice těchto bod̊u jsou 3, −3]

5. Necht’ f(y) = 3
√
y je vněǰśı složkou a ϕ(x) = x+1

x−1
je vnitřńı složkou

funkce F (x). Napǐste F (x) explicitně. Určete jej́ı definičńı obor.

[F (x) = 3

√
x+1
x−1

, DF = (−∞, 1) ∪ (1,∞)]

6. Derivujte
a) y =

√
x2 + 1 [ x√

x2+1
, x ∈ (−∞,∞)]

b) y = x sin 2x [sin 2x+ 2x cos 2x, x ∈ (−∞,∞)]

c) y = sin2 √x [ sin
√

x cos
√

x√
x

, x ∈ (0,∞)]

d) y = 3x2+1 [2 ln 3 · x · 3x2+1, x ∈ (−∞,∞)]
e) y = xx [Návod: xx = ex ln x; y′ = xx(ln x+ 1), x ∈ (0,∞)]

7. Vypoč́ıtejte prvńı derivaci funkce
a) y = log2

1+x
1−x

[ 2
(1−x2) ln 2

]

b) y = x2(
√

1 + x2 + 3x) [2x(
√

1 + x2 + 3x) + x2( x√
1+x2 + 3)]

c) y = ex cos 2x [ex cos 2x(cos 2x− 2x sin 2x)]

8. Vypoč́ıtejte derivace až do 3. řádu funkce
a) f(x) = x3 + 3x2 + 4x− 1

[f ′(x) = 3x2 + 6x+ 4, f ′′(x) = 6x + 6, f ′′′(x) = 6, x ∈ (−∞,∞)]
b) f(x) = xex

[f ′(x) = ex(x + 1), f ′′(x) = ex(x + 2), f ′′′(x) = ex(x + 3),
x ∈ (−∞,∞)]
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Extr émy funkcı́, v ěty o funkcı́ch spojitých na
intervalu

Věty o funkcı́ch spojitých na intervalu 〈a, b〉

Funkce monot ónnı́ na intervalu a lok álnı́
extr émy

Absolutnı́ extr émy

Konvexita a konk ávnost funkce

Hledánı́ ko řenů rovnice f(x) = 0 ”metodou
půlenı́ intervalu“.

L’H ôospitalovo pravidlo

Průb ěh funkce

Diferenci ál a Taylorova v ěta

Shrnutı́ a úlohy

Použitı́ derivacı́
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5. Použitı́ derivacı́

Cı́l kapitoly

Osvojit si pojem lokálńıho extrému funkce f(x) a pojem absolutńıho
extrému funkce f(x) na intervalu.
Osvojit si znalost věty o středńı hodnotě.
Naučit se hledat lokálńı a absolutńı extrémy funkce na intervalu.
Umět určit intervaly monotónnosti a intervaly konvexity dané funkce.
Umět vyhledat inflexńı body dané funkce.
Naučit se aplikovat L’Hôspitalovo pravidlo na výpočet limit.
Naučit se hledat přibližnou hodnotu kořene rovnice f(x) = 0 na inter-
valu 〈a, b〉 metodou

”
p̊uleńı intervalu“

Naučit se provést analýzu pr̊uběhu funkce.
Seznámit se s pojmem diferenciálu funkce a s Taylorovou větou.

Časov á zátěž

16 hodin

5.1 Extr émy funkcı́, v ěty o funkcı́ch spojitých na inter-
valu

V této části uvedeme některé věty o spojitých funkćıch, které maj́ı jak v ma-
tematické analýze, tak i v aplikaćıch základńı význam.

Začneme se zavedeńım pojmu lokálńıho extrému funkce f(x).

zavedeńı pojmu

”
lokálńı extrém

funkce“

Definice 5.1. (Lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı maximum
(minimum), jestliže existuje takové δ > 0, že funkce f(x)
je definovaná na intervalu (x0 − δ, x0 + δ) a plat́ı v něm
f(x) ≤ f(x0) (f(x) ≥ f(x0)) pro všechna x ∈ (x0−δ, x0+δ).

Podobně zavád́ıme pojem ostrého lokálńıho extrému touto definićı.

Definice 5.2. (Vlastńı lokálńı extrémy)

Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 vlastńı lokálńı ma-
ximum (minimum), jestliže existuje takové δ > 0, že funkce
f(x) je definovaná na intervalu (x0 − δ, x0 + δ) a plat́ı
f(x) < f(x0) (f(x) > f(x0)) pro všechna x ∈ (x0−δ, x0+δ)
pro něž je x 6= x0.

Lokálńı maxima a lokálńı minima nazýváme společným názvem lokálńı ex-
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trémy (též relativńı). Podobně vlastńı lokálńı maxima a minima nazýváme
vlastńımi lokálńımi extrémy.

Na obr. 5.1 je vyznačena funkce f(x), která má v bodech a, b lokálńı maxi-
mum a v bodě c lokálńı minimum.

a bc

y = f(x)

x

Obrázek 5.1: Funkce s lokálńım maximem v bodech a a b a lokálńım minimem
v bodě c.

Zaved’me si nyńı pojem absolutńıho extrému funkce f(x) na množině M ⊆
Df . V této definici se porovnává hodnota funkce f(x) v bodě x0 s hodnotami
funkce ve všech ostatńıch bodech dané množiny. Mı́sto pojmu absolutńıho
extrému můžeme mluvit o globálńım extrému funkce na množině.

zavedeńı pojmu

”
absolutńı

extrém funkce
na množině“

Definice 5.3.

Řekneme, že funkce f(x) má absolutńı maximum (mini-
mum) na množině M v bodě x0 ∈ M , jestliže funkce
f(x) je definovaná na množině M a jestliže f(x) ≤ f(x0)
(f(x) ≥ f(x0)) pro každé x ∈M .
Řekneme, že funkce f(x) má své vlastńı absolutńı maximum
(minimum) na množině M v bodě x0 ∈ M , jestliže funkce
f(x) je definována na množině M a jestliže f(x) < f(x0)
(f(x) > f(x0)) pro každé x ∈M .
Absolutńı minimima a absolutńı maxima nazýváme
společným názvem absolutńı extrémy.
Absolutńı vlastńı maximum a absolutńı vlastńı minimum
nazýváme společným názvem vlastńı absolutńı extrémy.

Poznámka. V nahoře uvedených pojmech se mı́sto vlastńı extrém použ́ıvá
též termı́n ostrý extrém.

O existenci absolutńıho extrému funkce f(x) na intervalu vypov́ıdá následu-
j́ıćı věta. Ve většině aplikaćı nás zaj́ımá nalezeńı absolutńıho extrému.
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5. Použitı́ derivacı́

Věta 5.1. (Weierstrassova)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Potom exis-
tuj́ı body x0, x1 ∈ 〈a, b〉 tak, že funkce f(x) nabývá svého
absolutńıho minima (maxima) na intervalu 〈a, b〉 v bodě
x0 (x1). Tento bod je bud’to krajńım bodem intervalu
〈a, b〉, anebo bodem, v němž funkce nabývá svého lokálńıho
extrému.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Na obr. 5.2 nabývá funkce f(x) svého lokálńıho maxima v bodě c, lokálńıho
minima v bodě d, absolutńıho maxima v bodě c a absolutńıho minima v bodě
a.

0
x

y

a c d b

y = f(x)

Obrázek 5.2: Absolutńı extrémy na 〈a, b〉.

Funkce na obr. 5.3 na (a, b〉 nabývá absolutńıho minimum v bodě b, avšak
nemá absolutńı maximum na (a, b〉. Tato funkce f(x) je sice spojitá na (a, b),
avšak neńı spojitá na 〈a, b〉. Větu 5.1 nelze aplikovat, nejsou splněny jej́ı
předpoklady.

0
x

y

a b

y = f(x)

Obrázek 5.3: Porušeńı předpoklad̊u věty 5.1.

hledáńı
lokálńıch
extrémů

Napřed se zabývejme problémem určeńı bod̊u, v nichž funkce nabývá lokálńı
extrém. K tomu budeme potřebovat několik vět.

Věta 5.2. Necht’ f ′(a) > 0 (f ′(a) < 0). Pak existuje takové okoĺı č́ısla a, že
pro všechna č́ısla x < a z tohoto okoĺı plat́ı f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) a pro
všechna x > a z tohoto okoĺı plat́ı f(x) > f(a) (f(x) < f(a)).
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Důkaz: Necht’ f ′(a) > 0. Pak existuje

lim
x→a

f(x) − f(a)

x− a
= f ′(a) > 0.

Existuje tedy takové okoĺı č́ısla a, že v němž je uvedený pod́ıl definován a je
stále kladný, tj.

f(x) − f(a)

x− a
> 0.

Tedy v tomto okoĺı jsou č́ısla f(x)−f(a), x−a stejných znamének. Pro x < a
je tedy f(x) < f(a), pro x > a je f(x) > f(a). Podobně se provede d̊ukaz
pro druhý př́ıpad f ′(a) < 0.

Poznámka. Jak v́ıme, geometrický význam prvńı derivace je směrnice tečny
ke grafu funkce f(x) v bodě a. Je-li tedy f ′(a) > 0, sv́ırá tečna grafu f(x)
v bodě a úhel ϕ, pro nějž je 0 < ϕ < π

2
. Viz obr. 5.4.

0 x

y

ϕ

t

f(x)

a

Obrázek 5.4: Derivace – směrnice tečny (f ′(a) > 0).

Podobně, je-li f ′(a) < 0, sv́ırá tečna grafu funkce f(x) v bodě a úhel ϕ, pro
nějž je π

2
< ϕ < π. Viz obr.5.5

0 x

y

ϕ

t

f(x)

a

Obrázek 5.5: Derivace jako směrnice tečny (f ′(a) < 0).

5.2 Věty o funkcı́ch spojitých na intervalu 〈a, b〉

věta RolleovaVěta 5.3. (Rolleova) Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉
a necht’ má v každém vnitřńım bodě tohoto intervalu derivaci. Bud’ dále
f(a) = f(b). Pak existuje takové č́ıslo c ∈ (a, b), že f ′(c) = 0.
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5. Použitı́ derivacı́

Důkaz: Je-li funkce f(x) v 〈a, b〉 konstantńı, tvrzeńı je správné a za c lze vźıt
kterékoliv č́ıslo uvnitř 〈a, b〉. Necht’ tedy f(x) neńı v 〈a, b〉 konstantńı. Pak
tedy aspoň v jednom č́ısle x ∈ (a, b) plat́ı f(x) 6= f(a) = f(b). Dejme tomu,
že f(x) > f(a). Podle věty Weierstrassovy nabude funkce f(x) v některém
č́ısle c, kde a < c < b, své maximálńı hodnoty. Dokažme, že f ′(c) = 0. Kdyby
bylo totiž f ′(c) > 0, pak by podle věty 5.2 existovalo jisté okoĺı č́ısla c tak,
že pro všechna x > c z tohoto okoĺı by platilo f(x) > f(c), podobně, kdyby
f ′(c) < 0, pak by existovalo jisté okoĺı č́ısla c tak, že pro všechna x < c
z tohoto okoĺı by platilo f(x) > f(c). To však neńı možné, nebot’ f(c) je ze
všech funkčńıch hodnot maximálńı. Tedy opravdu f ′(c) = 0.

Poznámka. Geometrický smysl věty je tento: graf funkce y = f(x) má za
daných předpoklad̊u aspoň v jednom bodě vodorovnou tečnu (viz obr. 5.6).

xa c b

t

f(x)

Obrázek 5.6: Tečna grafu f(x) v lokálńım maximu.

Př́ıklad 5.1. Bud’ f(x) = |x|, x ∈ 〈−1, 1〉. Tvrzeńı věty neplat́ı, v č́ısle 0
je porušen předpoklad o existenci derivace. Viz obr. 5.7

−1 1 x

y

Obrázek 5.7: Graf funkce y = |x|, x ∈ 〈−1, 1〉.

věty o př́ırustku
funkce

Věta 5.4. (Obecná věta o př́ır̊ustku funkce) Necht’ funkce f(x), g(x)
jsou spojité na intervalu 〈a, b〉 a necht’ maj́ı v každém vnitřńım bodě tohoto
intervalu derivace. Pak existuje takové č́ıslo c ∈ (a, b), že

[f(b) − f(a)] · g′(c) = [g(b) − g(a)] · f ′(c).

Důkaz: Zaved’me pomocnou funkci

F (x) = [f(b) − f(a)] · g(x) − [g(b) − g(a)] · f(x).
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Z předpoklad̊u o funkćıch f(x) a g(x) vycháźı, že funkce F (x) je na intervalu
〈a, b〉 spojitá a uvnitř má derivaci. Dále F (a) = F (b). Podle věty 5.3 existuje
c ∈ (a, b) tak, že

F ′(c) = [f(b) − f(a)] · g′(c) − [g(b) − g(a)] · f ′(c) = 0.

Odtud tvrzeńı věty.

Poznámka. Rolleova věta 5.3 je zváľstńım př́ıpadem věty 5.4 pro g(x) = x
a funkci f(x), pro ńıž plat́ı f(a) = f(b).

věta o př́ırustku
funkceVěta 5.5. (Věta o př́ırustku funkce)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉 a necht’

existuje f ′(x) pro x ∈ (a, b). Potom existuje alespoň jedno
c ∈ (a, b) tak, že

f(b) − f(a) = f ′(c) · (b− a). (5.1)

Důkaz: Důkaz vycháźı bezprostředně z předcházej́ıćı věty pro g(x) = x.

Poznámka 1. Vztah (5.1) lze přepsat takto

f(b) − f(a)

b− a
= f ′(c).

Levá strana tohoto vztahu vyjadřuje pr̊uměrný př́ırustek funkce f(x) při
přechodu z bodu a do bodu b.

Větu lze interpretovat takto. Existuje bod c ∈ (a, b) tak, že tečna ke grafu
funkce y = f(x) v bodě [c, f(c)] je rovnoběžná se spojnićı bod̊u [a, f(a)],
[b, f(b)]. Věta je schematicky znázorněna na obr. 5.8.

a bc

y = f(x)

t

Obrázek 5.8: Interpretace věty 5.5.

Jestliže známe konstantu M pro ńıž je |f ′(x)| ≤ M pro x ∈ 〈a, b〉, potom
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5. Použitı́ derivacı́

podle (5.1) plat́ı
|f(b) − f(a)| < M · (b− a).

Věta umožňuje odhadnout f(b) − f(a).

Poznámka 2. Věta 5.5 se nazývá též
”
Větou o středńı hodnotě dife-

renciálńıho počtu“.

Př́ıklad 5.2. Odhadněte
sin

π

3
− sin

π

6
.

Řešeńı. Použijeme větu 5.5. Položme v ńı f(x) = sin x, a = π
6
, b = π

3
. Potom

je f ′(x) = (sin x)′ = cos x. Pro x ∈ 〈π
6
, π

3
〉 je |f ′(x)| = | cos x| ≤ cos π

6
=

√
3

2
,

takže M =
√

3
2

. Je tedy

∣∣∣sin
π

3
− sin

π

6

∣∣∣ ≤M
(π

3
− π

6

)
,

tj. ∣∣∣sin
π

3
− sin

π

6

∣∣∣ ≤
√

3

2

π

6
=

√
3π

12
.

Pomoćı kalkulačky zjist́ıme, že

∣∣∣sin
π

3
− sin

π

6

∣∣∣ = 0,36603 a

√
3π

12
= 0,45345.

5.3 Funkce monot ónnı́ na intervalu a lok álnı́ extr émy

funkce
monotónńı

Připomeňme si, že funkce f(x) se nazývá rostoućı (klesaj́ıćı) na intervalu I ,
jestliže má tuto vlastnost:

Jestliže x1, x2 ∈ I, x1 < x2,potom f(x1) < f(x2)
(
f(x1) > f(x2)

)
.

Funkce rostoućı a klesaj́ıćı se nazývaj́ı společným názvem funkce ryze mo-
notónńı.

Funkce f(x) se nazývá neklesaj́ıćı (nerostoućı) na intervalu I , jestliže má
tuto vlastnost:

Jestliže x1, x2 ∈ I, x1 < x2,potom f(x1) ≤ f(x2)
(
f(x1) ≥ f(x2)

)
.

Funkce neklesaj́ıćı a nerostoućı se nazývaj́ı společným názvem funkce mo-
notónńı.

Je tedy každá funkce ryze monotónńı též monotónńı. Opak nemuśı platit.

Určit intervaly, na nichž je vyšetřovaná funkce monotónńı, nám často pomůže
tato věta.

136



Věta 5.6. (Monotónnost funkce na intervalu)

Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu I a necht’ I0 je
množina všech vnitřńıch bod̊u intervalu I. Necht’ funkce
f(x) má derivaci f ′(x) na I0.

Jestliže f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) pro x ∈ I0, potom f(x) je
rostoućı (klesaj́ıćı) na I.

Jestliže f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) pro x ∈ I0, potom f(x) je
neklesaj́ıćı (nerostoućı) na intervalu I.

Důkaz: Necht’ f ′(x) > 0 pro x ∈ I0. Necht’ x1, x2 ∈ I , x1 < x2. Podle věty
5.5 plat́ı

f(x2) − f(x1) = f ′(c)(x2 − x1),

kde c je vhodný bod z intervalu (x1, x2) ⊆ I0. Podle předpokladu je f ′(c) > 0.
Poněvadž x2 − x1 > 0, je f ′(c)(x2 − x1) > 0, takže f(x2) > f(x1). Funkce
f(x) je tedy rostoućı na I .

Podobně se věta dokáže v ostatńıch př́ıpadech.

Ukažme nyńı, jak určit intervaly monotónnosti funkce f(x) definované
na intervalu I v př́ıpadě, že funkce f(x) má dále uvedené vlastnosti.

Předpokládejme, že funkce f(x) je spojitá na intervalu I . Označme I0
množinu všech vnitřńıch bod̊u intervalu I . Předpokládejme, že f ′(x) je
spojitá na intervalu I0, a že má na něm konečný počet nulových bod̊u.
Tyto nulové body rozděĺı interval I na konečný počet částečných inter-
val̊u. Ve všech vnitřńıch bodech každého z těchto částečných interval̊u
je f ′(x) > 0 nebo f ′(x) < 0. Takže v něm je funkce f(x) rostoućı nebo
klesaj́ıćı. Při grafickém znázorněńı vyznač́ıme interval I na č́ıselné ose a
nulové body funkce f ′(x). Tyto nulové body rozděĺı interval I na několik
částečných interval̊u. Nad každým z těchto interval̊u vyznač́ıme

”
+“, je-

li v jeho vnitřńıch bodech f ′(x) > 0, a
”
−“, je-li v jeho vnitřńıch bodech

f ′(x) < 0. Pod interval, nad ńımž je symbol
”
+“ (

”
−“) dáme symbol

”
ր“ (

”
ց“) a tak vyznač́ıme, že funkce f(x) je na tomto částečném

intervalu rostoućı (klesaj́ıćı). Ilustrujme to na následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 5.3. Nalezněte intervaly monotónnosti funkce

f(x) = 2x3 − 15x2 + 36x− 5.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá a má i spojitou derivaci f ′(x), kde

f ′(x) = 6x2 − 30x + 36.

Řešeńım rovnice f ′(x) = 0 dostáváme x1 = 2, x2 = 3.
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5. Použitı́ derivacı́

Vyznačme č́ıselnou osu. Interval I je celá tato č́ıselná osa. Na ńı vyznač́ıme
body x1 = 2, x2 = 3. Tyto body rozděĺı interval I na 3 částečné intervaly:
(−∞, 2〉, 〈2, 3〉, 〈3,∞). Znameńı f ′(x) a monotónnost funkce f(x) jsou patrny
z obr. 5.9.

f ′(x) + − +

f(x) ր ց ր
x1 = 2 x2 = 3

Obrázek 5.9: Monotónnost funkce f(x) = 2x3 − 15x2 + 36x− 5.

Funkce f(x) je rostoućı na intervalu (−∞, 2〉 a na intervalu 〈3,∞) a je kle-
saj́ıćı na intervalu 〈2, 3〉.
Př́ıklad 5.4. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) = 1

x
ln x rostoućı a

intervaly, na nichž je tato funkce klesaj́ıćı.

Řešeńı. Funkce f(x) je definovaná na intervalu (0,∞). Vypoč́ıtejme f ′(x).
Dostáváme

f ′(x) = − 1

x2
ln x+

1

x
· 1

x
,

tedy

f ′(x) =
1

x2
(1 − ln x).

Funkce f(x), f ′(x) jsou spojité na intervalu (0,∞).

Určeme znameńı funkce f ′(x). Řešeńım rovnice f ′(x) = 0 dostáváme lnx = 1.
Odtud x = e. Znameńı funkce f ′(x) = 1

x2 (1− ln x) je vyznačeno na obr. 5.10.

0 e

+ −f ′(x)

ր ցf(x)

Obrázek 5.10: Znameńı funkce f ′(x).

Odtud dostáváme, že daná funkce f(x) = 1
x

ln x je rostoućı na intervalu (0, e〉
a klesaj́ıćı na intervalu 〈e,∞).

Zabývejme se nyńı podrobněji problémem nalezeńı lokálńıch extrémů.

Lok álnı́ extr émy

hlednáńı
lokálńıch
extrémů

Věta 5.7. Necht’ funkce f(x) má v bodě a lokálńı extrém a necht’ existuje
f ′(a). Potom f ′(a) = 0.

Důkaz: Věta je bezprostředńım d̊usledkem věty 5.2 a definice 5.2.

Z věty 5.7 vyplývá, že funkce f(x) může mı́t lokálńı extrém
pouze v bodech, v nichž nemá derivaci anebo v bodech,
v nichž má derivaci rovnu nule.
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Poznamenejme, že je-li f ′(a) = 0, má graf funkce f(x) v bodě a tečnu rov-
noběžnou s osou x.

Na obr. 5.11 je znázorněna funkce, která má v bodě x0 lokálńı minimum a
má v něm derivaci; na obr. 5.12 je znázorněna funkce, která má v bodě x0

lokálńı minimum, ale nemá v něm derivaci.

xx0

y = f(x)

Obrázek 5.11: f(x) má v x0 derivaci.

xx0

y = f(x)

Obrázek 5.12: f(x) nemá v x0 deri-
vaci.

Zjistili jsme v kterých bodech může mı́t daná funkce f(x) lokálńı extrémy.
Dále si uvedeme několik vět, kterými lze alespoň v některých př́ıpadech roz-
hodnout, zda funkce f(x) má v nich skutečně lokálńı extrém.

Věta 5.8. (Existence lokálńıho extrému)

Necht’ f ′(x0) = 0 a necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈
(x0 − δ, x0) je f ′(x) definována a plat́ı f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0)
a pro x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) definováné a plat́ı f ′(x) <
0 (f ′(x) > 0). Potom funkce f(x) má v hodě x0 lokálńı
maximum (minimum). Jestliže f ′(x) > 0 (f ′(x) < 0) pro
x ∈ (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ), fukce f(x) nemá v x0 lokálńı
extrém.

Důkaz: Necht’ f ′(x0) = 0 a necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈ (x0 − δ, x0)
je f ′(x) > 0 a pro x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) < 0. Necht’ x1 ∈ (x0 − δ, x0). Podle
věty 5.5 plat́ı

f(x1) − f(x0) = (x1 − x0) · f ′(c),

kde c ∈ (x1, x0). Poněvadž f ′(c) > 0 a (x1 − x0) < 0 je f(x1) − f(x0) < 0,
tj. f(x1) < f(x0). Podobně se dokáže, že pro x2 ∈ (x0, x0 + δ) je f(x2) <
f(x0). Má tedy funkce f(x) v bodě x0 lokálńı maximum. Podobně se dokáže
zbývaj́ıćı tvrzeńı věty.

Znázorněme si graficky situaci uvedenou v této větě. Ukažme některé př́ıpady:

a) f ′(x0) = 0, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0−δ, x0), f
′(x) > 0 pro x ∈ (x0, x0 +δ),

139



5. Použitı́ derivacı́

kde δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) − +

f(x) ց ր

f(x) má v x0

lokálńı minimum

b) f ′(x0) = 0, f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0−δ, x0〉, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0, x0 +δ),
kde δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) + −

f(x) ր ց

f(x) má v x0

lokálńı maximum

c) f ′(x0) = 0, f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0−δ, x0〉, f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0, x0 +δ),
kde δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) + +

f(x) ր ր

f(x) nemá v x0

lokálńı extrém

d) f ′(x0) = 0, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0−δ, x0〉, f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0, x0 +δ),
kde δ ∈ R

x0 − δ x0 + δx0

f ′(x) − −

f(x) ց ց

f(x) nemá v x0

lokálńı extrém

Př́ıklad 5.5. Určete intervaly monotónnosti a lokálńı extrémy funkce

f(x) = xe
1
x .

Řešeńı. Daná funkce je definovaná pro x ∈ R − {0}. Vypoč́ıtejme f ′(x).
Dostáváme

f ′(x) = e
1
x + xe

1
x

(
− 1

x2

)
, x ∈ R − {0}.

Odtud úpravou

f ′(x) = e
1
x

(
1 − 1

x

)
, tj. f ′(x) =

e
1
x

x
(x− 1), x ∈ R − {0}.

Funkce f ′(x) je spojitá na intervalu I = (0,∞) a je rovněž spojitá na intervalu
Ĩ = (−∞, 0). Má nulový bod v bodě x = 1. Abychom mohli použ́ıt větu
5.8, budeme uvažovat funkci f(x) zvlášt’ na intervalu (−∞, 0) a zvlášt’ na
intervalu (0,∞).
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a) Necht’ x ∈ I = (0,∞). Nulový bod x = 1 funkce f ′(x) rozděĺı interval I
na dva částečné intervaly, na interval (0, 1〉 a na interval 〈1,∞). Zřejmě
f ′(x) < 0 pro x ∈ (0, 1) a f ′(x) > 0 pro x ∈ (1,∞). Na obr. 5.13 je
znázorněno znameńı funkce f ′(x) pro x ∈ (0, 1) a pro (1,∞). Tedy f(x)
je klesaj́ıćı na intervalu (0, 1〉 a rostoućı na intervalu 〈1,∞). V bodě
x = 1 má f(x) lokálńı minimum.

0 1

− +f ′(x)

ց րf(x)

Obrázek 5.13: Funkce xe
1
x pro x ∈ (0,∞).

Vypoč́ıtejme f(1). Dostáváme f(1) = e.

b) Necht’ x ∈ Ĩ = (−∞, 0). V tomto intervalu je f ′(x) < 0, takže f(x) je
klesaj́ıćı na intervalu (−∞, 0), takže v něm nemá f(x) lokálńı extrém.

Uved’me ještě daľśı větu, která umožňuje určit v některých př́ıpadech lokálńı
extrémy funkce f(x).

Věta 5.9. (Existence lokálńıho extrému) Necht’ f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0
(< 0). Potom funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı minimum (maximum).

Důkaz: Necht’ f ′′(x0) > 0. Potom existuje

lim
x→x0

f ′(x) − f ′(x0)

x− x0
= f ′′(x0) > 0.

Existuje tedy takové čislo δ > 0, že pro x 6= x0, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) je pod́ıl

f ′(x) − f ′(x0)

x− x0
=

f ′(x)

x− x0

definován a je kladný. Tedy f ′(x) a x − x0 maj́ı zde stejné znaménko. Je
tedy f ′(x) < 0 pro x ∈ (x0 − δ, x0) a f ′(x) > 0 pro x ∈ (x0, x0 + δ). Podle
věty 5.8 má tedy funkce f(x) v bodě x0 lokálńı minimum. Podobně se dokáže
zbývaj́ıćı část věty.

Př́ıklad 5.6. Určete lokálńı extrémy funkce f(x) = x2 − 5x + 6.

Řešeńı. Funkce f(x) má derivaci pro x ∈ (−∞,∞). Podle poznámky uve-
dené výše může tedy nabývat lokálńı extrémy pouze v bodech, v nichž je
f ′(x) = 0. Dostáváme

f ′(x) = 2x− 5.

Řešeńım rovnice 2x − 5 = 0 dostáváme x0 = 5
2
. Tedy funkce f(x) může

nabývat lokálńı extrém pouze v bodě x0 = 5
2
. Dokážeme nyńı dvěma zp̊usoby,

že zde daná funkce nabývá lokálńı minimum.

a) Zřejmě f ′(x) < 0 pro x ∈ (−∞, 5
2
) a f ′(x) > 0 pro x ∈ (5

2
,∞). Podle

věty 5.8 má funkce f(x) v bodě x0 lokálńı minimum.
b) Poněvadž f ′′(x) = 2, je f ′′(5

2
) = 2 > 0. Podle věty 5.9 má funkce f(x)

v bodě 5
2

lokálńı minimum.
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Př́ıklad 5.7. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x4.

Řešeńı. Podobnou úvahou jako v minulém př́ıkladě zjist́ıme, že funkce f(x)
může mı́t lokálńı extrém pouze v bodě, v němž je f ′(x) = 0. Zřejmě f ′(x) =
4x3. Rovnice 4x3 = 0 má jediné řešeńı x = 0. Zřejmě f ′(x) < 0 pro x ∈
(−∞, 0) a f ′(x) > 0 pro x ∈ (0,∞). Má tedy funkce f(x) v bodě x = 0 podle
věty 5.8 lokálńı minimum. Poněvadž f ′′(0) = 0, nelze o existenci lokálńıho
extrému v bodě x = 0 rozhodnout podle věty 5.9.

Př́ıklad 5.8. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x3.

Řešeńı. Funkce f(x) má derivaci pro x ∈ (−∞,∞). Může tedy mı́t podle
výše uvedené poznámky lokálńı extrém pouze v bodě x = 0, nebot’ jenom
v něm je f ′(x) = 0. Poněvadž f ′(x) = 3x2 > 0 pro x ∈ (−∞, 0)∪(0,∞) nemá
f(x) podle věty 5.8 v bodě x = 0 lokálńı extrém. Daná funkce tedy nemá
lokálńı extrémy. Poněvadž f ′′(0) = 0, nelze podle věty 5.9 rozhoudnout, zda
v bodě 0 má funkce f(x) = x3 lokálńı extrém.

Na př́ıkladě 5.7 jsme viděli, že věta 5.9 nám někdy neumožňuje určit, zda
funkce f(x) má v bodě x0, v němž je f ′(x0) = 0, lokálńı extrém, nebo nemá.
Uved’me si následuj́ıćı větu, která je obecněǰśı než věta 5.9.

Věta 5.10. (Existence lokálńıho extrému)

Necht’ f ′(x0) = f ′′(x0) = · · · = f (n)(x0) = 0 a necht’

f (n+1)(x0) 6= 0. Je-li n + 1 sudé, má funkce f(x) v bodě
x0 lokálńı extrém. Jestliže f (n+1)(x0) > 0 (f (n+1)(x0) < 0),
potom funkce f(x) má v bodě x0 lokálńı minimum (maxi-
mum). Je-li n+ 1 liché, nemá funkce f(x) v bodě a lokálńı
extrém.

Př́ıklad 5.9. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x4.

Řešeńı. Dostáváme

f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2, f ′′′(x) = 24x, f (4)(x) = 24.

Zřejmě f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0, f (4)(0) = 24 > 0. Má tedy funkce
f(x) = x4 v bodě x = 0 lokálńı minimum podle věty 5.10.

Př́ıklad 5.10. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x) = x3.

Řešeńı. Dostáváme

f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x, f ′′′(x) = 6.

Zřejmě f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 6 > 0. Podle věty 5.10 nemá funkce
f(x) = x3 v bodě x = 0 lokálńı extrém.
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5.4 Absolutnı́ extr émy

hledáńı
absolutńıch
extrémů

V definici5.3 byla podána definice absolutńıho maxima a absolutńıho minima
funkce f(x) na množině M . Absolutńı maximum a absolutńı minimum funkce
f(x) na množině M nazýváme společným názvem absolutńı extrémy. Abso-
lutńı extrémy funkce nemuśı ovšem existovat. Tak např. funkce f(x) = tg x
v intervalu (−π

2
, π

2
) nenabývá ani největš́ı ani nejmenš́ı hodnoty, nebot’ je

f ′(x) =
1

cos2 x
> 0

a funkce f(x) je na (−π
2
, π

2
) rostoućı.

Jestliže funkce f(x) je spojitá na uzavřeném intervalu, pak je existence ab-
solutńıch extrémů zaručena větou Weierstrassovou. Pro nalezeńı absolutńıch
extrémů je d̊uležitá tato věta:

Věta 5.11. (Existence absolutńıho extrému)

Bud’ f(x) funkce definovaná na intervalu J . Necht’ má v č́ısle
a ∈ J absolutńı extrém. Pak a je koncovým bodem intervalu
J nebo v něm má funkce f(x) relativńı extrém.

Důkaz: Neńı-li a koncovým bodem intervalu J , dá se zvolit interval J ′ ta-
kový, že J ′ je část́ı J a bod a je vnitřńım bodem v J ′. Pak v J ′ je f(x)
definována a plat́ı f(x) ≤ f(a) (f(x) ≥ f(a)) na intervalu J ′. Potom funkce
f(x) má v č́ısle a relativńı maximum (minimum).

Na absolutńı extrémy funkce vede řada aplikačńıch úloh. Uved’me př́ıklad.

Př́ıklad 5.11. Obdélńıkový kus plechu má rozměry 60 × 28 cm. V roźıch
se odř́ıznou čtverce a zbytek se ohne tak, že vznikne otevřená krabice. Jak
veliká muśı být strana odř́ızutých čtverc̊u, aby objem krabice byl maximálńı?

Řešeńı. Je-li x strana odř́ıznutých čtverc̊u (viz obr. 5.14), je objem krabice

f(x) = (60 − 2x)(28 − 2x)x = 4x(30 − x)(14 − x).

Plat́ı, že x ∈ 〈0, 14〉 a f(0) = f(14) = 0, pro x ∈ (0, 14) je f(x) > O.
Absolutńı maximum splyne tedy s maximem relativńım. Dostáváme

f ′(x) = 4(3x2 − 88x + 420), f ′′(x) = 8(3x− 44).

Úloze vyhovuj́ıćı kořen rovnice f ′(x) = 0 je x = 6. Poněvadž f ′′(6) < 0,
má funkce f(x) v bodě x = 6 lokálńı maximum. Plat́ı f(6) = 4608. Objem
krabice je maximálńı, odř́ıznou-li se čtverce o straně 6 cm. Objem krabice
pak je 4,608 dm3.
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x x

60

x
x

28

Obrázek 5.14: Tvar plechu na krabici.

5.5 Konvexita a konk ávnost funkce

Necht’ funkce f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Potom graf funkce f(x) má
v bodě [a, f(a)] tečnu y − f(a) = f ′(a) · (x− a). Označme

Φ(x) = f(x) − f(a) − f ′(a)(x− a), x ∈ Df .

odchylku funkce y = f(x) a funkce y = f(a) + f ′(a) · (x − a), jej́ıž graf je
tečna ke grafu funkce f(x) v bodě a. (viz obr. 5.15)

0 x

y

t

f(x)

aa − δ a + δ x

T [a, f(x)]

Φ(x)

Obrázek 5.15: Zavedeńı funkce Φ(x).

inflexńı bod
Definice 5.4. (Inflexńı bod)

Řekneme, že funkce f(x) prob́ıhá v bodě a nad tečnou (pod
tečnou), existuje-li takové δ > 0, že na intervalu (a−δ, a+δ)
je definována funkce

Φ(x) = f(x) − f(a) − f ′(a)(x− a) (5.2)

a Φ(x) > 0 (Φ(x) < 0), pro x ∈ (a − δ, a) ∪ (a, a+ δ). (Viz
obr. 5.15.)
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Řekneme, že bod a je inflexńım bodem funkce f(x), (viz obr.
5.16) jestliže existuje δ > 0 tak, že Φ(x) je definována na
intervalu (a − δ, a + δ) a plat́ı Φ(x) > 0 (Φ(x) < 0) pro
x ∈ (a − δ, a) a Φ(x) < 0 (Φ(x) > 0) pro x ∈ (a, a + δ).
(Graf funkce přecháźı v bodě dotyku z jedné strany tečny
na druhou.)

xa − δ a + δa

T

t y = f(x)

Obrázek 5.16: K definici inflexńıho bodu.

Věta 5.12. Necht’ f ′′(a) > 0 (f ′′(a) < 0). Potom funkce f(x) prob́ıhá v bodě
a nad tečnou (pod tečnou).

Důkaz: Necht’ f ′′(a) > 0. Pak podle definice derivace existuje takové okoĺı
Uδ(a), že pro x ∈ Uδ(a) − {a} je

f ′(x) − f ′(a)

x− a

definováno a je f ′(x)−f ′(a)
x−a

> 0. Tedy v Uδ(a) je definována derivace f ′(x).

Necht’ x je libovolný bod z intervalu Uδ(a) − {a}. Potom funkce f(x) je
v intervalu o koncových bodech a, x spojitá a uvnitř má derivaci. Totéž plat́ı
pro funkci Φ(x). Podle věty o př́ırustku funkce plat́ı pro funkci Φ danou
vztahem (5.2)

Φ(x) = Φ(x) − Φ(a) = Φ′(c)(x− a), (5.3)

kde c lež́ı mezi a, x. Úpravou (5.3) dostáváme

Φ(x) =
(
f ′(c) − f ′(a)

)
(x− a) =

f ′(c) − f ′(a)

c− a
(x− a)(c− a).

Poněvadž c lež́ı mezi a, x, je (x − a)(c − a) > 0. Je tedy znameńı Φ(x)

v Uδ(a) − {a} stejné jako je znameńı f ′(c)−f ′(a)
c−a

a tedy stejné i jako je f ′′(a).
Je tedy Φ(x) > 0 pro x ∈ Uδ(a) − {a}. Podobně se dokáže věta v ostatńıch
př́ıpadech.

Z této věty bezprostředně vyplývá tato věta:
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5. Použitı́ derivacı́

Věta 5.13. Necht’ a je inflexńım bodem funkce f(x). Existuje-li f ′′(a),
potom f ′′(a) = 0.

Funkce f(x) může mı́t inflexńı bod pouze v bodech, v nichž
má prvńı derivaci, ale nemá druhou derivaci nebo v těch
bodech, v nichž tato druhá derivace existuje a je rovna 0.

Ukažme si nyńı větu, která nám umožńı alespoň v některých př́ıpadech zjistit
inflexńı body daná funkce.

Věta 5.14. (Existence inflexńıho bodu)

Necht’ f ′′(a) = 0 a necht’ existuje δ > 0 tak, že pro x ∈
(a − δ, a) je f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0) a pro x ∈ (a, a + δ) je
f ′′(x) < 0 (f ′′(x) > 0). Potom funkce f(x) má v bodě a
inflexńı bod.

Znázorněme si graficky situaci uvedenou ve větě 5.14.

a + δa − δ a

f ′′ : + −
f ′′(a) = 0

a je inflexńı bod
funce f(x)

a + δa − δ a

f ′′ : − +

f ′′(a) = 0

a je inflexńı bod
funce f(x)

Př́ıklad 5.12. Určete inflexńı body funkce

f(x) = x3 − 3x2 + 5x+ 4.

Řešeńı. Pro x ∈ (−∞,∞) dostáváme

f ′(x) = 3x2 − 6x + 5, (5.4)

f ′′(x) = 6x− 6. (5.5)

Určeme nulové body funkce f ′′(x). Z rovnice f ′′(x) = 0, to jest z rovnice
6x − 6 = 0 dostáváme x = 1. Funkce f(x) má prvńı a druhou derivaci pro
x ∈ (−∞,∞).

1

f ′′ : − +

1 je inflexńı bod
funce f(x)

Má tedy funkce f(x) v bodě x = 1 podle věty 5.14 inflexńı bod.

Daľśı větou, kterou lze v některých př́ıpadech určit inflexńı body, je následu-
j́ıćı věta.
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Věta 5.15. (Existence inflexńıho bodu)

Necht’ funkce f(x) splňuje v bodě x = a tyto vztahy f ′′(a) =
· · · = f (n)(a) = 0, f (n+1)(a) 6= 0. Je-li n + 1 liché, potom
funkce f(x) má v bodě a inflexńı bod.

Př́ıklad 5.13. Nalezněte inflexńı body funkce f(x) = x3 − 3x2 + 5x + 4.
(Viz př́ıklad 5.12.)

Řešeńı. Dostáváme

f ′(x) = 3x2 − 6x+ 5, (5.6)

f ′′(x) = 6x− 6, (5.7)

f ′′′(x) = 6. (5.8)

Poněvadž f ′′(1) = 0, f ′′′(1) 6= 0 má funkce f(x) v bodě x = 1 inflexńı bod.

Zaved’me si pojem ryze konvexńı (ryze konkávńı) funkce na intervalu.

konvexita
a konkávnost
funkce
na intervalu

Definice 5.5. (Ryze konvexńı a ryze konkávńı funkce)

Řekneme, že funkce f(x) je ryze konvexńı (ryze konkávńı)
na intervalu I, jestliže má tuto vlastnost:
Jestliže x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 a jestliže p je
př́ımka jdoućı body A[x1, f(x1)], C[x3, f(x3)], potom bod
B[x2, f(x2)] lež́ı pod (nad) př́ımkou p.

Na obr. 5.17 je znázorněna funkce ryze konvexńı na intervalu I a na obr. 5.18
je znázorněna funkce ryze konkávńı na intervalu I .

A

B

C

x1 x2 x3

I

p

y = f(x)

Obrázek 5.17: Funkce ryze konvexńı
na intervalu I .

A

B
C

x1 x2 x3

I

p

y = f(x)

Obrázek 5.18: Funkce ryze konkávńı
na intervalu I .

Podobným zp̊usobem zavád́ıme pojem konvexnosti a pojem konkávnosti
funkce na intervalu.
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Definice 5.6. (Konvexńı a konkávńı funkce)

Řekneme, že funkce f(x) je na intervalu I konvexńı
(konkávńı), jestliže má tuto vlastnost:
Jestliže x1, x2, x3 ∈ I, x1 < x2 < x3 a jestliže p je
př́ımka jdoućı body A[x1, f(x1)], C[x3, f(x3)], potom bod
B[x2, f(x2)] lež́ı pod (nad) př́ımkou p nebo na ńı.

Na obr. 5.19 je znázorněna funkce konvexńı na intervalu I a na obr. 5.20 je
znázorněna funkce konkávńı na intervalu I .

A

B

C

x1 x2 x3 I

p

y = f(x)

Obrázek 5.19: Funkce konvexńı na in-
tervalu I .

A
B

C

x1 x2 x3 I

p

y = f(x)

Obrázek 5.20: Funkce konkávńı na in-
tervalu I .

Poznámka 1. Necht’ f(x) je funkce definovaná na intervalu I . Necht’ x1, x2,
x3 ∈ I , x1 < x2 < x3. Potom př́ımka p, jdoućı body A[x1, f(x1)], C[x3, f(x3)],
má rovnici

p : y = f(x1) +
f(x3) − f(x1)

x3 − x1

(x− x1).

Bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod př́ımkou p, jestliže

f(x2) < f(x1) +
f(x3) − f(x1)

x3 − x1
(x2 − x1).

Úpravou postupně dostáváme

f(x2)(x3 − x1) < f(x1)(x3 − x2) + f(x3)(x2 − x1)

f(x2)(x3 − x2 + x2 − x1) < f(x1)(x3 − x2) + f(x3)(x2 − x1)[
f(x2) − f(x1)

]
(x3 − x2) <

[
f(x3) − f(x2)

]
(x2 − x1).

Tedy bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod př́ımkou p, jestliže plat́ı

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
<
f(x3) − f(x2)

x3 − x2
. (5.9)
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Podobně se ukáže, že bod B[x2, f(x2)] lež́ı pod př́ımkou p nebo na ni, jestliže
plat́ı

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

≤ f(x3) − f(x2)

x3 − x2

. (5.10)

Analogicky se odvod́ı, že bod B[x2, f(x2)] lež́ı nad př́ımkou p, jestliže plat́ı

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
>
f(x3) − f(x2)

x3 − x2
. (5.11)

Podobně, bod B[x2, f(x2)] lež́ı nad př́ımkou p nebo na ni, jestliže plat́ı

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

≥ f(x3) − f(x2)

x3 − x2

. (5.12)

O vztahu mezi konvexnost́ı (konkávnost́ı) funkce f(x) a znameńım druhé
derivace f ′′(x) funkce f(x) vypov́ıdaj́ı následuj́ıćı věty.

Věta 5.16. (Vztah konvexnosti a druhé derivace funkce)

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Označme I0
množinu všech vnitřńıch bod̊u intervalu I. Necht’ funkce
f(x) má druhou derivaci f ′′(x) na intervalu I0. Potom plat́ı:
Funkce f(x) je konvexńı (konkávńı) na intervalu I, když a
jenom když f ′′(x) ≥ 0 (f ′′(x) ≤ 0) pro x ∈ I0.

Důkaz: Důkaz rozděĺıme do dvou část́ı.

a) Necht’ f(x) je spojitá na intervalu I a necht’ existuje f ′′(x) pro x ∈ I0.
Necht’ f(x) je konvexńı na I . Dokažme, že potom je f ′′(x) ≥ 0 pro
x ∈ I0.
Důkaz provedeme sporem. Předpokládejme, že existuje bod x2 ∈ I0,
tak, že f ′′(x2) < 0. Existuje tedy δ > 0 tak, že pro x ∈ (x2 − δ, x2 + δ),

x 6= x2, existuje f ′(x)−f ′(x2)
x−x2

a plat́ı

f ′(x) − f ′(x2)

x− x2

< 0. (5.13)

Zvolme x1 ∈ (x2 − δ, x2), x3 ∈ (x2, x2 + δ). Poněvadž dle předpokladu
je funkce f(x) konvexńı na I , plat́ı (5.10) i pro takto zvolené body
x1, x2, x3. Aplikujeme-li větu o př́ırustku funkce na (5.10), dostáváme,
že existuje c ∈ (x2 − δ, x2) a d ∈ (x2, x2 + δ) tak, že

f ′(c) ≤ f ′(d). (5.14)

Avšak z (5.13) vyplývá, že

f ′(c) > f ′(x2) > f ′(d). (5.15)

Poněvadž (5.14), (5.15) nemohou současně platit, dospěli jsme ke sporu.
Je tedy f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I .
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b) Necht’ f(x) je spojitá na I a necht’ f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0. Dokažme, že
potom je f(x) konvexńı na I .

Poněvadž f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0, je f ′(x) neklesaj́ıćı na I0. Předpoklá-
dejme, že f(x) neńı konvexńı na I . Existuj́ı tedy body x1, x2, x3 ∈ I
tak, že neplat́ı (5.10), tedy že je

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
>
f(x3) − f(x2)

x3 − x2
, x1 < x2 < x3. (5.16)

Aplikujeme-li na (5.16) větu o př́ırustku funkce, dostáváme, že existuje
c ∈ (x1, x2) a d ∈ (x2, x3) tak, že

f ′(c) > f ′(d). (5.17)

Poněvadž c, d ∈ I0, c < d a f ′(x) je neklesaj́ıćı na I0, nemůže (5.17)
platit. Je tedy f(x) konvexńı na I.

Podobně se dokáže věta pro funkce konkávńı.

Poznámka. K větě 5.16 lze vyslovit analogickou větu pro funkce ryze kon-
vexńı a pro funkce ryze konkávńı.

Uved’me si ještě daľśı větu, která je zobecněńım tvrzeńı ve větě 5.16.

Věta 5.17. (Ryze konvexńı funkce na intervalu)

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Označme I0
množinu jeho vnitřńıch bod̊u. Necht’ f ′′(x) ≥ 0 pro x ∈ I0,
přičemž f ′′(x) = 0 jen v konečném počtu bod̊u z I0. Potom
funkce f(x) je na intervalu I ryze konvexńı.

Důkaz: Princip d̊ukazu ukažme v následuj́ıćım př́ıpadě. Necht’ f(x) je funkce
spojitá na intervalu I = 〈a, b〉. Necht’ c ∈ (a, b), f ′′(c) = 0 a necht’ f ′′(x) > 0
pro x ∈ (a, c) ∪ (c, b).

Za těchto předpoklad̊u je f ′(x) spojitá na (a, b). Jsou-li x1, x2 ∈ (a, c〉, x1 <
x2, je podle věty o př́ırustku funkce

f ′(x2) − f ′(x1)

x2 − x1
= f ′′(ξ), kde ξ ∈ (x1, x2).

Je tedy f ′(x2) − f ′(x1) > 0. Je tedy f ′(x1) < f ′(x2) pro x1, x2 ∈ 〈a, c),
x1 < x2. Funkce f ′(x) je tedy rostoućı na (a, c〉. Podobně se dokáže, že
f ′(x) je rostoućı na intervalu 〈c, b). Tedy f ′(x) je rostoućı na intervalu (a, b).
Předpokládejme, že funkce f(x) neńı ryze konvexńı na 〈a, b〉. Pak existuj́ı
taková č́ısla x1, x2, x3 ∈ 〈a, b〉, x1 < x2 < x3, že pro ně neplat́ı (5.9), to jest,
že plat́ı

f(x2) − f(x1)

x2 − x1

≥ f(x3) − f(x2)

x3 − x2

. (5.18)

Aplikujeme-li na každou stranu (5.18) větu o př́ırustku funkce, dostáváme

f ′(ξ) ≥ f ′(η), kde ξ ∈ (x1, x2), η ∈ (x2, x3). (5.19)
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Nelezli jsme tedy ξ, η ∈ (a, b), ξ < η, pro něž plat́ı (5.19). To však nemůže
platit, nebot’ f ′(x) je rostoućı na (a, b). Je tedy f(x) ryze konvexńı na 〈a, b〉.

Věta 5.18. (Ryze konkávńı funkce na intervalu)

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Označme I0
množinu jeho vnitřńıch bod̊u. Necht’ f ′′(x) ≤ 0 pro x ∈ I0,
přičemž f ′′(x) = 0 jen v konečném počtu bod̊u z I0. Potom
funkce f(x) je na intervalu I ryze konkávńı.

Důkaz: Důkaz je analogický d̊ukazu věty 5.17.

Při hledáńı interval̊u konvexity a konkávnosti a inflexńıch bod̊u lze často
použ́ıt následuj́ıćı postup.
Necht’ funkce f(x) je na intervalu I spojitá. Necht’ I0 je množina jeho
vnitřńıch bod̊u. Na č́ıselné ose vyznač́ıme interval I . Nad č́ıselnou osu
naṕı̌seme

”
f ′′(x)“, budeme totiž nad č́ıselnou osou vyznačovat znameńı

funkce f ′′(x). Pod č́ıselnou osu naṕı̌seme
”
f(x)“, budeme totiž pod

č́ıselnou osou vyznačovat symboly konvexnost, resp. konkávnost funkce
f(x). Necht’ funkce f(x) má na intervalu I0 druhou derivaci f ′′(x). Ne-
cht’ f ′′(x) má na I0 konečný počet nulových bod̊u. Tyto nulové body
rozděĺı interval I na několik částečných interval̊u. Je-li c ∈ I0 takový
bod, že f ′′(c) = 0, poč́ıtáme bod c k oběma sousedńım interval̊um s kon-
covým bodem c. Ve všech vnitřńıch bodech každého z těchto částečných
interval̊u je bud’to f ′′(x) > 0 nebo f ′′(x) < 0. V př́ıpadě, že je zde
f ′′(x) > 0 (f ′′(x) < 0), naṕı̌seme nad tento interval symbol

”
+“ (sym-

bol
”
−“) a pod tento interval symbol

”
⌣“ (

”
⌢“) vyjadřuj́ıćı, že je na

něm funkce f(x) ryze konvexńı (ryze konkávńı). Je-li f(x) ryze konvexńı
(ryze konkávńı) ve dvou sousedńıch intervalech, je ryze konvexńı (ryze
konkávńı) i na jejich sjednoceńı. Ve společném bodě c těchto sousedńıch
interval̊u, v němž je f ′′(c) = 0, nemá funkce f(x) inflexńı bod. Je-li
f(x) ryze konvexńı (ryze konkávńı) v některém částečném intervalu a
v sousedńım intervalu je f(x) ryze konkávńı (ryze konvexńı), má funkce
f(x) ve společném bodě c těchto interval̊u inflexńı bod.

Př́ıklad 5.14. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) = x3 − 6x2 + x
konvexńı a intervaly, na nichž je funkce f(x) konkávńı.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na intervalu I = (−∞,∞). Výpočtem dostá-
váme f ′′(x) = 6x−12, x ∈ (−∞,∞). Řešme rovnici f ′′(x) = 0, tj. 6x−12 = 0.
Tato rovnice má jediné řešeńı x1 = 2. Tento nulový bod rozděĺı interval I
na dva částečné intervaly: (−∞, 2〉, 〈2,∞). Ve vnitřńıch bodech intervalu
(−∞, 2〉 je f ′′(x) < 0 a ve vnitřńıch bodech intervalu 〈2,∞) je f ′′(x) > 0.
Je tedy funkce f(x) ryze konkávńı na intervalu (−∞, 2〉 a ryze konvexńı na
intervalu 〈2,∞). V bodě x = 2 má funkce f(x) inflexńı bod. (Viz obr. 5.21)
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2

− +f ′′(x)

⌢ ⌣f(x)

inflexńı bod

Obrázek 5.21: Konvexita funkce f(x) = x3 − 6x2 + x.

Př́ıklad 5.15. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 +
12x+1 konvexńı, intervaly, na nichž je funkce f(x) konkávńı a inflexńı body.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na intervalu I = (−∞,∞). Zřejmě I0 =
(−∞,∞) je množina vnitřńıch bod̊u intervalu I . Výpočtem dostáváme

f ′′(x) = 12x2 − 24x + 12.

Řešeńım rovnice f ′′(x) = 0, tj. rovnice x2 − 2x + 1 = 0, dostáváme x1,2 = 1.
Body x1 = 1, x2 = 1 rozděĺı interval I na dva částečné intervaly (−∞, 1〉,
〈1,∞). Ve vnitřńıch bodech každého z nich je f ′′(x) > 0. Je tedy f(x) ryze
konvexńı jak na intervalu (−∞, 1〉, tak i na intervalu 〈1,∞). Je tedy ryze
konvexńı i na jejich sjednoceńı, to jest na intervalu (−∞,∞). Viz obr. 5.22.
Tato funkce nemá inflexńı bod.

1

+ +f ′′(x)

⌣ ⌣f(x)

bod x = 1 neńı
inflexńım bodem

Obrázek 5.22: Konvexita funkce f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 + 12x+ 1.

Př́ıklad 5.16. Určete inflexńı body funkce f(x) = 1
x

ln x.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá na svém definičńım oboru I = (0,∞).
Výpočtem dostáváme f ′(x) = 1

x2 (1 − ln x), f ′′(x) = 1
x3 (2 ln x − 3). Řešeńım

rovnice f ′′(x) = 0, tj. rovnice 1
x3 (2 ln x− 3), dostáváme lnx = 3

2
, tj. x = e

3
2 .

Určeńım znameńı f ′′(x) dostáváme, že f(x) je konkávńı v intervalu (0, e
3
2 〉,

konvexńı na intervalu 〈e 3
2 ,∞). V bodě x = e

3
2 má inflexńı bod. Viz obr. 5.23.

0 e
3
2

− +f ′′(x)

⌢ ⌣f(x)

bod x = e
3
2 je

inflexńı bod

Obrázek 5.23: Konvexita funkce f(x) = 1
x

ln x.
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5.6 Hledánı́ ko řenů rovnice f(x) = 0 ”metodou půlenı́ in-
tervalu“.

metoda půleńı
intervalu

Ukažme si nyńı větu, která je velice prospěšná při hledáńı kořen̊u rovnic.
Tuto větu jsme mohli vyslovit již dř́ıve, ale na tomto mı́stě můžeme využ́ıt
v následuj́ıćım př́ıkladě poznatky o hledáńı extrémů funkce.

Věta 5.19.

Necht’ funkce f(x) je spojitá na 〈a, b〉 a necht’ f(a)f(b) < 0.
Potom existuje alespoň jedno takové č́ıslo α ∈ (a, b), že
f(α) = 0. (Viz obr 5.24.)

xb

c
α

a

f(a)

f(b)

f(c)

y = f(x)

Obrázek 5.24: Ilustrace významu věty 5.19.

Tato věta umožňuje nalézt kořen α rovnice f(x) = 0 s libovolnou přesnost́ı
postupným děleńım intervalu 〈a, b〉. Urč́ıme bod c = (a+b)/2. Je-li f(c) = 0,
je α = c. V opačném př́ıpadě, je-li f(c) · f(a) > 0, polož́ıme a = c; je-li
f(c) · f(a) < 0, polož́ıme b = c. T́ım se obdrž́ı nový zúžený interval 〈a, b〉
v němž lež́ı č́ıslo α. Celý postup opakujeme tak dlouho, až obdrž́ıme bud’to
č́ıslo c, v němž je f(c) = 0 anebo interval 〈a, b〉, v němž lež́ı kořen α a jehož
délka b− a je menš́ı než zvolené č́ıslo, udávaj́ıćı požadovanou přesnost.

Př́ıklad 5.17. Nalezněme reálné kořeny polynomu f(x) = x3 − 3x2 +x− 1.

Řešeńı: Abychom určili reálné kořeny daného polynomu, určeme napřed jeho
znameńı.

Určeme lokálńı extrémy dané funkce. Výpočtem dostáváme

f ′(x) = 3x2 − 6x + 1.

Polynom f ′(x) má kořeny x1 = 1−1/3
√

6, x2 = 1+1/3
√

6. Určeme znameńı
funkce f ′(x) a intervaly monotónnosti funkce f(x). Dostáváme

f ′(x) + − +

f(x) ր ց ր
x1 x2
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5. Použitı́ derivacı́

Je tedy f(x) rostoućı v intervalu (−∞, x1〉, klesaj́ıćı v intervalu 〈x1, x2〉,
rostoućı v intervalu 〈x2,∞). Funkce f má tedy v bodě x1 lokálńı minimum.
Poněvadž výpočtem zjist́ıme, že

f(x1) < 0, f(x2) < 0, lim
x→∞

f(x) = ∞,

má funkce f(x) jenom jeden reálný kořen α ∈ (x2,∞). Funkce f(x) je záporná
pro x ∈ (−∞, α) a kladná pro x ∈ (α,∞).

Poč́ıtáńım hodnot funkce f(x) v bodech intervalu (x2,∞), zjist́ıme, že např.
f(2) = −3, f(3) = 2.

Poněvadž f(x) je funkce spojitá a rostoućı na intervalu 〈2, 3〉 a f(2) < 0,
f(3) > 0, má funkce f(x) na intervalu (2, 3) právě jeden kořen. Tento kořen
můžeme hledat metodou p̊uleńı intervalu.

Položme a := 2, b := 3. Postupně dostáváme

f(a) := −3, f(b) := 2; c :=
a+ b

2
, c :=

5

2
, f(c) = −13

8
, a := c

f(a) := −13

8
, f(b) := 2; c :=

a+ b

2
, c :=

11

4
, f(c) = − 9

64
, a := c

f(a) := − 9

64
, f(b) := 2; c :=

a+ b

2
, c :=

23

8
, f(c) =

431

512
, b := c

f(a) := − 9

64
, f(b) :=

431

512
; c :=

a+ b

2
, c :=

89

32
, f(c) =

1349

4096
, b := c

f(a) := − 9

64
, f(b) :=

1349

4096
; c :=

a+ b

2
, c :=

5

2
, f(c) =

2921

32768
, b := c

f(a) := − 9

64
, f(b) :=

2921

32768
; c :=

a + b

2
, c :=

177

64
, f(c) = − 7087

262144
,

a := c

f(a) := − 7087

262144
, f(b) :=

2921

32768
; c :=

a+ b

2
, c :=

355

128
,

f(c) =
64443

2097152
, b := c

Tedy a
.
= 2,7656, b

.
= 2,7734, takže

α
.
= 2,7695.

Úkol. Načrtněte si graf funkce f(x) a vyznačte body x1, x2, a = 2, b = 3 a
kořen α.

5.7 L’H ôospitalovo pravidlo

Necht’ f(x), g(x) jsou dvě funkce a necht’ lim f(x) = A, lim g(x) = B, kde
A,B ∈ R

∗. Symbol lim zde zastupuje kterýkoliv ze symbol̊u lim
x→a+

, lim
x→a−

,

lim
x→a

, lim
x→∞

, lim
x→−∞

, kde a ∈ R. Zat́ım jsme uvažovali dva př́ıpady pro výpočet

lim f(x)
g(x)

.
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a) Ve větě 3.3 jsme uvedli, že

lim
f(x)

g(x)
=
A

B
,

pokud A
B

má význam v R
∗. Pod́ıl A

B
nemá význam v př́ıpadě, že B = 0,

a v př́ıpadě, že A = ±∞, B = ±∞.
b) Ve větě 3.5 jsme uvedli př́ıpad, kdy A 6= 0, B = 0.

Doporučuji, abyste si obě tyto věty zopakovali. Přistouṕıme nyńı k daľśı
větě pro výpočet limity pod́ılu dvou funkćı.

c) V daľśı větě, zvané L’Hôspitalovo pravidlo, vyšetř́ıme př́ıpady α) A =
B = 0, β) A = ±∞, B = ±∞.

L’Hôspitalovo pravidlo

L’Hôspitalovo
pravidloVěta 5.20. (L’Hôspitalovo pravidlo)

Necht’ f(x), g(x) jsou takové funkce, že

lim f(x) = lim g(x) = 0 nebo

lim f(x) = ±∞, lim g(x) = ±∞.

Existuje-li vlastńı nebo nevlastńı limita

lim
f ′(x)

g′(x)
= α,

pak existuje lim f(x)
g(x) a plat́ı

lim
f(x)

g(x)
= lim

f ′(x)

g′(x)
= α.

Symbol lim zde může nabýt kteréhokoliv z pěti významů:

lim
x→a+

, lim
x→a−

, lim
x→a

, lim
x→−∞

, lim
x→+∞

.

Důkaz: Omezme se na př́ıpad, že lim f(x) = lim g(x) = 0 a pro určitost
předpokládejme, že jde o limity zprava v č́ısle a a že α je reálné č́ıslo. Položme
f(a) = g(a) = 0. Pak funkce f(x) a g(x) jsou v č́ısle a zprava spojité.
Poněvadž

lim
x→a+

f ′(x)

g′(x)
= α,

existuje k libovolnému ε > 0 takové č́ıslo δ > 0, že funkce f(x), g(x) maj́ı
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5. Použitı́ derivacı́

v intervalu (a, a+ δ) derivaci a v něm plat́ı
∣∣∣∣
f ′(x)

g′(x)
− α

∣∣∣∣ < ε. (5.20)

Odtud též vyplývá, že g′(x) 6= 0. Bud’ x libovolné č́ıslo tohoto intervalu. Pak
na intervalu 〈a, x〉 splňuj́ı funkce f , g předpoklady věty o př́ırustku funkce.
Podle ńı tedy existuje c ∈ (a, x) tak, že

[f(x) − f(a)] · g′(c) = [g(x) − g(a)] · f ′(c).

Poněvadž f(a) = g(a) = 0, dostáváme odtud

f(x) · g′(c) = g(x) · f ′(c).

Poněvadž g′(x) 6= 0 pro x ∈ (a, x), je též g′(c) 6= 0. Ukažme, že je g(x) 6= 0.
Předpokládejme, že g(x) = 0. Pak by podle věty o př́ırustku funkce existovalo
uvnitř (a, x) č́ıslo c1 tak, že g′(c1)(x− a) = g(x) − g(a) = 0. To by byl spor,
nebot’ g′(x) 6= 0 na intervalu (a, a + δ), tedy i g′(c1) 6= 0. Tedy g(x) 6= 0. Je
tedy

f(x)

g(x)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Odtud a ze vztahu (5.20) pak dostáváme, že
∣∣∣∣
f(x)

g(x)
− α

∣∣∣∣ < ε.

Proto plat́ı:

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= α.

Podobně se d̊ukaz provede i v ostatńıch př́ıpadech.

Př́ıklad 5.18. Vypoč́ıtejte

lim
x→0+

√
1 − x2 − 1

x
.

Řešeńı: Položme

f(x) =
√

1 − x2 − 1, g(x) = x.

Zřejmě f(x) i g(x) jsou funkce spojité v bodě 0. Je tedy

lim
x→0+

f(x) = f(0) = 0, lim
x→0+

g(x) = g(0) = 0.

Podle L’Hôspitalova pravidla plat́ı

lim
x→0+

√
1 − x2 − 1

x
= lim

x→0+

−x√
1−x2

1
=

( −x√
1 − x2

)

x=0

= 0.
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Poznámka. Užit́ım věty 5.20 lze poč́ıtat i limitu tzv. neurčitých výraz̊u.
Jsme zvykĺı je zapisovat takto

”
0
0
“, jestliže limita čitatele i jmenovatele je rovna 0,

”
∞
∞“, jestliže čitatel i jmenovatel maj́ı nevlastńı limity,

”
0 · ∞, 0 · (−∞)“, pro př́ıpad výpočtu lim f(x)g(x), kdy lim f(x) = 0 a

lim g(x) = ∞(−∞),

”
∞−∞“, kdy limita jednoho sč́ıtance je +∞ a druhého je rovna −∞,

”
00“, pro př́ıpad výpočtu lim f(x)g(x), kdy lim f(x) = 0, lim g(x) = 0

”
0±∞“, pro př́ıpad výpočtu lim f(x)g(x), kdy lim f(x) = 0, lim g(x) =
±∞.

Limity takovýchto výraz̊u poč́ıtáme převedeńım na výpočet pod́ılu ta-
kových funkćı, abychom mohli použ́ıt L’Hôspitalovo pravidlo. Výpočet
limity f(x)g(x) poč́ıtáme tak, že zaṕı̌seme

f(x)g(x) = eg(x) ln f(x)

a limitu poč́ıtáme výpočtem limity funkce g(x) ln f(x) a použijeme větu
o výpočtu limity složené funkce.

Př́ıklad 5.19. Vypoč́ıtejte lim
x→∞

(
√
x2 − 1 − x).

Řešeńı. Zde menšenec i menšitel maj́ı limitu rovnu +∞. Jde o př́ıpad, který
jsme označili

”
∞−∞“. Dostáváme

lim
x→∞

(
√
x2 − 1 − x) = lim

y→0+

(√
1 − y2

|y| − 1

y

)
= lim

y→0+

√
1 − y2 − 1

y
.

Poněvadž

lim
y→0+

(√
1 − y2 − 1

)
=
(√

1 − y2 − 1
)

y=0
= 0, lim

y→0+

y = 0

použijeme L’Hôspitalovo pravidlo. Dostáváme

lim
y→0+

√
1 − y2 − 1

y
= lim

y→0+

1
2
(1 − y2)−

1
2 · (−2y)

1
= lim

y→0+

−y√
1 − y2

= 0.

Př́ıklad 5.20. Vypoč́ıtejte

a) lim
x→0+

xe
1
x , b) lim

x→0−
xe

1
x .

Řešeńı.

a) Zřejmě

lim
x→0+

x = 0, lim
x→0+

e
1
x = lim

y→∞
ey = ∞.
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Jde tedy o výpočet limity typu
”
0 · ∞“. Úpravou dostáváme

lim
x→0+

xe
1
x = lim

x→0+

e
1
x

1
x

,

tedy jde o typ
”
∞
∞“. Použit́ım L’Hôspitalova pravidla dostáváme

lim
x→0+

xe
1
x = lim

x→0+

e
1
x

1
x

= lim
x→0+

e
1
x

(
− 1

x2

)

− 1
x2

= lim
x→0+

e
1
x = ∞.

b) Zřejmě

lim
x→0−

x = 0, lim
x→0−

e
1
x = lim

y→−∞
ey = 0.

Tedy lim
x→0−

xe
1
x = 0.

Př́ıklad 5.21. Vypoč́ıtejte

lim
x→∞

ln x

x
.

Řešeńı. Jde o výpočet limity typu
”
∞
∞“. Užit́ım L’Hôspitalova pravidla do-

staneme

lim
x→∞

ln x

x
= lim

x→∞

1
x

1
= lim

x→∞

1

x
=

1

∞ = 0.

Př́ıklad 5.22. Vypoč́ıtejte
lim

x→0+

xx.

Řešeńı. Jde o výpočet limity typu
”
00“. Funkce xx je definovaná pro x ∈

(0,∞). Lze ji přepsat na tvar

xx = ex lnx.

Jde o složenou funkci, jej́ı vněǰśı složkou je funkce eu, vnitřńı složkou je funkce
x ln x. Dostáváme

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

ln x
1
x

.

Užit́ım L’Hôspitalova pravidla obdrž́ıme

lim
x→0+

ln x
1
x

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= − lim
x→0+

x = 0.

Poněvadž eu je funkce spojitá, je

lim
x→0+

ex lnx = e
lim

x→0+
(x lnx)

= e0 = 1.

5.8 Průb ěh funkce

asymptoty Zavedeme nyńı pojem asymptot funkce f(x). Jde o př́ımky, které dále uve-
deným zp̊usobem charakterizuj́ı pr̊uběh funkce. Děĺıme je na a) asymptoty
bez směrnice a na b) asymptoty v nevlastńıch bodech −∞, ∞.
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asymptoty
Definice 5.7. (Asymptoty bez směrnice)

Př́ımku x = a ∈ R nazýváme asymptotou bez směrnice
funkce y = f(x), jestliže lim f(x) = ∞ nebo lim f(x) =
−∞, kde lim znač́ı alespoň jeden ze symbol̊u

lim
x→a−

, lim
x→a+

, lim
x→a

.

Poznámka. Otázkou je, jak určit a, pro nějž je

lim
x→a+

f(x) = +∞ (nebo lim
x→a+

f(x) = −∞)

nebo

lim
x→a−

f(x) = +∞ (nebo lim
x→a−

f(x) = −∞).

Lehce nahlédneme, že a je bod’to bodem, v němž funkce f(x) neńı spojitá,
nebo koncovým bodem intervalu J ⊆ Df .

Př́ıklad 5.23. Určeme asymptotu bez směrnice funkce

f(x) =
3x2 + 1

2x− 1
.

Řešeńı. Funkce f(x) je spojitá pro x ∈ (∞,∞)−{1
2
}. Výpočtem dostáváme

lim
x→1/2+

3x2 + 1

2x− 1
= +∞, lim

x→1/2−

3x2 + 1

2x− 1
= −∞.

Je tedy x = 1
2

asymptotou bez směrnice funkce f(x).

Při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce 3x2+1
2x−1

vyznač́ıme asymptotu bez smernice
takto

0 1
2

x

x = 1
2

Obrázek 5.25: Asymptoty bez směrnice – x = 1
2
.
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Definice 5.8. (Asymptota v nevlastńım bodě)

Př́ımku y = Ax + B (A, B jsou reálná č́ısla) nazýváme
asymptotou funkce y = f(x) v nevlastńım bodě ∞ (−∞),
jestliže (viz obr. 5.26)

lim
x→∞

Φ(x) = 0

(
lim

x→−∞
Φ(x) = 0

)
,

kde
Φ(x) = f(x) − Ax−B.

Φ(x)

xx

y = Ax + B

y = f(x)

Obrázek 5.26: Asymptotou v bodě ∞.

K určeńı asymptot se směrnićı použ́ıváme následuj́ıćı věty.

Věta 5.21. (Určeńı asymptoty v nevlastńım bodě)

Př́ımka y = Ax + B je asymptotou grafu y = f(x) v nevlastńım bodě
∞ (−∞), když a jen když

A = lim
x→∞

f(x)

x
, B = lim

x→∞
(f(x) − Ax)

(
A = lim

x→−∞

f(x)

x
, B = lim

x→−∞
(f(x) −Ax)

)
.

Poznámka. Mı́sto
”
asymptota bez směrnice“ se použ́ıvá též termı́n

”
asym-

ptota rovnoběžná s osou y“. Název vycháźı z toho, že př́ımka rovnoběžná
s osou y sv́ırá s osou x úhel 90◦ a tato př́ımka nemá směrnici (tg 90◦ neńı
definováno).

Mı́sto
”
asymptota v nevlastńım bodě“ lze použ́ıt i termı́nu

”
asymptota se

směrnićı“.

Př́ıklad 5.24. Určete asymptoty se směrnićı funkce

f(x) =
3x2 − 1

2x− 1
.
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Řešeńı. Výpočtem dostáváme

A = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

3x2 − 1

2x2 − x
= lim

y→0+

3
y2 − 1
2
y2 − 1

y

= lim
y→0+

3 − y2

2 − y
=

3

2
.

Dále dostáváme:

B = lim
x→∞

(f(x) −Ax) = lim
x→∞

(
3x2 − 1

2x− 1
− 3

2
x

)
=

= lim
x→∞

6x2 − 2 − 6x2 + 3x

2(2x− 1)
= lim

x→∞

3x− 2

2(2x− 1)
=

3

4
.

Je tedy y = 3
2
x + 3

4
asymptotou grafu funkce y = 3x2−1

2x−1
v nevlastńım bodě

∞. Lehce se přesvedč́ıme, že tato př́ımka je i asymptotou dané funkce v ne-
vlastńım bodě −∞.

Př́ıklad 5.25. Určete asymptoty funkce

f(x) =
2x2 + 1

x+ 1
.

Řešeńı.

a) Asymptoty bez směrnice.

Definičńım oborem je množina (−∞,∞)−{−1}. Tedy f(x) neńı spojitá
jen v bodě −1. Abychom určili lim

x→−1+

f(x) a lim
x→−1−

f(x) urč́ıme znameńı

funkce f(x). Dostáváme

−1

f(x) − +

Poněvadž lim
x→−1+

(2x2 + 1) = 3 6= 0, lim
x→−1+

(x + 1) = 0, použijeme

k výpočtu lim
x→−1+

f(x) větu 3.5.

Poněvadž existuje U+(−1) tak, že pro x ∈ U+(−1) − {−1} je f(x) >
0, je lim

x→−1+

f(x) = ∞. Podobně zjist́ıme, že lim
x→−1−

f(x) = −∞. Je

tedy x = −1 asymptotou bez směrnice funkce f(x). (Viz následuj́ıćı
náčrtek.)

−1
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5. Použitı́ derivacı́

b) Asymptoty se směrnićı.

Hledejme asymptotu v nevlastńım bodě ∞. Asymptotou je př́ımka Ax+
B kde A,B, se urč́ı podle věty 5.21. Dostáváme

A = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

2x2 + 1

x(x+ 1)
= lim

x→∞

2 + 1
x2

1 + 1
x

= 2

B = lim
x→∞

(f(x) − Ax) = lim
x→∞

(
2x2 + 1

x+ 1
− 2x

)
=

= lim
x→∞

2x2 + 1 − 2x2 − 2x

x+ 1
= lim

x→∞

−2x + 1

x+ 1
=

= lim
x→∞

−2 + 1
x

1 + 1
x

= −2.

Je tedy
y = 2x− 2

asymptotou v nevlastńım bodě ∞. Tato př́ımka je zárověň asymptotou
v nevlastńım bodě −∞.

Poznámka. Lze ukázat, že u racionálńıch lomených funkćı je asymptota
v nevlastńım bodě +∞ totožná s asymptotou v nevlastńım bodě −∞.

postup při
vyšeťrováńı
pr̊uběhu funkce

Při vyšetřováńı pr̊uběhu funkce zjǐst’ujeme:
1. Kde je funkce definovaná, kde má nulové body, kde je

nad osou x a kde je pod osou x (znameńı funkce). Zda
je funkce sudá, lichá, periodická.

2. Kde funkce roste, kde klesá, kde má extrémy.
3. Kde je funkce konvexńı, kde je konkávńı a kde má in-

flexńı body.
4. Jaké má asymptoty.
5. Graf.

Př́ıklad 5.26. Vyšetřeme pr̊uběh funkce

y =
2x + 1

x(x+ 1)
.

1. Jde o reálnou racionálńı lomenou funkci. Čitatel 2x + 1 má kořen
x = −1

2
, jmenovatel x(x + 1) má dva kořeny, a to x = 0 a x = −1.

Poněvadž čitatel a jmenovatel funkce nemaj́ı stejné kořeny a každý
kořen čitatele a jmenovatele je jednoduchý (liché násobnosti), rozděĺı
tyto kořeny interval (−∞,∞) na 4 částečné intervaly. V sousedńıch
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intervalech má funkce opačné znaménko (viz náčrtek).

f :

−1 − 1
2

0

− + − +

Funkce neńı definovaná v bodech x = 0, x = −1. Graf funkce prot́ıná
osu x v bodě x = −1

2
.

Funkce neńı ani sudá ani lichá, neńı periodická.

2. Vypoč́ıtejme f ′(x). Dostáváme:

f ′(x) = −2x2 + 2x + 1

x2(x+ 1)2
.

Čitatel nemá reálné kořeny, jmenovatel má č́ısla −1, 0 za dvojnásobné
kořeny. Znameńı f ′(x)a monotónnost funkce f(x) jsou patrny z násle-
duj́ıćıho náčrtku:

f ′ :

f : −1 0

− − −

ց ց ց

Podle věty 5.6 funkce f(x) klesá v intervalech (−∞, −1), (−1, 0),
(0,∞). Poněvadž f ′(x) existuje v Df a je zde f ′(x) 6= 0, nemá f(x)
lokálńı extrémy.

3. Výpoč́ıtejme f ′′(x). Dostáváme

f ′′(x) = 2
2x3 + 3x2 + 3x+ 1

x3(x+ 1)3
.

Zřejmě f ′′(−1
2
) = 0. Funkce f ′′(x) nemá jiné reálné kořeny. Znameńı

f ′′(x) a konvexita funkce f(x) jsou patrny z náčrtku:

−1 − 1
2

0

− + − +f ′′ :

f : ⌢ ⌣ ⌢ ⌣

Je tedy f(x) konkávńı v intervalech (−∞,−1), 〈−1
2
, 0) a konvexńı v in-

tervalech (−1,−1
2
〉, (0,∞). Bod x = −1

2
je inflexńım bodem.

4. Př́ımka x = a může být asymptotou bez směrnice grafu y = f(x)
pouze tehdy, neńı-li funkce f v bodě a spojitá zprava nebo zleva.
V našem př́ıpadě se jedná o body x = 0, x = −1. Výpočtem dostáváme
(pod́ıvejte se na znameńı funkce f(x)):

lim
x→0+

f(x) = ∞, lim
x→0−

f(x) = −∞,

lim
x→−1+

f(x) = ∞, lim
x→−1−

f(x) = −∞.
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5. Použitı́ derivacı́

Tedy př́ımky x = −1, x = 0 jsou asymptoty bez směrnice. K určeńı
asymptot se směrnićı vypoč́ıtáme:

A = lim
x→±∞

=
f(x)

x
= 0, B = lim

x→±∞
f(x) = 0.

Tedy y = 0 je asymptotou se směrnićı v bodech ∞, −∞.

5. Náčrtek grafu:

x−1 − 1
2

0

y = f(x)

Obrázek 5.27: Náčrtek grafu funkce 2x+1
x(x+1)

.

Př́ıklad 5.27. Na obr. 5.28 je znázorněna funkce y = f(t), t ∈ 〈0,∞)
popisuj́ıćı množstv́ı y prodeje nějakého zbož́ı jako funkci času t.

A

0 t0

y = f(t)

Obrázek 5.28: Prodej zbož́ı.

Na následuj́ıćıch náčrtćıch je znázorněno znameńı f ′(t), f ′′(t). Z nich lze
vyvodit tyto závěry

f ′(t) +

ր
0

f ′′

f ′

+ −

0 t0ր ց
⌣ ⌢

Funkci f ′(t) lze chápat jako funkci
”
rychlosti“ prodeje. Rychlost prodeje se

zvyšuje až do časového okamžiku t0, potom rychlost prodeje klesá.
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5.9 Diferenci ál a Taylorova v ěta

V této části se budeme zabývat přibližným vyjádřeńım funkce. Řešme tuto
úlohu. Je dána funkce f(x); nahrad’me ji pro x v bĺızkosti bodu a polynomem.

Úloha je nejjednodušeji rešena, nahrad́ıme-li ji polynomem prvńıho stupně –
tečnou, za předpokladu, že existuje f ′(a).

zavedeńı pojmu

”
diferenciál

funkce“

Zvolme h. Položme x = a + h. Výraz

∆f(a) = f(a+ h) − f(a)

nazveme diferenćı – jde o př́ırustek funkce, při přechodu z bodu a do bodu
a+ h.

Př́ırustek na tečně t funkce y = f(x) v jej́ım bodě T [a, f(a)] při přechodu
z bodu a do bodu a + h je roven f ′(a)h. (Viz obr. 5.29)

0 x

y

t

y = f(x)

a a + h

df(a)
∆f(a)

f(x)

f(a)

Obrázek 5.29: Význam diferenciálu.

Zaved’me si nyńı pojem diferenciálu funkce y = f(x) v bodě a touto definićı.

Definice 5.9. (Diferenciál funkce y = f(x))

Necht’ funkce y = f(x) má v bodě a derivaci f ′(a). Potom

df(a) = f ′(a)h, h ∈ R je proměnná

nazýváme diferenciálem funkce f(x) v bodě a.

Poznámka. Poněvadž pro y = x je dx = h, ṕı̌seme často dx mı́sto h. Potom

df(a) = f ′(a)dx.

Má-li funkce y = f(x) derivaci na intervalu I , potom ṕı̌seme

df = f ′(x)dx, resp. dy = f ′(x)dx, x ∈ I. (5.21)

Potom diferenciál dy je funkćı dvou proměnných: x, dx.

Vztah (5.21) lze přepsat jako pod́ıl

dy

dx
= f ′(x), x ∈ I. (5.22)
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5. Použitı́ derivacı́

Zde dx je diferenciál neodvisle proměnné x a dy je diferenciál odvisle pro-
měnné y.

Na derivaci f ′(x) se můžeme d́ıvat jako na pod́ıl diferenciálu
odvisle proměnné a neodvisle proměnné.

Ukažme, že pro dostatečně malé h je ∆f(a) rovno přibližně df(a). Zaved’me
τ(h) jako chybu aproximace ∆f(a) diferenciálem df(a)

f(a+ h) − f(a) = f ′(a)h+ τ(h).

Děĺıme-li tento výraz č́ıslem h, dostáváme

f(a+ h) − f(a)

h
= f ′(a) +

τ(h)

h
.

Výpočtem limity levé i pravé strany v bodě h = 0 dostáváme

lim
h→0

τ(h)

h
= 0.

Tedy

Pro malé h je ∆f(a) rovno přibližně df(a):

f(a+ h)
.
= f(a) + f ′(a)h.

Př́ıklad 5.28. Určete diferenciál funkce f(x) = sin 2x v bodě x = π
8
.

Řešeńı. V obecném bodě x je

df(x) = (sin 2x)′ · dx.

Tedy df(x) = 2 cos 2x · dx. V bodě a = π
8

pak plat́ı

df
(π

8

)
= 2 cos

(
2
π

8

)
dx =

√
2dx.

Př́ıklad 5.29. Určete přibližně sin(31◦), v́ıte-li, že sin(30◦) = 0,5, cos(30◦) =√
3

2
.

Řešeńı. Úhel 31◦ vyjádřený v obloukové mı́̌re je roven π
6

+ π
180

. Položme
a = π

6
, dx = π

180
. Potom

sin
(π

6
+

π

180

)
.
= sin

(π
6

)
+ cos

(π
6

)
· π

180
= 0,5 +

π

180
·
√

3

2
.

Zabývejme se nyńı aproximaćı funkce f(x) polynomem stupně n ≥ 1.
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Taylorova věta

Taylorova věta
Necht’ funkce f(x) má v bodě x = a derivace až do řádu n včetně.
Potom polynom v proměnné h

Tn(a+ h) = f(a) +
f ′(a)

1!
h+

f ′′(a)

2!
h2 + · · · + f (n)(a)

n!
hn (5.23)

se nazývá Taylorovým polynomem stupně n př́ıslušným k funkci f(x)
v bodě a.
Lehce se přesvědč́ıme, že polynom Tn(x) a funkce f(x) maj́ı v bodě a
stejnou funkčńı hodnotu a derivace až do řádu n včetně. Označ́ıme-li
h = x− a, dostáváme z (5.23)

Tn(x) = f(a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+f ′′(a)

2!
(x−a)2+· · ·+f (n)(a)

n!
(x−a)n (5.24)

Př́ıklad 5.30. Určete Taylor̊uv polynom př́ıslušný k funkci f(x) = sin x
v bodě a = 0 pro n = 5.

Řešeńı. Zřejmě (sin x)′ = cos x, (sin x)′′ = − sin x, (sin x)′′′ = − cos x,
(sin x)(4) = sin x, (sin x)(5) = cosx. Je tedy

T5(x) =
x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
.

Lze tedy pro x bĺızká č́ıslu a = 0 psát přibližný vztah

sin x ≈ x

1!
− x3

3!
+
x5

5!
.

Zabývejme se nyńı otázkou, jaké chyby se dopoušt́ıme, nahrad́ıme-li funkci
f(x) polynomem Tn(x). Odpověd’ dává tato věta.

Věta 5.22. (Taylorova věta)

Necht’ funkce f(x) má na otevřeném intervalu I derivace až
do řádu n+ 1 včetně. Necht’ a ∈ I. Potom pro každé x ∈ I

plat́ı
f(x) = Tn(x) +Rn+1, (5.25)

kde Tn(x) je Taylor̊uv polynom určený vztahem (5.24) a
Rn+1 je chyba aproximace, určená např. vztahem

Rn+1 =
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1, (5.26)

kde θ lež́ı mezi body a, x.
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5. Použitı́ derivacı́

Důkaz: Důkaz použ́ıvá Rolleovu větu. Neńı obt́ıžný, ale nebudeme jej však
provádět.

Poznámka 1. Rn+1 představuje chybu, které se dopust́ıme, aproximujeme-li
hodnotu funkce f v bodě x hodnotou polynomu Tn v bodě x. Č́ıslo θ, které
zde vystupuje, neńı větou určeno. Pouze je uvedeno, že lež́ı mezi body a, x.
Jestliže plat́ı odhad

|f (n+1)(t)| ≤M

pro všechna t z intervalu o koncových bodech a, x, lze psát

|Rn+1| ≤
M

(n+ 1)!
|x− a|n+1.

Poznámka. Specielně pro a = 0 dostáváme z (5.24)

Tn(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · · + f (n)(0)

n!
xn

a z (5.26)

Rn+1 =
f (n+1)(θ)

(n+ 1)!
xn+1, kde θ lež́ı mezi 0 a x.

Poněvadž př́ıpad a = 0 se často vyskytuje, uvád́ı se někdy pro a = 0 mı́sto

”
Taylorova věta“ název

”
Maclaurinova věta“.

Taylorova a Maclaurinova řada

Předpokládejme, že a, x jsou dvě navzájem r̊uzná č́ısla a že funkce f(x) má
v uzavřeném intervalu I o koncových bodech a, x derivace všech řád̊u. Na
intervalu I uvažujme řadu

f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + · · · + f (n)(a)

n!
(x− a)n + . . . . (5.27)

Potom řada (5.27) je konvergentńı a jej́ı součet je f(x) na intervalu I , když
a jenom když

lim
n→∞

Rn(x) = 0, x ∈ I,

kde Rn+1 je dáno vztahem (5.26).

Je-li tedy (5.27) konvergentńı, lže psát

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . . (5.28)

Řada (5.28) se nazývá Taylorova řada, resp. pro a = 0 se nazývá Maclauri-
nova řada.
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Př́ıklad 5.31. Napǐste Maclaurinovu řadu pro funkci f(x) = ex.

Řešeńı. Pro každé n je (ex)(n) = ex. Je tedy f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = · · · =
e0 = 1. Dosad́ıme-li tyto hodnoty do (5.27), obdrž́ıme řadu

1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ . . . . (5.29)

Tato řada je absolutně konvergentńı pro každé x. Skutečně, pro každé x jde
o č́ıselnou řadu. Aplikaćı limitńıho pod́ılového kriteria obdrž́ıme

lim
n→∞

∣∣∣ xn+1

(n+1)!

∣∣∣
∣∣xn

n!

∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 < 1.

Je tedy řada (5.29) absolutně konvergentńı pro každé x. Tedy konverguje na
intervalu (−∞,∞). Lze tedy psát

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · + xn

n!
+ . . . .

Jde o mocninnou řadu se středem konvergence x0 = 0 a poloměrem konver-
gence r = ∞.

5.10 Shrnutı́ a úlohy

Shrnutı́ kapitoly

V kapitole je zaveden pojem lokálńıho extrému funkce f(x) a absolutńıho
extrému funkce (Definice 5.1, Definice 5.3). V kapitole se pojednává o jejich
existenci a zp̊usobu jejich nalezeńı.

V kapitole se uvád́ı d̊uležitá věta
”
Věta o př́ırustku funkce“.

Ukazuje se též postup při hledáńı interval̊u, na nichž je vyšetřovaná funkce
monotónńı. Dále se vyšetřuje konvexita a konkávnost funkćı. Zavád́ı se též
pojem inflexńıho bodu funkce. Je uveden postup, jak je v jistých př́ıpadech
možno určit intervaly, na nichž je daná funkce konvexńı, resp. konkávńı. Je
prezentovaná metodika hledáńı inflexńıch bod̊u dané funkce.

V kapitole se též pojednává o numerické metodě hledáńı kořene rovnice
f(x) = 0 na intervalu 〈a, b〉, je-li f(x) spojitá na 〈a, b〉 a je-li f(a)f(b) < 0.

V kapitole je pojednáno o zat́ım neřešeném př́ıpadě výpočtu limity lim
x→a

f(x)
g(x)

,

je-li lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0, resp. lim
x→a

f(x) = ±∞ a lim
x→a

g(x) = ±∞
(L’Hôspitalovo pravidlo).

Jedna podkapitola je pak věnována vyšetřováńı pr̊uběhu funkce.

Posledńı podkapitola pak pojednává o diferenciálu funkce f(x) a o Taylorově
větě.
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Úlohy

1. Vysvětlete pojem lokálńıho extrému funkce f(x) a popǐste zp̊usob jeho
hledáńı.

2. Vysvětlete pojem absolutńıho extrému funkce f(x) na intervalu a zp̊u-
sob jeho hledáńı.

3. Vyslovte větu o př́ırustku funkce (neboli větu o středńı hodnotě funk-
ce).

4. Jak hledáme intervaly, na nichž je vyšetřovaná funkce monotónńı?

5. Vysvětlete pojmy: funkce konvexńı na intervalu, funkce konkávńı na
intervalu a pojem inflexńıho bodu. Jak se hledaj́ı intervaly, na nichž je
funkce konvexńı, resp. konkávńı? Jak se hledaj́ı inflexńı body funkce?

6. Popǐste metodu hledáńı kořen̊u rovnice y = f(x) metodou p̊uleńı inter-
valu.

7. Vyslovte L’Hôspitalovo pravidlo.

8. Co je to diferenciál funkce? Uved’te definici a vysvětlete tento pojem
na obrázku.

9. Vyslovte Taylorovu větu.

10. Určete body, v nichž má funkce f(x) = 3x − |x − 2| + |x + 1| lokálńı
extrémy. Danou funkci načrtněte.

11. Určete intervaly monotónnosti a lokálńı extrémy funkćı:

a) f(x) = x2 − 5x+ 6
[klesá (−∞, 5

2
〉, roste 〈 5

2
,∞), lok. min. v bodě x = 5

2
]

b) f(x) = x lnx [klesá (0, 1
e
〉, roste 〈 1

e
,∞), lok. min. x = 1

e
]

c) f(x) = x+ 4
x+1

[roste (−∞,−3〉, 〈1,∞), klesá 〈−3,−1), (−1, 1〉, lok. max. x =
−3, lok. min. x = 1]

d) f(x) = 1
x+3

[klesá (−∞,−3), (−3,∞)]

e) f(x) = (1 − x)
√
x [roste 〈0, 1

3
〉, klesá 〈 1

3
,∞), lok. max. x = 1

3
]

f) f(x) = sin 2x, x ∈ (−π
2
, π

2
)

[roste 〈−π
4
, π

4
〉, klesá (−π

2
,−π

4
〉, 〈π

4
, π

2
), lok. min. v bodě x = −π

4
,

lok. max. v bodě x = π
4
]

g) f(x) = ln x√
x

[roste (0, e2〉, klesá 〈e2,∞), lok. max. v bodě x = e2]

h) f(x) = x
1−x2 [roste (−∞,−1), (−1, 1), (1,∞), lok. extrémy nemá]

i) f(x) = x2

2x

[roste 〈0, 2
ln 2

〉, klesá (−∞, 0〉, 〈 2
ln2
,∞), lok. max. v bodě x = 2

ln 2
,

lok. min. v bodě x = 0]
j) f(x) = x2 + |x| − 1

[Návod: f(x) = x2 +x−1 pro x ≥ 0, f(x) = x2 −x−1 pro x < 0;
roste 〈0,∞), klesá (−∞, 0〉, lok. min. pro x = 0]

12. Určete intervaly, na nichž je funkce f(x) konvexńı, intervaly, na nichž
je funkce f(x) konkávńı, a určete inflexńı body.
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a) f(x) = x3 − 5x2 + 3x− 5
[konv. 〈 5

3
,∞), konk. (−∞, 5

3
〉, infl. bod x = 5

3
]

b) f(x) = (x+ 1)4 + ex [konv. (−∞,∞), nemá infl. body]
c) f(x) = ln(1 + x2) [konv. 〈−1, 1〉, konk. (−∞,−1〉, 〈1,∞)]

d) f(x) = 1
x

ln x [konv. 〈e 3
2 ,∞), konk. (0, e

3
2 〉, infl. bod x = e

3
2 ]

e) f(x) = e
1
x

[konk. (−∞,−1
2
〉, konv. 〈−1

2
, 0), (0,∞), infl. bod. x = −1

2
]

13. Určete absolutńı extrémy funkce f(x) na daném intervalu.

a) f(x) = x2 − 5x + 6, x ∈ 〈0, 10〉
[abs. min. v bodě x = 5

2
, abs. max. v bodě x = 10]

b) f(x) = 1−x2

1+x2 , x ∈ (−1, 1) [abs. max. v bodě x = 0, abs. min. neńı]

c) f(x) = sin 1
x
, x ∈ (0,∞)

[abs. max. pro x = 1
π
2
+k2π

, k ∈ N0, abs. min. pro x = 1
π
2
+(2k+1)π

,

k ∈ N0]

14. Určete asymptoty funkce.

a) f(x) = 2x2

x+1
[bez směrnice x = −1, v bodech ±∞: y = 2x− 2]

b) f(x) = 3x+1
x−2

[bez směrnice x = 2, v bodech ±∞: y = 3]

c) f(x) =
√

1 + x2

[asymptoty bez směrnice nemá, y = x v bodě ∞, y = −x v bodě
−∞]

15. Vyšetřete pr̊uběh funkce.

a) f(x) = x3 − 6x2 + 9x
[Df = (−∞,∞), znameńı

f :

0 3

− + +

f ′(x) = 3x2 − 12x + 9,
f ′ :

f :
1 3

+ − +

ր ց ր

lok. max. lok. min.

f(1) = 4, f(3) = 0,

f ′′(x) = 6x− 12,
f ′′ :

f :
2

− +

⌢ ⌣

infl. bod

f(x) nemá asymptoty]
b) f(x) = 1+x2

1−x2

[Df = (−∞,∞) − {−1, 1}, f :

−1 1

+ − +

f ′(x) = 4x
(1−x2)2

,
f ′ :

f :
−1 0 1

− − + +

ց ց ր ր

lok. min.

f(0) = 1

f ′′(x) = −4(1+3x2)
(1−x2)3

,
f ′′ :

f :
−1 1

− + −

⌢ ⌣ ⌢

asymptoty: x = 1, x = −1, y = −1]
c) f(x) = lnx

x

[Df = (0,∞),
f :

0 1

− +

f ′(x) = 1−ln x
x2 ,

f ′ :

f :
0 e

+ −

ր ց

lok. max.

f(e) = 1
e

f ′′(x) = −3+2 ln x
x3 ,

f ′′ :

f :
0 e

3
2⌢ ⌣

− +

infl. bod

lim
x→0+

lnx
x

= −∞, asymptoty: x = 0, y = 0]
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5. Použitı́ derivacı́

16. Vypoč́ıtejte limity
a) lim

x→∞
ex

x2+1
[∞]

b) lim
x→0+

sin x
x2 [∞]

c) lim
x→0+

( 1
x
− 1

ex−1
) [1

2
]

d) lim
x→∞

ln x
x

[0]

e) lim
x→∞

x
ln x

[∞]

f) lim
x→∞

x
1
x [1]

17. Nalezněte diferenciál funkce
a) f(x) = x3 − 3x+ 1 v bodě x = 2 [df = (3x2 − 3)dx, df(2) = 9dx]
b) y = sin 2x [dy = 2 cos 2xdx]
c) y =

√
x− 1 [dy = 1

2
√

x−1
dx]

18. Vypoč́ıtejte přibližně podle Taylorovy věty ln e2,1 pro n = 1, 2, 3. Od-
hadněte chybu.

19. Napǐste MacLaurinovu řadu funkce
a) f(x) = sin x [sin x = x

1!
− x3

3!
+ x5

5!
− . . . , x ∈ (−∞,∞)]

b) f(x) = cosx [cos x = 1 − x2

2!
+ x4

4!
− . . . , x ∈ (−∞,∞)]

c) f(x) = ln(1 + x) [ln(1 + x) = x
1
− x2

2
+ x3

3
− . . . , −1 < x ≤ 1]

20. Vytvořte tabulku, v ńıž vyznač́ıte funkčńı hodnoty funkćı sin x, T5(x)
v bodech x ∈ {±0,1, ±0,2, ±0,3, ±0,4, ±0,5, ±0,6, ±0,7, ±0,8, ±0,9}.
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Neur čitý integr ál
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6. Neur čitý integr ál

Cı́l kapitoly

Seznámit se s pojmy primitivńı funkce, neurčitý integrál a s problema-
tikou jejich existence.
Naučit se neurčité integrály základńıch funkćı a integraci lineárńıch
kombinaćı funkćı, jejichž neurčité integrály dovedeme určit.
Zvládnout základńı metody výpočtu neurčitých integrál̊u – metodu per
partes a metodu substitučńı.
Zvládnout integraci racionálńıch lomených funkćı.

Časov á zátěž

10 hodin

Úvod.

V této kapitole se setkáte s novým pojmem – neurčitý integrál. S t́ımto
pojmem jste se již asi setkali v předcházej́ıćım studiu, avšak vzhledem k jeho
závažnosti se nebudou předpokládat žádné předcházej́ıćı znalosti. Jde o tento
problém: Na daném intervalu nalézt k dané funkci f(x) všechny funkce F (x),
pro něž plat́ı F ′(x) = f(x). Množina všech takovýchto funkćı F (x) k funkci
f(x) na daném intervalu se nazývá neurčitým integrálem z funkce f(x). Tato
úloha je poměrně složitá a jej́ı řešeńı vyžaduje často dosti d̊uvtipu.

Znalost určeńı neurčitého integrálu je základem pro určeńı určitého integrálu
a pro řešeńı v́ıcerozměrných integrál̊u. Prob́ıráńı těchto pojmů bude navazo-
vat na tuto kapitolu. S integrály se setkáte v řadě aplikaćı, např. při řešeńı
úloh statistickými metodami.

6.1 Primitivnı́ funkce

V minulých kapitolách jsme se naučili derivovat. Necht’ derivováńım funkce
F (x) na intervalu I obdrž́ıme funkci, kterou označ́ıme f(x). Potom tedy
F ′(x) = f(x). Např. derivováńım funkce F (x) = x3 na intervalu (−∞,∞)
obdrž́ıme funkci f(x) = 3x2. K funkci F (x) přǐrad’me nyńı derivováńım
funkci f(x) = F ′(x). Symbolicky zapǐsme toto přǐrazeńı takto:

F (x)
−−−→
deriv f(x), x ∈ I.

V r̊uzných situaćıch však jsme postaveni před úlohu opačnou. K dané funkci
f(x) se má na intervalu I , na němž je f(x) definovaná, přǐradit taková funkce
F (x), že jej́ı derivaćı je funkce f(x) (pokud existuje; je-li takových funkćı
v́ıce, zvolit jednu z nich). Tedy k dané funkci f(x) se má na intervalu I
nalézt taková funkce F (x), aby F ′(x) = f(x). Toto opačné přǐrazeńı nazveme
prozatimně antiderivováńım a vyznač́ıme je takto

f(x)
−−−−−−→
antideriv F (x), x ∈ I.
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Je-li tedy např. f(x) = sin x, potom k ńı antiderivovámı́m přǐrad́ıme na
intervalu (−∞,∞) např. funkci F (x) = − cos x, nebot’ (− cos x)′ = sin x pro
x ∈ (−∞,∞).

Zat́ımco derivováńı funkćı je záležitost př́ımočará a poměrně jednoduchá, an-
tiderivováńı je záležitost mnohem složitěǰśı. Zavedeme si nyńı několik základ-
ńıch pojmů.

Co je to
primitivńı funkce

Definice 6.1. Zavedeńı pojmu primitivńı funkce

Necht’ F (x), f(x) jsou takové funkce na intervalu I, že
F ′(x) = f(x) pro každý vnitřńı bod intervalu I a jestliže
jeho levý (pravý) koncový bod a patř́ı do intervalu I, potom
v něm plat́ı F ′+(a) = f(a) (F ′−(a) = f(a)). Pak ř́ıkáme, že
funkce F (x) je na intervalu I primitivńı k funkci f(x).

a) Funkce F (x) = ln x je primitivńı k funkci f(x) = 1
x

na intervalu (0,∞),
nebot’ (ln x)′ = 1

x
pro x ∈ (0,∞).

b) Funkce F (x) = x3 − 3x2 + x + 4 je na intervalu (−∞,∞) primitivńı
k funkci f(x) = 3x2 − 6x + 1, nebot’ pro každé x ∈ (−∞,∞) plat́ı
F ′(x) = 3x2 − 6x + 1.

Poznámka 1. Jestliže funkce F (x) je na intervalu I primitivńı k funkci
f(x), potom má na něm derivaci, takže funkce F (x) je na intervalu I spojitá.

Kdy existuje
k funkci f(x)
funkce primitivńı

Zabývejme se nyńı otázkou, zda k dané funkci vždy existuje primitivńı funkce
a jestliže existuje, zda je určena jednoznačně. Ukazuje se, že existuj́ı funkce,
k nimž neexistuje funkce primitivńı na uvažovaném intervalu. Uved’me
př́ıklad takovéto funkce f(x). Necht’

f(x) =





−1 pro x ∈ (−1, 0)
0 pro x = 0
1 pro x ∈ (0, 1).

(6.1)

Předpokládejme, že k této funkci f(x) existuje na intervalu (−1, 1) primi-
tivńı funkce. Označme ji F (x). Tento předpoklad vede ke sporu. Vypoč́ıtejme

F ′+(0). Výpočtem dostáváme postupně: F ′+(0) = lim
x→0+

F (x)−F (0)
x

. Užit́ım věty

o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu dostáváme F ′+(0) = lim
x→0+

F ′(c)x
x

=

lim
x→0+

f(c)x
x

= 1, kde c je vhodné č́ıslo z intervalu (0, x). Podobně dokážeme,

že F ′−(0) = −1. Tedy F ′(0) neexistuje. Funkce F (x) neńı tedy primitivńı
k funkci f(x) na intervalu (−1, 1), což je spor s předpokladem.

Existence primitivńı funkce k funkci f(x) na intervalu I je však zaručena pro
širokou tř́ıdu funkćı – pro funkce spojité na uvažovaném intervalu I . Plat́ı
totiž věta 6.1.

175



6. Neur čitý integr ál

Poznámka 2. V daľśım většinou budeme uvádět primitivńı funkce na
otevřených intervalech. Pokud budeme mluvit o primitivńı funkci F (x) na
intervalu I , jehož levý (pravý) koncový bod a je jeho bodem, můžeme mı́sto
F ′+(a) (F ′−(a)) použ́ıvat zápis F ′(a).

Věta 6.1.

Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu I. Pak k ńı na
intervalu I existuje funkce primitivńı.

Důkaz: Věta bude dokázána později. Viz věta 7.15.

Ukažme, že spojitost funkce f(x) na intervalu I neńı nutnou, ale je jen
postačuj́ıćı podmı́nkou k existenci primitivńı funkce F (x) na intervalu
I . Uved’me př́ıklad funkce f(x) nespojité na intervalu (−1, 1) a funkce
k ńı primitivńı.

Uved’me př́ıklad funkce f(x), která sice neńı spojitá na (−1, 1), avšak přesto
k ńı existuje na intervalu (−1, 1) funkce primitivńı. Jde o obt́ıžněǰśı př́ıklad.
Pokud Vám bude obt́ıžný, neńı nutno jej znát. Muśıte však vźıt na vědomı́,
že existuj́ı funkce nespojité na 〈a, b〉, k nimž existuje primitivńı funkce.

Př́ıklad 6.1. Uvažujme funkci

f(x) =

{
2x cos 1

x
+ sin 1

x
pro x ∈ (−1, 1), x 6= 0

0 pro x = 0.
(6.2)

Tato funkce je v bodě x = 0 nespojitá, nebot’ lim
x→0

f(x) neexistuje; funkce

sin 1
x

nabývá totiž v každém ryźım okoĺı bodu 0 všechny hodnoty z intervalu
〈−1, 1〉.
Ukažme, že funkce

F (x) =

{
x2 cos( 1

x
) pro x ∈ (−1, 1), x 6= 0

0 pro x = 0

je na intervalu (−1, 1) primitivńı k funkci f(x).

Řešeńı: Výpočtem dostáváme, že pro x ∈ (−1, 1), x 6= 0 je

F ′(x) = 2x cos
1

x
+ sin

1

x
.

Vypoč́ıtejme nyńı ještě derivaci funkce F (x) v bodě 0. Z definice derivace
funkce v daném bodě dostáváme postupně

F ′(0) = lim
x→0

F (x) − F (0)

x− 0
= lim

x→0

x2 cos 1
x

x
= lim

x→0
x cos

1

x
.

Poněvadž pro x 6= 0 je |x cos( 1
x
)| ≤ |x|, a lim

x→0
|x| = 0, je lim

x→0
x cos( 1

x
) = 0,

takže F ′(0) = 0.
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Dostali jsme tedy tento výsledek

F ′(x) =

{
2x cos 1

x
+ sin 1

x
pro x ∈ (−1, 1), x 6= 0,

0 pro x = 0.

Je tedy F ′(x) = f(x), takže funkce F (x) je na intervalu (−1, 1) primitivńı
k funkci f(x), která je nespojitá v bodě 0.

Počet
primitivńıch
funkćı

Nyńı k otázce, kolik primitivńıch funkćı má daná funkce na intervalu I . Lehce
nahlédneme, že je-li F (x) primitivńı funkćı k funkci f(x) na intervalu I a c je
libovolné č́ıslo, pak (F (x) + c)′ = f(x), takže i funkce F (x) + c je primitivńı
k funkci f(x) na intervalu I . Ukažme nyńı následuj́ıćı vlastnost primitivńıch
funkćı.

Necht’ F (x), G(x) jsou dvě funkce primitivńı k funkci f(x) na intervalu I .
Pak existuje č́ıslo c tak, že G(x) = F (x) + c na intervalu I .

Skutečně, položme H(x) = F (x) − G(x). Pak H ′(x) = F ′(x) − G′(x) =
f(x) − f(x) = 0 pro každé x ∈ I . Jsou-li x1, x2 dva body z intervalu I ,
x1 < x2, potom podle věty o př́ırustku funkce je

H(x2) −H(x1) = H ′(α) · (x2 − x1) = 0 · (x2 − x1) = 0,

kde α ∈ (x1, x2). Je tedy H(x1) = H(x2) a odtud H(x) = konstanta.
Označ́ıme-li tuto konstantu c, je F (x) = G(x) + c na intervalu I .

Známe-li tedy jednu primitivńı funkci F (x) k funkci f(x) na
intervalu I, známe všechny. Každá z nich se dá zapsat jako
F (x) + c, kde c je vhodná konstanta. Pro množinu všech
primitivńıch funkćı k dané funkci zavád́ıme zvláštńı pojem
– neurčitý integrál následuj́ıćı definićı.

Co je to neurčitý
integrál

Definice 6.2. (Neurčitý integrál)

Množinu všech primitivńıch funkćı k funkci f(x) na in-
tervalu I nazýváme neurčitým integrálem funkce f(x) na
intervalu I a označujeme symbolem

∫
f(x) dx. Ṕı̌seme

∫
f(x) dx = F (x) + c, x ∈ I,

kde F (x) je libovolná primitivńı funkce k funkci f(x) na
intervalu I. Funkci f(x) nazýváme integrandem, symbol

∫

integračńım znakem a dx je diferenciál neodvisle proměnné.
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6. Neur čitý integr ál

Poznámka. Úkon, kterým určujeme neurčitý integrál F (x)+c k dané funkci
f(x), nazýváme integraćı či integrováńım funkce f(x). Konstantu c nazýváme
integračńı konstantou. Kv̊uli zjednodušeńı nebudeme někdy integračńı kon-
stantu zapisovat.

Ze vzorc̊u pro derivováńı funkćı lze snadno odvodit odpov́ıdaj́ıćı vzorce pro
integraci. Např. ze vztahu

(xn+1)′ = (n+ 1)xn, pro x ∈ (−∞,∞), n ∈ N

vyplývá, že

∫
xn dx =

1

n+ 1
xn+1 + c, n ∈ N, x ∈ (−∞,∞).

Podobně v́ıme, že

(sin x)′ = cos x, (cosx)′ = − sin x, pro x ∈ (−∞,∞).

Odtud dostáváme, že

∫
sin x dx = − cos x+ c,

∫
cos xdx = sin x+ c, x ∈ (−∞,∞).

Uved’me nyńı několik základńıch neurčitých integrál̊u, které vyplývaj́ı z dř́ıve
odvozených vzorc̊u pro derivováńı. V uvedených vzorćıch znač́ı c integračńı
konstantu.

Tabulka
význačných
neurčitých
integrál̊u

∫
0 dx = c pro x ∈ (−∞,∞);

∫
xn dx =

xn+1

n+ 1
+ c x ∈ (−∞,∞) pro n ≥ 0, celé,

nebo x ∈ (0,∞), n < 0, n 6= −1, n celé,
nebo x ∈ (−∞, 0), n < 0 celé, n 6= −1
nebo x ∈ (0,∞), n necelé;∫

dx

x
= ln |x| + c pro x ∈ (−∞, 0) nebo x ∈ (0,∞);

∫
ex dx = ex + c pro x ∈ (−∞,∞);

∫
sin x dx = − cos x+ c pro x ∈ (−∞,∞);

∫
cosx dx = sin x+ c pro x ∈ (−∞,∞);

∫
dx

1 + x2
= arctg x+ c pro x ∈ (−∞,∞);

∫
dx√

1 − x2
= arcsin x+ c pro x ∈ (−1, 1);

∫
dx

cos2 x
= tg x+ c v libovolném otevřeném intervalu,

v němž je cos x 6= 0;
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∫
dx

sin2 x
= − cotg x + c v libovolném otevřeném intervalu,

v němž je sin x 6= 0;
∫
f ′(x) dx

f(x)
= ln |f(x)| + c v libovolném otevřeném intervalu,

v němž je f(x) 6= 0 a v němž
má funkce f(x) derivaci

Důkaz: Důkaz plyne ze základńıch vzorc̊u pro derivováńı.

Př́ıklad 6.2. Vypočtěte

a)

∫
x5 dx, b)

∫
dx
4
√
x
.

Řešeńı:

a)

∫
x5 dx =

x6

6
+ c pro x ∈ (−∞,∞),

b)

∫
dx
4
√
x

=

∫
x−1/4 dx =

4

3
x3/4 + c pro x ∈ (0,∞).

Poznámka. Derivaćı pravé strany se přesvědčte o platnosti následuj́ıćıch
vztah̊u :

∫
ekx dx =

1

k
ekx + c pro x ∈ (−∞,∞), k ∈ R, k 6= 0

∫
sin kx dx = −1

k
cos kx + c pro x ∈ (−∞,∞), k ∈ R, k 6= 0

∫
cos kx dx =

1

k
sin kx+ c pro x ∈ (−∞,∞), k ∈ R, k 6= 0

∫
dx

1 + k2x2
=

1

k
arctg kx + c pro x ∈ (−∞,∞), k ∈ R, k 6= 0

∫
dx√

1 − k2x2
=

1

k
arcsin kx + c pro kx ∈ (−1, 1), k ∈ R, k 6= 0.

Ukážeme si nyńı několik vět, které nám umožńı hledat integrály některých
funkćı vytvořených pomoćı funkćı, jejichž integrály známe.

Integrace lineárńı
kombinace funkćı

Věta 6.2. (Integrace lineárńı kombinace funkćı)

Bud’ I interval, v němž existuj́ı neurčité integrály funkćı
f1(x), f2(x), . . . , fn(x). Bud’te c1, c2, . . . , cn reálná č́ıs-
la. Potom existuje v intervalu I neurčitý integrál funkce
c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x) a plat́ı

179



6. Neur čitý integr ál

∫
(c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x)) dx =

= c1

∫
f1(x) dx+ c2

∫
f2(x) dx+ (6.3)

+ · · · + cn

∫
fn(x) dx+ c,

kde c je integračńı konstanta.

Důkaz: Položme Fi(x) =
∫
fi(x) dx, x ∈ I , i = 1, 2, · · · , n. Podle známých

vět z diferenciálńıho počtu plat́ı

(c1F1(x) + c2F2(x) + · · · + cnFn(x))′ = c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x).

Tedy funkce c1F1(x) + c2F2(x) + · · · + cnFn(x) je v intervalu I primitivńı
k funkci c1f1(x) + c2f2(x) + · · · + cnfn(x). Plat́ı tedy (6.3).

Př́ıklad 6.3. Vypočtěte:

a)

∫
(x4 +

√
x− cos 2x+ 1) dx,

b)

∫ (
2

1 + 2x2
+

3

2x
+ 5ex/2

)
dx.

Řešeńı: Integraćı člen po členu podle předešlé věty dostáváme

a)

∫
(x4 +

√
x− cos 2x + 1) dx =

1

5
x5 +

2

3
x3/2 − 1

2
sin 2x+ x+ c,

x ∈ 〈0,∞)

b)

∫ (
2

1 + 2x2
+

3

2x
+ 5ex/2

)
dx = 2

1√
2

arctg(
√

2x) +
3

2
ln |x| +

+5 · 2ex/2 + c =
√

2 arctg(
√

2x) +
3

2
ln |x| + 10ex/2 + c, x ∈ I, 0 6= I.

Poznámka. K výpočtu neurčitých integrál̊u některých funkćı je někdy
vhodné integrované funkce přepsat na jiný ekvivalentńı tvar.

Jako př́ıklad uved’me výpočet těchto integrál̊u.

a)

∫
cos2 x dx, b)

∫
sin2 x dx, c)

∫
x+ 1

x2 + 1
.

V př́ıpadech a), b) použijeme k úpravě trigonometrické vzorce

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1 − cos 2x

2
,

180



č́ımž dostaneme funkce, jejichž integrál lze spoč́ıtat pomoćı předchoźıch vět
takto.

a)

∫
cos2 x dx =

1

2

∫
(1 + cos 2x) dx =

1

2
(x+

1

2
sin 2x) + c; x ∈ (−∞,∞)

b)

∫
sin2 x dx =

1

2

∫
(1− cos 2x) dx =

1

2
(x− 1

2
sin 2x) + c, x ∈ (−∞,∞).

c) V tomto př́ıpadě převedeme integrand na součet dvou zlomk̊u. Postupně
dostáváme
∫

x + 1

x2 + 1
dx =

∫ (
x

x2 + 1
+

1

x2 + 1

)
dx =

1

2

∫
2x

x2 + 1
dx +

∫
1

x2 + 1
dx =

=
1

2
ln(x2 + 1) + arctg x+ c, x ∈ (−∞,∞).

6.2 Metoda per partes (po částech).

Metoda
per partes

Poměrně jednoduchou metodou pro výpočet neurčitých integrál̊u je v někte-
rých př́ıpadech metoda per partes.

Věta 6.3. (Integrace per partes)

Bud’ I interval. Necht’ funkce u(x), v(x) maj́ı v interalu I
spojité derivace u′(x), v′(x). Potom v intervalu I plat́ı

∫
u′(x)v(x) dx = u(x)v(x) −

∫
u(x)v′(x) dx.

Důkaz: Funkce u(x)v(x) má v intervalu I derivaci u′(x)v(x) + u(x)v′(x), a
tedy plat́ı

u(x)v(x) =

∫
(u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) dx.

Funkce u(x), v(x) jsou v intervalu I spojité, nebot’ zde maj́ı derivace. Tedy
funkce u′(x)v(x), u(x)v′(x) jsou také spojité v intervalu I a existuj́ı k nim
proto primitivńı funkce

∫
u′(x)v(x) dx,

∫
u(x)v′(x) dx.

Podle věty 6.2 tedy plat́ı

u(x)v(x) =

∫
u′(x)v(x) dx+

∫
u(x)v′(x) dx

a odtud plyne tvrzeńı věty.
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6. Neur čitý integr ál

Př́ıklad 6.4. Následuj́ıćı integrály jsou řešeny metodou per partes. Ověřeńı
splněńı předpoklad̊u pro aplikaci naznačeného postupu výpočtu přenechávám
čtenáři.

a)

∫
xe2x dx =

∣∣∣∣
u′ = e2x v = x
u = 1

2
e2x v′ = 1

∣∣∣∣ =
1

2
xe2x − 1

2

∫
e2x dx =

=
1

2
xe2x − 1

4
e2x + c, pro x ∈ (−∞,∞).

b)

∫
x2 cos 3x dx =

∣∣∣∣
u′ = cos 3x v = x2

u = 1
3
sin 3x v′ = 2x

∣∣∣∣ =

=
1

3
x2 sin 3x− 2

3

∫
x sin 3x dx =

∣∣∣∣
u′ = sin 3x v = x
u = −1

3
cos 3x v′ = 1

∣∣∣∣ =

=
1

3
x2 sin 3x +

2

9
x cos 3x− 2

9

∫
cos 3x dx =

=
1

3
x2 sin 3x +

2

9
x cos 3x− 2

27
sin 3x+ c, pro x ∈ (−∞,∞).

c)

∫
x ln2 x dx =

∣∣∣∣
u′ = x v = ln2 x
u = 1

2
x2 v′ = 2

x
ln x

∣∣∣∣ =

=
1

2
x2 ln2 x−

∫
x ln x dx =

∣∣∣∣
u′ = x v = ln x
u = 1

2
x2 v′ = 1

x

∣∣∣∣ =

=
1

2
x2 ln2 x− x2

2
ln x+

1

2

∫
x dx =

x2

2
ln2 x− x2

2
ln x+

1

4
x2 + c,

pro x ∈ (0,∞).

d)

∫
ex sin x dx =

∣∣∣∣
u′ = ex v = sin x
u = ex v′ = cos x

∣∣∣∣ =

= ex sin x−
∫
ex cos x dx =

∣∣∣∣
u′ = ex v = cos x
u = ex v′ = − sin x

∣∣∣∣ =

= ex sin x− ex cosx−
∫
ex sin x dx.

Dostali jsme rovnici∫
ex sin x dx = ex(sin x− cos x) −

∫
ex sin x dx,

ve které hledaný integrál je neznámou, jej́ım řešeńım dostáváme∫
ex sin x dx =

1

2
ex(sin x− cosx) + c, pro x ∈ (−∞,∞).

e)

∫
ln x dx =

∣∣∣∣
u′ = 1 v = ln x
u = x v′ = 1

x

∣∣∣∣ = x ln x−
∫
x

1

x
dx =

x ln x−
∫

1 dx = x ln x− x+ c = x (ln x− 1) + c, pro x ∈ (0,∞).

Poznámka. Jak je patrné z předchoźıho př́ıkladu, je metoda integrace per
partes vhodná zejména pro řešeńı některých neurčitých integrál̊u, jejichž in-
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tegrand je tvořen součinem dvou r̊uzných funkćı. Touto metodou lze řešit
např. integrály těchto typu:

∫
xmekx dx,

∫
xm cos kx dx,

∫
xm sin kx dx,

∫
xk (lnx)m dx,

∫
ekx sin lx dx,

∫
ekx cos lx dx,

kde m je přirozené, k, l libovolná reálná č́ısla.

Při aplikaci metody per partes je nutno si uvědomit, že každou funkci můžeme
považovat za součin této funkce a funkce rovné 1 pro všechna x; viz př́ıpad
e) v minulém př́ıkladě nebo

∫
arctg x dx.

6.3 Výpo čet neur čit ého integr álu substitucı́.

Substitučńı
metody

Výklad daľśı metody, zvané substitučńı metoda, začneme bez nároku na pre-
ciznost. Zpřesněńı bude následovat.

Uvažujme integrál ∫
f(x) dx. (6.4)

Necht’ x = ϕ(t) je funkce proměnné t, maj́ıćı derivaci ϕ′(t). V́ıme, že dife-
renciál funkce ϕ (t) je roven součinu derivace této funkce a diferenciálu jej́ı
neodvisle proměnné t. Tedy dx = ϕ′(t) dt. Dosad́ıme-li do (6.4) za x a dx,
dostáváme ∫

f(ϕ (t))ϕ′(t) dt (6.5)

Budeme řešit otázku, jak mezi sebou souviśı neurčité integrály (6.4), (6.5).
Dovedeme-li vypoč́ıtat jeden z nich, dovedeme určit druhý z nich? Odpověd’

na tuto otázku dávaj́ı následuj́ıćı dvě věty.

metoda
substitučńı I

Věta 6.4. (I. výpočet integrálu substitućı)

Necht’ F (x), x ∈ J , je primitivńı funkce k funkci f(x), x ∈ J ,
na intervalu J .
Necht’ funkce

x = ϕ(t), t ∈ I,

má na intervalu I derivaci ϕ′(t) a necht’ ϕ(I) ⊂ J .
Potom na intervalu I existuje

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt a plat́ı na

něm
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

[∫
f(x) dx

]

x=ϕ (t)

+ c = F (ϕ(t)) + c,

t ∈ I. (6.6)
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6. Neur čitý integr ál

Poznámka. Jde o výpočet integrálu ze složené funkce f(ϕ(t)), násobené
funkćı ϕ′(t), tedy derivaćı vnitřńı složky této složené funkce.

Vztah (6.6) si snadno zapamatujete. Položme ϕ(t) = x. Diferenciál levé
strany tohoto vztahu je roven diferenciálu jeho pravé strany. Tedy

ϕ′(t) dt = dx.

Dosad́ıme-li tedy do integrálu
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

ϕ(t) za x, a ϕ′(t) dt za dx dostáváme
∫
f(x) dx.

Věta nám ř́ıká, že dovedeme-li vypoč́ıtat
∫
f(x) dx, potom za ve větě uvede-

ných podmı́nek dovedeme vypoč́ıtat i
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt a plat́ı (6.6), to jest

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

[∫
f(x) dx

]

x=ϕ(t)

.

Důkaz: Derivaćı funkce F (ϕ (t)), jakožto složené funkce, postupně dostává-
me pro t ∈ I .

[F (ϕ(t))]′ = F ′(ϕ(t)) · ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t),

takže [F (ϕ(t))] je pro t ∈ I primitivńı funkćı k funkci f(ϕ(t))ϕ′(t). Je tedy

F (ϕ(t)) =

[∫
f(x)dt

]

x=ϕ(t)

, t ∈ I,

takže
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

[∫
f(x) dx

]
x=ϕ(t)

, t ∈ I .

Př́ıklad 6.5. Vypoč́ıtejte

A =

∫
et2t dt.

Řešeńı. Máme nalézt integrál ze složené funkce et2, násobené, až na mul-
tiplikativńı konstantu, derivaćı funkce t2 tj. derivaćı vnitřńı složky složené
funkce et2. Zvoĺıme tedy substituci

x = t2.

Je to funkce se spojitou derivaćı 2t na intervalu(−∞,∞). Funkce x = t2

zobrazuje interval I = (−∞,∞) na interval J = 〈0,∞) ⊂ (−∞,∞), na
němž je funkce ex spojitá. Diferenciálem funkce x = t2 je

dx = 2t dt.
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Odtud t dt = 1
2
dx. Jsou tedy splněny předpoklady věty 6.4. Plat́ı

A =

∫
et2t dt =

1

2

[∫
ex dx

]

x=t2
=

1

2
et2 , pro t ∈ (−∞,∞).

Derivováńım obdrženého výsledku (jako zkoušku správnosti výsledku) dostá-
váme

1

2
(et2)′ = t et2, pro t ∈ (−∞,∞).

T́ım jsme se přesvědčili o správnosti výpočtu.

Poznámka. Označeńı proměnné v integrálu je nepodstatné. Nenechte se
zmást změněným označeńım v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 6.6. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

B =

∫
x
√
x2 + 1 dx (6.7)

Řešeńı. Všimněte si, že
√
x2 + 1 je složená funkce, jej́ı vnitřńı složkou je

funkce x2 + 1. Zřejmě (x2 + 1)′ = 2x. Tedy x
√
x2 + 1 = 1

2
(x2 + 1)′

√
x2 + 1.

Zvolme tedy
t = ϕ(x), kde ϕ(x) = x2 + 1.

Tato funkce je spojitá na intervalu (−∞,∞) a má v něm derivaci. Dále zobra-
zuje interval (−∞,∞) na interval 〈1,∞) ⊂ (0,∞). Položme
f(t) =

√
t. Tato funkce je spojitá na intervalu (0,∞) a má na něm tedy

primitivńı funkci. Podle věty 6.4 tedy dostáváme

∫
x
√
x2 + 1 dx =

[
1

2

∫ √
t dt

]

t=x2+1

, pro x ∈ (−∞,∞).

Výpočtem dostáváme

∫
x
√
x2 + 1 dx =

1

3

√
(x2 + 1)3, pro x ∈ (−∞,∞).

formálńı výpočet∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

Při aplikaci věty 6.4 k výpočtu integrálu
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt může být

někomu obt́ıžné zjǐst’ováńı splněńı předpoklad̊u věty 6.4. Chceme-li se
vyhnout zkoumáńı splněńı předpoklad̊u věty 6.4, lze postupovat zcela
formálně, ale nakonec je nutno derivováńım výsledek prověřit, zda
výsledná funkce je skutečně primitivńı funkćı a je nutno zjistit i in-
terval, na němž je obdržená funkce primitivńı k dané funkci. Lze tedy
postupovat následovně, ovšem za předpokladu, že jednotlivé kroky lze
provést.
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6. Neur čitý integr ál

Máme vypoč́ıtat
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Zvoĺıme substituci x = ϕ(t).
Vypoč́ıtáme dx = ϕ′(t) dt (diferenciál levé strany sub-
stituce se rovná diferenciálu jej́ı pravé strany).
Dosazeńım do daného integrálu za ϕ(t) a ϕ′(t) dt, do-
staneme

∫
f(x) dx.

Výpočtem dostaneme F (x) =
∫
f(x) dx.

Provedeme zkoušku derivováńım; zjist́ıme, zda

(F (ϕ(t)))′ = f(ϕ(t))ϕ′(t) (6.8)

a urč́ıme interval I, na němž plat́ı (6.8).
Jestliže (6.8) plat́ı na intervalu I, potom

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = F (ϕ(t)) + C, t ∈ I.

Př́ıklad 6.7. Vypoč́ıtejte

∫
t√
t2 + 4

dt.

Řešeńı. Zaved’me substituci x = t2 + 4. Potom dx = 2t dt. Dosazeńım do
daného integrálu obdrž́ıme

1

2

∫
dx√
x
.

Jeho řešeńım dostáváme F (x) = 1
2
2
√
x. Tedy

F (ϕ(t)) =
√
t2 + 4.

Derivaćı
√
t2 + 4 dostáváme

(√
t2 + 4

)′
=

t√
t2 + 4

pro t ∈ (−∞,∞).

Tedy
∫

t√
t2 + 4

dt =
√
t2 + 4 + c pro t ∈ (−∞,∞).
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metoda
substitučńı II

Věta 6.5. (II. Výpočet integrálu substitućı)

Necht’ funkce
x = ϕ(t)

má na intervalu I spojitou derivaci ϕ′(t) a necht’ ϕ′(t) 6= 0
pro všechny vnitřńı body intervalu I. Necht’ ϕ(I) = J. (Po-
tom existuje inverzńı funkce t = ϕ−1(x) zobrazuj́ıćı interval
J na I.) Necht’

f(x), x ∈ J,

je taková funkce na intervalu J , že složená funkce

f(ϕ(t))ϕ′(t), t ∈ I,

má na intervalu I primitivńı funkci, označme ji G(t). Potom
existuje

∫
f(x) dx, x ∈ J a plat́ı

∫
f(x) dx =

[∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

]

t=ϕ−1 (x)

+ c, (6.9)

tj. ∫
f(x) dx = G(ϕ−1(x)) + c.

Důkaz: Dokažme (6.9). Necht’ funkce G(t) je primitivńı k funkci f(ϕ(t))ϕ′(t)
na intervalu I . Vzhledem k předpoklad̊um je funkce ϕ(t) ryze monotónńı,
existuje k ńı tedy funkce inverzńı t = ϕ−1(x). Derivujeme-li pravou stranu
v (6.9), to jest funkci G(ϕ−1(x)) podle věty o derivováńı složené funkce,
dostáváme na intervalu J postupně:

[G(ϕ−1(x))]′ = G′(ϕ−1(x))(ϕ−1(x))′ = G′(t) · 1

ϕ′(t)
=

= f(ϕ(t))ϕ′(t) · 1

ϕ′(t)
= f(ϕ(t)) = f(x),

takže G(ϕ−1(x))] je pro x ∈ J primitivńı funkćı k funkci f(x). Je tedy

∫
f(x) dx =

[∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

]

t=ϕ−1 (x)

+ c.

Věta ovšem nic nevypov́ıdá o nalezeńı vhodné substituce. Pro jisté tř́ıdy funkćı
jsou v literatuře popsané vhodné substituce.
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6. Neur čitý integr ál

Poněvadž podle předpoklad̊u věty je funkce ϕ (t) ryze monotónńı na intervalu
I , vycháźı se někdy mı́sto substituce x = ϕ(t) z ekvivalentu t = ϕ−1(x), resp.
z jiného ekvivalentu φ(x) = ψ(t). Tento zápis totiž často lépe vyjadřuje
záměry, které substitućı sledujeme. Při řešeńı konkrétńıch integrál̊u se m̊uže
stát, že se zvoĺı nevhodná substituce a integrál je nutno řešit jinak.

Př́ıklad 6.8. Určete

A =

∫ √
3x + 1dx.

Řešeńı. Předevš́ım je vidět, že integrand je funkce spojitá na svém de-
finičńım oboru. Budeme tedy úlohu řešit na intervalu J = (−1

3
,∞), tedy

x ∈ J . Daný integrál budeme řešit zavedeńım vhodné substituce. Jak ji
zvoĺıme? Dovedeme nalézt

∫ √
t dt, který je podobný k danému integrálu. To

nás vede k pokusu zavést mezi proměnnými t, x vztah t = 3x + 1, což je
ekvivalentńı se vztahem x = 1

3
(t − 1). Jestliže x ∈ J , potom t, vyhovuj́ıćı

tomuto vztahu, patř́ı do intervalu I = (0,∞), t ∈ I . Pokuśıme se tedy zavést
substituci x = ϕ(t) = 1

3
(t − 1) pro t ∈ I . Funkce ϕ(t) má na intervalu I

spojitou kladnou derivaci ϕ′(t) = 1
3
. Zřejmě ϕ(I) = J a dx = 1

3
dt. Podle

nahoře uvedené věty je tedy

A =

∫ √
3x+ 1 dx =

[∫ √
t
1

3
dt

]

t=3x+1

=
2

9

√
(3x + 1)3+c, x ∈

(
−1

3
,∞
)
.

Př́ıklad 6.9. Vypoč́ıtejte

A =

∫ √
a2 − x2 dx, a > 0, x ∈ (−a, a).

Řešeńı. Označme f(x) =
√
a2 − x2. Tato funkce je na intervalu (−a, a)

spojitá, takže v něm k dané funkci existuje primitivńı funkce. Integrál se po-
kuśıme řešit vhodnou substitućı x = ϕ(t). Ale jak zvolit x = ϕ(t)? Pokuśıme
se zavést takovou substituci x = ϕ(t), abychom po dosazeńı x = ϕ(t) do√
a2 − x2 dostali výraz bez odmocniny. To nás vede k pokusu zvolit substi-

tuci
x = ϕ(t) = a sin t, pro t ∈ I =

(
−π

2
,
π

2

)
.

Funkce ϕ(t) zobrazuje interval I na interval J = (−a, a). Jej́ı derivaćı je
funkce ϕ′(t) = a cos t. Funkce ϕ′(t) = a cos t je spojitá a kladná na intervalu
I . Existuje proto k ńı funkce inverzńı t = arcsin x

a
, která zobrazuje interval

J = (−a, a) na interval I = −(π
2
, π

2
). Podle věty 6.5 o substituci dostáváme

A =

∫ √
a2 − x2 dx =

[∫ √
a2 − a2 sin2 t a cos t dt

]

t=arcsin x
a

Odtud

A = a2

∫ [√
cos2 t cos t dt

]

t=arcsin x
a

=

[
a2

∫
| cos t| cos t dt

]

t=arcsin x
a

.
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Poněvadž pro t ∈ I je cos t > 0, dostáváme

A =

[
a2

∫
cos2 t dt

]

t=arcsin x
a

=
a2

2

[∫
(1 + cos 2t)dt

]

t=arcsin x
a

=

=
a2

2

[
t+

sin 2t

2

]

t=arcsin x
a

+ c

Ted’ bychom mohli dosadit zpětnou substituci t = arcsin x
a
. Abychom si zjed-

nodušili výpočet, vyjádř́ıme sin 2t jako sin 2t = 2 sin t cos t. Ze substituce

x = a sin t vyplývá sin t = x
a
, cos t =

√
1 − sin2 t =

√
1 − x2

a2 = 1
a

√
a2 − x2,

takže

A =
a2

2

(
arcsin

x

a
+
x

a

1

a

√
a2 − x2

)
.

Po malé úpravě tedy dostáváme

∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2 + c, v intervalu (−a, a).

Proved’te si zkoušku správnosti výpočtu.

Vrat’me se znovu k př́ıkladu 6.5. Stejný př́ıklad budeme řešit nyńı ještě jed-
nou, ale trochu odlǐsnou metodou. Výsledek nebude tak uspokojuj́ıćı. Tento
zp̊usob řešeńı uvád́ıme, abychom upozornili na některé problémy se sub-
stitučńı metodou. Tedy řešme znovu tento př́ıklad.

Př́ıklad 6.10. Vypoč́ıtejte

∫
x ex2

dx. (6.10)

Řešeńı. K výpočtu použijeme větu 6.5. Integrand, funkce x ex2
, je spojitá

funkce na intervalu (−∞,∞) a tedy na intervalu (−∞,∞) existuje k ńı
primitivńı funkce. Pokuśıme se zavést takovou substituci, aby v integrálu,
vytvořeném substitućı x = ϕ(t), bylo

”
ex2

“ nahrazeno
”
et“. To nás vede

k vyšetřeńı, zda by nebylo možno zavést substituci x2 = t. Tedy zavést jednu
ze substitućı

α) x =
√
t, β) x = −

√
t, t ∈ (0,∞) = I.

α) Uvažujme substituci x =
√
t = ϕ(t). Zřejmě funkce ϕ(t) zobrazuje in-

terval I = (0,∞) na interval J = (0,∞). Funkce ϕ′(t) = 1
2
√

t
je na intervalu I

spojitá a je kladná. Proto k funkci ϕ(t) existuje funkce inverzńı t = ϕ−1(x) =
x2. Jsou splněny předpoklady věty 6.5. Podle této věty dostáváme

∫
xex2

dx =

[∫ √
tet 1

2
√
t
dt

]

t=x2

=

[
1

2

∫
et dt

]

t=x2

+ c =
1

2
ex2

+ c

pro x ∈ J = (0,∞).
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6. Neur čitý integr ál

β) Uvažujme substituci x = −
√
t = ϕ(t). Zřejmě funkce ϕ(t) zobrazuje

interval I = (0,∞) na interval J = (−∞, 0). Funkce ϕ′(t) = − 1
2
√

t
je na

intervalu I spojitá a je na něm záporná. K funkci ϕ(t) existuje tedy funkce
inverzńı. Dostáváme ϕ−1(t) = x2, t ∈ I, x ∈ J . Jsou splněny předpoklady
věty 6.5. Podle této věty dostáváme na intervalu J

∫
xex2

dx =

[∫
(−

√
t)et(− 1

2
√
t
) dt

]

t=x2

=

[
1

2

∫
et dt

]

t=x2

+ c =
1

2
ex2

+ c

pro x ∈ J = (−∞, 0).

Dospěli jsme t́ımto zp̊usobem k tomuto výsledku

∫
xex2

dx =
1

2
ex2

+ c v každém intervalu, který neobsashuje 0 .

Derivováńım funkce 1
2
ex2

+ c zjist́ıme, že tato funkce je primitivńı v každém
intervalu, tedy i v intervalu, který obsahuje 0.

Ve větě o výpočtu integrálu substitućı jsou uvedené postačuj́ıćı podmı́nky a ne
nutné.

Přikroč́ıme-li k výpočtu integrálu substitućı podle věty 6.5 bez kontroly před-
poklad̊u věty, je možno výpočet A =

∫
f(x) dx provádět následovně. (Před-

pokládá se, že jednotlivé kroky je možno provést.)

Formálńı výpočet∫
f(x) dx

Máme vypoč́ıtat A =
∫
f(x) dx.

Zvoĺıme substituci x = ϕ(t).

Vypoč́ıtáme dx = ϕ′(t) a formálńım dosazeńım
do daného integrálu A dostaneme integrál
B =

∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

Vypoč́ıtáme integrál B.

Do integrálu B dosad́ıme t = ϕ−1(x). Dostaneme tak
funkci, označme ji F (x).

Funkci F (x) zderivujeme. Je-li J interval, na němž in-
tegrál A existuje a je-li na něm F ′(x) = f(x), dospěli
jsme ke správnému úplnému řešeńı. Jestliže jsme ne-
dospěli k tomuto závěru, je nutno provádět hlubš́ı roz-
bory.

6.4 Integrov ánı́ racion álnı́ch lomených funkcı́

Dř́ıve, než přistouṕıme k popisu metody integrace racionálńı lomené funkce,
ukážeme si, jak lze racionálńı lomenou funkci přepsat do tvaru vhodného pro
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integraci. Jde o jej́ı vyjádřeńı ve tvaru součtu polynomu a tzv. parciálńıch
zlomk̊u. Začneme s rozkladem polynomu.

6.4.1 Polynom a jeho rozklad

O polynomu a jeho rozkladu bylo pojednáno v učebńım textu
”
Matematika

A“. Stručně uved’me závěry z tohoto pojednáńı.

co je to
polynom

Necht’ an, an−1, . . . , a1, a0 jsou komplexńı č́ısla. Jestliže ke každému kom-
plexńımu č́ıslu x ∈ C přǐrad́ıme č́ıslo f(x) vztahem

f(x) = anx
n + · · · + a1x+ a0, (6.11)

je j́ım definována komplexńı funkce na množině všech komplexńıch č́ısel
C. Tato funkce se nazývá polynom. Č́ısla an, . . . , a0 nazýváme koefici-
enty polynomu f(x). Č́ıslo a0 nazýváme absolutńım členem polynomu
f(x). Jestliže an 6= 0, polynom f(x) nazýváme polynomem n-tého
stupně.

Např. f(x) = x2 + 1 je polynom 2. stupně. Podle definice stupně polynomu
neńı polynomu f(x) ≡ 0 přǐrazen žádný stupeň. Nazýváme jej nulovým po-
lynomem.

kǒren
polynomu

Č́ıslo α nazýváme kořenem polynomu f(x), jestliže

f(α) = 0.

Znamená to, že každý kořen polynomu f(x) je řešeńım rovnice

f(x) = 0.

Např. polynom
P (x) = x3 + x (6.12)

má kořeny 0, i,−i, nebot’ P (0) = 0, P (i) = i3 + i = 0. Podobně P (−i) =
(−i)3 + (−i) = 0.

Necht’ α je kořenem polynomu f(x) stupně n ≥ 1. Potom
existuje takový polynom g(x) stupně n − 1, že pro každé
komplexńı č́ıslo x plat́ı

f(x) = (x− α) · g(x). (6.13)

Faktor (x − α) nazýváme kořenovým činitelem př́ıslušným
ke kořenu α.
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6. Neur čitý integr ál

Známe-li kořen α polynomu f(x), obdrž́ıme polynom g(x) děleńım polynomu
f(x) kořenovým činitelem (x−α). (Jestliže děleńı polynomu f(x) polynomem
(x− α) nevyjde beze zbytku, neńı α kořenem polynomu f(x)!)

Př́ıklad 6.11. Uvažujme polynom

f(x) = x3 + 2x− 12. (6.14)

Dosad́ıme-li x = 2 do (6.14), vid́ıme, že f(2) = 0. Je tedy x = 2 kořenem
polynomu (6.14).

Děleńım polynomu f(x) kořenovým činitelem x− 2 dostáváme

(x3 +2x−12 ) : (x− 2) = x2 + 2x+ 6
±x3 ∓2x2

2x2 +2x−12
±2x2 ∓4x

6x−12
±6x∓12

0

Je tedy

x3 + 2x− 12 = (x− 2)g(x),

kde g(x) = x2 + 2x + 6, takže

x3 + 2x− 12 = (x− 2)(x2 + 2x+ 6).

k-násobný
kǒren
polynomu

k-násobný kořen polynomu Necht’ f(x) je polynom n-tého stupně a α je
jeho kořen. Potom existuje polynom 1g(x) stupně n− 1 tak, že

f(x) = (x− α) · 1gn−1(x). (6.15)

Jestliže α je kořenem polynomu 1gn−1(x), existuje polynom 2gn−2(x) tak, že

1gn−1(x) = (x− α) · 2gn−2(x). (6.16)

Dosad́ıme-li 1gn−1(x) do (6.15), dostáváme

f(x) = (x− α)2 · 2gn−2(x).

Jestli α je kořenem polynomu 2gn−2(x), pokračujeme dále. Nakonec po k
kroćıch dospějeme k tomuto vyjádřeńı polynomu f(x)

f(x) = (x− α)k · kgn−k(x),

kde kgn−k(x) je polynom, který nemá č́ıslo α za sv̊uj kořen.

192



Ř́ıkáme, že č́ıslo α je k–násobným kořenem polynomu f(x),
jestliže pro každé komplexńı č́ıslo x plat́ı

f(x) = (x− α)kg(x), (6.17)

kde g(x) je takový polynom, že g(α) 6= 0.

Př́ıklad 6.12. Polynom x3 − 3x2 + 4 lze zapsat ve tvaru

x3 − 3x2 + 4 = (x− 2)2(x+ 1).

Č́ıslo x = 2 neńı kořenem polynomu g(x) = x + 1, nebot’ g(2) 6= 0. Je tedy
x = 2 dvojnásobným kořenem polynomu x3 − 3x2 + 4. Podobně, x = −1 je
jednoduchým kořenem polynomu f(x).

Zat́ım jsme pouze zavedli pojem kořene polynomu, ale nezabývali jsme se
problémem existence kořene polynomu. O tom vypov́ıdá následuj́ıćı věta:

existence
kǒrene
polynomu

Věta 6.6. (Fundamentálńı věta algebry)

Každý polynom stupně n ≥ 1 má v oboru komplexńıch č́ısel
kořen.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Z předcházej́ıćıch úvah a z věty 6.6 vyplývá následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek. Polynom n–tého stupně

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0, an 6= 0

má právě n kořen̊u, poč́ıtáme-li k–násobný kořen za k kořen̊u.

Věta 6.6 vypov́ıdá o existenci kořene polynomu, ale neudává metodu, jak
kořeny polynomu f(x) n–tého stupně určit.

hledáńı
kǒrenů
polynomu

Kořeny polynomu 1. a 2. stupně

Polynom 1. stupně

P1(x) = a1x+ a2, a1 6= 0

má právě jeden kořen, jak se můžeme lehce přesvědčit, a to

x1 = −a2

a1

.

Polynom 2. stupně

P2(x) = a2x
2 + a1x + a0, a2 6= 0 (6.18)
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6. Neur čitý integr ál

má dva kořeny, poč́ıtáme-li dvojnásobný kořen za dva kořeny. Jsou to řešeńı
kvadratické rovnice

a2x
2 + a1x + a0 = 0. (6.19)

Tato rovnice má dva kořeny, označme je x1, x2, poč́ıtáme-li dvojnásobný
kořen za dva kořeny. Tyto kořeny x1, x2 lze určit podle vzorc̊u

x1,2 =
−a1 ±

√
a2

1 − 4a2a0

2a2

. (6.20)

Č́ıslo D = a2
2 − 4a2a0 nyzýváme diskriminantem rovnice (6.19). Č́ısla x1, x2

jsou kořeny polynomu P2(x) určeného vztahem (6.18).

Kořeny polynomů stupň̊u > 2

V učebńım textu
”
Matematika A“ jsme uvedli, že existuj́ı výpočtové po-

stupy, jimiž lze určit všechny kořeny obecného polynomu třet́ıho i čtvrtého
stupně konečným počtem operaćı seč́ıtáńı, odeč́ıtáńı, násobeńı, děleńı a od-
mocňováńı. Tedy tak, jak je to u polynomů 2. stupně. Je však dokázáno,
že takovéto výpočetńı postupy neexistuj́ı pro polynomy stupň̊u > 4. Avšak
uvedené výpočtové postupy pro polynomy třet́ıho a čtvrtého stupně dávaj́ı
často výsledky v nevhodném tvaru. Proto se většinou nepouž́ıvaj́ı.

V některých konkrétńıch př́ıpadech se nám podař́ı kořeny nalézt vzhledem
ke speciálńımu zadáńı polynomu, nebo nalezeńım několika kořen̊u zkusmo a
pak děleńım polynomu součinem kořenových činitel̊u k nalezeným kořen̊um
převést úlohu na úlohu nalezeńı kořen̊u polynomu nižš́ıho stupně. Někdy
je možno načrtnout alespoň část grafu polynomu a t́ım se vést při hledáńı
kořen̊u polynomu.

Existuje řada numerických metod na hledáńı přibližných hodnot kořen̊u poly-
nomů. Těmto metodám se nemůžeme vzhledem k našim časovým možnostem
věnovat. Jsou implementované v řadě programových systémů.

Nejčastěji je třeba určit kořeny polynomů, jejichž koeficienty jsou reálná č́ısla.

Polynom s reálnými koeficienty budeme nazývat reálným polynomem.

Je-li α + iβ, β 6= 0 k-násobným kořenem reálného polynomu

f(x) = anx
n + an−1x

n+1 + · · · + a1x+ a0, an 6= 0, (6.21)

je též č́ıslo α− iβ jeho k-násobným kořenem.

Předpokládejme, že reálný polynom f(x) má k-násobné komplexně sdružené
kořeny α + iβ, α − iβ. Potom polynom f(x) lze dělit součinem kořenových
činitel̊u

d(x) =
{

[x− (α+ iβ)][x− (α− iβ)]
}k

. (6.22)
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Úpravou d(x) dostáváme

d(x) =
{

[x− (α+ iβ)][x − (α − iβ)]
}k

=
{

(x− α)2 + β2
}k

.

Tedy
d(x) = (x2 + px + q)k, kde p = −2α, q = α2 + β2.

Potom je f(x) = d(x)gn−2k(x). Dále pak hledáme kořeny polynomu gn−2k(x).

Z toho, co jsme o kořenech polynomu uvedli, lze dospět k tomuto tvrzeńı.

reálný rozklad
polynomu

Necht’

f(x) = anx
n + · · · + a1x+ a0

je reálný polynom. Necht’ α, β, . . . γ jsou všechny jeho
navzájem r̊uzné reálné kořeny a to α k–násobný, β l–
násobný, . . . , γ m–násobný. Necht’ a± ib, . . . , c± id jsou
všechny jeho navzájem r̊uzné dvojice nereálných komplexně
sdružených kořen̊u. Necht’ a+ ib je p–násobný,. . . , c+ id je
q–násobný kořen. Potom plat́ı

f(x) = an · (x− α)k · (x− β)l · · · · · (x− γ)m ·
·[(x− a)2 + b2]p · · · · · [(x− c)2 + d2]q. (6.23)

pro každé komplexńı č́ıslo x.
Polynom f(x) zapsaný ve tvaru (6.23) nazýváme rozkladem
reálného polynomu v reálném oboru.

Př́ıklad 6.13. Určete rozklad reálného polynomu

p(x) = x5 + 6x4 + 9x3 + x2 + 6x + 9.

Řešeńı. Zkusmo zjist́ıme, že x = −3 je kořenem polynomu p(x). Děleńım
polynomu p(x) výrazem (x+ 3) dostáváme

q(x) = p(x) : (x+ 3) = x4 + 3x3 + x+ 3.

Zkusmo zjist́ıme, že x = −3 je kořenem polynomu q(x). Děleńım polynomu
q(x) výrazem x+ 3 dostáváme

q(x) = (x+ 3)(x3 + 1).

Tedy

p(x) = (x+ 3)2(x3 + 1).
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Polynom x3 +1 zapǐsme ve tvaru x3 +13. Podle vzorce a3 + b3 = (a+ b)(a2 −
ab+ b2) dostáváme

x3 + 13 = (x+ 1)(x2 − x+ 1).

Tedy
p(x) = (x+ 3)2(x+ 1)(x2 − x + 1)

je reálný rozklad polynomu p(x).

Př́ıklad 6.14. Určete kořeny polynomu

p(x) = x4 + 4x3 − 16x− 16.

Řešeńı. Zkusmo zjist́ıme, že č́ıslo x = 2 je kořenem polynomu p(x), nebot’

p(2) = 0. Děleńım p(x) kořenovým činitelem x− 2 dostáváme

q(x) = p(x) : (x− 2) = x3 + 6x2 + 12x + 8.

Tedy
p(x) = (x− 2)(x3 + 6x2 + 12x + 8).

Č́ıslo x = −2 je kořenem polynomu q(x). Děleńım q(x) polynomem (x − 2)
dostáváme

q(x) = (x+ 2)(x2 + 4x + 4),

takže
p(x) = (x− 2)(x+ 2)(x2 + 4x + 4).

Řešeńım rovnice x2 + 4x + 4 = 0 dostáváme x1,2 = −2. Tedy

p(x) = (x− 2)(x+ 2)3

je hledaným reálným rozkladem polynomu p(x).

6.4.2 Racion álnı́ lomen á funkce a jejı́ rozklad

co je to
racionálńı
lomená
funkce

Racionálńı lomenou funkćı nazýváme každou funkci tvaru

F (x) =
f(x)

g(x)
,

kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Jsou-li tyto polynomy reálné, je
F (x) reálná racionálńı lomená funkce. Poněvadž polynom je definován
v každém komplexńım č́ısle, je racionálńı lomená funkce definována ve
všech komplexńıch č́ıslech v nichž je g(x) 6= 0, tj. ve všech č́ıslech x,
která nejsou kořeny funkce g(x).

Př́ıklad 6.15. Funkce

F (x) =
2x+ 3

x3 + x
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je racionálńı lomená funkce. Jmenovatel funkce g(x) = x3 + x lze psát ve
tvaru g(x) = x(x+ i)(x− i). Je tedy F (x) definovaná ve všech komplexńıch
č́ıslech r̊uzných od 0,−i, i.

Necht’ čitatel i jmenovatel racionálńı lomené funkce F (x) maj́ı společného
kořenového činitel x− α. Zkrát́ıme-li t́ımto společným kořenovým činitelem,
dostaneme novou racionálńı lomenou funkce, označme ji G(x). Funkce F (x),
G(x) maj́ı stejné hodnoty pro x 6= α. Může se ale stát, že funkce G(x) je
v α definována, zat́ımco F (x) neńı v č́ısle α definována. V daľśım budeme
předpokládat, že čitatel a jmenovatel racionálńı lomené funkce nemaj́ı žádný
stejný kořen.

Necht’ n je stupeň polynomu čitatele a m je stupeň polynomu jmenovatele
racionálńı lomené funkce F (x). Jestliže je n < m, funkci F (x) nazýváme ryze
lomenou, jestliže n ≥ m, nazýváme funkci F (x) neryze lomenou.

Necht’

F (x) =
f(x)

g(x)

je neryze lomená funkce. Děleńım funkce f(x) funkćı g(x) dostaneme

f(x) = P (x) · g(x) +Q(x),

kde P (x), Q(x) jsou polynomy. Polynom Q(x) je zbytek po děleńı, jeho
stupeň je menš́ı než stupeň polynomu g(x). Je tedy

F (x) = P (x) +
Q(x)

g(x)
.

Funkce Q(x)
g(x)

je ryze lomená racionálńı funkce.

Slovy: Neryze lomenou racionálńı funkci lze napsat jako součet poly-
nomu a ryze lomené racionálńı funkce.

Rozklad reálné ryze lomené racionálńı funkce na součet parciálńıch
zlomk̊u.

rozklad na
parciálńı zlomky

Věta 6.7. (Rozklad na parciálńı zlomky)

Necht’

R(x) =
f(x)

g(x)
(6.24)

je ryze lomená reálná racionálńı funkce, jej́ıž čitatel a jme-
novatel nemaj́ı stejný kořen. Necht’

g(x) = an(x− α)k(x− β)l · · · · · (x− γ)m ·
· [(x− a)2 + b2]p · · · · · [(x− c)2 + d2]q,

(6.25)

197



6. Neur čitý integr ál

kde α, β, . . . , γ, a, b, . . . , c, d jsou reálná č́ısla, k, l, . . . ,m, p,
. . . , q jsou přirozená č́ısla, je rozklad jmenovatele v reálném
oboru. Potom existuj́ı reálná č́ısla

A1, A2, . . . , Ak,

B1, B2, . . . , Bl,
...

C1, C2, . . . , Cm,

M1, N1; M2, N2; . . . ; Mp, Np,
...

P1, Q1; P2, Q2; . . . ; Pq, Qq,

tak, že plat́ı

R(x) =
Ak

(x− α)k
+

Ak−1

(x− α)k−1
+ · · · + A2

(x− α)2
+

+
A1

x− α
+

Bl

(x− β)l
+

Bl−1

(x− β)l−1
+ · · · +

+
B2

(x− β)2
+

B1

x− β
+ · · · + Cm

(x− γ)m
+

+
Cm−1

(x− γ)m−1
+ · · · + C2

(x− γ)2
+

C1

x− γ
+

+
Mpx+Np

[(x− a)2 + b2]p
+

Mp−1x+Np−1

[(x− a)2 + b2]p−1
+ · · · +

+
M2x+N2

[(x− a)2 + b2]2
+

M1x+N1

(x− a)2 + b2
+ · · · +

+
Pqx+Qq

[(x− c)2 + d2]q
+

Pq−1x+Qq−1

[(x− c)2 + d2]q−1
+ · · · +

+
P2x+Q2

[(x− c)2 + d2]2
+

P1x+Q1

(x− c)2 + d2
(6.26)

pro všechna komplexńı č́ısla x, jež nejsou kořeny jmenova-
tele.

Důkaz: Necht’ A je libovolné č́ıslo a α je k–násobný kořen plynomu g(x),
takže g(x) = (x − α)kg1(x), kde g1(x) 6= 0. Položme F (x) = R(x). Potom
plat́ı identita

F (x) = R(x) =
f(x)

g(x)
=

A

(x− α)k
+
f(x) −Ag1(x)

(x− α)kg1(x)
. (6.27)
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Č́ıslo A je možno zvolit tak, aby výraz f(x) − Ag1(x) měl č́ıslo α za sv̊uj

kořen. Tedy polož́ıme A = f(α)
g1(α)

. Toto č́ıslo A označme Ak. Poněvadž je

kořenem polynomu f(x) −Akg1(x), lze psát f(x) −Akg1(x) = (x− α)f1(x),
kde f1(x) je polynom. Dosazeńım do (6.27) dostáváme

F (x) =
Ak

(x− α)k
+

f1(x)

(x− α)k−1g1(x)
.

Funkce f1(x)
(x−α)k−1g1(x)

je ryze lomená racionálńı funkce. Je-li k−1 ≥ 1, postupu-

jeme s touto funkćı stejně jako s F (x). T́ım od ńı odděĺıme zlomek Ak−1

(x−α)k−1 .
Po k kroćıch dostaneme

F (x) =
Ak

(x− α)k
+

Ak−1

(x− α)k−1
+ · · · + A2

(x− α)2
+

A1

x− α
+
fk(x)

g1(x)
.

Poněvadž g1(x) má reálné kořeny β, . . . , γ o násobnostech l, . . . , m, postu-

pujeme s funkćı fk(x)
g1(x)

stejně jako jsme postupovali s funkćı F (x). Odděĺıme
tak daľśı zlomky a dostaneme

F (x) =
Ak

(x− α)k
+ · · · + A1

x− α
+ · · · + Cm

(x− γ)m
+ · · · + C1

x− γ
+
u(x)

v(x)
.

Zde funkce u(x)
v(x)

je ryze lomená racionálńı funkce, jej́ıž jmenovatel v(x) má
nereálné kořeny a+ ib, a− ib, . . . , c+ id, c− id o násobnostech p, p, . . . , q,
q. Rozklad reálného polynomu v(x) je pak tvaru

v(x) = [(x− a)2 + b2]p · · · · · [(x− c)2 + d2]q.

Analogicky lze funkci u(x)
v(x)

rozložit na součet zlomk̊u

u(x)

v(x)
=

Mpx+Np

[(x− a)2 + b2]p
+ · · · + M1x+N1

(x− a)2 + b2
+ · · · +

+
Pqx+Qq

[(x− c)2 + d2]q
+ · · · + P1x+Q1

(x− c)2 + c2
.

T́ım vznikne rozklad funkce R(x) uvedený ve větě.

Zlomky, vystupuj́ıćı v rozkladu ve větě 6.7, se nazývaj́ı parciálńı zlomky. Věta
6.7 sice zaručuje existenci konstant

Ak; Ak−1; . . . ; A2; A1; . . . ; Cm; Cm−1; . . . ; C2; C1;
Mp, Np; . . . ; M1, N1; . . . ; Pq, Qq; . . . ; P1, Q1,

(6.28)

ale nevypov́ıdá o zp̊usobu jejich určeńı. K výpočtu těchto konstant existuje
řada metod. Uvedeme z nich následuj́ıćı metodu.

Metoda neurčitých koeficient̊u. Tato metoda spoč́ıvá v tom, že rovnici
(6.27) vynásob́ıme funkćı g(x). T́ım dostáváme rovnost mezi dvěma poly-
nomy, která plat́ı pro všechna x, která nejsou kořeny polynomu g(x), tedy
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6. Neur čitý integr ál

pro nekonečně mnoho č́ısel x. (Z toho lze vydedukovat, že oba tyto polynomy
se rovnaj́ı pro všechna x, tedy včetně kořen̊u polynomu g(x).) Oba polynomy
maj́ı pak stejné koeficienty u stejných mocnin x. Vyjádřeńım rovnosti mezi
těmito koeficienty u stejných mocnin x obdrž́ıme systém lineárńıch rovnic
pro neznámé konstanty (6.28).

Př́ıklad 6.16. Rozložte funkci

F (x) =
x5 − x3 + 4x2 + x+ 2

x4 + x2
(6.29)

na součet polynomu a parciálńıch zlomk̊u.

Řešeńı. Funkce F (x) je neryze lomená racionálńı funkce, nebot’ jej́ı čitatel
je stupně n = 5, jmenovatel je stupně m = 4 a n > m. Provedeme-li děleńı
jmenovatelem, dostáváme

F (x) = x+R(x), (6.30)

kde

R(x) =
−2x3 + 4x2 + x+ 2

x4 + x2

je ryze lomená racionálńı funkce. Zřejmě

x2(x2 + 1)

je reálným rozkladem polynomu x4 + x2. Funkci

R(x) =
−2x3 + 4x2 + x+ 2

x4 + x2

lze psát podle věty 6.7 jako součet parciálńıch zlomk̊u

R(x) =
A2

x2
+
A1

x
+
M1x+N1

x2 + 1
.

Násobeńım této rovnice funkćı x2(x2 + 1) dostáváme

−2x3 + 4x2 + x+ 2 = A2x
2 + A2 + A1x

3 + A1x +M1x
3 +N1x

2.

Úpravou

−2x3 + 4x2 + x + 2 = (A1 +M1)x
3 + (A2 +N1)x

2 + A1x+ A2. (6.31)

Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin x v (6.31) dostáváme systém čtyř
lineárńıch rovnic

A1 +M1 = −2,
A2 +N1 = 4,

A1 = 1,
A2 = 2,

o neznámých A1, A2, M1, N1. Jeho řešeńım dostáváme

A1 = 1, A2 = 2, M1 = −3, N1 = 2.
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Je tedy

F (x) = x+
2

x2
+

1

x
+

−3x+ 2

x2 + 1

hledaný rozklad.

Př́ıklad 6.17. Rozložte funkci

F (x) =
x4 + 6x2 + x− 2

x4 − 2x3

na součet polynomu a ryze lomené racionálńı funkce.

Řešeńı. Funkce F (x) je neryze lomená. Děleńım čitatele jmenovatelem do-
stáváme

F (x) = 1 +R(x),

kde

R(x) =
2x3 + 6x2 + x− 2

x3(x− 2)
(6.32)

je ryze lomená racionálńı funkce. Funkci R(x) lze podle věty 6.7 zapsat ve
tvaru

R(x) =
A3

x3
+
A2

x2
+
A1

x
+

B1

x− 2
. (6.33)

Vynásobeńım rovnice (6.33) výrazem x3(x− 2) dostáváme

2x3 + 6x2 + x− 2 = A3(x− 2) + A2x(x− 2) + A1x
2(x− 2) +B1x

3.

Úpravou dostáváme odtud

2x3 +6x2 +x−2 = (A1 +B1)x
3 +(A2−2A1)x

2 +(A3−2A2)x−2A3. (6.34)

Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin v (6.34) dostáváme tento systém
lineárńıch rovnic

A1 +B1 = 2,
−2A1 +A2 = 6,

−2A2 A3 = 1,
−2A3 = −2.

(6.35)

Jeho řešeńım dostáváme

A3 = 1, A2 = 0, A1 = −3, B1 = 5.

Je tedy

F (x) = 1 +
1

x3
− 3

x
+

5

x− 2

hledaný rozklad.
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6. Neur čitý integr ál

6.4.3 Integrace racion álnı́ lomen é funkce

integrace
parciálńıch
zlomk̊u

I.) Výpočet integrál̊u z parciálńıch zlomk̊u tvaru

A

(x− a)k
, kde k ∈ N, a, A ∈ R.

Rozlǐsujeme dva př́ıpady.

a) k = 1. Řešme

E1 =

∫
1

x− a
dx.

Čitatel integrandu je derivaćı jmenovatele. Je tedy

E1 =

∫
1

x− a
dx = ln |x− a| + c

v každém intervalu I , který neobsahuje č́ıslo a.

b) k > 1. Řešme

Ek =

∫
1

(x− a)k
dx.

Čitatel integrandu je derivaćı výrazu v závorce ve jmenovateli. Zaved’me
substituci x−a = t, to jest x = t+ a. Zřejmě dx = dt. Dosazeńım do daného
integrálu dostáváme

∫
dx

(x− a)k
=

[∫
dt

tk

]

t=x−a

=

[
t−k+1

−k + 1

]

t=x−a

= − 1

k − 1

1

(x− a)k−1
+ c

v každém intervalu I , který neobsahuje č́ıslo a.

II.) Výpočet integrál̊u z parciálńıch zlomk̊u tvaru

Pk =
Mx +N

(x2 + px+ q)k
, (6.36)

kde k ∈ N, M, N, p, q ∈ R, p2 − 4q < 0.

Před integraćı převedeme daný parciálńı zlomek na součet dvou zlomk̊u

Mx+N

(x2 + px + q)k
= A

2x+ p

(x2 + px + q)k
+

B

(x2 + px + q)k
, (6.37)

kde A,B jsou vhodné konstanty. Zjist́ıme je např. metodou neurčitých ko-
eficient̊u z rovnice A(2x + p) + B = Mx + N . Z ńı dostáváme A = M

2
,

B = N − pM
2
.

Všimněte si, že prvńı zlomek má v čitateli derivaci výrazu v závorce jmeno-
vatele a druhý zlomek má v čitateli konstantu.
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Řešeńı integrálu z parciálńıho zlomku (6.36) je tedy převedeno na řešeńı
následuj́ıćıch dvou integrál̊u.

1Pk =

∫
2x+ p

(x2 + px + q)k
dx (6.38)

2Pk =

∫
1

(x2 + px + q)k
dx. (6.39)

Jejich řešeńı poṕı̌seme v následuj́ıćıch bodech c), d).

c) Výpočet integrálu

1Pk =

∫
2x + p

(x2 + px + q)k
dx. (6.40)

Budeme jej řešit substitućı x2 + px + q = t. Dostáváme (2x + p) dx = dt.
Odtud ∫

2x+ p

(x2 + px + q)k
dx =

[∫
dt

tk

]

t=x2+px+q

.

Pro k = 1 odtud dostáváme

1P1 =

∫
2x + p

x2 + px+ q
dx =

[∫
dt

t

]

t=x2+px+q

= ln(x2 + px + q).

Pro k > 1 dostáváme

1Pk =

∫
2x + p

(x2 + px+ q)k
dx =

[∫
dt

tk

]

t=x2+px+q

=

− 1

k − 1

[
1

tk−1

]

t=x2+px+q

= − 1

k − 1

[
1

(x2 + px + q)k−1

]
.

d) Výpočet integrálu

2Pk =

∫
1

(x2 + px + q)k
dx. (6.41)

Označme r =
√

4q−p2

4
. Potom lze psát

2Pk =

∫
1

(x2 + px + q)k
dx =

∫
1

((x+ p
2
)2 + r2)k

dx. (6.42)

Tento integrál řeš́ıme substitućı x+ p
2

= rt. Potom dx = r dt. Je tedy

∫
1

((x+ p
2
)2 + r2)k

dx =

[∫
r dt

r2k(t2 + 1)k

]

t= 2x+p
2r

=

=
1

r2k−1

[∫
dt

(t2 + 1)k

]

t= 2x+p
2r

.

Označme nyńı

Kk =

∫
dt

(1 + t2)k
,
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6. Neur čitý integr ál

kde k je přirozené č́ıslo. Potom
∫

1

((x+ p
2
)2 + r2)k

dx =
1

r2k−1
[Kk]t= 2x+p

2r
.

Výpočet integrálu

Kn =

∫
dt

(1 + t2)n
,

kde n je libovolné přirozené č́ıslo. Všimněmě si, že index n v označeńı in-
tegrálu Kn je roven exponentu výrazu (1 + t2) ve jmenovateli.

K výpočtu použijeme metodu per partes. Zvoĺıme

u′ = 1, v =
1

(1 + t2)n
. Odtud u = t, v′ =

−2nt

(1 + t2)n+1
.

Pak plat́ı

Kn =

∫
dt

(1 + t2)n
=

t

(1 + t2)n
+ 2n

∫
t2dt

(1 + t2)n+1
=

=
t

(1 + t2)n
+ 2n

∫
t2 + 1 − 1

(1 + t2)n+1
dt =

=
t

(1 + t2)n
+ 2n

∫
t2 + 1

(1 + t2)n+1
dt− 2n

∫
dt

(1 + t2)n+1
=

=
t

(1 + t2)n
+ 2nKn − 2nKn+1.

Dospěli jsme tedy ke vztahu mezi Kn,Kn+1

Kn =
t

(1 + t2)n
+ 2nKn − 2nKn+1,

který lze přepsat takto

Kn+1 =
1

2n

(
t

(1 + t2)n
+ (2n− 1)Kn

)
. (6.43)

Integrál K1 známe. Plat́ı

K1 =

∫
dt

1 + t2
= arctg t. (6.44)

Vztahem (6.43) lze vypoč́ıst Kn+1, známe-li Kn pro libovolné n. Poněvadž
známe K1, můžeme vypoč́ıst podle (6.43) pro n = 1 integrál K2. Dostáváme

K2 =
t

2(1 + t2)
+

1

2
arctg t.

Pro k = 3 vypoč́ıtáme K3 podle z (6.43) pro n = 2 pomoćı již spoč́ıtané
hodnoty integrálu K2. Dostáváme

K3 =
t

4(1 + t2)2
+

3

4

(
t

2(1 + t2)
+

1

2
arctg t

)
, atd.
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Integrál Kk pro určité k vyjádř́ıme pomoćı Kk−1 podle vzorce (6.43) pro
n = k − 1. To znamená, že pro jeho výpočet postupně muśıme vypoč́ıtat
integrály K1,K2, · · · ,Kk−1. Můžeme tedy užit́ım vztah̊u (6.43) a (6.44) vy-
poč́ıtat Kk pro libovolné k. Ř́ıkáme, že Kk je určeno rekurentńı formuĺı.

Uved’me si ji ještě jednou.

Integrál

Kn =

∫
dt

(1 + t2)n

poč́ıtáme podle rekurentńı formule

K1 = arctg t, Kn+1 =
1

2n

(
t

(1 + t2)n
+ (2n− 1)Kn

)
, n = 2, 3, . . .

(6.45)

př́ıkladyVýpo čet n ěkolika integr álů z racion álnı́ch lomených funkcı́.

Př́ıklad 6.18. Vypoč́ıtejte

E =

∫
2

x− 1
dx.

Řešeńı. Integrál přeṕı̌seme na tvar, v němž je čitatel derivaćı jmenovatele.
Tedy

E = 2

∫
1

x− 1
dx = 2 ln |x− 1| + c,

pro x v každém intervalu, který neobsahuje 1.

Př́ıklad 6.19. Vypoč́ıtejte

E =

∫
3 dx

(x+ 2)3
.

Řešeńı. Integrál přeṕı̌seme na integrál ze zlomku, v němž čitatel je derivaćı
výrazu v závorce jmenovatele. Dostáváme

E = 3

∫
dx

(x+ 2)3
.

Zavedeńım substituce x + 2 = t dostáváme

E = 3

[∫
dt

t3

]

t=x+2

= −3

2

1

(x+ 2)2
+ c

v každém intervalu, který neobsahuje (−2).
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6. Neur čitý integr ál

Př́ıklad 6.20. Vypoč́ıtejte

E =

∫
x+ 2

x2 + 2x+ 2
dx.

Řešeńı. Jmenovatel má komplexně sdružené kořeny. Jde o integrál z parci-
álńıho zlomku. Integrál přeṕı̌seme na součet dvou integrál̊u

E =
1

2

∫
2x+ 2

x2 + 2x + 2
dx+

∫
dx

x2 + 2x + 2
.

V prvńım z těchto integrál̊u je čitatel derivaćı jmenovatele, takže

1

2

∫
2x + 2

x2 + 2x+ 2
dx =

1

2
ln(x2 + 2x + 2).

Druhý z těchto integrál̊u přeṕı̌seme na tvar

∫
dx

x2 + 2x + 2
=

∫
dx

(x+ 1)2 + 1
.

Zavedeńım substituce x+ 1 = t dostáváme

∫
dx

(x+ 1)2 + 1
=

[∫
dt

t2 + 1

]

t=x+1

= arctg(x+ 1).

Celkem tedy dostáváme

E =
1

2
ln(x2 + 2x + 2) + arctg(x+ 1), x ∈ (−∞,∞).

Př́ıklad 6.21. Vypoč́ıtejte

∫
x− 1

(x2 + 4x + 5)2
dx.

Řešeńı. Jde o integrál z parciálńıho zlomku. Integrand převedeme na součet
dvou parciálńıch zlomk̊u, z nichž jeden má v čitateli derivaci výrazu v závorce
jmenovatele.

x− 1

(x2 + 4x+ 5)2
=

1

2

2x + 4

(x2 + 4x+ 5)2
− 3

1

(x2 + 4x+ 5)2
. (6.46)

Hledaný integrál je tedy roven součtu integrál̊u z těchto dvou zlomk̊u. V či-
tateli prvńıho zlomku je derivace výrazu v závorce jmenovatele. Řeš́ıme jej
tedy substitućı t = x2 + 4x + 5. Dostáváme

1

2

∫
(2x + 4) dx

(x2 + 4x+ 5)2
=

1

2

[∫
dt

t2

]

t=x2+4x+5

= −1

2
· 1

x2 + 4x + 5
. (6.47)
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Integrál z druhého zlomku v (6.46) poč́ıtáme následovně

3

∫
dx

(x2 + 4x+ 5)2
= 3

∫
dx

((x+ 2)2 + 1)2 .

Zavedeńım substituce x + 2 = t dostáváme odtud

3

∫
dx

((x+ 2)2 + 1)2 = 3

[∫
dt

(t2 + 1)2

]

t=x+2

= 3[K2]t=x+2.

Integrál K2 poč́ıtáme rekurentńı formuĺı (6.45). Dostaneme

K2 =
t

2(1 + t2)
+

1

2
arctg t,

takže

[K2]t=x+2 =
x + 2

2(1 + (x+ 2)2)
+

1

2
arctg(x+ 2).

Užit́ım těchto mezivýsledk̊u dostáváme po úpravě
∫

x− 1

(x2 + 4x + 5)2
dx = −1

2
· 3x+ 7

x2 + 4x + 5
− 3

2
arctg(x+ 2) + c

pro x ∈ (−∞,∞).

Př́ıklad 6.22. Vypočtěte
∫

2x + 1

x2(x2 + 1)2
dx.

Řešeńı. Jde o integrál z ryze lomené racionálńı funkce. Napřed ji rozlož́ıme
na součet parciálńıch zlomk̊u. Rozklad bude mı́t tvar

2x + 1

x2(x2 + 1)2
=
A

x2
+
B

x
+

Cx+D

(x2 + 1)2
+
Ex+ F

x2 + 1
. (6.48)

Abychom určili konstanty A, B, C, D, E, F násobme (6.48) výrazem
x2(x2 + 1)2. Dostaneme

2x + 1 = A(x2 + 1)2 +Bx(x2 + 1)2 + (Cx+D)x2 +

+(Ex+ F )x2(x2 + 1) = A(x4 + 2x2 + 1) +B(x5 + 2x3 + x) +

+(Cx3 +Dx2) + E(x5 + x3) + F (x4 + x2)

Porovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin x na obou stranách dostáváme
systém rovnic

0 = B + E, 0 = A+ F, 0 = 2B + C + E

0 = 2A+D + F, 2 = B, 1 = A.

Jehož řešeńım dostaneme

A = 1, B = 2, C = −2, D = −1, E = −2, F = −1.
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6. Neur čitý integr ál

Dostáváme tedy
∫

2x + 1

x2(x2 + 1)2
dx =

∫
dx

x2
+2

∫
dx

x
−
∫

2x+ 1

(x2 + 1)2
dx−

∫
2x + 1

x2 + 1
dx (6.49)

Zavedeme nyńı označeńı

I1 =

∫
dx

x2
, I2 = 2

∫
dx

x
, I3 =

∫
2x+ 1

(x2 + 1)2
dx, I4 =

∫
2x + 1

x2 + 1
dx.

Vypoč́ıtejme nyńı jednotlivé integrály na pravé straně (6.49). Dostáváme

I1 =

∫
dx

x2
= −1

x
, I2 = 2

∫
dx

x
= 2 ln |x|.

Integrál

I3 =

∫
2x+ 1

(x2 + 1)2
dx

zaṕı̌seme jako součet dvou integrál̊u 1I3, K2, kde

1I3 =

∫
2x

(x2 + 1)2
dx, K2 =

∫
1

(x2 + 1)2
dx.

Prvńı z nich, integrál 1I3, řeš́ıme substitućı x2 + 1 = t. Dostáváme

1I3 =

∫
2x

(x2 + 1)2
dx = − 1

1 + x2
,

druhý z nich, integrál

K2 =

∫
1

(x2 + 1)2
dx,

se řeš́ı rekurentńı formuĺı (6.45). Dostáváme

K2 =
x

2(1 + x2)
+

1

2
arctg x.

Celkem tedy dostáváme

I3 =

∫
2x + 1

(x2 + 1)2
dx = − 1

1 + x2
+

x

2(1 + x2)
+

1

2
arctg x.

Integrál I4 vypoč́ıtáme snadno rozepsáńım na součet dvou integrál̊u. Dostá-
váme

I4 =

∫
2x+ 1

x2 + 1
dx =

∫
2x

x2 + 1
dx+

∫
1

x2 + 1
dx = ln(x2 + 1) + arctg x.

Jestliže dosad́ıme dosažené výsledky do (6.49), dostáváme
∫

2x+ 1

x2(x2 + 1)2
dx = −1

x
+ 2 ln |x| + 1

1 + x2
−

− x

2(1 + x2)
− 1

2
arctg x− ln(x2 + 1) − arctg x.
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Úpravou pak dostáváme

∫
2x + 1

x2(x2 + 1)2
dx =

−3x2 + 2x− 2

2x(1 + x2)
+ ln

x2

x2 + 1
− 3

2
arctg x+ c.

Lehce nahlédneme, že výpočet plat́ı pro každý interval, který neobsahuje
x = 0.

6.4.4 Integrace n ěkterých významných t řı́d funkcı́

Upozorněńı

Funkce, která je vytvořena z elementárńıch funkćı aritme-
tickými operacemi, nebo skládáńım, nemuśı mı́t primitivńı
funkci, kterou lze vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı.
Jako př́ıklad uved’me např.

∫
sin x

x
dx. Namnoze je nutno

přikročit k jejich numerickému výpočtu.

V literatuře se uvád́ı řada tř́ıd funkćı, pro každou z nich se uvád́ı postup,
který zaručuje možnost nalezeńı integrálu funkce této tř́ıdy. Naš́ım ćılem
neńı podat výklad běžně popisovaných tř́ıd jak se v učebnićıch uváděj́ı. Kdo
má o ně zájem at’ si vezme na pomoc podrobněǰśı učebnice. Zde si ukážeme
několik př́ıklad̊u tř́ıd funkćı, které se naznačeným postupem převáděj́ı na
integrace racionálńı lomené funkce.

Zaved’me si pojem racionálńı lomené funkce ve dvou proměnných. Tento
pojem použijeme k vymezeńı tř́ıdy funkćı, na které se bude uvedený postup
integrace vztahovat.

Racionálńı lomenou funkci v proměnných u, v budeme ro-
zumět funkci, označme ji

R(u, v),

s touto vlastnost́ı: d́ıváme-li se na v jako na konstantu, po-
tom tato funkce je racionálńı lomenou funkćı proměnné u
a d́ıváme-li se na proměnnou u jako na konstantu, potom
tato funkce je racionálńı lomenou funkćı v proměnné v.
Podobně se zaváděj́ı racionálńı lomené funkce n

proměnných, n ∈ N.

V této kapitole bude R vždy značit racionálńı lomenou funkci. Ne-
bude to vždy zd̊urazněno.
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6. Neur čitý integr ál

Jako př́ıklad racionálńı lomené funkce si uved’me tyto funkce. (Napřed si zo-
pakujte pojem racionálńı lomené funkce jedné proměnné diskutovaný v textu

”
Matematika A“.)

Př́ıklad 6.23. a) Funkce

f(u, v) =
u + v3

1 + u

je racionálńı lomenou funkćı v proměnných u, v.

Polož́ıme-li do této funkce u = x, v =
√

2x + 1, je složená funkce

F (x,
√

2x+ 1) =
x+

√
(2x + 1)3

1 + x

racionálńı lomenou funkćı v x, a v
√

2x+ 1 avšak neńı racionálńı lomenou
funkćı v proměnné x.

b) Funkce

g(u, v) =
1 + u2

uv

je racionálńı lomenou funkćı v proměnných u, v.

Dosad́ıme-li do této funkce u = sin x, v = cos x, dostaneme složenou funkci

G(sin x, cos x) =
1 + sin2 x

sin x cosx
.

Funkce G je racionálńı lomenou funkćı v proměnných sinx, cos x. Neńı však
racionálńı lomenou funkćı v proměnné x.

c) Funkce

h(u, v) =
u + 1√
v + u v

neńı racionálńı lomenou funkci v proměnných u, v.

Integr ál z funkce R(x, s
√
ax+ b)

Necht’

R(x,
s
√
ax+ b) kde a, b ∈ R, a 6= 0, s ∈ N, s > 1 (6.50)

je racionálńı lomená funkce ve dvou proměnných x, s
√
a x+ b. Uved’me si tři

př́ıklady z této tř́ıdy funkćı

a)
x+

√
x

1 + x2
b)

√
2x+ 3

x+ 3
√

2x + 3
, c)

x+
√
x

1 + 3
√
x
.

Funkce

d)
x+

√
x√

x+ 1

do tř́ıdy těchto funkćı nepatř́ı (zd̊uvodněte !)
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Postup výpočtu. Integrály funkćı této tř́ıdy řeš́ıme substitućı

s
√
ax+ b = t. (6.51)

Ukažme nyńı zp̊usob řešeńı integrál̊u funkćı této skupiny zcela formálně.
Splněńı předpoklad̊u pro oprávněnost uvedeného postupu je nutno ověřit
u každého jednotlivého př́ıkladu zvlášt’. Pokud tak neučińıte, je zapotřeb́ı
se přesvědčit o správnosti provedeného výpočtu derivováńım dosaženého
výsledku s diskuźı o intervalu, v němž výpočet plat́ı.

Z (6.51) dostaneme povýšeńım na s–tou ax+ b = ts. Odtud

x =
1

a
(ts − b), takže dx =

1

a
s ts−1 dt. (6.52)

Tedy

∫
R(x,

s
√
a x+ b) dx =

[∫
R(

1

a
(ts − b), t)

1

a
s ts−1 dt

]

t= s√ax+b

.

T́ım jsme převedli výpočet zadaného integrálu proměnné x na integrál z ra-
cionálńı lomené funkce proměnné t.

Př́ıklad 6.24. Vypoč́ıtejte

A =

∫ √
2x+ 1

x
dx.

Řešeńı. Jedná se o integrál z racionálńı lomené funkce v proměnných x,√
2x+ 1. Integrand je funkce spojitá jak na intervalu J1 = (−1

2
, 0), tak na

intervalu J2 = (0,∞). Podle nahoře uvedeného návodu zavedeme substituci

√
2x + 1 = t.

Intervalu J1 odpov́ıdá touto transformaćı interval I1 = (0, 1) a intervalu
J2 odpov́ıdá interval I2 = (1,∞). Ze vztahu

√
2x+ 1 = t vypoč́ıtejme x.

Dostáváme

x =
t2 − 1

2
, dx = t dt.

Označme ϕ(t) = t2−1
2

pro t ∈ I1, resp. pro t ∈ I2. Lehce nahlédneme, že
funkce ϕ(t) splňuje předpoklady věty o substituci:je spojitá a má spojitou
nenulovou derivaci na I1, resp. na I2. Zřejmě ϕ(I1) = J1, ϕ(I2) = J2. In-

tegrál
∫ √

2x+1
x

dx na intervalu J1, resp. na intervalu J2 se převád́ı uvedenou
substitućı na výpočet integrálu

2

∫
t2

t2 − 1
dt

na intervalu I1, resp. na intervalu I2.
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6. Neur čitý integr ál

Jde o integrál z neryze lomené racionálńı funkce. Jej́ım rozkladem na součet
polynomu a parciálńıch zlomk̊u a jejich následnou integraćı dostáváme

2

∫
t2

t2 − 1
dt = 2

∫
dt+

∫
1

t− 1
dt−

∫
1

t+ 1
dt = 2t+ ln

∣∣∣∣
t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ c.

Zpětnou substitućı t =
√

2x+ 1 dostaneme pak

A = 2
√

2x + 1 + ln

∣∣∣∣

√
2x + 1 − 1√
2x + 1 + 1

∣∣∣∣+ c (6.53)

pro x ∈ (−1
2
, 0) a pro x ∈ (0,∞).

Proved’te zkoušku správnosti výpočtu derivováńım výsledku (6.53)

Následuj́ıćı tř́ıdy funkćı jsou uvedeny pouze informativně. Jsou uvedeny pou-
ze transformace, které zaručuj́ı převod integrálu z funkce dané tř́ıdy na in-
tegrál z racionálńı lomené funkce.

Integr ál z funkce R
(
x, s

√
ax+b
cx+d

)
.

Ukažme si postup integrace funkce tvaru

R
(

x,
s

√
ax + b

cx + d

)
, kde ad − bc 6= 0, a2 + c2 6= 0.

Integrál se substitućı

s

√
a x + b

cx + d
= t

převede na integrál z racionálńı lomené funkce v proměnné t. Je totiž

x = −d ts − b

c ts − a
; dx =

ad − bc

(cts − a)2
s ts−1 dt.

Integr ál z funkce R
(
x,

√
ax2 + bx + c

)
.

Na řešeńı integrál̊u tohoto typu je známá řada metod. K řešeńı je možno použ́ıt tzv.
Eulerových substitućı a to:

1) Je-li a > 0 polož́ıme
√

ax2 + bx + c = x
√

a + t.

2) Je-li a < 0 má odmocnina
√

ax2 + bx + c význam jenom tehdy, má-li polynom ax2 +
bx + c dva r̊uzné reálné kořeny. Označme je x1, x2. Necht’ x1 < x2. V tomto př́ıpadě
polož́ıme

√
ax2 + bx + c =

√
−a(x − x1)

√
x2 − x

x − x1
.

T́ım je integrál převeden na integrál typu

R
(

x,

√
ax + b

cx + d

)
.
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Integr ál typu
∫

cosm x sinn xdx.

Integrály typu
∫

cosm x sinn xdx, kde m, n jsou celá č́ısla, přičemž alespoň jedno z nich
je liché. Je-li m (n) sudé, zavedeme substituci cosx = t (sin x = t). Jsou-li obě č́ısla m, n

lichá, je možno použ́ıt jak substituce sin x = t, tak i substituce cosx = t. Ř́ıd́ıme se jen
t́ım, aby výpočet integrálu byl co nejjednodušš́ı.

Př́ıklad 6.25. Vypočtěte

a)

∫
sin3 x

cos2 x
dx, b)

∫
sin5 xdx, c)

∫
cos3 x

sin5 x
dx.

Řešeńı.

a)

∫
sin3 x

cos2 x
dx =

∣∣∣∣
cos x = t, sin2 x = 1 − t2

− sin xdx = dt

∣∣∣∣ =

= −
∫

1 − t2

t2
dt =

1

t
+ t + c =

1

cosx
+ cos x + c,

x ∈ I, kde I neobsahuje č́ısla (2k + 1)
π

2
, k ∈ Z.

b)

∫
sin5 xdx =

∣∣∣∣
cosx = t, sin4 x = (1 − t2)2

− sin xdx = dt

∣∣∣∣ = −
∫

(1 − t2)2dt =

= −
∫

(1 − 2t2 + t4) dt = −t +
2

3
t3 − t5

5
+ c =

= − cosx +
2

3
cos3 x − cos5 x

5
+ c, x ∈ (−∞,∞).

c)

∫
cos3 x

sin5 x
dx =

∣∣∣∣
sin x = t

cos xdx = dt

∣∣∣∣ =
∫

1 − t2

t5
dt =

= − 1

4t4
+

1

2t2
+ c = − 1

4 sin4 x
+

1

2 sin2 x
+ c,

pro x ∈ I, kde I neobsahuje č́ısla kπ, k ∈ Z.

6.5 Shrnutı́, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

V této kapitole se zavád́ı pojem primitivńı funkce k dané funkci a vyšetřuje
se otázka existence primitivńı funkce k dané funkci. Ukazuje se, že na každém
intervalu existuje široká tř́ıda funkćı, k ńımž existuj́ı funkce primitivńı. Jsou
to funkce spojité na daném intervalu. V př́ıkladě na straně 176 je uvedena
funkce nespojitá na intervalu (−1, 1), která má na něm funkci primitivńı. Ta-
kovéto funkce se v aplikaćıch vyskytuj́ı jen zř́ıdka. Nalezeńı primitivńı funkce
k dané funkci může být velice obt́ıžné. K funkci, vytvořené racionálńımi ope-
racemi z elementárńıch funkćı nemuśı existovat funkce primitivńı, kterou by
bylo možno vyjádřit elementárńımi funkcemi.

V kapitole je uveden seznam d̊uležitých funkćı a k nim odpov́ıdaj́ıćıch funkćı
primitivńıch. Dále se ukazuj́ı metody na nalezeńı primitivńı funkce k funkci,
která je lineárńı kombinaćı funkćı, k ńımž jsou primitivńı funkce známé. Dále
jsou uvedeny dvě d̊uležité metody na hledáńı primitivńı funkce k dané funkci.
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6. Neur čitý integr ál

Je to metoda per partes a metoda substitučńı. Neexistuje obecný postup pro
výpočet neurčitého integrálu. Existuj́ı pouze popisy metod pro hledáńı pri-
mitivńıch funkćı k funkćım z jistých specifikovaných tř́ıd funkćı. V textu je
pojednáno podrobně o nejd̊uležitěǰśı z nich – o tř́ıdě racionálńıch lomených
funkćı. Na konci kapitoly je uvedeno i několik daľśıch tř́ıd se stručným popi-
sem postupu řešeńı. Na tuto část textu je nutno se d́ıvat jen orientačně.

Úlohy

1. Co je to neurčitý integrál na intervalu? Co v́ıte o jeho existenci?

2. Vysvětlete metodu per partes na hledáńı neurčitého integrálu.

3. Vysvětlete metody substitučńı na hledáńı neurčitého integrálu.

4. Popǐste metodu integrace racionálńı lomené funkce.

5. Co je to racionálńı lomená funkce v proměnných u, v?

6. Co je to racionálńı lomená funkce v proměnných sinx, cos x?

7. Co je to racionálńı lomená funkce v proměnných x, s

√
ax+b
cx+d

?

8. Popǐste postup řešeńı integrálu
∫
R
(
x, s

√
ax+b
cx+d

)
dx.

9. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı neurčité integrály:

a)
∫

(3x2 − 2x+ 1) dx [x3 − x2 + x + c, x ∈ (−∞,∞)]

b)
∫

1
2
√

x
dx [

√
x+ c, x ∈ (0,∞)]

c)
∫ (√

x+ 1√
x

)2

dx [x2

2
+ 2x+ ln |x|, x ∈ (0,∞)]

d)
∫

x+1√
x
dx [2

3
x
√
x+ 2

√
x+ c, x ∈ (0,∞)]

e)
∫

2x+3x

6x dx [−
(

3−x

ln 3
+ 2−x

ln 2

)
, x ∈ (−∞,∞)]

f)
∫

sin2 x
2
dx [1

2
(x− sin x), x ∈ (−∞,∞)]

10. Vypoč́ıtejte následuj́ıćı neurčité integrály:

a)
∫
xex dx [ex(x− 1) + c, x ∈ (−∞,∞)]

b)
∫

ln x dx [x ln x− x+ c, x ∈ (0,∞)]

c)
∫
x sin x dx [−x cos x+ sin x + c, x ∈ (−∞,∞)]

d)
∫

ln x
x
dx [1

2
ln2 x+ c, x ∈ (0,∞)]

e)
∫ √

1 − x2 dx [Per partes: u′ = 1, v =
√

1 − x2;
1
2
(x
√

1 − x2 + arcsin x) + c, x ∈ (−1, 1)]

f)
∫

arcsin x dx [x arcsin x+
√

1 − x2 + c, x ∈ (−1, 1)]

11. Nalezněte rekurentńı formule pro výpočet integrál̊u:

a) In =
∫
xnex dx, kde n ∈ N∪{0} [Per partes: u′ = ex, v = xn;

In = xnex − nIn−1, I0 = ex, x ∈ (−∞,∞)]
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b) In =
∫

sinn x dx, kde n ∈ N ∪ {0}
[Per partes: u′ = sin x, v = sinn−1 x; pro n ≥ 2 je
In = − 1

n
(cos x sinn−1 x− (n− 1)In−2), I0 = x, I1 = − cos x, ]

12. Vypoč́ıtejte integrály:

a)
∫

sin(5 − 6x) dx [1
6
cos(5 − 6x) + c, x ∈ (−∞,∞)]

b)
∫

1
x lnx

dx (Substituce ln x = t)
[ln | ln x| + c, x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞)]

c)
∫
x
√
x2 + 1 dx (Substituce x2 + 1 = t)

[1
3

√
(x2 + 1)3 + c, x ∈ (−∞,∞)]

d)
∫
x2 5
√

1 + x3 dx (Substituce x3 + 1 = t)

[ 5
18

5
√

(1 + x3)6 + c, x ∈ (−∞,∞)]

13. Vypoč́ıtejte integrály:

a)
∫

dx
x2−4x+4

[− 1
x−2

+ c, x ∈ (−∞,−2) a pro x ∈ (2,∞)]

b)
∫

x−1
x2+2x+5

dx [1
2
ln(x2 + 2x+ 5) − arctg x+1

2
+ c, x ∈ (−∞,∞)]

c)
∫

dx
(x2+3)2

[1
6

[
1√
3
arctg x√

3
+ x

x2+3

]
+ c, x ∈ (−∞,∞)]

d)
∫

x−1
(x2+2x+3)2

dx [−
√

2
4

arctg x+1√
2
− x+2

2(x2+2x+3)
+ c, x ∈ (−∞,∞)]

14. Vypoč́ıtejte integrály:

a)
∫ √

x
1+

√
x
dx [x− 2

√
x+ 2 ln(1 +

√
x) + c, x ∈ (0,∞)]

b)
∫

sin3 x cos3 x dx [1
4
sin4 x− 1

6
sin6 x+ c, x ∈ (−∞,∞)]
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7. Určitý integr ál

Cı́l kapitoly

Ćılem je

seznámit se se zavedeńım Riemanova integrálu
seznámit se se základńımi vlastnostmi Riemanova integrálu
seznámit se s některými tř́ıdami integrovatelných funkćı
seznámit se s integrálem jako funkćı horńı meze
seznámit se s metodami na vyč́ısleńı určitého integrálu
seznámit se se zavedeńım nevlastńıch integrál̊u vzhledem k funkci a
vzhledem k intervalu
seznámit se s pojmem numerického výpočtu určitého integrálu.

Časov á zátěž

10 hodin

Úvod k zavedenı́ pojmu ur čit ého integr álu

S pojmem určitého integrálu
b∫

a

f(x) dx jste se již setkali v dř́ıvěǰśım studiu.

Dř́ıve, než si tento pojem zobecńıme, tak si jej zopakujme tak, jak jste jej
měli zavedený.

Definice 7.1. Necht’ a, b ∈ R, a < b. Necht’ funkce f(x) je spojitá na 〈a, b〉 a
necht’ F (x) je jakákoliv primitivńı funkce k f(x) na 〈a, b〉. Definujeme určitý

integrál z funkce f(x) od a do b, označ́ıme jej
b∫

a

f(x) dx, vztahem

∫ b

a

f(x) dx = F (b) − F (a). (7.1)

Č́ıslo a nazýváme dolńı a č́ıslo b horńı meźı integrálu
b∫

a

f(x) dx.

Poznámka 1. Je-li G(x) jiná primitivńı funkce k funkci f(x) na 〈a, b〉,
potom G(x) = F (x) + c, kde c je vhodná konstanta. Potom

G(b) −G(a) = (F (b) + c) − (F (a) + c) = F (b) − F (a).

Tedy (7.1) nezáviśı na volbě primitivńı funkce k funkci f(x) na 〈a, b〉. Dále de-

finujeme
a∫
b

f(x) dx vztahem
a∫
b

f(x) dx = −
∫ b

a
f(x) dx a, je-li a = b, polož́ıme

a∫
a

f(x) dx = 0.

Př́ıklad 7.1. Necht’ f(x) = x2, x ∈ 〈2, 3〉, F (x) = x3

3
, x ∈ 〈2, 3〉. Funkce

f(x), F (x) maj́ı vlastnosti uvedené v definici 7.1. Je tedy

3∫

2

x2 dx = F (3) − F (2) =
33

3
− 23

3
= 9 − 8

3
=

19

3
.
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Pod́ıvejme se nyńı podrobněji na vztah (7.1). Necht’ n ∈ N a {xk}n+1
k=1 jsou

takové body z intervalu 〈a, b〉, že

a = x1 < x2 < · · · < xn+1 = b.

Potom

F (b) − F (a) =
(
F (xn+1) − F (xn)

)
+
(
F (xn) − F (xn−1)

)
+

+ · · · +
(
F (x3) − F (x2)

)
+
(
F (x2) − F (x1)

)
. (7.2)

Podle věty o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu je

F (xk+1) − F (xk) = F ′(ξk)(xk+1 − xk), kde ξk ∈ (xk, xk+1)

je vhodné č́ıslo. Existuj́ı tedy č́ısla ξ1 ∈ (x1, x2), ξ2 ∈ (x2, x3),. . . , ξn ∈
(xn, xn+1) tak, že

F (b) − F (a) =
n∑

k=1

F ′(ξk)(xk+1 − xk).

Tedy
b∫

a

f(x) dx =

n∑

k=1

f(ξk)(xk+1 − xk). (7.3)

Na obr. 7.1 je znázorněna funkce f(x) spojitá na 〈a, b〉. Jsou na něm vy-
značeny body x1, x2, . . . , xn+1 (pro n = 4). Byly zvoleny tak, že mezi nimi jsou
všechny nulové body funkce f(x). Je-li 〈xk, xk+1〉 interval, na němž je funkce
f(x) ≥ 0 (f(x) ≤ 0), představuje (xk+1 − xk)f(ξk) obsah (obsah násobený

”
−1“) obdélńıka o stranách xk+1 − xk, |f(ξk)|. Č́ım je č́ıslo xk+1 − xk menš́ı,

t́ım je tento obsah bližš́ı k intuitivně chápanému obsahu rovinného obrazce
vytvořeném osou x, př́ımkami x = xk, x = xk+1 a grafem funkce y = |f(x)|.
Uvažujme nyńı útvar vytvořený osou x, př́ımkami x = a, x = b a grafem
funkce y = f(x). Tento útvar rozdělme na části nad osou x a na části pod
osou x. Pravá strana v (7.3) představuje aproximaci rozd́ılu P1 − P2, kde P1

je součet intuitivně chápaných obsah̊u část́ı útvar̊u nad osou x a P2 je součet

obsah̊u část́ı útvaru pod osou x. Odtud lze odvodit, že
b∫

a

f(x) dx je roven

P1 − P2.

V definici 7.1 se mimo jiné předpokládalo, že funkce f(x) je spojitá na 〈a, b〉.
V daľśım zavedeme

b∫
a

f(x) dx i pro př́ıpady, kdy funkce f(x) neńı spojitá na

〈a, b〉.
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7. Určitý integr ál

y = f(x)

a = x1 ξ1 x2 ξ2 x3 ξ3 x4 ξ4 b = x5

[ξ1, f(ξ1)]

[ξ2, f(ξ2)]

[ξ3, f(ξ3)] [ξ4, f(ξ4)]

Obrázek 7.1: K významu určitého integrálu.

7.1 Zavedenı́ Riemanova integr álu

děleńı intervalu,
norma děleńı

Děleńı intervalu, norma děleńı

Necht’ a, b ∈ R, a < b a necht’ n ∈ N. Necht’ {xk}n+1
k=1 jsou takové body

z intervalu 〈a, b〉, že

a = x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn < xn+1 = b.

Těmito body je určeno n interval̊u

〈x1, x2〉, 〈x2, x3〉, . . . , 〈xi, xi+1〉, . . . , 〈xn, xn+1〉.

Budeme ř́ıkat, že tvoř́ı děleńı intervalu 〈a, b〉 na n částečných interval̊u.
Označ́ıme je např. D, resp. Dn, chceme-li zd̊uraznit počet částečných in-
terval̊u. Body xi nazveme dělićımi body. Č́ıslo

‖D‖ = max
i

|xi+1 − xi|

nazveme normou děleńı D.

Necht’ D, D̃ jsou děleńı intervalu 〈a, b〉. Řekneme, že děleńı D̃ je zjemněńım
děleńı D, jestliže každý dělićı bod děleńı D je i dělićım bodem děleńı D̃.

Př́ıklad 7.2. Uvažujme interval 〈1, 2〉. Zvolme n = 4 a dělićı body x1 = 1;
x2 = 1,2; x3 = 1,3; x4 = 1,35; x5 = 2. Těmito body je určeno děleńı D4

intervalu 〈1, 2〉 na 4 částečné intervaly

〈1; 1,2〉, 〈1,2; 1,3〉, 〈1,3; 1,35〉, 〈1,35; 2〉.

Normou tohoto děleńı je ‖D4‖ = 0,65.

Děleńı D6 určené body

x1 = 1, x2 = 1,2, x3 = 1,25, x4 = 1,3, x5 = 1,35, x6 = 1,7, x7 = 2,

děĺı interval 〈1, 2〉 na 6 částečných interval̊u

〈1; 1,2〉, 〈1,2; 1,25〉, 〈1,25; 1,3〉, 〈1,3; 1,35〉, 〈1,35; 1,7〉, 〈1,7; 2〉.

Poněvadž každý dělićı bod děleńı D4 je i dělićım bodem děleńı D6, je děleńı
D6 zjemněńım děleńı D4.
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Řekneme, že funkce f(x) je na intervalu J omezená, jestliže je na něm defi-
novaná a jestliže existuj́ı taková č́ısla m,M ∈ R, že

m ≤ f(x) ≤M pro všechna x ∈ J.

Př́ıklad 7.3. Funkce y = x2 je na intervalu 〈0, 1〉 omezená, nebot’ 0 ≤ x2 ≤ 1
pro všechna x ∈ 〈0, 1〉. Funkce f(x) = 1

x
pro x ∈ (0, 1〉, f(0) = 0, neńı na

intervalu 〈0, 1〉 omezená, nebot’ lim
x→0+

1
x

= ∞. Neexistuje č́ıslo M ∈ R, pro něž

by platilo f(x) ≤M , x ∈ 〈0, 1〉.
definice
Riemanova
integrálu

Rieman̊uv integrál – zavedeńı pojmu

Necht’ f(x) je omezená funkce na intervalu 〈a, b〉 a necht’Dn je děleńı intervalu
〈a, b〉 s dělićımi body xk, k = 1, 2, . . . , n + 1. Označme

mi = inf
x∈〈xi,xi+1〉

f(x), Mi = sup
x∈〈xi,xi+1〉

f(x).

Potom

s(f,Dn) =
n∑

i=1

mi(xi+1 − xi)

nazveme dolńım Riemanovým součtem funkce f pro děleńı Dn a

S(f,Dn) =

n∑

i=1

Mi(xi+1 − xi)

nazveme horńım Riemanovým součtem funkce f pro děleńı Dn.

V daľśım textu této kapitoly budou mı́t č́ısla mi, Mi výše uvedený význam,
pokud nebude uvedeno jinak.

Poznámka. Č́ıslo mi(xi+1 − xi) představuje plošný obsah obdélńıka o stra-
nách |mi|, xi+1 − xi, je-li mi ≥ 0, a představuje obsah tohoto obdélńıka
násobeného −1, je-li mi < 0. Podobný význam maj́ı č́ısla Mi(xi+1 − xi).
Na obr. 7.2 je interval 〈a, b〉 rozdělen na n = 5 částečných interval̊u. Je na
něm vyznačen význam č́ısla s(f,D5). Na obr. 7.3 je vyznačen význam č́ısla
S(f,D5) pro totéž děleńı D5.

x1

a
x2 x3 x4 x5 x6

b
x

y = f(x)

Obrázek 7.2: Význam s(f,D5).

x1

a
x2 x3 x4 x5 x6

b
x

y = f(x)

Obrázek 7.3: Význam S(f,D5).
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7. Určitý integr ál

Poznámka. Z definice č́ısel s(f,D), S(f,D) je patrno, že pokud označ́ıme
m = inf

x∈〈a,b〉
f(x), M = sup

x∈〈a,b〉
f(x), potom

m(b− a) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤M(b− a)

pro každé děleńı D intervalu 〈a, b〉.
Je-li tedy f omezená funkce na intervalu 〈a, b〉, potom množina všech dolńıch
(horńıch) Riemanových součt̊u př́ıslušných ke všem děleńım D intervalu 〈a, b〉
je shora (zdola) omezena č́ıslem M(b − a) (m(b − a)), takže existuje jej́ı
suprémum (infimum). Označme

b∫

a

f(x) dx = sup
D
s(f,D)

a nazveme je dolńım Riemanovým integrálem funkce f(x) od a do b. Označme

b∫

a

f(x) dx = inf
D
S(f,D)

a nazveme je horńım Riemanovým integrálem funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉.

Definice 7.2. (Definice Riemanova integrálu)

Necht’ funkce f(x) je omezena na intervalu 〈a, b〉. Řekneme,
že funkce f(x) má na intervalu 〈a, b〉 Rieman̊uv integrál a
znač́ıme jej

b∫

a

f(x) dx,

jestliže
b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

f(x) dx.

Klademe pak

b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

f(x) dx.
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Poznámka 1. V označeńı
b∫

a

f(x) dx se symbol
∫

nazývá integračńım

znakem, č́ıslo a se nazývá dolńı mez a č́ıslo b se nazývá horńı mez Rie-
manova integrálu. Mı́sto Rieman̊uv integrál budeme často ř́ıkat jen in-
tegrál. Funkci f(x) nazýváme integrandem. Jestliže existuje (neexistuje)
b∫

a

f(x) dx, budeme ř́ıkat, že funkce f(x) je (neńı) na intervalu 〈a, b〉 in-

tegrabilńı resp. integrovatelná.

Poznámka 2. Uvědomte si, že označeńı
b∫

a

f(x) dx má dvoj́ı význam:

označeńı integrálu, který bud’to existuje nebo neexistuje, a označeńı jeho
hodnoty, to jest č́ısla.

vysvětleńı
zavedeńı
Riemanova
integrálu na
př́ıkladě

Př́ıklad 7.4. Uvažujme funkci f(x) = ex, x ∈ 〈23〉. Označme h = 3−2
10

= 0,1.
Položme

xk = 2 + (k − 1)h, k = 1, 2, . . . , 11.

Body {xk}11
k=1 tvoř́ı děleńı D10 intervalu 〈2, 3〉. Určeme s(f,D10) a S(f,D10).

Řešeńı. Poněvadž f(x) je na intervalu 〈2, 3〉 rostoućı, plat́ı

mk = inf
x∈〈xk,xk+1〉

f(x) = exk = e2+(k−1)h = e2 · e(k−1)h

Mk = sup
x∈〈xk,xk+1〉

f(x) = exk+1 = e2+kh = e2 · ekh

Je tedy

s(f,D10) =
10∑

k=1

e2e(k−1)h · 0,1 = 0,1e2−h
10∑

k=1

ekh

S(f,D10) =

10∑

k=1

e2ekh · 0,1 = 0,1e2

10∑

k=1

ekh

Poněvadž {ekh}10
k=1 je geometrická posloupnost s kvocientem eh, dostáváme

s(f,D10) = 0,1e2−h · eh 1 − e10h

1 − eh
= 0,1e2 1 − e

1 − e0,1

.
= 12,0722

S(f,D10) = 0,1e2 · eh 1 − e10h

1 − eh
= 0,1e2,1 1 − e

1 − e0,1

.
= 13,3419

(Výpočtem
3∫
2

ex dx bychom obdrželi 12,69648 . . . .)

Přikročme nyńı k porovnáńı dolńıho (horńıho) Riemanova integrálńıho součtu
př́ıslušnému k děleńı D a k jeho zjemněńı D̃.

Necht’ f(x) je omezená funkce na intervalu 〈a, b〉 a necht’ D je děleńı intervalu
〈a, b〉 s dělićımi body a = x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xn < xn+1 = b.
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7. Určitý integr ál

Označme D̃ děleńı intervalu 〈a, b〉, které vznikne z děleńı D přidáńım daľśıho
dělićıho bodu c ∈ (xi, xi+1). Tedy necht’

a = x1 < x2 < · · · < xi < c < xi+1 < · · · < xn < xn+1 = b

jsou dělićı body děleńı D̃. Porovnejme hodnoty s(f, D̃), s(f,D), S(f, D̃)
S(f,D). Dostáváme

s(f,D) = m1(x2 − x1) + · · · +mi(xi+1 − xi) + · · · +mn(xn+1 − xn),

kde mi = inf
x∈〈xi,xi+1〉

f(x). Č́ıslo s(f, D̃) vznikne z č́ısla s(f,D) tak, že výraz

mi(xi+1 − xi) nahrad́ıme součtem

mi1(c− xi) +mi2(xn+1 − c),

kde
mi1 = inf

x∈〈xi,c〉
f(x), mi2 = inf

x∈〈c,xi+1〉
f(x).

Poněvadž
mi1 ≥ mi, mi2 ≥ mi

je
s(f,D) ≤ s(f, D̃).

Podobně
S(f, D̃) ≤ S(f,D).

Je tedy

s(f,D) ≤ s(f, D̃) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

f(x) dx ≤ S(f, D̃) ≤ S(f,D).

Výše uvedené děleńı D̃ intervalu 〈a, b〉 je zjemněńım děleńı D. Přidáńım
daľśıch dělićıch bod̊u k dělićım bod̊um děleńı D dostaneme jeho zjemněńı.
Plat́ı proto toto tvrzeńı:

Necht’ f(x) je omezená funkce na 〈a, b〉. Necht’ D je děleńı intervalu 〈a, b〉 a
D̃ je jeho zjemněńı. Potom plat́ı

s(f,D) ≤ s(f, D̃) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

f(x) dx ≤ S(f, D̃) ≤ S(f,D). (7.4)

Uved’me si nyńı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro existenci integrálu z ome-
zené funkce f(x) na 〈a, b〉.

Věta 7.1. Necht’ funkce f(x) je omezená na intervalu 〈a, b〉. Nutnou a

postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci
b∫

a

f(x) dx je, že k libovolnému ε > 0

existuje takové děleńı Dε intervalu 〈a, b〉, že

S(f,Dε) − s(f,Dε) < ε. (7.5)
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Důkaz:

a) Necht’ existuje
b∫

a

f(x) dx. Poněvadž

b∫

a

f(x) dx = sup
D
s(f,D),

existuje takové děleńı D1
ε , že

b∫

a

f(x) dx− s(f,D1
ε) <

ε

2
. (7.6)

Podobně, poněvadž
b∫

a

f(x) dx = inf
D
S(f,D),

existuje takové děleńı D2
ε , že

S(f,D2
ε) −

b∫

a

f(x) dx <
ε

2
. (7.7)

Necht’ Dε je zjemněńı obou děleńı D1
ε , D

2
ε . Pro toto děleńı dostáváme z (7.6),

(7.7) s ohledem na (7.4)

b∫

a

f(x) dx− s(f,Dε) <
ε

2
,

S(f,Dε) −
b∫

a

f(x) dx <
ε

2
.

Sečteńım těchto vztah̊u dostáváme (7.5).

b) Necht’ plat́ı (7.5). Z nerovnost́ı

b∫

a

f(x) dx ≤ S(f,Dε),

b∫

a

f(x) dx ≥ s(f,Dε),

dostáváme odečteńım

0 ≤
b∫

a

f(x) dx−
b∫

a

f(x) dx ≤ S(f,Dε) − s(f,Dε) < ε.
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7. Určitý integr ál

Poněvadž ε je libovolné, plat́ı

b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

f(x) dx.

Graficky znázorněno:
S(f, Dε)

s(f, Dε)

b∫
a

f(x) dx





< ε

Uvedeme si nyńı ekvivalentńı zp̊usob zavedeńı Riemanova integrálu. Napřed
uved’me několik pojmů, které k tomu použijeme.

Nulová posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉.
Necht’ {Dn}∞n=1 je posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉. Jestliže lim

n→∞
‖Dn‖ = 0,

potom posloupnost {Dn}∞n=1 nazveme nulovou posloupnost́ı děleńı intervalu
〈a, b〉.
Zaved’me si nyńı

”
Reiman̊uv integrálńı součet“ a možnost jeho použit́ı k al-

ternativńımu zp̊usobu zavedeńı určitého integrálu.

Riemanův
integrálńı
součet

Rieman̊uv integrálńı součet.

Necht’ f(x) je omezená funkce na intervalu 〈a, b〉, Dn děleńı intervalu 〈a, b〉
na n částečných interval̊u s dělićımi body

a = x1 < x2 < · · · < xi < · · · < xn < xn+1 = b.

Označme dále Z(Dn) množinu všech takových uspořádaných skupin n-č́ısel
nξ = (ξ1, . . . , ξn), že ξi ∈ 〈xi, xi+1〉. Potom č́ıslo

σ(f,Dn,
nξ) =

n∑

i=1

f(ξi)(xi+1 − xi), kde nξ ∈ Z(Dn),

nazýváme Riemanovým integrálńım součtem funkce f př́ıslušným k děleńı
Dn a skupině č́ısel nξ ∈ Z(Dn).

Na obr. 7.4 je znázorněn Rieman̊uv integrálńı součet pro zvolené děleńı D4 a
zvolená č́ısla 4ξ ∈ Z(D4). Na obr. 7.4 je funkce f(x) > 0 pro x ∈ 〈a, b〉. Č́ıslo
σ(f,D4,

4ξ) aproximuje intuitivně chápaný plošný obsah rovinného obrazce
vytvořeného osou x, př́ımkami x = a, x = b a křivkou y = f(x).

Lehce nahlédneme, že pro každé děleńı Dn intervalu 〈a, b〉 plat́ı

s(f,Dn) ≤ σ(f,Dn,
nξ) ≤ S(f,Dn)
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ξ1 ξ2 ξ3 ξ4a = x1 x2 x3 x4 x5 = b

x

y = f(x)

Obrázek 7.4: Rieman̊uv integrálńı součet.

pro každou volbu skupiny č́ısel nξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} ∈ Z(Dn), to jest ta-
kových č́ısel, že xi ≤ ξi ≤ xi+1. (Udělejte si náčrtek a tvrzeńı zd̊uvodněte!)

Lze dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 7.2. Necht’ funkce f(x) je omezená na intervalu 〈a, b〉. Potom funkce

f(x) má na intervalu 〈a, b〉 Rieman̊uv integrál
b∫

a

f(x) dx roven A když a

jenom když pro každou nulovou posloupnost děleńı {Dn}∞n=1 a každou volbu
nξ ∈ Z(Dn) je

lim
n→∞

σ(f,Dn,
nξ) = A.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Z věty vyplývá, že jestliže existuje
b∫

a

f(x) dx, lze jej aproximovat Riema-

novým součtem. Představa Riemanova integrálńıho součtu nám pomůže
v r̊uzných aplikaćıch použ́ıt určitý integrál.

Plat́ı tedy následuj́ıćı věta.

Věta 7.3.

Necht’ funkce f(x) je integrovatelná na uzavřeném intervalu
〈a, b〉. Necht’ {Dn}∞n=1 je libovolná nulová posloupnost děleńı
intervalu 〈a, b〉 a nξ ∈ Z(Dn), n = 1, 2, . . . . Potom

lim
n→∞

σ(f,Dn,
nξ) =

b∫

a

f(x) dx.

Důkaz: Věta je bezprostředńım d̊usledkem věty 7.2.

Poznámka. Věta je využitelná v r̊uzných aplikaćıch.
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7. Určitý integr ál

definice
b∫
a

f(x) dx

pro b = a a
pro b < a

Definice 7.3. (Rozš́ı̌reńı pojmu Riemanova integrálu.)

Zat́ım jsme zavedli Rieman̊uv integrál
b∫
a

f(x) dx z omezené

funkce pro př́ıpad a < b. Tuto definici rozš́ı̌ŕıme. Necht’ a <
b. Položme

a∫

a

f(x) dx = 0,

a∫

b

f(x) dx = −
b∫

a

f(x) dx,

pokud existuje integrál na pravé straně.

7.2 Vlastnosti Riemanova integr álu

Uved’me si několik užitečných vět. Věty 7.4—7.9 lehce pochoṕıte nakresleńım
funkce f(x) na př́ıslušných intervalech a uvědomı́te-li si geometrický význam
určitého integrálu.

Věta 7.4.

Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, b〉 a necht’ 〈α, β〉 ⊆
〈a, b〉. Potom je integrovatelná na 〈α, β〉.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Věta 7.5.

Necht’ existuj́ı integrály
c∫
a

f(x) dx,
b∫
c

f(x) dx. Potom exis-

tuje
b∫

a

f(x) dx a plat́ı

b∫

a

f(x) dx =

c∫

a

f(x) dx+

b∫

c

f(x) dx.

Důkaz: Bez d̊ukazu.
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Věta 7.6.

Necht’ funkce f(x) je integrovatelná na 〈a, b〉 a necht’ {ci}m
i=1

jsou takové body z 〈a, b〉, že a = c1 < c2 < · · · <

cm−1 < cm = b. Potom existuj́ı integrály
ci+1∫
ci

f(x) dx,

i = 1, 2, . . . ,m− 1, a plat́ı

b∫

a

f(x) dx =

m−1∑

i=1

ci+1∫

ci

f(x) dx.

Důkaz: Věta je bezprostředńım d̊usledkem vět 7.4 a 7.5.

Věta 7.7.
∫ b
a (αf(x) + βg(x)) dx

Necht’ f a g jsou integrovatelné funkce na 〈a, b〉 a necht’ α, β ∈ R. Potom
funkce αf + βg je integrovatelná na 〈a, b〉 a plat́ı

b∫

a

(αf(x) + βg(x)) dx = α

b∫

a

f(x) dx+ β

b∫

a

g(x) dx. (7.8)

Důkaz: Necht’ {Dn}∞n=1 je nulová posloupnost děleńı intervalu 〈a, b〉. Ke
každému děleńı intervalu Dn utvořme Riemanovy integrálńı součty

σ(f,Dn,
nξ), σ(g,Dn,

nξ), kde nξ ∈ Z(Dn).

Zřejmě

σ(αf + βg,Dn,
nξ) = ασ(f,Dn,

nξ) + βσ(g,Dn,
nξ) (7.9)

je integrálńı součet funkce αf(x) + βg(x). Poněvadž

lim
n→∞

(ασ(f,Dn,
nξ) + βσ(g,Dn,

nξ)) = α

b∫

a

f(x) dx+ β

b∫

a

g(x) dx,

existuje též

lim
n→∞

σ(αf + βg,Dn,
nξ),

takže plat́ı (7.8).
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7. Určitý integr ál

Věta 7.8.

Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, b〉 a necht’ pro
všechna x ∈ 〈a, b〉 je f(x) ≥ 0. Potom

b∫

a

f(x) dx ≥ 0.

Geometrickým významem
b∫
a

f(x) dx je plošný obsah útvaru

vytvořeného osou x, př́ımkami x = a, x = b a grafem funkce
y = f(x), x ∈ 〈a, b〉. Viz obr. 7.5 (útvar je vyznačen šedě).

Důkaz: Pro každé děleńı D intervalu 〈a, b〉 je s(f,D) ≥ 0, takže dostáváme

sup
D
s(f,D) ≥ 0, a proto

b∫
a

f(x) dx ≥ 0.

0

y

xa b

y = f(x)

Obrázek 7.5: Význam
b∫

a

f(x) dx, f(x) ≥ 0, x ∈ 〈a, b〉.

Věta 7.9.

Necht’ f a g jsou integrovatelné na 〈a, b〉 a necht’ f(x) ≤ g(x) pro x ∈
〈a, b〉. Potom plat́ı

b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx.

Důkaz: Podle předpoklad̊u věty je

g(x) − f(x) ≥ 0 pro x ∈ 〈a, b〉

a podle věty 7.7 je funkce g(x) − f(x) integrace schopna a plat́ı

0 ≤
b∫

a

(g(x) − f(x)) dx =

b∫

a

g(x) dx−
b∫

a

f(x) dx.
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Odtud
b∫

a

f(x) dx ≤
b∫

a

g(x) dx.

Uved’me si nyńı větu o středńı hodnotě integrálńıho počtu.

Věta 7.10. (Věta o středńı hodnotě integr. počtu)

Necht’ f je integrabilńı v 〈a, b〉. Necht’

m = inf
x∈〈a,b〉

f(x), M = sup
x∈〈a,b〉

f(x).

Potom existuje µ ∈ 〈m,M〉 tak, že

b∫

a

f(x) dx = µ(b− a), neboli
1

b− a

b∫

a

f(x) dx = µ.

Jestliže nav́ıc je funkce f(x) spojitá na 〈a, b〉, existuje
ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že

b∫

a

f(x) dx = f(ξ)(b− a),

což lze zapsat jako

1

b− a

b∫

a

f(x) dx = f(ξ).

Důkaz: Uvedené tvrzeńı vyplývá bezprostředně ze vztahu

m ≤ f(x) ≤M, x ∈ 〈a, b〉
a aplikaćı věty 7.9.

Poznámka. Č́ıslo 1
b−a

b∫
a

f(t) dt, kde a < b, f(t) je integrovatelná funkce na

〈a, b〉, se nazývá středńı hodnota funkce f(t) na intervalu 〈a, b〉. Jestliže např.
f(t) vyjadřuje počet obyvatel žij́ıćıch na jistém územı́ v obdob́ı t1÷t2, potom

1

t2 − t1

t2∫

t1

f(t) dt

je pr̊uměrný počet obyvatel žij́ıćıch na uvažovaném územı́ v obdob́ı t1 ÷ t2.
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7. Určitý integr ál

Věta 7.11.

Necht’ funkce f je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Potom
je i funkce |f | integrovatelná na 〈a, b〉 a plat́ı

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|f(x)| dx.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Věta 7.12. Necht’ g je funkce definovaná na intervalu 〈a, b〉 a necht’ g(x) = 0
pro x ∈ (a, b〉 (x ∈ 〈a, b)). Potom g(x) je na 〈a, b〉 integrovatelná a plat́ı

b∫

a

g(x) dx = 0.

Důkaz: Důkaz provedeme pro př́ıpad, že g(x) = 0 pro x ∈ (a, b〉. Druhý
př́ıpad je analogický. Jestliže g(a) = 0, potom g(x) = 0 pro x ∈ 〈a, b〉, takže
b∫

a

f(x) dx = 0.

Necht’ tedy g(a) 6= 0, např. necht’ g(a) > 0. Necht’ tedy D je děleńı intervalu
〈a, b〉 s dělićımi body

a = x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b.

Potom
m1 = 0, M1 = g(a).

Je tedy
s(f,D) = 0, S(f,D) = g(a)(x2 − x1).

Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Necht’

‖D‖ ≤ ε

g(a)
.

Potom
0 < S(g,D) ≤ g(a)

ε

g(a)
= ε, s(g,D) = 0.

Odtud dostáváme
S(g,D) − s(g,D) < ε.

Podle věty 7.1 existuje
b∫

a

g(x) dx. Poněvadž sup
D
s(g,D) = 0, je

b∫

a

g(x) dx = 0.
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Věta 7.13. Necht’ funkce h je integrovatelná na 〈a, b〉 a necht’ f je taková
funkce na 〈a, b〉, že h(x) = f(x) pro x ∈ (a, b〉 (x ∈ 〈a, b)). Potom existuje
b∫

a

f(x) dx a plat́ı

b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

h(x) dx.

Důkaz: Důkaz vyplývá z předešlé věty, polož́ıme-li g(x) = h(x) − f(x).

Věta 7.14.

Necht’ funkce h je integrovatelná na 〈a, b〉. Necht’ f je funkce, která se
od funkce h lǐśı jen v konečně mnoha bodech intervalu 〈a, b〉. Potom
funkce f je integrovatelná na 〈a, b〉 a plat́ı

b∫

a

f(x) dx =

b∫

a

h(x) dx.

Důkaz: Necht’ ci, i = 1, 2, . . . ,m, kde a = c1 < c2 < · · · < cm = b jsou takové
body z 〈a, b〉, že pro x 6= ci, i = 1, . . . ,m, je f(x) = h(x). Dostáváme

b∫

a

h(x) dx =

m−1∑

i=1

ci+1∫

ci

h(x) dx.

Užit́ım věty 7.13 obdrž́ıme

b∫

a

h(x) dx =
m−1∑

i=1

ci+1∫

ci

h(x) dx =
m−1∑

i=1

ci+1∫

ci

f(x) dx =

b∫

a

f(x) dx.

7.3 Existence Riemanova integr álu
existence
b∫
a

f(x) dx, f(x)

spojitá na 〈a, b〉

Věta 7.15. (Věta I o existenci integrálu.) Necht’ funkce f(x) je spojitá
na intervalu 〈a, b〉. Potom f(x) je na 〈a, b〉 integrovatelná.

Důkaz: K d̊ukazu použijeme následuj́ıćı větu, kterou uvedeme bez d̊ukazu.

Pomocná věta. Necht’ funkce f(x) je spojitá na 〈a, b〉. Potom k libovolnému
č́ıslu ε > 0 existuje takové δ > 0, závislé na ε, že pro všechna x′, x′′ ∈ 〈a, b〉,
pro něž |x′ − x′′| < δ je |f(x′) − f(x′′)| < ε.

Tato věta připomı́ná definici spojitosti funkce f(x) v daném bodě. Podstatný
rozd́ıl je v tom, že δ, určené k č́ıslu ε, se vztahuje na celý interval 〈a, b〉.
Necht’ ε > 0 je libovolné č́ıslo. Poněvadž f(x) je spojitá na 〈a, b〉 existuje
δ > 0 tak, že pro x′, x′′ ∈ 〈a, b〉, |x′ − x′′| < δ je |f(x′) − f(x′′)| < ε

b−a
. Necht’

Dε je takové děleńı 〈a, b〉, že ‖Dε‖ < δ. Necht’ děleńı Dε je určeno dělićımi
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7. Určitý integr ál

body {xi}n+1
i=1 , pro něž je

a = x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b.

Poněvadž funkce f(x) je spojitá na každém intervalu 〈xi, xi+1〉, existuje
c′i ∈ 〈xi, xi+1〉 v němž funkce f nabývá svého minima, označme je mi,
a existuje c′′i ∈ 〈xi, xi+1〉, v němž nabývá svého maxima, označme je Mi.
Tedy mi = f(c′i), Mi = f(c′′i ). Poněvadž ‖Dε‖ < δ, je |c′i − c′′i | < δ a tedy
f(c′′i ) − f(c′i) <

ε
b−a

. Odtud

S(f,Dε) − s(f,Dε) =

n∑

i=1

(Mi −mi)(xi+1 − xi) ≤
ε

b− a

n∑

i=1

(xi+1 − xi) = ε.

Podle věty 7.1 je tedy funkce f(x) integrovatelná na intervalu 〈a, b〉.

Zaved’me si nyńı pojem funkce po částech spojité na intervalu 〈a, b〉.

Definice 7.4. (Po částech spojitá funkce.)

Řekneme, že funkce f(x) je na intervalu 〈a, b〉 po částech
spojitá, je-li spojitá ve všech jeho bodech s vyj́ımkou
konečného počtu bod̊u c1, c2, . . . , cn ∈ 〈a, b〉 a v každém
vnitřńım bodě z nich má konečnou limitu zprava i zleva;
pokud c1 = a, má v něm limitu zprava a pokud cn = b, má
v něm limitu zleva.

Na obr. 7.6 je vyznačen graf po částech spojité funkce.

a = c1 c2 c3 c4 b = c5

y = f(x)

Obrázek 7.6: Funkce po částech spojitá.

existence
b∫
a

f(x) dx, f(x)

po částech
spojitá

Věta 7.16. (Věta II o existenci integrálu.)

Každá po částech spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 je na něm
integrovatelná.

Důkaz: Necht’ f(x) je v intervalu 〈a, b〉 spojitá s př́ıpadnou výjimkou bod̊u
{ci}n

i=1, kde a = c1 < c2 < · · · < cn = b. Předpokládejme, že existuje
lim

x→c+i

f(x) pro i = 1, 2, . . . , n − 1 a existuje lim
x→c−i

f(x) pro i = 2, 3 . . . , n.

Definujme funkci f̃i(x) na intervalu 〈ci, ci+1〉 takto. Položme

234



f̃i(ci) = lim
x→c+i

f(x), f̃i(ci+1) = lim
x→c−i+1

f(x), f̃i(x) = f(x), pro x ∈ (ci, ci+1).

Funkce f̃i(x) je spojitá na 〈ci, ci+1〉 a je tedy na 〈ci, ci+1〉 integrabilńı. Je na
něm tedy i funkce f(x) integrabilńı. Podle věty 7.5 je funkce f(x) integrabilńı
na 〈a, b〉.

Lze dokázat existenci integrálu pro širš́ı tř́ıdu funkćı. Plat́ı tato věta:

podḿınky
existence
b∫
a

f(x) dx

Věta 7.17. (Věta III o existenci integrálu.)

Necht’ funkce f(x) je omezená na intervalu 〈a, b〉 a je na
něm spojitá s př́ıpadnou vyj́ımkou konečného počtu bod̊u
nespojitosti. Potom je na 〈a, b〉 integrovatelná.

Důkaz: Necht’ funkce f(x) je spojitá ve všech bodech x ∈ 〈a, b〉 s př́ıpadnou
vyj́ımkou bod̊u {ci}n

i=1, kde a = c1 < c2 < · · · < cn−1 < cn = b. Položme
di = 1

2
(ci + ci+1), i = 1, 2, . . . , n − 1. Uvažujme funkci f(x) na intervalech

〈ci, di〉, i = 1, 2, . . . , n− 1. Mohou nastat tyto př́ıpady:

(α) lim
x→c+i

f(x) = f(ci). Potom f(x) je na intervalu 〈ci, di〉 spojitá a tedy

integrovatelná na 〈ci, di〉.
(β) lim

x→c+i

f(x) existuje, ale je r̊uzná od f(xi). Avšak funkce

f̃i(x) =

{
f(x) pro x ∈ (ci, di〉
lim

x→c+i

f(x) pro x = ci

je na intervalu 〈ci, di〉 spojitá a tedy integrovatelná. Podle věty 7.13 je
i funkce f(x) na intervalu 〈ci, di〉 integrovatelná.

(γ) Neexistuje lim
x→c+i

f(x). Zvolme libovolné ε > 0 a č́ıslo c̃i ∈ (ci, ci + ε
4M

),

kde M = sup
x∈〈ci,di〉

|f(x)|. Funkce f je spojitá na intervalu (ci, di〉 a tedy

i na intervalu 〈c̃i, di〉. Je tedy na něm integrovatelná. Podle věty 7.1
existuje děleńı Dε intervalu 〈c̃i, di〉 tak, že

S(f,Dε) − s(f,Dε) <
ε

2
.

Dělićı body tohoto intervalu označme

c̃i = x2 < x3 < · · · < xn < xn+1 = di.

K tomuto děleńı přidáme dělićı bod x1 = ci. Označme D děleńı inter-
valu 〈ci, di〉 s dělićımi body {xi}n+1

i=1 . Označme

m1 = inf
x∈〈x1,x2〉

f(x), M1 = sup
x∈〈x1,x2〉

f(x).

235



7. Určitý integr ál

Potom

S(f,D) = S(f,Dε) +M1(x2 − x1),

s(f,D) = s(f,Dε) +m1(x2 − x1).

Odtud dostáváme

S(f,D) − s(f,D) = S(f,Dε) − s(f,Dε) + (M1 −m1)(x2 − x1).

S ohledem na předešlé odhady plat́ı

S(f,D) − s(f,D) ≤ ε

2
+ 2M(c̃i − ci) =

ε

2
+ 2M

ε

4M
= ε.

Podle věty 7.1 odtud plyne, že funkce f(x) je na intervalu 〈ci, di〉 inte-
grovatelná pro i = 1, 2, . . . , n− 1.

Podobně lze dokázat, že funkce f(x) je integrovatelná na každém intervalu
〈di, ci+1〉 pro i = 1, 2, . . . , n− 1. Je tedy funkce f(x) integrovatelná na celém
intervalu 〈a, b〉.
Poznámka. Funkce po částech spojitá na intervalu 〈a, b〉 je omezená na 〈a, b〉
s př́ıpadnou výjimkou konečného počtu bod̊u nespojitost́ı.

Př́ıklad 7.5. Funkce

f(x) =

{
2x cos 1

x
+ sin 1

x
pro x ∈ (−1, 1), x 6= 0

0 pro x = 0

je podle př́ıkladu 6.1 v bodě 0 nespojitá. Je na intervalu 〈−1, 1〉 omezená,
nebot’ ∣∣∣∣2x cos

1

x
+ sin

1

x

∣∣∣∣ ≤ 3.

Je tedy na intervalu 〈−1, 1〉 integrace schopna.

7.4 Výpo čet Riemanova integr álu

Věta 7.18.

Necht’ funkce f je integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Necht’

x0 ∈ 〈a, b〉. Potom funkce

F (x) =

x∫

x0

f(t) dt,

je spojitá na 〈a, b〉 a v každém bodě x ∈ 〈a, b〉, v němž je
f(t) spojitá, má funkce F (x) derivaci a plat́ı

F ′(x) = f(x). (7.10)
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Důkaz: Poněvadž f je integrovatelná na 〈a, b〉, integrál
x∫

x0

f(t) dt existuje

podle věty 7.4 pro každé x ∈ 〈a, b〉.
(α) Dokažme, že F (x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Zvolme c ∈ 〈a, b) a

dokažme, že F (x) je v bodě c spojitá zprava. Necht’ h > 0 je takové
č́ıslo, že c+ h ≤ b. Potom

x0∫

c

f(t) dt+

c+h∫

x0

f(t) dt =

c+h∫

x0

f(t) dt−
c∫

x0

f(t) dt.

Tedy

F (c+ h) − F (c) =

c+h∫

c

f(t) dt.

Označ́ıme-li M = sup
x∈〈c,c+h〉

|f(x)|, dostáváme

|F (c+ h) − F (c)| ≤Mh.

Zvolme ε > 0 a položme δ = ε
M

. Potom pro 0 ≤ h < δ je

|F (c+ h) − F (c)| ≤Mh < M
ε

M
= ε.

Je tedy F (x) spojitá zprava v bodě c. Podobně se ukáže, že F (x) je
spojitá zleva v každém bodě c ∈ (a, b〉. Je tedy F (x) spojitá na 〈a, b〉.

(β) Dokažme, že je-li funkce f(t) spojitá v bodě x ∈ 〈a, b〉, potom plat́ı
F ′(x) = f(x). (V bodě a se F ′(x) chápe jako derivace zprava a v bodě
b jako derivace zleva.)
Předpokládejme, že funkce f(t) je v bodě c ∈ 〈a, b) spojitá zprava.
Necht’ h > 0 je takové č́ıslo, že c+ h < b. Potom plat́ı

F (c + h) − F (c)

h
− f(c) =

1

h




c+h∫

c

f(t) dt−
c+h∫

c

f(c) dt


 .

Odtud

∣∣∣∣
F (c + h) − F (c)

h
− f(c)

∣∣∣∣ ≤
1

h

c+h∫

c

|f(t) − f(c)| dt. (7.11)

Zvolme libovolné ε > 0. Poněvadž funkce f(t) je spojitá v bodě c,
existuje δ > 0 tak, že pro t ∈ 〈c, c + δ) je |f(t) − f(c)| < ε. Je-li
0 < h < δ, dostáváme

1

h

c+h∫

c

|f(t) − f(c)| dt ≤ 1

h

c+h∫

c

ε dt = ε,
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7. Určitý integr ál

takže z (7.11) plyne

∣∣∣∣
F (c+ h) − F (c)

h
− f(c)

∣∣∣∣ < ε.

Je tedy

lim
h→0+

F (c+ h) − F (c)

h
= f(c),

to jest
F ′+(c) = f(c).

Poznámka. Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Necht’

x0 ∈ 〈a, b〉. Položme

F (x) =

x∫

x0

f(t) dt.

Necht’ G(x) je funkce spojitá na 〈a, b〉 a necht’ G′(x) = f(x) pro x ∈ (a, b).
Potom existuje konstanta C tak, že G(x) = F (x) + C.

Skutečně. Položme
H(x) = G(x) − F (x).

Podle věty 7.18 a předpoklad̊u této poznámky je

H ′(x) = f(x) − f(x) = 0 pro x ∈ (a, b),

takže existuje konstanta C tak, že

H(x) = C pro x ∈ (a, b).

Poněvadž H(x) je spojitá na 〈a, b〉, plat́ı

lim
x→a+

H(x) = C, lim
x→b−

H(x) = C.

Je tedy H(x) = C pro x ∈ 〈a, b〉. Je tedy

G(x) − F (x) = C,

tj.
G(x) = F (x) + C.

Plat́ı tato věta:

Věta 7.19. Necht’ funkce f je integrovatelná na 〈a, b〉. Necht’ dále
α, β ∈ 〈a, b〉. Označme

F (x) =

x∫

x0

f(t) dt, x0 ∈ 〈a, b〉 je libovolné.
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Potom existuje
β∫
α

f(x) dx a plat́ı

β∫

α

f(x) dx = F (β) − F (α) = [F (x)]βα .

Důkaz: Podle věty 7.5 plat́ı

β∫

α

f(t) dt =

x0∫

α

f(t) dt+

β∫

x0

f(t) dt =

β∫

x0

f(t) dt−
α∫

x0

f(t) dt.

Je tedy
β∫

α

f(t) dt = F (β) − F (α).

Poznámka. Necht’

a = c1 < c2 < · · · < cn−1 < cn = b.

Necht’ funkce f(x) je spojitá v každém intervalu (ci, ci+1), i = 1, 2, . . . , n− 1,
a necht’ v každém bodě ci, i = 2, 3, . . . , n, existuje vlastńı limita lim

x→c+i

f(x)

a v každém bodě ci, i = 1, 2, . . . , n − 1, existuje vlastńı limita lim
x→c−i

f(x).

(To znamená, že funkce f(x) je na intervalu 〈a, b〉 po částech spojitá.) Necht’

x0 ∈ 〈a, b〉. Potom podle věty 7.18 je funkce

F (x) =

x∫

x0

f(t) dt (7.12)

spojitá na 〈a, b〉. Je spojitá i na každém intervalu 〈ci, ci+1〉, i = 1, 2, . . . ,
n− 1. V každém vnitřńım bodě x̃ ∈ (ci, ci+1), i = 1, 2, . . . , n − 1, má funkce
F (x) podle věty 7.18 derivaci F ′(x̃) = f(x̃). Je tedy funkce F (x) spojitá
na intervalu 〈ci, ci+1〉, i = 1, 2, . . . , n − 1 a F ′(x) = f(x) pro x ∈ (ci, ci+1),
i = 1, 2, . . . , n− 1. Pro α, β, x0 ∈ 〈ci, ci+1〉, i = 1, 2, . . . , n− 1, plat́ı

β∫

α

f(t) dt =

x0∫

α

f(t) dt+

β∫

x0

f(t) dt. (7.13)

Tedy
β∫

α

f(t) dt =

β∫

x0

f(t) dt−
α∫

x0

f(t) dt.
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7. Určitý integr ál

Podle věty 7.19 je
β∫

α

f(t) dt = F (β) − F (α). (7.14)

Necht’ G(x) je libovolná spojitá funkce na intervalu 〈ci, ci+1〉, která je na inter-
valu (ci, ci+1) primitivńı k funkci f(x). Potom podle výše uvedené poznámky
existuje konstanta C tak, že

G(x) = F (x) + C.

Je tedy
β∫

α

f(t) dt = G(β) −G(α). (7.15)

Jestliže tedy α ∈ 〈ci, ci+1〉, β ∈ 〈cj, cj+1〉 pro i ≤ j, plat́ı

β∫

α

f(t) dt =

ci+1∫

α

f(t) dt+

j−1∑

k=i+1

ck+1∫

ck

f(t) dt+

β∫

cj

f(t) dt. (7.16)

Každý z integrál̊u na pravé straně (7.16) lze vypoč́ıst podle (7.15). (Neńı
nutno použ́ıvat tutéž funkćı G(t).)

Plat́ı tedy

Metoda výpočtu
b∫
a

f(x) dx

Věta 7.20. (Výpočet určitého integrálu)

Necht’ a, b ∈ R, a < b a necht’ ci ∈ 〈a, b〉 jsou taková č́ısla,
že

a = c1 < c2 < · · · < cn < cn+1 = b.

Necht’ f(x) je funkce omezená na intervalu 〈a, b〉 a necht’

je spojitá v každém intervalu (ci, ci+1), i = 1, . . . , n. Necht’

funkce
Fi(x), i = 1, 2, . . . , n

je primitivńı k funkci f(x) na intervalu (ci, ci+1) a necht’ je
spojitá na 〈ci, ci+1〉. Potom

b∫

a

f(x) dx =
n∑

i=1

(Fi(ci+1) − Fi(ci)).
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Jestliže F (x) je funkce spojitá na 〈a, b〉 a jestliže je pri-
mitivńı k funkci f(x) na každém intervalu (ci, ci+1), i =
1, . . . , n, potom

b∫

a

f(x) dx = F (b) − F (a).

Speciálńım př́ıpadem věty 7.19 je následuj́ıćı věta. (Srovnejte s definićı 7.1.)

Věta 7.21. Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu 〈a, b〉 a F (x) je libo-

volná primitivńı funkce k funkci f(x) na 〈a, b〉. Potom
β∫
α

f(x) dx, α, β ∈ 〈a, b〉
existuje a plat́ı β∫

α

f(x) dx = F (β) − F (α). (7.17)

Důkaz: Necht’ x0 ∈ 〈0, 1〉. Označme G(x) =
x∫

x0

f(t) dt =. Podle věty 7.5 je

β∫

α

f(x) dx =

x0∫

α

f(x) dx+

β∫

x0

f(x) dx =

β∫

x0

f(x) dx−
α∫

x0

f(x) dx.

Podle věty (7.19) odtud plyne

β∫

α

f(x) dx = G(β) −G(α). (7.18)

Poněvadž f(x) je spojitá na 〈a, b〉, je podle věty 7.18 G′(x) = f(x) pro
x ∈ 〈a, b〉. Je tedy G(x) primitivńı k funkci f(x) na intervalu 〈a, b〉. Existuje
tedy c ∈ R tak, že G(x) = F (x) + c. Z (7.18) dostáváme pak

β∫

α

f(x) dx = F (β) − F (α).

Př́ıklad 7.6. Vypoč́ıtejme
3∫
2

(3x2 − 2x+ 1) dx.

Řešeńı. Funkce

f(x) = 3x2 − 2x + 1 (7.19)

je spojitá na intervalu 〈2, 3〉. Funkce

F (x) = x3 − x2 + x (7.20)
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7. Určitý integr ál

je primitivńı k funkci (7.19) na intervalu 〈2, 3〉, takže podle věty 7.19 je

3∫

2

(3x2 − 2x+ 1) dx = [x3 − x2 + x]32 = (33 − 32 + 3) − (23 − 22 + 2) = 15.

Př́ıklad 7.7. Necht’

f(x) =





2x+ 1 pro x ∈ 〈0, 1〉,
2x pro x ∈ (1, 2〉,
4 pro x ∈ (2, 4〉.

Vypoč́ıtejte A =
3,5∫
0,5

f(x) dx.

Řešeńı: Funkce f(x) je po částech spojitá.

Zp̊usob 1. Určeme funkci F (x) =
x∫

x0

f(t) dt, např. pro x0 = 0, x ∈ 〈0, 4〉.
Položme

F1(x) =

x∫

0

(2t+ 1) dt = [t2 + t]x0 = x2 + x, x ∈ 〈0, 1〉

F2(x) =

1∫

0

(2t+ 1) dt+

x∫

1

2t dt = 2 + [t2]x1 = 2 + x2 − 1 = x2 + 1,

x ∈ (1, 2〉

F3(x) =

2∫

0

f(t) dt+

x∫

2

4 dt = 5 + [4t]x2 = 5 + 4x− 4 · 2 = 4x− 3,

x ∈ (2, 4〉

Tedy

F (x) =





x2 + x pro x ∈ 〈0, 1〉,
x2 + 1 pro x ∈ (1, 2〉,
4x− 3 pro x ∈ (2, 4〉.

Je tedy

A =

3,5∫

0,5

f(x) dx = [F (x)]3,5
0,5 = (4 · 3,5− 3) − (0,52 + 0,5) = 11 − 0,75 = 10,25.
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Zp̊usob 2. Integrál A =
3,5∫
0,5

f(t) dt napǐsme jako A = A1 + A2 + A3, kde

A1 =

1∫

0,5

f(t) dt =

1∫

0,5

(2t+ 1) dt = [t2 + t]10,5 = 1,25,

A2 =

2∫

1

f(t) dt =

2∫

1

2t dt = [t2]21 = 3,

A3 =

3,5∫

2

f(t) dt =

3,5∫

2

4 dt = [4t]3,5
2 = 6.

Je tedy A = 1,25 + 3 + 6, takže A = 10,25.

7.4.1 Metoda per partes a metoda substitu čnı́ pro výpo čet ur čit ého
integr álu

Ukažme si nyńı věty pro výpočet určitého integrálu odpov́ıdaj́ıćı metodě per
partes a metodám substitučńım pro výpočet neurčitého integrálu.

metoda
per partesVěta 7.22. (Metoda per partes.)

Necht’ funkce u(x), v(x) maj́ı na intervalu 〈a, b〉 spojité de-
rivace u′(x), v′(x). Potom plat́ı

b∫

a

u′(x)v(x) dx = [u(x)v(x)]ba −
b∫

a

u(x)v′(x) dx.

Důkaz: Derivováńım u(x)v(x) pro x ∈ 〈a, b〉 dostáváme

(u(x)v(x))′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Je tedy funkce u(v)v(x) primitivńı k funkci u′(x)v(x) + u(x)v′(x) na 〈a, b〉.
Je tedy podle věty 7.21

b∫

a

(u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) dx = [u(x)v(x)]ba (7.21)

Užit́ım věty 7.7 lze levou stranu v (7.21) přepsat na tvar

b∫

a

u′(x)v(x) dx+

b∫

a

u(x)v′(x) dx. (7.22)
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7. Určitý integr ál

Tedy z (7.21), (7.22) dostáváme

b∫

a

u′(x)v(x) dx = [u(x)v(x)]ba −
b∫

a

u(x)v′(x) dx.

Př́ıklad 7.8. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

π
2∫

0

x sin x dx.

Řešeńı. a) K výpočtu použijeme metodu per partes

π
2∫

0

x sin x dx =

∣∣∣∣
u′ = sin x u = − cos x
v = x v′ = 1

∣∣∣∣ =

= [−x cos x]
π
2
0 −

π
2∫

0

(− cosx) · 1 dx =

=
(
−π

2
cos

π

2

)
− (−0 · cos 0) + [sin x]

π
2
0 = sin

π

2
= 1.

b) Integrál lze řešit též tak, že urč́ıme napřed
∫
x sin x dx. Použijeme me-

todu per partes. Dostáváme

∫
x sin x dx =

∣∣∣∣
u′ = sin x u = − cos x
v = x v′ = 1

∣∣∣∣ =

= −x cos x+

∫
cos x dx =

= −x cos x+ sin x + c.

Jako primitivńı funkci k funkci x sin x zvoĺıme

F (x) = −x cos x+ sin x.

Podle věty 7.21 pak dostáváme

A = [−x cos x+ sin x]
π
2
0 = 1.

Př́ıklad 7.9. Určeme

In =
1

e

1∫

0

xnex dx

pro n = 1, 2, . . . , 20.
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Řešeńı. K výpočtu použijeme metodu per partes. Dostáváme

In =
1

e

1∫

0

xnex dx =

∣∣∣∣
u = xn u′ = nxn−1

v′ = ex v = ex

∣∣∣∣ =

=
1

e


[xnex]10 −

1∫

0

nxn−1ex dx


 .

Tedy
In = 1 − nIn−1.

In lze vypoč́ıst, známe-li In−1. Vypoč́ıtejme tedy I1.

I1 =
1

e

1∫

0

xex dx =
1

e


[xex]10 −

1∫

0

ex dx


 =

1

e
.

Integrál In se tedy urč́ı rekurentńı formuĺı

In = 1 − nIn−1, I1 =
1

e
. (7.23)

Uved’me si hodnoty In pro n = 1, 2, . . . , 20, obdržené numerickou realizaćı
rekurentńı formule (7.23) na poč́ıtači při výpočtech přibližně s 10 ciframi.
Obdrž́ıme např. I1 = 0,367879, I2 = 0,264241,. . . ,I20 = −200,0. Poněvadž
integrand xnex > 0 pro všechna n, je In > 0. Je tedy I20 evidentně chybný.

Na tomto př́ıkladě chci ukázat, že ne každý výpočtový po-
stup dá při numerickém výpočtu dobrý výsledek, i když
z matematického hlediska je postup správný.

výpočet
β∫
α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

Věta 7.23. (I. věta o substituci.)

Necht’ funkce x = ϕ(t) má na intervalu 〈α, β〉 spojitou de-
rivaci. Necht’ funkce f(x) je spojitá na intervalu ϕ(〈α, β〉).
Potom plat́ı

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt =

ϕ(β)∫

ϕ(α)

f(x) dx. (7.24)

Důkaz: Podle předpoklad̊u je funkce f(ϕ(t))ϕ′(t) spojitá na 〈α, β〉 a funkce
f(x) je spojitá na intervalu ϕ(〈α, β〉). Tedy oba integrály v (7.24) existuj́ı.

Necht’ funkce F (x) je primitivńı funkćı k funkci f(x) na intervalu ϕ(〈α, β〉).
Poněvadž [F (ϕ(t))]′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t), je funkce F (ϕ(t)) primi-
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7. Určitý integr ál

tivńı k funkci f(ϕ(t))ϕ′(t) na 〈α, β〉. Je tedy

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt = [F (ϕ(t))]βα = F (ϕ(β)) − F (ϕ(α)) (7.25)

ϕ(β)∫

ϕ(α)

f(x) dx = F (ϕ(β)) − F (ϕ(α)) (7.26)

Ze vztah̊u (7.25), (7.26) vyplývá rovnice (7.24).

Př́ıklad 7.10. Vypoč́ıtejte

A =

4∫

2

t2
√
t3 + 2 dt.

Zaved’me substituci

x = ϕ(t), kde ϕ(t) = t3 + 2.

Odtud ϕ′(t) = 3t2. Je tedy

A =

4∫

2

t2
√
t3 + 2 dt =

1

3

4∫

2

√
t3 + 2 · 3t2 dt =

=
1

3

ϕ(4)∫

ϕ(2)

√
xdx =

1

3

66∫

10

√
x dx =

1

3

[
2

3
x

3
2

]66

10

,

takže

A =
2

9
(
√

663 −
√

103), to jest A =
44

3

√
66 − 20

9

√
10.

výpočet
b∫
a

f(x) dx

(substituce)

Věta 7.24. (II. věta o substituci.)

Necht’ funkce x = ϕ(t) má na intervalu 〈α, β〉 spojitou de-
rivaci ϕ′(t) a necht’ existuje inverzńı funkce ϕ−1(x) na in-
tervalu o koncových bodech a = ϕ(α), b = ϕ(β). Potom
plat́ı

b∫

a

f(x) dx =

β∫

α

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt.

Důkaz: Důkaz je analogický jako d̊ukaz minulé věty. V této větě je daľśı
předpoklad – existence inverzńı funkce t = ϕ−1(x), takže ze vztah̊u a = ϕ(α),
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b = ϕ(b) lze určit α, β.

Př́ıklad 7.11. Vypoč́ıtejte

A =

2∫

0

√
4 − x2 dx.

Řešeńı. Zaved’me substituci

x = ϕ(t), kde ϕ(t) = 2 sin t.

Pro t ∈ 〈0, π
2
〉 je x = ϕ(t) ∈ 〈0, 2〉.

Funkce x = ϕ(t) má na intervalu 〈0, π
2
〉 spojitou derivaci ϕ′(t) = 2 cos t.

K funkci x = ϕ(t) existuje funkce inverzńı t = ϕ−1(x) = arcsin x
2
. Podle věty

7.24 plat́ı

A =

2∫

0

√
4 − x2 dx =

π
2∫

0

√
4 − 4 sin2 t · 2 cos t dt =

π
2∫

0

2 cos t · 2 cos t dt =

= 4

π
2∫

0

cos2 t dt = 4

π
2∫

0

1 + cos 2t

2
dt = 2

[
t+

1

2
sin 2t

]π
2

0

=

= 2

[
π

2
+

1

2
sin π − 0 − 1

2
sin 0

]
= π.

Je tedy
A = π.

Poznámka. Př́ıklady 7.10 a 7.11 lze poč́ıtat i použit́ım věty 7.21

7.5 Nevlastnı́ integr ály

Při zaváděńı určitého integrálu z funkce f(x) jsme předpokládali, že

1. a, b jsou reálná (konečná) č́ısla,
2. f(x) je omezená na 〈a, b〉.

Zavedeme si nyńı integrály pro př́ıpady, že tyto předpoklady nebudou splně-
ny. To vede k zavedeńı tzv. nevlastńıch integrál̊u.

Neńı-li funkce omezena, mluv́ıme o nevlastńım integrálu vzhledem k funkci.
Jsou-li jedno nebo obě č́ısla a, b nevlastńı, mluv́ıme o nevlastńım integrálu
vzhledem k intervalu.

nevlastńı
integrály
vzhledem
k intervalu

Nevlastnı́ integr ály vzhledem k intervalu

Definujme integrály

∞∫

a

f(x) dx,

b∫

−∞

f(x) dx,

∞∫

−∞

f(x) dx

takto:
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7. Určitý integr ál

Integrál
∞∫
a

f(x) dx. Necht’ funkce f je integrabilńı v každém inter-

valu 〈a,X〉, X ∈ R. Potom
∞∫
a

f(x) dx nazýváme nevlastńım integrálem

vzhledem k intervalu. Tyto integrály děĺıme do dvou skupin.
a) Jestliže existuje

lim
X→∞

X∫

a

f(x) dx, (7.27)

nazýváme
∞∫
a

f(x) dx konvergentńım a hodnotu limity (7.27) hodnotou

nevlastńıho integrálu
∞∫
a

f(x) dx.

b) Jestliže neexistuje limita (7.27), nazýváme
∞∫
a

f(x) dx divergentńım.

Divergentńı integrály pak zařazujeme dále do těchto skupin.
α) Jestliže

lim
X→∞

X∫

a

f(x) dx = ∞ (−∞),

ř́ıkáme, že
∞∫
a

f(x) dx diverguje k +∞ (−∞).

β) Jestliže

lim
X→∞

X∫

a

f(x) dx

neexistuje a neńı ani ∞ ani −∞, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
∞∫
a

f(x) dx osciluje.

Význam definice
∞∫
a

f(x) dx je patrný z obrázku 7.7.

a X → ∞

y = f(x)

Obrázek 7.7: Definice nevlastńıho integrálu
∞∫
a

f(x) dx.
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Př́ıklad 7.12. Vyšetřete integrál

A =

∞∫

1

dx

x2 + 1
.

Poč́ıtejme

lim
X→∞

X∫

1

dx

x2 + 1
= lim

X→∞
[arctg x]X1 = lim

X→∞
(arctgX − arctg 1) =

=
π

2
− π

4
=
π

4
.

Tedy
∞∫
1

dx
x2+1

je konvergentńı a jeho hodnota je π
4
. Ṕı̌seme

∞∫

1

dx

x2 + 1
=
π

4
.

Integrál
b∫

−∞

f(x) dx. Necht’ funkce f(x) je integrabilńı v každém inter-

valu 〈X, b〉. Potom
b∫

−∞
f(x) dx nazýváme nevlastńım integrálem vzhle-

dem k intervalu. Tyto integrály děĺıme do dvou skupin.
a) Jestliže existuje

lim
X→−∞

b∫

X

f(x) dx, (7.28)

nazýváme integrál
b∫

−∞
f(x) dx konvergentńım a hodnotu limity (7.28)

hodnotou nevlastńıho integrálu
b∫

−∞
f(x) dx.

b) Jestliže neexistuje limita (7.28), nazýváme
b∫

−∞
f(x) dx diver-

gentńım. Divergentńı integrály zařazujeme pak do dvou skupin.
α) Jestliže

lim
X→−∞

b∫

X

f(x) dx = ∞ (−∞),

ř́ıkáme, že
b∫

−∞
f(x) dx diverguje k = ∞ (−∞).

β) Jestliže

249



7. Určitý integr ál

lim
X→−∞

b∫

X

f(x) dx

neexistuje a neńı ∞ ani −∞, ř́ıkáme, že nevlastńı integrál
b∫

−∞
f(x) dx osciluje.

Integrál
∞∫

−∞

f(x) dx. Zvolme c ∈ R. Řekneme, že
∞∫

−∞
f(x) dx konver-

guje když a jenom když konverguj́ı oba integrály

c∫

−∞

f(x) dx,

∞∫

c

f(x) dx.

Konverguj́ı-li oba tyto nevlastńı integrály, jejich součet pak nazveme

hodnotou integrálu
∞∫

−∞
f(x) dx, to jest

∞∫

−∞

f(x) dx =

c∫

−∞

f(x) dx+

∞∫

c

f(x) dx.

Hodnota
∞∫

−∞
f(x) dx nezáviśı na volbě č́ısla c.

Ostatńı pojmy jsou analogické jako u
∞∫
a

f(x) dx.

Př́ıklad 7.13. Vyšetřete integrál

∞∫

−∞

x dx

x2 + 1
.

Zvolme c = 0. Vyšetřeme tedy integrály

0∫

−∞

x dx

x2 + 1
,

∞∫

0

x dx

x2 + 1
.

Zřejmě

0∫

−∞

x dx

x2 + 1
= lim

X→−∞

0∫

X

x dx

x2 + 1
=

1

2
lim

X→−∞
[ln(x2 + 1)]0X = −∞.

Podobně
∞∫
0

x dx
x2+1

= ∞. Tedy
∞∫

−∞

x dx
x2+1

diverguje.
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nevlastńı
integrály
vzhledem
k funkci

Nevlastnı́ integr ály vzhledem k funkci

Necht’ a, b ∈ R, a < b. Necht’ funkce f(x) je definovaná na 〈a, b〉 a necht’

neńı na něm omezena. Potom
b∫

a

f(x) dx se nazývá nevlastńım integrálem

vzhledem k funkci.

Předpokládejme, že f(x) neńı omezena na 〈a, b〉, ale je omezena na
každém intervalu 〈a+ ε, b〉, kde 0 < ε < b− a. Vyšetřujme

lim
ε→0+

b∫

a+ε

f(x) dx. (7.29)

Jestliže tato limita existuje a je vlastńı, nazýváme ji hodnotou ne-

vlastńıho integrálu
b∫

a

f(x) dx a ṕı̌seme

b∫

a

f(x) dx = lim
ε→0+

b∫

a+ε

f(x) dx.

Jestliže limita (7.29) neexistuje nebo je nevlastńı, potom nazýváme
integrál

b∫
a

f(x) dx divergentńım. Ř́ıkáme též, že diverguje. Divergentńı

integrály děĺıme pak do dvou skupin.
α) Jestliže

lim
ε→0+

b∫

a+ε

f(x) dx = ∞ (−∞),

ř́ıkáme, že
b∫

a

f(x) dx diverguje k = ∞ (−∞).
β) Jestliže limita (7.29) neexistuje ani jako nevlastńı, ř́ıkáme, že in-

tegrál
b∫

a

f(x) dx osciluje.

Podobně se vyšetřuje integrál
b∫

a

f(x) dx, kde f(x) neńı na 〈a, b〉 ome-

zena, ale je omezena v každém intervalu 〈a, b− ε〉, kde 0 < ε < b− a.
Definujeme pak

b∫

a

f(x) dx = lim
ε→0+

b−ε∫

a

f(x) dx.

Př́ıklad 7.14. Vyšetřete konvergenci integrálu

1∫

0

dx

x
.
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7. Určitý integr ál

Řešeńı. Funkce 1
x

neńı omezena na intervalu (0, 1〉. Je však omezena na
každém intervalu 〈ε, 1〉, kde 0 < ε < 1. Poč́ıtejme

lim
ε→0+

1∫

ε

dx

x
= lim

ε→0+

[ln x]1ε = lim
ε→0+

(ln 1 − ln ε) = ∞.

Daný integrál diverguje k ∞.

Př́ıklad 7.15. Vyšetřete konvergenci integrálu

1∫

0

dx√
1 − x

.

Funkce 1√
1−x

neńı omezena na intervalu 〈0, 1). Je však omezena na intervalu

〈0, 1 − ε〉 pro každé ε, pro něž 0 < ε < 1. Poč́ıtejme

A = lim
ε→0+

1−ε∫

0

dx√
1 − x

.

Dostáváme

A = lim
ε→0+

[
−2

√
1 − x

]1−ε

0
= −2 lim

ε→0+

(√
ε− 1

)
= 2.

Tedy
1∫
0

dx√
1−x

= 2. Integrál konverguje.

Poznámka. Jiné nevlastńı integrály
b∫

a

f(x) dx převád́ıme na součet nevlast-

ńıch integrál̊u nahoře uvedených typ̊u.

7.6 Numerický výpo čet ur čit ého integr álunumerický
výpočet
určitého
integrálu

Uvedli jsme si tř́ıdy funkćı integrace schopných na daném intervalu. Pri-
mitivńı funkce některých funkćı, i když jsou na prvńı pohled jednoduché,

nelze vypoč́ıtat užit́ım elementárńıch funkćı. Jako př́ıklad uved’me
1∫
0

sinx
x
dx.

Někdy je zapotřeb́ı integrovat funkce, jejichž analytické vyjádřeńı neznáme,
známe jen jejich funkčńı hodnoty v určitých bodech. Integrály z takovýchto
funkćı poč́ıtáme numericky. V daľśım textu si nast́ıńıme některé metody nu-
merického řešeńı určitého integrálu.

Věta 7.3 nab́ıźı náhradu
b∫

a

f(x) dx Riemanovým integrálńım součtem. Jestliže

známe jenom hodnoty integrandu f(x) v bodech ξi ∈ 〈a, b〉, i = 1, 2, . . . , n,
zvoĺıme body xi, i = 1, 2, . . . , n, tak, že

a = x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b, ξi ∈ 〈xi, xi+1〉, i = 1, 2, . . . , n.
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Potom polož́ıme
b∫

a

f(x) dx ≈
n∑

i=1

f(ξi)(xi+1 − xi). (7.30)

Tato aproximace
b∫

a

f(x) dx nevypov́ıdá nic o chybě aproximace. Chybu lze

odhadnout jen v př́ıpadě, že máme daľśı informace o funkci f(x).

Obdélnı́kov á metoda výpo čtu
b∫

a

f(x) dx.

Předpokládejme, že známe analytické vyjádřeńı funkce f(x) na 〈a, b〉. Roz-
dělme interval 〈a, b〉 na n částečných interval̊u délky h = b−a

n
, kde n ∈ N je

zvolené č́ıslo. Položme xi = a+(i−1)h, i = 1, 2, . . . , n+1. Necht’ funkce f(x)
má na intervalu 〈a, b〉 spojitou derivaci f ′(x). Označme M1 = max |f ′(x)| pro
x ∈ 〈a, b〉. Označ́ıme-li fi = f(xi), i = 1, 2, . . . , n, plat́ı

b∫

a

f(x) dx = h(f1 + f2 + · · · + fn) +R, (7.31)

b∫

a

f(x) dx = h(f2 + f3 + · · · + fn+1) + R̃, (7.32)

kde R, R̃ sice neznáme, ale lze ukázat, že

|R| ≤M1(b− a)h, |R̃| ≤M1(b− a)h.

Zanedbáme-li v (7.31), resp. (7.32) hodnotu R, resp. R̃, dostáváme pro

výpočet
b∫

a

f(x) dx

b∫

a

f(x) dx ≈ h(f1 + f2 + · · · + fn), (7.33)

resp.
b∫

a

f(x) dx ≈ h(f2 + f3 + · · · + fn+1). (7.34)

Vzorce (7.33), (7.34) nazýváme obdélńıkovou metodou výpočtu
b∫

a

f(x) dx.

Jejich použit́ım se dopoušt́ıme chyby R, resp. R̃. V př́ıpadě, že f(x) je po-
lynom stupně 0, tj. f(x) = konst., potom M1 = 0, takže R = R̃ = 0. Tedy
obdélńıkové metody jsou přesné pro polynomy stupně 0.
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7. Určitý integr ál

Lichob ěžnı́kov á metoda na výpo čet
b∫

a

f(x) dx.

Předpokládejme, že známe analytické vyjádřeńı funkce f(x) na 〈a, b〉. Rozděl-
me interval 〈a, b〉 na n částečných interval̊u délky h = b−a

n
, kde n ∈ N je

zvolené č́ıslo. Položme

xi = a+ (i− 1)h, i = 1, 2, . . . , n+ 1.

Necht’ funkce f(x) má na 〈a, b〉 spojitou druhou derivaci f ′′(x). Označme
M2 = max |f ′′(x)| pro x ∈ 〈a, b〉. Označ́ıme-li fi = f(xi), i = 1, 2, . . . , n + 1,
potom plat́ı

b∫

a

f(x) dx =
h

2
(f1 + 2f2 + 2f3 + · · · + 2fn + fn+1) +R, (7.35)

kde R sice neznáme, ale lze dokázat, že

|R| ≤ b− a

12
M2h

2. (7.36)

Zanedbáme-li v (7.35) hodnotu R, dostáváme

b∫

a

f(x) dx ≈ h

2
(f1 + 2f2 + 2f3 + · · · + 2fn + fn+1). (7.37)

Tento vzorec nazýváme lichoběžńıkovou metodou výpočtu
b∫

a

f(x) dx. Jej́ım

použit́ım se dopoušt́ıme chyby R, jej́ıž odhad je uveden v (7.36). V př́ıpadě,
že f(x) je polynom stupně ≤ 1, t.j. jestliže f(x) = Ax+B, kde A,B ∈ R, je
f ′′(x) = 0, takže M2 = 0. Ze vztahu (7.36) pak vyplývá, že R = 0. Je tedy
lichoběžńıková metoda přesná pro polynomy 1. stupně.

Vzorec (7.37) obdrž́ıme jako pr̊uměrnou hodnotu
b∫

a

f(x) dx ze vztah̊u (7.31),

(7.32).

Simpsonova metoda na výpo čet
b∫

a

f(x) dx.

Předpokládejme, že známe analytické vyjádřeńı funkce f(x) na 〈a, b〉. Roz-
dělme interval 〈a, b〉 na 2n (t.j. na sudý počet) částečných interval̊u délky
h = b−a

2n
, kde n ∈ N je zvolené č́ıslo. Položme

xi = a+ (i− 1)h, i = 1, 2, . . . , 2n + 1.

Necht’ funkce f(x) má na 〈a, b〉 spojitou derivaci 4. řádu. Označme

M4 = max |f (4)(x)|
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pro x ∈ 〈a, b〉. Položme opět fi = f(xi), i = 1, 2, . . . , 2n + 1. Funkci f(x) na
〈a, b〉 aproximujeme funkćı f̃(x), definovanou takto

f̃(x) = P i
3(x), x ∈ 〈xi, xi+2〉, i = 1, 3, . . . , 2n − 1, (7.38)

kde P i
3(x) je polynom stupně ≤ 2, který je určen těmito podmı́nkami (viz.

obr. 7.8)
P i

3(xi) = fi, P i
3(xi+1) = fi+1, P i

3(xi+2) = fi+2. (7.39)

xi xi+1 xi+2

P i
3(x)

f(x)

Obrázek 7.8: Aproximace f(x) polynomem P i
3(x).

Výpočet
b∫

a

f(x) dx aproximujeme výpočtem
b∫

a

f̃(x) dx. Plat́ı pak

b∫

a

f(x) dx =
b− a

6n
(f1+4f2+2f3+4f4+2f5+ · · ·+2f2n−1+4f2n+f2n+1)+R,

(7.40)
kde R sice přesně neznáme, avšak lze dokázat, že

|R| ≤ b− a

180
M4h

4. (7.41)

Zanedbáńım R dostáváme tzv. Simpson̊uv vzorec pro výpočet
b∫

a

f(x) dx

b∫

a

f(x) dx ≈ b− a

6n
(f1+4f2+2f3+4f4+2f5+· · ·+2f2n−1+4f2n+f2n+1).

(7.42)

Jestliže f(x) je polynom stupně ≤ 3, je f (4)(x) = 0, takže R, určeno vztahem
(7.41), je rovno 0. Je tedy Simpsonova metoda přesná pro polynomy stupně
≤ 3.
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7. Určitý integr ál

Př́ıklad 7.16. Vypoč́ıtejte integrál

2∫

1

sin x

x
dx

a) lichoběžńıkovou metodou pro n = 4,
b) Simpsonovou metodou pro 2n = 4.

Řešeńı. Interval 〈1, 2〉 rozděĺıme na 4 částečné intervaly délky h = 2−1
4

=
= 0,25. Položme

x1 = 1; x2 = 1,25; x3 = 1,5; x4 = 1,75; x5 = 2.

Označme f(x) = sinx
x

. Položme

f(xi) = fi, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Dostáváme
xi 1 1,25 1,5 1,75 2
fi 0,8415 0,7592 0,6650 0,5623 0,4546

Je tedy

a)

2∫

1

sin x

x
dx =

=
0,25

2
(0,8415 + 2 · 0,7592 + 2 · 0,6650 + 2 · 0,5623 + 0,4546) = 0,6586,

b)

2∫

1

sin x

x
dx =

=
1

12
(0,8415 + 4 · 0,7592 + 2 · 0,6650 + 4 · 0,5623 + 0,4546) = 0,6593.

7.7 Shrnutı́, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

V této kapitole se zavád́ı definićı 7.2 určitý integrál
b∫

a

f(x) dx, kde a < b.

Větu 7.2 by bylo možno použ́ıt jako alternativu k zavedeńı určitého integrálu
pomoćı integrálńıch součt̊u. Dále se definićı 7.3 rozšǐruje definice integrálu
b∫

a

f(x) dx pro př́ıpad a = b, a > b. Ve větách 7.7–7.11 se uváděj́ı d̊uležité

vlastnosti určitého integrálu
b∫

a

f(x) dx.
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V podkapitole 7.3 se uváděj́ı tř́ıdy funkćı, které jsou integrace schopné. Věta
7.21 udává zp̊usob výpočtu určitého integrálu pro dostatečně širokou tř́ıdu
funkćı. Dále jsou uvedeny metody per partes a metoda substitučńı pro vý-
počet určitého integrálu.

Určitý integrál je dále zobecněn na integrály nevlastńı a to na nevlastńı
integrály vzhledem k intervalu a na nevlastńı integrály vzhledem k funkci.

V kapitole jsou nast́ıněny některé numerické metody na řešeńı určitého in-
tegrálu.

Úlohy

1. Vysvětlete zavedeńı určitého integrálu
b∫

a

f(x) dx.

2. Vyslovte věty o existenci
b∫

a

f(x) dx.

3. Vysvětlete výpočet
b∫

a

f(x) dx pomoćı primitivńıch funkćı.

4. Vysvětlete metodu per partes pro výpočet určitého integrálu.

5. Vyslovte větu o výpočtu určitého integrálu substitućı.

6. Co jsou to nevlastńı integrály? Jak je děĺıme a jak je poč́ıtáme?

7. Co v́ıte o numerickém řešeńı určitého integrálu?

8. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

a)
2∫
0

(3x3 − 2x + 5) dx [18]

b)
2∫

−3

(3x3 − x2 + 1) dx [−665
12

]

c)
2π∫
0

sin x dx [0]

d)
b∫
a

ex dx [eb − ea]

e)
2∫
1

(x+ 1
x
) dx [3

2
+ ln 2]

f)
2∫
1

(
√
x + 1√

x
)2 dx [ln 2 + 7

2
]

g)
2∫
1

( 3
√
x+ 1)3 dx [−31

20
+ 18

5
3
√

4 + 9
2

3
√

2]

h)

π
4∫

−π
4

(tg x− 2 cotg x) dx [neexistuje]

9. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

a)
π∫
0

x sin x dx [π]
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7. Určitý integr ál

b)
2π∫
0

x2 cos x dx [4π]

c)
2∫
1

xex dx [e2]

d)
4∫
2

(x ln x+ 3) dx [14 ln 2 + 3]

e)
1∫
0

x2 arctg x dx [ π
12

− 1
6

+ 1
6
ln 2]

10. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

a)
2∫
1

dx
1+x

[ln 3 − ln 2]

b)
1∫
2

x+1
x2+x+1

dx [−1
2
ln 7 −

√
3

3
arctg 5

√
3

3
+ 1

2
ln 3 + 1

9

√
3π]

c)
3∫
2

2 dx
x−4

[−2 ln 2]

d)
1∫
0

dx
x2−5x+6

[2 ln 2 − ln 3]

e)
2∫
1

x4+1
x3+1

dx [3
2

+ 1
3
ln 3 − 2

3
ln 2]

f)

1
2∫
0

3x
√

1 − x2 dx [−3
8

√
3 + 1]

g)
3∫
2

dx
x(x2+1)2

[− 1
20

+ ln 3 − 3
2
ln 2]

11. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

a)

π
2∫

π
4

sin3 x cos x dx [ 3
16

]

b)
1∫
0

xe2x2
dx [1

4
e2 − 1

4
]

c)
4∫
1

x√
x+1

dx [4
3

√
5 + 2

3

√
2]

d)
π∫

π
4

x2 sin(x3) dx [−1
3
cos(π3) + 1

3
cos(π3

64
)]

12. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu

a)
1∫
0

x2+1√
x
dx [12

5
]

b)
2∫
1

3 dx√
2−x

[6]

c)
∞∫
1

dx
x2+1

[π
4
]

d)
∞∫
0

dx
x2+2

[1
4
π
√

2]
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e)
∞∫
1

dx
x(x+1)

[ln 2]

13. Vypoč́ıtejte hodnotu integrálu, pokud existuje

a)
∞∫
2

2 dx
(x−1)2

[2]

b)
∞∫
0

dx
x+2

[diverguje k +∞]

c)
∞∫
2

dx
x2 [1

2
]

d)
1∫
0

ln x dx [−1]

e)
∞∫
2

dx
x−1

[diverguje]

f)
1∫
0

dx
x2+x

dx [diverguje k +∞]

g)
2∫
1

x√
x−1

dx [8
3
]

14. Vypoč́ıtejte numericky integrály zadané v 10f) a v 11c) obdélńıkovou
a Simpsonovou formuĺı a porovnejte obdrženou hodnotu s přesným
výsledkem.
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Limita a spojitost funkcı́ vı́ce prom ěnných

Parci álnı́ derivace

Tot álnı́ diferenci ál a Taylorova v ěta

Extr émy funkcı́ vı́ce prom ěnných

Shrnutı́, úlohy

Funkce n–prom ěnných
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8. Funkce n–prom ěnných

Cı́l kapitoly

Seznámit se s pojmy vnitřńı bod, hromadný bod, hraničńı bod a izolo-
vaný bod množiny, zavést pojem oblasti a uzavřené oblasti.
Seznámit se s pojmem limity a spojitosti funkce v́ıce proměnných.
Seznámit se s pojmem parciálńıch derivaćı funkćı v́ıce promměných.

Časov á zátěž

20 hodin

Zavedeńı několika základńıch pojmů

Uvažujme prostor En. V postoru En lze zavést metriku ρ rozmanitým zp̊u-
sobem. Omeźıme se zde na dvě metriky, označme je ρ2, ρ3. Jestliže A =
[a1, . . . , an] ∈ En, B = [b1, . . . , bn] ∈ En, potom

ρ2(A,B) =
√

(b1 − a1)2 + · · · + (bn − an)2, (8.1)

ρ3(A,B) = max
i=1,...,n

|ai − bi|. (8.2)

Většinou budeme pracovat s metrikou definovanou vztahem (8.1) Tam, kde
neńı třeba dělat rozd́ılu mezi ρ2, ρ3 budeme vzdálenost označovat ρ.

Okoĺı bodu v En

Zaved’me si pojem okoĺı bodu A = [a1, . . . , an] ∈ En.

Okoĺı bodu Necht’ A ∈ En, δ > 0, ρ je metrika v En. Potom množinu

Uδ = {X ∈ En : ρ(A,X) < δ}

nazveme δ–okoĺım bodu A.

Na obrázku 8.1 je znázorněno δ–okoĺı bodu A ∈ E2 pomoćı metriky ρ2 a na
obr. 8.2 je znázorněno δ–okoĺı bodu A pomoćı metriky ρ3.

x1

x2

A[a1, a2]

δ

0

Obrázek 8.1: Okoĺı Uδ(A) = {X ∈ E2 : ρ2(A,X) < δ}.
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x1

x2

A[a1, a2]

0

a2 + δ

a2

a2 − δ

a1 − δ a1 a1 + δ

Obrázek 8.2: Okoĺı Uδ(A) = {X ∈ E2 : ρ3(A,X) < δ}.

Připomeňme, že jsme zavedli množinu R
∗ = R ∪ {−∞,∞}. Definovali jsme

okoĺı Uδ(a) pro a ∈ R vztahem Uδ(a) = {x ∈ R : |x − a| < δ}. Zde |x − a|
je vzdálenost bod̊u a, x, tedy ρ(a, x) = |x − a|. Tato metrika ρ je totožná
s metrikou ρ2, resp. ρ3 pro n = 1. Dále jsme definovali Uδ(∞) a Uδ(−∞)
takto. Necht’ δ ∈ R. Potom Uδ(∞) = (δ,∞) a Uδ(−∞) = (−∞, δ).

Vnitřńı bod, hromadný bod a hraničńı bod množiny M ⊆ En

vniťrńı bod

vněǰśı bod

Necht’ M ⊆ En. Bod A ∈ En nazveme vnitřńım bodem množiny M ,
jestliže existuje δ > 0 tak, že Uδ(A) ⊂M .
Bod B ∈ En nazveme vněǰśım bodem množiny M , jestliže existuje δ > 0
tak, že Uδ(B) ∩M = ∅, to jest, jestliže žádný bod tohoto okoĺı nepatř́ı
do množiny M . Viz obr. 8.3.

MA

B

H

x

y

Obrázek 8.3: Vnitřńı, vněǰśı a hraničńı bod množiny.
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8. Funkce n–prom ěnných

hromadný bod Necht’ M ⊆ En. Bod L ∈ En nazveme hromadným bodem množiny M ,
jestliže v každém jeho okoĺı lež́ı bod množiny M r̊uzný od L (viz obr.
8.4). Bod L může, ale nemuśı patřit do množiny M .

11
2

1
3

1
4

x1

x2

0

L

Obrázek 8.4: Hromadný bod množiny.

izolovaný bod Bod A ∈M ⊆ En nazýváme izolovaným, jestliže existuje takové okoĺı Uδ(A),
že Uδ(A) ∩M = {A}.

hraničńı bod

otev̌rená
množina

oblast

Necht’ M ⊆ En. Bod H se nazývá hraničńım bodem množiny M , jestliže
v každém jeho okoĺı lež́ı body, které patř́ı do množiny M a body které
nepatř́ı do M . Množinu všech hraničńıch bod̊u množiny M nazýváme
hranićı množiny M .
Množinu M ⊆ En nazýváme otevřenou, jestliže všechny jej́ı body
jsou jej́ımi vnitřńımi body. Obsahuje-li množina M ⊆ En všechny své
hraničńı body, nazývá se uzavřenou.
Množinu M nazveme oblast́ı, jestliže je otevřená a jestliže ke každým
dvěma bod̊um A,B ∈ M existuj́ı body P1, P2, . . . , Pm tak, že P1 = A,
Pm = B a každá z úseček PiPi+1 lež́ı v M . Př́ıkladem oblasti je množina
{X ∈ En : ̺(A,X) < ε}, kde A je daný bod a ε je dané kladné č́ıslo.

Poznámka 1. Každý hraničńı bod množiny M je jej́ım hromadným bodem.
Opak vždy neplat́ı. Na obr. 8.3 je bod A hromadným bodem množiny M ,
ale neńı jej́ım hraničńım bodem.

8.1 Limita a spojitost funkcı́ vı́ce prom ěnných

Před započet́ım studia této podkapitoly si zopakujte pojmy limita funkce
jedné proměnné v bodě, spojitost funkce jedné proměnné v bodě, věty o
limitách součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı a též větu o spojitosti
součtu, rozd́ılu, součinu a pod́ılu dvou funkćı jedné proměnné.

Připomeňme si pojem reálné funkce n–proměnných.

Necht’ n ∈ N, D ⊆ En. Potom zobrazeńı f množiny D do E1 nazýváme
reálnou funkćı n-proměnných. Označ́ıme-li X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ En, lze
tuto funkci zapsat jako

z = f(x1, x2, x3, x4), resp. z = f(X).

Nemůže-li doj́ıt k omylu, budeme často v daľśı části textu mı́sto termı́nu
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”
reálné funkce n-proměnných“ použ́ıvat jednoduše termı́n

”
funkce“.

Poznámka. Proměnné funkćı n-proměnných budeme většinou označovat
x1, x2, . . . , xn. Je-li těchto proměnných jen několik, někdy pro jejich označeńı
použijeme např. označeńı x, y, z, u, t nebo označeńı obvyklé př́ıslušné apli-
kaci.

Poznámka. Je-li f funkce n-proměnných zadaná předpisem bez uvedeńı
definičńıho oboru, rozumı́me jej́ım definičńım oborem množinu všech bod̊u
[x1, . . . , xn] ∈ En, pro něž má uvedený předpis význam.

Př́ıklad 8.1. Určete definičńı obor funkce

z =
√

4 − x2 − y2 + ln(1 − x− y). (8.3)

Řešeńı. Poněvadž definičńı obor funkce (8.3) neńı uveden, rozumı́ se j́ım
množina všech bod̊u [x, y], pro něž lze výraz na pravé straně (8.3) vypoč́ıtat.
Zřejmě jsou to ty body [x, y], pro něž plat́ı

4 − x2 − y2 ≥ 0 ∧ 1 − x− y > 0. (8.4)

Odtud dostáváme
x2 + y2 ≤ 4 ∧ x + y < 1. (8.5)

Rovnićı x2+y2 = 4 je definovaná kružnice k se středem v počátku o poloměru
2. Označme A1 ⊂ E2 množinu těch bod̊u [x, y], které lež́ı uvnitř kružnice k
a A2 ⊂ E2 množinu těch bod̊u, které lež́ı vně kružnice k. Poněvadž bod
[0, 0] ∈ A1 vyhovuje nerovnici

x2 + y2 < 4, (8.6)

všechny body z A1 vyhovuj́ıćı rovněž nerovnici (8.6) a všechny body [x, y] ∈
A2 vyhovuj́ı nerovnici

x2 + y2 > 4. (8.7)

Nerovnici
x2 + y2 ≤ 4

vyhovuj́ı tedy všechny body [x, y] ∈ E2, které lež́ı uvnitř a na kružnici k.

Rovnićı x + y = 1 je definovaná př́ımka, která prot́ıná osu x v bodě [1, 0]
a osu y v bodě [0, 1]. Tato př́ımka rozděluje rovinu (0xy) na dvě poloroviny
B1, B2. Označeńı volme tak, že počátek 0 = [0, 0] ∈ B1. Poněvadž bod [0, 0]
vyhovuje nerovnici

x+ y < 1, (8.8)

vyhovuj́ı nerovnici (8.8) všechny body [x, y] ∈ B1 a pro body [x, y] ∈ B2 plat́ı
x+ y > 1.

Je tedy definičńım oborem funkce (8.3) množina všech bod̊u [x, y] ∈ B1, které
lež́ı uvnitř a na obvodu kružnice k. Viz obr. 8.5.

Poznámka. Uvažujme funkci jedné proměnné

z = 3x1 + 1. (8.9)

265
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x

y

k

1 2

1

2

0[0, 0]

Obrázek 8.5: Definičńı obor funkce (8.3)

Tuto funkci lze přepsat na tvar, obsahuj́ıćı v́ıce proměnných, např. na funkci

z = 3x1 + 0x2 + 0x3 + 1. (8.10)

Potom (8.10) a tedy i (8.9) lze chápat jako funkci tř́ı proměnných x1, x2, x3.
Budeme ř́ıkat, že funkce (8.9) vznikla z (8.10) vypuštěńım nevýznamných
proměnných x2, x3, resp. že funkce (8.10) vznikla z (8.9) přidáńım nevý-
znamných proměnných x2, x3.

Definice 8.1.

Necht’

z = f(x1, . . . , xn), pro [x1, . . . , xn] ∈ D ⊆ En,

z = g(x1, . . . , xn, . . . , xm), pro [x1, . . . , xm] ∈ D̃ ⊆ Em, m > n,

a necht’

f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn, . . . , xm) pro [x1, . . . , xm] ∈ D̃.

Potom ř́ıkáme že funkce f vznikla vypuštěńım nevýznamných
proměnných funkce g, resp., že funkce g vznikla přidáńım nevýznamných
proměnných k proměnným funkce f .

Limita funkce

limita funkce Zaved’me si nyńı pojem limity reálné funkce n proměnných.

Definice 8.2. (Limita funkce)

Necht’ n ∈ N. Označme X = [x1, . . . , xn] ∈ En. Řekneme, že
funkce

z = f(x1, . . . , xn),
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má v bodě X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] ∈ En limitu A a ṕı̌seme

lim
X→X0

f(X) = A, A ∈ R
∗,

jestliže ke každému Uε(A) existuje takové č́ıslo
δ > 0, že

1. funkce f(X) je definovaná pro všechna X ∈ Uδ(X
0),

X 6= X0,
2. pro tato X plat́ı

f(X) ∈ Uε(A).

Z obr. 8.6 je patrný význam definice

lim
X→X0

f(X) = A, kde A ∈ E1.

X0

X

Uδ(X
0)

A + ε

A

f(X)

A − ε

f

E1

Uε(A)

Obrázek 8.6: lim
X→X0

f(X) = A, A ∈ R.

Poznámka. V bodě X0 funkce f může, ale nemuśı být definovaná. Je-li
v něm definovaná, nemuśı být f(X0) rovno A.

Z obr. 8.7 je patrný význam definice

lim
X→X0

f(X) = ∞

a z obr. 8.8 je patrný význam definice

lim
X→X0

f(X) = −∞.

Př́ıklad 8.2. Ukažme, že

lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2
= ∞.

Řešeńı. δ-okoĺı definujeme pomoćı Euklidovy vzdálenosti. Zvoĺıme ε > 0.
Položme δ = 1√

ε
. Potom pro [x, y] ∈ Uδ([0, 0]), [x, y] 6= [0, 0], je funkce z =
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X0

X

Uδ(X
0)

f(X)

ε

δ

f

E1

Uε(∞)

Obrázek 8.7: Nevlastńı limita lim
X→X0

f(X) = ∞

X0

X

f(X)

εf

E1

Uε(−∞)

Uδ(X
0)

Obrázek 8.8: Nevlastńı limita lim
X→X0

f(X) = −∞

1
x2+y2 definovaná a plat́ı pro ně

x2 + y2 < δ2,

to jest x2 + y2 < 1
ε
. Přechodem k reciprokým hodnotám dostáváme

1

x2 + y2
> ε.

Tedy 1
x2+y2 ∈ Uε(∞), takže

lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2
= ∞.

Př́ıklad 8.3. Necht’ f(x, y) =
√
x2 + y2. Definičńım oborem této funkce je

D = E2. Dokažme, že
lim

[x,y]→[3,4]

√
x2 + y2 = 5.

Řešeńı. Skutečně, zvolme ε > 0. Položme δ = ε. Necht’ [x, y] ∈ Uδ([3, 4]),
[x, y] 6= [3, 4]. Zaved’me pomocné proměnné h, k vztahy:

x = 3 + h, y = 4 + k.

Je tedy (x− 3)2 + (y − 4)2 = h2 + k2, ρ([3, 4], [x, y]) =
√
h2 + k2 < δ. Potom

x2 + y2 = 32 + 42 + 6h + 8k + h2 + k2 ≤ 25 + 2|3h+ 4k| + h2 + k2.
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Užit́ım Cauchyovy nerovnice dostaneme

|3h+ 4k| ≤
√

32 + 42
√
h2 + k2.

Je tedy

x2 + y2 ≤ 52 + 2
√

25
√
h2 + k2 + h2 + k2 ≤

(
5 +

√
h2 + k2

)2

.

Úpravou dostaneme √
x2 + y2 < 5 + δ = 5 + ε.

Odtud ∣∣∣
√
x2 + y2 − 5

∣∣∣ < ε.

Je tedy
lim

[x,y]→[3,4]

√
x2 + y2 = 5.

Zaved’me si nyńı pojem spojitosti funkce f(x) n–proměnných, n ∈ N, v bodě
X0.

spojitost funkce
v bodě

Definice 8.3. (Spojitost v bodě)

Řekneme, že funkce z = f(X) n–proměnných je spojitá
v bodě X0 = [x0

1, . . . , x
0
n], jestliže

je v bodě X0 definovaná,
má v bodě X0 limitu a plat́ı

lim
X→X0

f(X) = f(X0).

Př́ıklad 8.4. Funkce f(x, y) =
√
x2 + y2 je spojitá v bodě [3, 4]. Skutečně.

V př́ıkladě 8.3 jsme ukázali, že

lim
[x,y]→[3,4]

√
x2 + y2 = 5 = f(3, 4).

rozš́ı̌reńı pojmů
limita, spojitost

Limita a spojitost funkce vzhledem k množin ě

Uvědomme si, že úvahy o funkćıch n–proměnných, kde n ∈ N, zahrnuj́ı v sobě
i úvahy o funkćıch jedné proměnné (pro n = 1). Některé úvahy, které jsme
uvedli pro funkce jedné proměnné, zobecńıme pro funkce v́ıce proměnných.

Otevřený interval (a, b) lze chápat jako oblast v prostoru E1. Koncové body
intervalu jsou jeho hraničńımi body. Hledejme nyńı analogii limity zprava
(zleva) v levém (v pravém) koncovém bodě intervalu funkce definované na
uvažovaném intervalu.
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V prostoru En, n ∈ N, jsme nedefinovali limitu funkce v hraničńıch bodech
jej́ıho definičńıho oboru. Definici 8.2 limity ve vnitřńıch bodech definičńıho
oboru nemůžeme aplikovat např. na limitu funkce

z = f(x, y), kde f(x, y) =
1

xy
,

v bodech na ose x, resp na ose y. Definičńım oborem této funkce je totiž
množina všech bod̊u [x, y], kde x 6= 0 ∨ y 6= 0. Body [x0, 0] a body [0, y0]
jsou hraničńımi body definičńıho oboru funkce f(x, y) = 1

xy
. Funkce f(x, y)

neńı definovaná v žádném okoĺı těchto bod̊u. Zobecńıme tedy definici limity
funkce definované na množině D ⊆ En pro všechny hromadné body množiny
D.

Definice 8.4. (Limita funkce vzhledem k množině)

Necht’ n ∈ N a necht’ D ⊆ En je definičńı obor funkce

z = f(x1, . . . , xn).

Necht’ X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] je hromadným bodem množiny D.

Řekneme, že funkce f(X), X = [x1, . . . , xn], má v bodě X0

limitu vzhledem k D rovnu A ∈ R
∗, jestliže k libovolnému

okoĺı Uε(X
0) existuje č́ıslo δ > 0 tak, že pro všechny body

X ∈ (Uδ(X
0) − {X0}) ∩D je

f(X) ∈ Uε(A).

Ṕı̌seme pak
lim

X→
D

X0
f(X) = A. (8.11)

Význam této definice je objasněn na obr. 8.9 pro n = 2. Funkce z = f(X)
je definovaná na oblasti D. Jestliže X0 je vnitřńım bodem oblasti D, potom
zřejmě

lim
X→

D
X0
f(X) = lim

X→X0
f(X).

Jestliže H je hraničńım bodem oblasti D, potom limX→X0 f(X) neexistuje ve
smyslu definice 8.2, nebot’ v každém δ–okoĺı boduH lež́ı bodyX 6= H, v nichž
funkce f(X) neńı definovaná. Avšak lim

X→
D

H
f(X) může existovat, poněvadž

funkce f(X) je definovaná na množině

Uδ(H) ∩D − {H}

vyznačené šedě na obr. 8.9.
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Obrázek 8.9:

Poznámka 1. Dokažte si platnost tohoto tvrzeńı: Necht’ X0 je hromadným
bodem množiny D. Potom plat́ı

lim
X→

D
X0
f(X) = A ⇐⇒ Pro každou množinu M ⊆ D s hromadným bodem

X0 plat́ı lim
X→

M
X0
f(X) = A.

Vzhledem k této vlastnosti můžeme vyslovit definici limity funkce f(X)
vzhledem k množině, která je ekvivalentem definice 8.4.

Věta 8.1. (Ekvivalentńı vyjádřeńı limity funkce)

Necht’ n ∈ N a necht’ D ⊆ En je definičńı obor funkce

z = f(x1, . . . , xn).

Necht’ X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] je hromadným bodem množiny D.

Potom plat́ı
T1 ⇐⇒ T2,

kde T1, T2 maj́ı tento význam:
T1: lim

X→
D

X0
f(X) = A, A ∈ R

∗

T2: Jestliže {Xk}∞k=1, Xk 6= X0, je posloupnost bod̊u
z D, která konverguje k bodu X0, potom posloupnost
{f(Xk)}∞k=1 konverguje k A.

Důkaz:

α) Necht’ plat́ı T1. Dokažme, že pak plat́ı T2. Poněvadž lim
X→

D
X0
f(X) = A,

k libovolnému okoĺı Uε(A) existuje δ > 0 tak, že pro X ∈ Uδ(X
0) ∩D,

X 6= X0, je f(X) ∈ Uε(A). Jestliže {Xk}∞k=1, X
k 6= X0, je libovolná

posloupnost bod̊u z D, která konverguje k X0, potom k uvedenému
č́ıslu δ existuje k0 tak, že pro k > k0 je

ρ(Xk,X0) < δ.

Tedy body Xk pro k > k0 lež́ı v Uδ(X
0)∩D−{X0}. Plat́ı tedy pro ně

f(Xk) ∈ Uε(A), takže {f(Xk)}∞k=1 konverguje k A.
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β) Necht’ plat́ı T2. Dokažme, že pak plat́ı T1. Důkaz provedeme sporem.
Předpokládejme, že plat́ı T2 a neplat́ı T1, to jest, že funkce f(X) nemá
v bodě X0 limitu rovnu A. Pak existuje ε > 0 tak, že pro každé δ = 1

k

lze určit Xk ∈ D, Xk 6= X0, tak, že ρ(Xk,X0) < δ = 1
k
, avšak

f(Xk) 6∈ Uε(A). (8.12)

Takto konstruovaná posloupnost bod̊u {Xk}∞k=1 konverguje k bodu X0

a tedy podle T2 posloupnost {f(Xk}∞k=1 konverguje k A. To je však ve
sporu s (8.12).

Věta 8.2. (Limita součtu, součinu a pod́ılu funkćı)

Necht’ n ∈ N a necht’ D ⊆ En je definičńı obor funkćı f(X),
g(X). Necht’ X0 je hromadný bod D. Necht’ existuj́ı limity
vzhledem k D

lim
X→

D
X0
f(X) = A, lim

X→
D

X0
g(X) = B, A,B ∈ R

∗.

Potom plat́ı

lim
x→

D
X0

(c1f(X) + c2g(X)) = c1A+ c2B, c1, c2 ∈ R,

lim
X→

D
X0
f(X)g(X) = A ·B

a je-li B 6= 0, je též

lim
x→

D
X0

f(X)

g(X)
=
A

B
,

pokud má pravá strana v těchto vzorćıch význam.

Př́ıklad 8.5. Určete

lim
[x,y]→[0,0]

1

|xy| .

Zřejmě definičńım oborem funkce 1
|xy| je D = E2 − {[x, y] : xy = 0}. Zvolme

ε > 0. Položme δ = 1√
ε
. Potom

Uδ([0, 0]) = {[x, y] : −δ < x < δ ∧ −δ < y < δ}.
Pro [x, y] ∈ (Uδ([0, 0]) ∩ D) − {[0, 0]} plat́ı |x, y| = |x||y| < 1√

ε
1√
ε

= 1
ε
.

Tedy pro tyto body [x, y] plat́ı 1
|xy| > ε. Je tedy 1

|xy| ∈ Uε(∞) pro [x, y] ∈
(Uδ([0, 0]) ∩D) − {[0, 0]}, takže

lim
[x,y]→

D
[0,0]

1

|xy| = ∞.
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Př́ıklad 8.6. Ukažme, že funkce

z =
2xy

x2 + y2
, [x, y] 6= [0, 0],

nemá v bodě [0, 0] limitu.

Skutečně. Označme f(x, y) = 2xy
x2+y2 Definičńı obor D této funkce je E2 −

{[0, 0]}. Bod [0, 0] je hromadným bodem množiny D. Necht’ α 6= 0. Zvolme
posloupnost bod̊u Xk, k = 1, 2, . . . , kde Xk = [ 1

k
, α

k
]. Zřejmě lim

k→∞
Xk = [0, 0].

Dostáváme

f(Xk) =
2 1

k
· α

k(
1
k

)2
+
(

α
k

)2 =
2α

α2 + 1
.

Tedy lim
k→∞

f(Xk) = 2α
1+α2 . Tato limita záviśı na zvoleném č́ısle α, takže ne-

existuje lim
[x,y]→

D
[0,0]

2xy
x2+y2 .

Zaved’me si nyńı pojem spojitosti funkce z = f(X), X ∈ D ⊆ En, v bodě
X0 ∈ D vzhledem k množině D.

spojitost funkce
vzhledem
k množině

Definice 8.5. (Spojitost funkce v bodě vzhledem k množině)

Necht’ n ∈ N a necht’ D ⊆ En je definičńı obor funkce

z = f(x1, . . . , xn).

Necht’ X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] je hromadným bodem množiny D.

Řekneme, že funkce f(X), X = [x1, . . . , xn], je v bodě X0

spojitá vzhledem k množině D, jestliže
je v bodě X0 definovaná a jestliže
existuje lim

X→
D

X0
f(X) a plat́ı lim

X→
D

X0
f(X) = f(X0).

Z věty 8.1 a z definice 8.5 spojitosti funkce f(X) v hromadném bodě X0 de-
finičńıho oboru D funkce f(X) vyplývá následuj́ıćı věta 8.3, která umožňuje
definovat spojitost funkce v bodě jiným, ekvivalentńım zp̊usobem.

Věta 8.3.

Necht’ n ∈ N a necht’ D ⊆ Vn je definičńı obor funkce

z = f(x1, . . . , xn).
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Necht’ X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] je hromadným bodem množiny D.

Potom funkce z = f(X), X = [x1, . . . , xn] je spojitá v bodě
X0 vzhledem k D když a jenom když plat́ı: Jestliže {Xk}∞k=1

je posloupnost bod̊u z D konverguj́ıćı k bodu X0, potom
posloupnost {f(Xk)}∞k=1 konverguje k f(X0).

Necht’ n ∈ N a necht’ D1 ⊆ En. Necht’ funkce

z = f(x1, . . . , xn),

je definována na D1. Zaved’me nevýznamné proměnné xn+1, . . . , xm,
−∞ < xi <∞, i = n+ 1, . . . ,m. Označme

D = {[x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm] : [x1, . . . , xn] ∈ D1},

Položme
z = g(x1, . . . , xn, . . . , xm) = f(x1, . . . , xn)

pro všechny body X = [x1, . . . , xn, . . . , xm] ∈ D. Potom funkce g m-proměn-
ných je spojitá v bodě X0 = [x0

1, . . . , x
0
n, . . . , x

0
m] ∈ D když a jenom když je

funkce f n-proměnných spojitá v bodě [x0
1, . . . , x

0
n] ∈ D1.

Můžeme tedy funkci f(X), X = [x1, . . . , xn] ∈ D1 považovat za funkci
m-proměnných, kde m > n. Mı́sto označeńı g lze dále i po přidáńı nevý-
znamných proměnných označovat jako funkci f .

Elementárńı funkce jedné proměnné lze tedy chápat jako
funkce n-proměnných v odpov́ıdaj́ıćıch bodech.

Uved’me si nyńı souvislost mezi spojitost́ı funkćı f(X), g(X) n-proměnných
v daném bodě X0 a funkce, která z nich vznikne jejich součtem, součinem a
pod́ılem. Zopakujte si napřed větu 3.1.

spojitost součtu,
součinu a pod́ılu
dvou funkćı

Věta 8.4.

Necht’ n ∈ N a necht’ D ⊆ En je definičńı obor funkćı

z = f(x1, . . . , xn), z = g(x1, . . . , xn)

spojitých vzhledem k D v hromadném bodě X0 =
[x0

1, . . . , x
0
n] ∈ D. Potom i funkce c1f(X) + c2g(X) pro li-

bovolné c1, c2 ∈ R a f(X) · g(X) jsou spojité v bodě X0

vzhledem k D. Je-li nav́ıc g(X0) 6= 0, je i funkce f(X)
g(X) spo-

jitá v bodě X0 vzhledem k D.
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Důkaz: Důkaz přenecháme čtenáři.

Př́ıklad 8.7. Funkce

z =
ln x

x2 + y2

je spojitá vzhledem k D v každém bodě [x, y] ∈ D, kde

D = {[x, y] : 0 < x ∧ y ∈ (−∞,∞)}.

Skutečně. Funkci ln x lze považovat za funkci dvou proměnných x, y. Je defi-
novaná vD. Funkce x2+y2 je definovaná v každém bodě [x, y] ∈ E2. V každém
bodě [x, y], [x, y] 6= [0, 0], je x2 + y2 6= 0. Podle věty 8.4 je funkce z = lnx

x2+y2

spojitá v každém bodě [x, y] ∈ D, [x, y] 6= [0, 0], vzhledem k D.

spojitost složené
funkce

Složen á funkce a jejı́ spojitost

Dř́ıve, než přistouṕıme ke studiu této části textu, zopakujte si pojem složené
funkce jedné proměnné, větu o spojitosti a větu o derivováńı složené funkce
jedné proměnné.

složená funkceDefinice 8.6. (Složená funkce n-proměnných) Necht’

z = f(y1, . . . , ym)

je funkce definovaná na množině Ω ⊆ Em. Necht’ funkce

y1 = ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ym = ϕm(x1, . . . , xn)

jsou definované na množině D ⊆ En. Necht’ pro každý bodX = [x1, . . . , xn] ∈
D je [ϕ1(X), . . . , ϕm(X)] ∈ Ω. Potom funkce

F (X) = f(ϕ1(X), . . . , ϕm(X)), X ∈ D

se nazývá složenou funkćı. Funkce z = f(y1, . . . , ym) se nazývá jej́ı vněǰśı
složkou a funkce ϕ1(X), . . . , ϕm(X) se nazývaj́ı jej́ımi vnitřńımi složkami.

Uved’me si následuj́ıćı větu o spojitosti složených funkćı.

Věta 8.5. (Věta o spojitosti složené funkce)

Necht’ funkce

yi = ϕi(X), i = 1, 2, . . . ,m, X = [x1, . . . , xn] ∈ D ⊆ En,

jsou spojité v bodě X0 = [x0
1, . . . , x

0
n] ∈ D vzhledem D.

Označme

Y 0 = [y0
1, . . . , y

0
m], kde y0

i = ϕi(X
0), i = 1, 2, . . . ,m.
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Necht’ na Ω ⊆ En je dána funkce

z = f(Y ), Y ∈ Ω ⊆ Em.

Necht’ pro všechna X ∈ D je [ϕ1(X), . . . , ϕm(X)] ∈ Ω.
Jestliže funkce f(Y ) je spojitá v bodě Y 0 vzhledem k Ω,
je i složená funkce

F (X) = f(ϕ1(X), . . . , ϕm(X))

spojitá v bodě X0 vzhledem D.

Důkaz: Necht’ {Xk}∞k=1 je taková posloupnost bod̊u z D, že Xk ρ→ X0 ∈ D.
Poněvadž ϕi(X), i = 1, 2, . . . ,m, jsou spojité v bodě X0, dostáváme podle
věty 8.3, že

ϕi(X
k)

ρ→ y0
i = ϕi(X

0), i = 1, 2, . . . ,m. (8.13)

Podle předpoklad̊u věty lež́ı body

Y k = [ϕ1(X
k), . . . , ϕm(Xk)]

v Ω a z (8.13) vyplývá, že

Y k ρ→ Y 0.

Poněvadž f(Y ) je spojitá v bodě Y 0 vzhledem k Ω, plat́ı

f(Y k)
ρ→ f(Y 0),

to jest

F (Xk) = f(ϕ1(X
k), . . . , ϕm(Xk))

ρ→ f(ϕ1(X
0), . . . , ϕm(X0)) = F (X0).

Je tedy složená funkce F (X) spojitá v bodě X0 vzhledem k D.

Př́ıklad 8.8. Funkce z =
√
x2

1 + x2
2 je spojitá v bodě [0, 0].

Skutečně. Položme

y = ϕ(x1, x2), kde ϕ(x1, x2) = x2
1 + x2

2.

Funkce ϕ je definovaná na množině D = E2 a je spojitá v bodě [0, 0].
Označme y0 = ϕ(0, 0). Plat́ı ϕ(0, 0) = 0. Položme z = f(y), kde f(y) =

√
y.

Funkce f(y) je na intervalu Ω = 〈0,∞) spojitá vzhledem k Ω. Pro každý bod
[x1, x2] ∈ D je ϕ(x1, x2) ∈ Ω. Funkce f(y) je spojitá v bodě y0 vzhledem k Ω.
Podle věty 8.5 je tedy funkce z =

√
x2

1 + x2
2 spojitá v bodě [0, 0].
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8.2 Parci álnı́ derivace

parciálńı
derivace
funkce dvou
proměnných

Zavedeńı parciálńıch derivaćı 1. řádu funkce dvou proměnných

Uvažujme funkci
z = f(x, y), [x, y] ∈ Ω ⊆ E2. (8.14)

Dosad’me do (8.14) za y pevnou hodnotu y = y0. Předpokládejme, že dosta-
neme funkci jedné proměnné x, totiž funkci

g(x) = f(x, y0), x ∈ I ⊆ E1, (8.15)

kde I je takový interval, že [x, y0] ∈ Ω pro x ∈ I .

Jako př́ıklad uved’me funkci

z = x3y2, [x, y] ∈ E2. (8.16)

Zvolme y = 5 a dosad’me tuto hodnotu do (8.16). Dostáváme

z = x3 · 52, to jest z = 25x3, x ∈ (−∞,∞), (8.17)

to jest funkci jedné proměnné.

Uvažujme funkci g(x) určenou vztahem (8.15). Předpokládejme, že tato
funkce má v bodě x0 ∈ I derivaci g′(x0), potom

g′(x0) = lim
h→0

g(x0 + h) − g(x0)

h
, tj. g′(x0) = lim

h→0

f(x0 + h, y0) − f(x0, y0)

h
.

(8.18)
Tuto derivaci nazýváme parciálńı (částečnou) derivaćı funkce f(x, y) podle x
v bodě [x0, y0]. Jestliže bod x0 je levým (pravým) koncovým bodem intervalu
I , nahrad́ıme limitu v (8.18) limitou zprava (zleva) v bodě h = 0. Bod [x0, y0]
může být libovolný z Ω. Mı́sto x0, y0 pǐsme x, y. Parciálńı derivaci funkce
f(x, y) v bodě [x, y] budeme značit jako

∂f(x, y)

∂x
, nebo f ′

x(x, y) nebo fx(x, y).

Poněvadž v (8.14) jsme označili funkci f(x, y) jako z, můžeme též psát

∂z

∂x
, z′x, zx.

Chceme-li vyznačit, že se jedná o parciálńı derivaci v bodě [x0, y0], můžeme
použ́ıt např. tyto zápisy

∂f(x0, y0)

∂x
,

(
∂f

∂x

)

[x0,y0]

, f ′
x(x0, y0), fx(x0, y0), z′x(x0, y0), zx(x0, y0).

(8.19)
V označeńı parciálńı derivace je použit symbol ∂. Tento symbol ∂ neńı ṕısme-
nem žádné abecedy. Srovnejte si označeńı derivace (5.22) funkce jedné pro-
měnné s označeńım ∂f

∂x
pro parciálńı derivaci.
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Parciálńı derivaci funkce z = f(x, y) v bodě [x, y] podle proměnné x lze tedy
definovat jako

∂f(x, y)

∂x
= lim

h→0

f(x+ h, y) − f(x, y)

h
, (8.20)

pokud tato limita existuje.

Analogicky zavád́ıme parciálńı derivaci funkce z = f(x, y) podle y v bodě
[x0, y0]. Dosad’me do (8.14) za x pevnou hodnotu x = x0. Předpokládejme,
že dostaneme funkci jedné proměnné y, totiž funkci

h(y) = f(x0, y), y ∈ J, (8.21)

kde J je takový interval, že [x0, y] ∈ Ω, y ∈ J .

Uvažujme funkci h(y) určenou vztahem (8.21). Může se stát, že tato funkce
má v bodě y0 ∈ J derivaci, to jest, že existuje

lim
k→0

h(y0 + k) − h(y0)

k
, tj. lim

k→0

f(x0, y0 + k) − f(x0, y0)

k
. (8.22)

Tuto derivaci nazýváme parciálńı (částečnou) derivaćı funkce f(x, y) podle y
v bodě [x0, y0]. Jestliže bod y0 je levým (pravým) koncovým bodem intervalu
J , nahrad́ıme limitu v (8.22) limitou zprava (zleva) v bodě h = 0. Bod [x0, y0]
může být libovolný bod z Ω. Mı́sto x0, y0 pǐsme x, y. Parciálńı derivaci funkce
f(x, y) v bodě [x, y] podle y budeme značit jako

∂f(x, y)

∂y
, nebo f ′

y(x, y) nebo fy(x, y).

Zápisy
∂z

∂y
, z′y, zy

lze rovněž použ́ıt pro parciálńı derivaci funkce z = f(x, y) podle y. Je tedy

∂f(x, y)

∂y
= lim

k→0

f(x, y + k) − f(x, y)

k
,

pokud tato limita existuje.

Jestliže ∂f(x,y)
∂x

(∂f(x,y)
∂y

) existuje pro [x, y] ∈ Ω1 ⊆ Ω, je ke každému bodu

[x, y] ∈ Ω1 přǐrazeno č́ıslo ∂f(x,y)
∂x

(∂f(x,y)
∂y.

) Je tedy ∂f
∂x

(∂f
∂y

) funkce proměnných

x, y na Ω1. Symbolem ( ∂z
∂x

)[x0,y0] ((∂z
∂y

)[x0,y0]) budeme značit též ∂z(x0,y0)
∂x

(∂z(x0,y0)
∂y

).

Př́ıklad 8.9. Necht’

z = 2x3y4 − 3xy5 + 2x− 3y + 1. (8.23)

Abychom vypoč́ıtali ∂z
∂x

, považujeme v (8.23) y za konstantu a derivujeme
(8.23) podle x. Dostáváme

∂z

∂x
= 2 · 3x2y4 − 3y5 + 2, tj.

∂z

∂x
= 6x2y4 − 3y5 + 2. (8.24)
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Abychom vypoč́ıtali ∂z
∂y

, považujeme v (8.23) x za konstantu a derivujeme

(8.23) podle y. Dostáváme

∂z

∂y
= 8x3y3 − 15xy4 − 3. (8.25)

Funkce (8.24), (8.25) jsou definované v každém bodě [x, y] ∈ Ω. Např.

(
∂z

∂x

)

[2,3]

= [6x2y4 − 3y5 + 2][2,3] = 6 · 22 · 34 − 3 · 35 + 2,

to jest (
∂z

∂x

)

[2,3]

= 1944 − 729 + 2 = 1217.

Podobně např.

(
∂z

∂y

)

[0,2]

= [8x3y3 − 15xy4 − 3][0,2] = −3.

Pod́ıvejme se nyńı na geometrický význam parciálńıch derivaćı

(
∂z

∂x

)

[x0,y0]

,

(
∂z

∂y

)

[x0,y0]

.

Sledujme obr. 8.10.

x

y

z

T

[x0, y0]

0

x0

y0

z = f(x0, y)
2C

1C

z = f(x, y0)

z = f(x, y)
1t

2t

Obrázek 8.10: Geometrický význam parciálńıch derivaćı.

Označili jsme

g(x) = f(x, y0)

a položili jsme (∂f
∂x

)[x0,y0] = g′(x0). Rovnićı

z = g(x), tj. z = f(x, y0)
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8. Funkce n–prom ěnných

je definována křivka, označená na obrázku 8.10 jako 1C. Rovnićı

z = h(y), tj. z = f(x0, y)

je definována křivka, označená na obrázku 8.10 jako 2C. Je tedy

g′(x0) =

(
∂f

∂x

)

[x0,y0]

(
h′(y0) =

(
∂f

∂y

)

[x0,y0]

)

směrnice tečny 1t (2t) ke křivce 1C (2C) v jej́ım bodě T .

parciálńı derivace
funkce f(X)

Zavedeńı parciálńıch derivaćı funkćı n–proměnných

Uvažujme nyńı funkci n-proměnných

z = f(x1, x2, . . . , xn), n ∈ N, X = [x1, . . . , xn] ∈ Ω ⊆ En. (8.26)

Zvolme i ∈ {1, 2, . . . , n}. Dosad’me za každou proměnnou xj, j = 1,
2, . . . , n, j 6= i, v (8.26) pevnou hodnotu x0

j . Dostali jsme tak funkci
jedné proměnné xi, označme ji ig(xi). Dostáváme

ig(xi) = f(x0
1, . . . , x

0
i−1, xi, x

0
i+1, . . . , x

0
n). (8.27)

Jestli tato funkce má v č́ısle x0
i derivaci ig′(x0

i ), nazveme ji parciálńı deri-
vaćı funkce (8.26) podle xi v bodě X0 = [x0

1, . . . , x
0
i−1, x

0
i , x

0
i+1, . . . , x

0
n] ∈

Ω. Znač́ıme ji jedńım ze symbol̊u

∂f(X0)

∂xi
,

(
∂f

∂xi

)

X0

,
∂z(X0)

∂xi
,

(
∂z

∂xi

)

X0

,
∂

∂xi
f(X0), z

′
xi

(X0), zxi(X
0).

(8.28)

Bod X0 = [x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n] může být libovolný bod z Ω. Mı́sto parciálńıch

derivaćı v bodě X0 je můžeme uvažovat v bodě X = [x1, x2, . . . , xn].

Parciálńı derivace
∂z

∂xi
, i = 1, 2, . . . , n

nazýváme parciálńımi derivacemi prvńıho řádu.

Př́ıklad 8.10. Uvažujme funkci

z =
x1 sin x2

x3

x2
2 + x2

3 + 1
. (8.29)

Tato funkce je definovaná v každém bodě X = [x1, x2, x3] ∈ E3, X 6=
[x1, x2, 0]. Určeme ∂z

∂x2
. Derivujme (8.29) podle proměnné x2. Proměnné x1,

x3 uvažujeme jako konstanty. Dostáváme

∂z

∂x2

=
x1

1
x3

cos x2

x3
· (x2

2 + x2
3 + 1) − x1 sin x2

x3
· 2x2

(x2
2 + x2

3 + 1)2
.
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Úpravu přenechávám čtenáři.

parciálńı
derivace vyš̌śıch
řádů

Zavedenı́ parci álnı́ch derivacı́ vy ššı́ch řádů.

Předpokládejme, že funkce

z = f(x1, x2, . . . , xi, . . . , xn), X = [x1, . . . , xi, . . . , xn] ∈ Ω ⊆ En (8.30)

je definovaná na Ω ⊆ En a má parciálńı derivace

∂z

∂xi

, i = 1, 2, . . . , n (8.31)

v každém bodě X = [x1, x2, . . . , xn] ∈ Ω1 ⊆ Ω. Můžeme se na ně tedy
d́ıvat jako na funkce n-proměnných na Ω1. Jestliže parciálńı derivace ∂z

∂xi
má

parciálńı derivaci podle xj v bodě X0 = [x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n], označ́ıme ji ∂2z(X0)

∂xi∂xj
.

Uved’me si několik daľśıch už́ıvaných označeńı

[
∂2f(X)

∂xi∂xj

]

X0

,
∂2f(X0)

∂xi∂xj
, z′′xixj

(X0), zxixj(X0), f
′′
xixj

(X0), fxixj(X0). (8.32)

Nazýváme ji druhou parciálńı derivaćı funkce f podle xi, xj (v tomto pořad́ı)

v bodě X0. Jestliže i = j, ṕı̌seme většinou ∂2z
∂x2

i
mı́sto ∂2z

∂xi∂xi
, resp. z′′

x2
i

mı́sto

z′′xixi
. Jestliže i 6= j, nazýváme parciálńı derivaci ∂2z

∂xi∂xj
smı́̌senou.

Př́ıklad 8.11. Necht’

z = 3x2
1x

4
2x

3
3.

Vypoč́ıtejte všechny jej́ı parciálńı derivace 2. řádu. Napřed vypoč́ıtáme par-
ciálńı derivace 1. řádu. Dostáváme

∂z

∂x1
= 6x1x

4
2x

3
3,

∂z

∂x2
= 12x2

1x
3
2x

3
3,

∂z

∂x3
= 9x2

1x
4
2x

2
3.

Přikročme k výpočtu všech parciálńıch derivaćı 2. řádu. Dostáváme

∂2z

∂x2
1

= 6x4
2x

3
3,

∂2z

∂x1∂x2

= 24x1x
3
2x

3
3,

∂2z

∂x1∂x3

= 18x1x
4
2x

2
3,

∂2z

∂x2∂x1
= 24x1x

3
2x

3
3,

∂2z

∂x2
2

= 36x2
1x

2
2x

3
3,

∂2z

∂x2∂x3
= 36x2

1x
3
2x

2
3,

∂2z

∂x3∂x1
= 18x1x

4
2x

2
3,

∂2z

∂x3∂x2
= 36x2

1x
3
2x

2
3,

∂2z

∂x2
3

= 18x2
1x

4
2x3.

Poznámka. Všimněme si, že v tomto př́ıkladě je

∂2z

∂xi∂xj

=
∂2z

∂xj∂xi

, i, j = 1, 2, 3, i 6= j.

Jinými slovy, v tomto př́ıpadě nezálež́ı na pořad́ı deriviváńı.
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8. Funkce n–prom ěnných

Podobně se definuj́ı parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u. Je-li dána např. funkce

z = f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], X ∈ Ω ⊆ En, (8.33)

potom např. parciálńı derivace 3. řádu ∂3f
∂x2

2∂x1
obdrž́ıme takto. Vypoč́ıtáme

∂f
∂x2

. to znamená, že x1, x3 . . . , xn považujeme za pevné hodnoty a derivu-
jeme (8.33) podle x2. Předpokládáme, že tato derivace existuje na jisté pod-
mmnožině Ω1 ⊆ Ω. V daľśım kroku derivujeme funkci ∂f

∂x2
opět podle proměn-

né x2, tj. poč́ıtejme ∂
∂x2

( ∂f
∂x2

). To znamená, že x1, x3 . . . , xn ve funkci ∂f
∂x2

považujeme za pevné hodnoty a derivujeme ji podle x2. Předpokládáme, že
tato derivace existuje na jisté podmmnožině Ω2 ⊆ Ω. Dostaneme tak na Ω2

funkci ∂2f
∂x2

2
. V daľśım kroku derivujeme funkci ∂2f

∂x2
2
, definovanou na Ω2, podle

proměnné x1. To znamená, že x2, x3 . . . , xn považujeme za pevné hodnoty a
derivujeme funkci ∂2f

∂x2
2
, definovanou na Ω2, podle x1. Jestliže tato parciálńı

derivace existuje na Ω3 ⊆ Ω2, máme v každém bodě množiny Ω3 definovanou
parciálńı derivaci ∂3f

∂x2
2∂x1

.

Je otázkou, co lze ř́ıci o vzájemném vztahu mazi parciálńımi derivacemi
∂3f

∂x2
2∂x1

, ∂3f
∂x2∂x1∂x2

, ∂3f
∂x1∂x2

2
. Tyto parciálńı derivace se lǐśı pořad́ım proměnných,

podle nichž jsme prováděli derivováńı. Plat́ı tato věta.

sḿı̌sené parciálńı
derivace Věta 8.6.

Necht’ funkce n-proměnných

z = f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], X ∈ Ω

má v jistém okoĺı Uδ(X
0), X0 ∈ Ω, spojité všechny parci-

álńı derivace řádu k, potom nezálež́ı na pořad́ı proměnných,
podle nichž derivujeme.

Tedy např. má-li funkce f(x1, x2) v okoĺı bodu X0 = [x0
1, x

0
2] spojité všechny

parciálńı derivace 2. řádu, potom ∂2f
∂x1∂x2

= ∂2f
∂x2∂x1

.

Poznámka. Věta 8.6 je vyslovena za poněkud silněǰśıch předpoklad̊u, než je
nutno.

Př́ıklad 8.12. Necht’

z = x3y2t4.

Potom plat́ı

∂z

∂x
= 3x2y2t4,

∂2z

∂x∂y
= 6x2yt4,

∂3z

∂x∂y∂t
= 24x2yt3.

Podobně

∂z

∂t
= 4x3y2t3,

∂2z

∂t∂y
= 8x3yt3,

∂3z

∂t∂y∂x
= 24x2yt3.
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Vid́ıme, že ∂3z
∂x∂y∂t

= ∂3z
∂t∂y∂x

. K tomuto závěru bychom přǐsli př́ımo užit́ım věty

8.6, nebot’ všechny parciálńı derivace funkce z = x3y2t4 jsou spojité ve E3.

Parci álnı́ derivace složen é funkce

Před započet́ım studia této problematiky si zopakujte výpočet derivace slože-
né funkce jedné proměnné.

derivace složené
funkceVěta 8.7. (Derivace složené funkce)

Necht’ funkce ϕi(X), X = [x1, . . . , xn] ∈ En, i = 1, 2, . . . ,m,
maj́ı všechny parciálńı derivace v bodě X0 = [x0

1, . . . , x
0
n].

Necht’ funkce z = f(Y ), Y = [y1, . . . , ym], má spojité
všechny parciálńı derivace 1. řádu v bodě Y 0 = [y0

1, . . . , y
0
m],

kde y0
i = ϕi(X

0), i = 1, 2, . . . ,m. Potom složená funkce

z = F (X) = f([ϕ1(X), . . . , ϕm(X)])

má v bodě X0 všechny parciálńı derivace 1. řádu a plat́ı

∂F (X0)

∂xi

=
m∑

j=1

∂f(Y 0)

∂yi

∂ϕj(X0)

∂xi

, i = 1, 2, . . . , n.

Důkaz: Bez d̊ukazu.

Př́ıklad 8.13. Necht’

z =
√

1 + (x+ y)2, [x, y] ∈ E2. (8.34)

Vypoč́ıtejte ∂2z
∂x∂y

.

Řešeńı. Funkce (8.34) je složená funkce. Funkce z = f(u), kde f(u) =
√
u,

je jej́ı vněǰśı složkou a u = ϕ(x, y), kde ϕ(x, y) = 1 + (x+ y)2, je jej́ı vnitřńı
složkou. Podle věty 8.7 dostáváme

∂z

∂x
=

1

2

1√
1 + (x+ y)2

2(x + y).

Po úpravě dostáváme
∂z

∂x
=

x+ y√
1 + (x+ y)2

. (8.35)

Parciálńı derivaćı funkce ∂z
∂x

podle y dostáváme

∂2z

∂x∂y
=

1 ·
√

1 + (x+ y)2 − (x+ y)1
2

1√
1+(x+y)2

2(x+ y)

(√
1 + (x+ y)2

)2 .

283



8. Funkce n–prom ěnných

Úpravou dostaneme

∂2z

∂x∂y
=

1(
1 + (x+ y)2

)√
1 + (x+ y)2

.

Tečná rovina k plo še z = f(X)

Začneme se zavedeńım pojmu tečny ke křivce.

tečna ke ǩrivce Tečna ke křivce. Necht’

xi = ϕi(t), t ∈ I ⊆ E1, i = 1, 2, . . . , n, (8.36)

jsou spojité funkce na intervalu I . Rovnicemi (8.36) je vyjádřena křivka,
označme ji c, v tak zvaném parametrickém vyjádřeńı. Necht’ t0 ∈ I . Položme

x0
i = ϕi(t0), i = 1, 2, . . . , n.

Označme
T = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n].

Necht’ M je bod na křivce c odpov́ıdaj́ıćı parametru t0 + h ∈ I , kde h ∈ E1.
Tedy

M = [ϕ1(t0 + h), ϕ2(t0 + h), . . . , ϕn(t0 + h)].

Směrovým vektorem př́ımky určené body T,M je vektor

s = (s1(h), s2(h), . . . , sn(h)),

kde

si(h) =
ϕi(t0 + h) − ϕi(t0)

h
, i = 1, 2, . . . , n.

Jestliže existuj́ı
s0

i = lim
h→0

si(h), i = 1, 2, . . . , n,

to jest, jestliže funkce
ϕi(t), i = 1, 2, . . . , n,

maj́ı v bodě t0 derivace

s0
i = ϕ′

i(t0), i = 1, 2, . . . , n,

potom př́ımku

xi = x0
i + s0

i · t, i = 1, 2, . . . , n, t ∈ (−∞,∞)

nazýváme tečnou ke křivce c v bodě T . Na obr. 8.11 je znázorněno zavedeńı
tečny ke křivce pro n = 2.

Dospěli jsme k tomuto závěru.
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0
x1

x2

T [ϕ1(t0), ϕ2(t0)]

M [ϕ1(t0 + h), ϕ2(t0 + h)]

c

Obrázek 8.11: Zavedeńı tečny ke křivce.

Necht’

xi = ϕi(t), t ∈ I ⊆ E1, i = 1, 2, . . . , n,

jsou spojité funkce na intervalu I. Necht’ t0 ∈ I a necht’

funkce ϕi(t) maj́ı v bodě t0 derivace ϕ′
i(t0), i = 1, 2, . . . , n.

Potom př́ımka

xi = ϕi(t0) + λϕ′
i(t0), i = 1, 2, . . . , n, λ ∈ (−∞,∞)

je tečnou ke křivce

xi = ϕi(t), t ∈ I, i = 1, 2, . . . , n,

v bodě T [ϕ1(t0), . . . , ϕn(t0)].

Př́ıklad 8.14. Ke křivce

x1 = 2 cos t, x2 = 2 sin t, x3 = 3t, t ∈ (−∞,∞) (8.37)

napǐste rovnici tečny v jej́ım bodě T daném parametrem t = π
4
.

Řešeńı. Dosazeńım t = π
4

do (8.37) dostáváme bod

T = [
√

2,
√

2, 3
π

4
].

Poněvadž

(2 cos t)′ = −2 sin t, (2 sin t)′ = 2 cos t, (3t)′ = 3,

je směrový vektor s tečny v bodě T roven

s = (−
√

2,
√

2, 3).

Tedy tečna k zadané křivce v jěj́ım bodě T má parametrické vyjádřeńı

x1 =
√

2 −
√

2λ,

x2 =
√

2 +
√

2λ,

x3 = 3
π

4
+ 3λ,

kde λ ∈ (−∞,∞).
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8. Funkce n–prom ěnných

tečná rovina
k ploše

Tečná rovina k ploše. Necht’

z = F (X), X = [x1, . . . , xn] ∈ D ⊆ En

má v D spojité všechny parciálńı derivace 1. řádu. Necht’ T0 = [x0
1, . . . , x

0
n] ∈

D a T = [x0
1, . . . , x

0
n, z

0], kde z0 = F (x0
1, . . . , x

0
n) je bod na ploše z = F (X).

Necht’ funkce
xi = ϕ(t), t ∈ I, i = 1, 2, . . . , n,

maj́ı derivace 1. řádu v bodě t0 ∈ I a necht’

x0
i = ϕi(t0), i = 1, 2, . . . , n.

Označme c křivku v En+1 danou v parametrickém vyjádřeńı rovnicemi

x1 = ϕ1(t), . . . , xn = ϕn(t), z = F (ϕ1(t), . . . , ϕn(t)) (8.38)

lež́ıćı na ploše z = F (x1, . . . , xn). Směrový vektor tečny křivky c v jej́ım bodě
T je

s =

(
ϕ′

1(t0), . . . , ϕ
′
n(t0),

(
∂F

∂x1

)

T0

ϕ′
1(t0) + · · · +

(
∂F

∂xn

)

T0

ϕ′
n(t0)

)
.

Vektor s je kolmý na vektor

n =

((
∂F

∂x1

)

T0

, . . . ,

(
∂F

∂xn

)

T0

,−1

)
.

(Skalárńı součin těchto vektor̊u je roven nule.) Označme τ rovinu

τ ≡ z − F (T0) =

(
∂F

∂x1

)

T0

(x1 − x0
1) + · · · +

(
∂F

∂xn

)

T0

(xn − x0
n).

Tečna ke křivce (8.38) v bodě T lež́ı v rovině τ . Tato rovina záviśı pouze na
rovnici plochy z = F (X) a na bodě T . Nazýváme ji tečnou rovinou plochy
z = F (X) v bodě T .

Necht’ funkce z = F (x1, . . . , xn) má spojité všechny parciálńı
derivace 1. řádu v bodě T0 = [x0

1, . . . , x
0
n]. Označme z0 =

F (x0
1, . . . , x

0
n), T = [x0

1, . . . , x
0
n, z

0] bod na ploše z =
F (x1, . . . , xn). Potom rovina

z − z0 =

(
∂F

∂x1

)

T0

(x1 − x0
1) + · · · +

(
∂F

∂xn

)

T0

(xn − x0
n)

je tečnou rovinou k ploše z = F (x1, . . . , xn) v bodě T .
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Př́ıklad 8.15. Napǐste rovnici tečné roviny k ploše z =
√
x2 + y2 v bodě

T = [4, 3, ?] na dané ploše.

Řešeńı. Napřed urč́ıme z. Dostáváme

z0 =
√

42 + 32 = 5.

Urč́ıme parciálńı derivace 1. řádu funkce z =
√
x2 + y2 v bodě T0 = [4, 3].

Dostáváme

∂z

∂x
=

x√
x2 + y2

,
∂z

∂y
=

y√
x2 + y2

;

(
∂z

∂x

)

[4,3]

=
4

5
,

(
∂z

∂y

)

[4,3]

=
3

5
.

Tedy hledanou tečnou rovinou je rovina

τ ≡ z − 5 =
4

5
(x− 4) +

3

5
(y − 3).

8.3 Tot álnı́ diferenci ál a Taylorova v ěta

Totálńı diferenciál funkce dvou proměnných

Totálńı diferenciál se v literatuře zavád́ı obecněji, než jej zavedu v definici
8.7. Vede mne k tomu toto: Tento zp̊usob zavedeńı je jednodušš́ı a takto
zavedený totálńı diferenciál je zaveden pro dostatečně širokou tř́ıdu funkćı.
Před započet́ım studia této podkapitoly si přečtěte podkapitolu kapitoly 5,

”
Diferenciál a Taylorova věta“, o diferenciálu funkce jedné proměnné.

totálńı
diferenciálDefinice 8.7. (Totálńı diferenciál funkce z = f(x, y))

Necht’ z = f(x, y) je funkce definovaná v daném δ-okoĺı Uδ([a, b]) bodu
[a, b]. Necht’ funkce f(x, y) má v bodě [a, b] spojité parciálńı derivace
∂f
∂x

, ∂f
∂y

. Potom funkci df v proměnných h, k, danou vztahem

df(a, b, h, k) =

(
∂f

∂x

)

[a,b]

h+

(
∂f

∂y

)

[a,b]

k, (8.39)

nazýváme totálńım diferenciálem funkce f(x, y) v bodě [a, b].

Pro takto zavedený totálńı diferenciál plat́ı tato věta.

Věta 8.8. Necht’ funkce z = f(x, y) má v bodě [a, b] spojité parciálńı
derivace 1. řádu. Potom existuj́ı δ > 0 a funkce η(h, k) tak, že pro h, k, pro
něž [a+ h, b + k] ∈ 3Uδ([a, b])

1) plat́ı

f(a+ h, b + k) − f(a, b) =
(

∂f
∂x

)
[a,b]
h+

(
∂f
∂y

)
[a,b]
k + η(h, k), (8.40)

lim
[h,k]→[0,0]

η(h,k)
|h|+|k| = 0. (8.41)

1) 3Uδ([a, b]) je okoĺı bodu [a, b] určené metrikou ̺3.
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8. Funkce n–prom ěnných

Dř́ıve, než přikroč́ıme k d̊ukazu této věty, zamysleme se trochu nad jej́ım
obsahem. Předevš́ım

∆z(a, b, h, k) = f(a+ h, b+ k) − f(a, b) (8.42)

je př́ırustek funkce při přechodu z bodu [a, b] do bodu [a + h, b + k]. Vztah
(8.40) lze tedy zapsat takto

∆z(a, b, h, k) = df(a, b, h, k) + η(h, k). (8.43)

Jestliže nahrad́ıme ∆z diferenciálem df , dopust́ıme se chyby η(h, k).

S ohledem na (8.41) je tedy přibližně

∆z(a, b, h, k) ≈ df(a, b, h, k).

Tedy př́ırustek ∆z funkce z = f(x, y) při přechodu z bodu [a, b] do bodu
[a + h, b+ k] je přibližně roven diferenciálu

df =

(
∂f

∂x

)

[a,b]

h+

(
∂f

∂y

)

[a,b]

k.

Důkaz: Poněvadž dle předpokladu jsou funkce ∂z
∂x

, ∂z
∂y

spojité v bodě [a, b],

existuje δ > 0 tak, že pro [x, y] ∈ 3Uδ([a, b]) existuj́ı ∂z
∂x

, ∂z
∂y

. Necht’ h, k jsou

taková č́ısla, že [a+ h, b + k] ∈ 3Uδ([a, b]). Potom plat́ı

f(a+h, b+k)−f(a, b) = (f(a+h, b+k)−f(a, b+k))+(f(a, b+k)−f(a, b)).
(8.44)

Zaved’me pomocné funkce

g(x) = f(x, b+ k), h(y) = f(a, y), (8.45)

kde x ∈ (a− δ, a+ δ), y ∈ (b− δ, b+ δ). Funkce g(x) je spojitá na uzavřeném
intervalu o koncových bodech a, a+h a má v každém vnitřńım bodě derivaci.
Podle věty 5.5 o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu existuje c1 mezi body
a, a+ h tak, že plat́ı

g(a + h) − g(a) = g′(c1)h. (8.46)

S ohledem na (8.45)dostáváme

f(a+ h, b + k) − f(a, b+ k) =

(
∂f

∂x

)

[c1,b+k]

h. (8.47)

Podobně dostáváme, že existuje c2 mezi body b, b+ k tak, že

f(a, b+ k) − f(a, b) =

(
∂f

∂y

)

[a,c2]

k. (8.48)
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Vztah (8.44) lze s ohledem na (8.47), (8.48) zapsat takto

f(a+ h, b+ k) − f(a, b) =

(
∂f

∂x

)

[c1,b+k]

h+

(
∂f

∂y

)

[a,c2]

k. (8.49)

Poněvadž podle předpokladu jsou funkce ∂f
∂x

, ∂f
∂y

spojité v bodě [a, b], existuj́ı

takové funkce ν1(h, k), ν2(h, k), že

(
∂f

∂x

)

[c1,b+k]

=

(
∂f

∂x

)

[a,b]

+ ν1(h, k), (8.50)

(
∂f

∂y

)

[a,c2]

=

(
∂f

∂y

)

[a,b]

+ ν2(h, k), (8.51)

a
lim

[h,k]→[0,0]
ν1(h, k) = 0, lim

[h,k]→[0,0]
ν2(h, k) = 0. (8.52)

Z (8.49) s ohledem na (8.50), (8.51) dostáváme

f(a+ h, b+ k)− f(a, b) =

(
∂f

∂x

)

[a,b]

h+

(
∂f

∂y

)

[a,b]

k+ h · ν1(h, k) + k · ν2(h, k).

(8.53)
Označme

η(h, k) = hν1(h, k) + kν2(h, k). (8.54)

Poněvadž ∣∣∣∣
h

|h| + |k|

∣∣∣∣ ≤ 1,

∣∣∣∣
k

|h| + |k|

∣∣∣∣ ≤ 1,

dostáváme z (8.54) s ohledem na vztah (8.52)

lim
[h,k]→[0,0]

η(h, k) = 0.

Plat́ı tedy (8.40).

Poznámka. V diferenciálu (8.39) se často mı́sto h, k ṕı̌se dx, dy. Dife-
renciál df funkce f(x, y) v bodě [a, b] se pak zapisuje takto

df =

(
∂f

∂x

)

[a,b]

dx+

(
∂f

∂y

)

[a,b]

dy.

Př́ıklad 8.16. Napǐste diferenciál funkce z = x3y4 v bodě [2, 3].

Řešeńı. Funkce z = x3y4 má spojité parciálńı derivace v každém bodě [x, y],
tedy i v bodě [2, 3]. Podle (8.39) dostáváme

dz = (3x2y4)[2,3]dx + (4x3y3)[2,3]dy,

tj.
dz = 972 dx + 864 dy.
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8. Funkce n–prom ěnných

Analogicky lze zavést diferenciál funkce n-proměnných.

Definice 8.8.

Necht’ funkce z = f(X), X = [x1, . . . , xn], n ∈ N, má
v oblasti Ω spojité parciálńı derivace 1. řádu. Potom

df =

(
∂f

∂x1

)

X

dx1 + · · · +
(
∂f

∂xn

)

X

dxn (8.55)

nazýváme totálńım diferenciálem funkce z = f(X) v bodě
X = [x1, . . . , xn] ∈ Ω. Je tedy df v bodě X funkćı
proměnných dx1, . . . , dxn.

Věta 8.9. Necht’ funkce z = f(X), X = [x1, . . . , xn] má v bodě X0 =
[x0

1, . . . , x
0
n] spojité parciálńı derivace 1. řádu. Potom existuje δ > 0 a funkce

η(dx1, . . . , dxn) tak, že pro dx1, . . . , dxn, pro něž [x0
1 + dx1, . . . , x

0
n + dxn] ∈

Uδ(X
0) plat́ı

f(x0
1 + dx1, . . . , x

0
n + dxn) − f(x0

1, . . . , x
0
n) =

=

(
∂f

∂x1

)

X0

+ · · · +
(
∂f

∂xn

)

X0

+ η(dx1, . . . , dxn),

při čemž limita η(dx1,...,dxn)
|dx1|+···+|dxn| v bodě [0, . . . , 0] má hodnotu 0.

Důkaz: Důkaz je analogický jako d̊ukaz speciálńıho př́ıpadu n = 2 uvedeném
ve větě 8.8.

Z této věty vyplývá, že

f(x0
1+dx1, . . . , x

0
n+dxn)−f(x0

1, . . . , x
0
n) ≈

(
∂f

∂x1

)

X0

dx1+· · ·+
(
∂f

∂xn

)

X0

dxn.

Totálńı diferenciál vyjadřuje př́ırustek na tečné rovině, přejdeme-li z bodu
X0 = [x0

1, . . . , x
0
n] do bodu X = [x0

1 + dx1, . . . , x
0
n + dxn].

Taylorova věta

Taylorova věta Dř́ıve, než začnete studovat následuj́ıćı text, přečtěte si pojednáńı o Taylorově
větě pro funkci jedné proměnné v podkapitole

”
Diferenciál a Taylorova věta

kapitoly“ 5.

Začněme s funkćı dvou proměnných z = f(x, y) maj́ıćı v jistém okoĺı bodu
[a, b], označme je Uδ([a, b]), spojité všechny parciálńı derivace až do řádu k+1
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včetně, kde k ∈ N. Označme Tk(x, y) následuj́ıćı polynom v proměnných x, y

Tk(x, y) = f(a, b) +
1

1!

((
∂f

∂x

)

[a,b]

(x− a) +

(
∂f

∂y

)

[a,b]

(y − b)

)
+

+
1

2!

((
∂2f

∂x2

)

[a,b]

(x− a)2 + 2

(
∂2f

∂x∂y

)

[a,b]

(x− a)(y − b)+ (8.56)

+

(
∂2f

∂y2

)

[a,b]

(y − b)2

)
+ · · · + 1

k!

(
(x− a)

∂

∂x
+ (y − b)

∂

∂y

)k

f(a, b).

Zápisem
(
(x− a) ∂

∂x
+ (y − b) ∂

∂y

)j

f(a, b), 1 ≤ j ≤ k, rozumı́me symbo-

lické provedeńı povýšeńı dvojčlenu a vynásobeńı f(a, b). Např. pro j = 2
dostáváme postupně

(
(x − a)

∂

∂x
+ (y − b)

∂

∂y

)2

f(a, b) =

=

(
(x − a)2

∂2

∂x2
+ 2(x − a)(y − b)

∂2

∂x∂y
+ (y − b)2

∂2

∂y2

)
f(a, b) =

= (x − a)2
∂2f(a, b)

∂x2
+ 2(x − a)(y − b)

∂2f(a, b)

∂x∂y
+ (y − b)2

∂2f(a, b)

∂y2
=

=

(
∂2f

∂x2

)

[a,b]

(x − a)2 + 2

(
∂2f

∂x∂y

)

[a,b]

(x − a)(y − b) +

(
∂2f

∂y2

)

[a,b]

(y − b)2.

Pro j = 3 dostáváme postupně

(
(x − a)

∂

∂x
+ (y − b)

∂

∂y

)3

f(a, b) =

=

(
(x − a)3

∂3

∂x3
+ 3(x − a)2(y − b)

∂3

∂x2∂y
+

+3(x − a)(y − b)2
∂3

∂x∂y2
+ (y − b)3

∂3

∂y3

)
f(a, b) =

= (x − a)3
∂3f(a, b)

∂x3
+ 3(x − a)2(y − b)

∂3f(a, b)

∂x2∂y
+

+3(x − a)(y − b)2
∂3f(a, b)

∂x∂y3
+ (y − b)3

∂3f(a, b)

∂y3
=

=

(
∂3f

∂x3

)

[a,b]

(x − a)3 + 3

(
∂3f

∂x2∂y

)

[a,b]

(x − a)2(y − b) +

+3

(
∂3f

∂x∂y2

)

[a,b]

(x − a)(y − b)2 +

(
∂3f

∂y3

)

[a,b]

(y − b)3.

Pod́ıváme-li se bĺıže na polynom Tk(x, y), vid́ıme, že tento
polynom má v bodě [a, b] stejnou funkčńı hodnotu jako
funkce f(x, y) a všechny odpov́ıdaj́ıćı si parciálńı derivace
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8. Funkce n–prom ěnných

funkćı f(x, y), Tk(x, y) řád̊u ≤ k se v bodě [a, b] sobě rovnaj́ı.
Polynom Tk(x, y) nazýváme Taylorovým polynomem řádu k
(stupně ≤ k) př́ıslušným k funkci f(x, y) v bodě [a, b].

Lze očekávat, že pro body [x, y] bĺızké bodu [a, b] lze funkci f(x, y) aproxi-
movat Taylorovým polynomem Tk(x, y). Pro k = 1 jde vlastně o aproximaci
funkce f(x, y) pomoćı totálńıho diferenciálu.

Pojednejme o chybě této aproximace. Položme

f(x, y) = Tk(x, y) +Rk+1,

kde Rk+1 je chyba aproximace. Plat́ı tato věta:

Věta 8.10. Necht’ funkce f(x, y) má v jistém δ-okoĺı Uδ([a, b]) spojité
parciálńı derivace až do řádu k+ 1 včetně, kde k ∈ N. Potom pro každý bod
[x, y] ∈ Uδ([a, b]) plat́ı

f(x, y) = Tk(x, y) +Rk+1,

kde Tk(x, y) je Taylor̊uv polynom určený vztahem (8.56) a Rk+1 je chyba
aproximace, kterou lze vyjádřit např. vzorcem

Rk+1 =
1

(k + 1)!

(
(x− a)

∂

∂x
+ (y − b)

∂

∂y

)k+1

f(ξ, η),

kde [ξ, η] je bod na úsečce o koncových bodech [a, b], [x, y].

Přejděme nyńı k aproximaci funkce n-proměnných, n ∈ N, Taylorovým po-
lynomem.

Necht’ funkce z = f(X), X = [x1, x2, . . . , xn] je funkce maj́ıćı všechny par-
ciálńı derivace až do řádu k + 1, kde k ∈ N, spojité v jistém okoĺı Uδ(X

0),
X0 = [x0

1, . . . , x
0
n]. Označme Tk(X) polynom

Tk(X) = f(X0) +

k∑

j=1

1

j!

[
(x1 − x0

1)
∂

∂x1
+ · · · + (xn − x0

n)
∂

∂xn

]j

f(X0).

(8.57)
Polynom Tk(X) a funkce f(X) maj́ı v bodě X0 stejné funkčńı hodnoty a
všechny odpov́ıdaj́ıćı parciálńı derivace polynomu Tk(X) a funkce f(X) až
do řádu k včetně se v bodě X0 sobě rovnaj́ı. Lze tedy považovat funkci Tk(X)
za aproximaci funkce f(X) pro X ∈ Uδ(X

0). Pro tuto aproximaci plat́ı tato
věta.
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Věta 8.11. (Aproximace funkce f(X) Taylorovým polynomem)

Necht’ funkce f(X) má v jistém δ-okoĺı Uδ(X
0) bodu X0

spojité všechny parciálńı derivace až do řádu k + 1 včetně,
k ∈ N. Potom pro každý bod X ∈ Uδ(X

0) plat́ı

f(X) = Tk(X) +Rk+1,

kde Tk(X) je Taylor̊uv polynom daný vztahem (8.57) a Rk+1

je chyba, kterou lze vyjádřit např. vzorcem

1

(k + 1)!

(
(x1 − x0

1)
∂

∂x1
+ · · · + (xn − x0

n)
∂

∂xn

)k+1

f(ξ),

kde ξ lež́ı na úsečce o koncových bodech X0, X.

8.4 Extr émy funkcı́ vı́ce prom ěnných

lokálńı extrémyLokálńı extrémy

Lokálńı extrémy funkćı n-proměnných zavád́ıme analogicky jeko u funkćı
jedné proměnné.

Definice 8.9.

Necht’ f(X), X = [x1, x2, . . . , xn], je funkce n-proměnných
definovaná na oblasti Ω. Necht’ X0 = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n] ∈ Ω.

Necht’ existuje δ > 0 tak, že Uδ(X
0) ⊂ Ω a že pro všechna

X ∈ Uδ(X
0) plat́ı

f(X) ≤ f(X0) (f(X) ≥ f(X0)).

Potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě X0 lokálńı maxi-
mum (lokálńı minimum). Lokálńı maxima a lokálńı minima
nazýváme společným názvem lokálńı extrémy.

Necht’ existuje δ > 0 tak, že Uδ(X
0) ⊂ Ω a že pro všechna

X ∈ Uδ(X
0), X 6= X0 plat́ı

f(X) < f(X0) (f(X) > f(X0)).
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Potom ř́ıkáme, že funkce f má v bodě X0 vlastńı lokálńı ma-
ximum (vlastńı lokálńı minimum). Vlastńı lokálńı maxima a
vlastńı lokálńı minima nazýváme společným názvem vlastńı
lokálńı extrémy.

Z této definice je patrno, že jestliže funkce f(X) má v bodě X0 lokálńı
maximum (minimum), potom maj́ı i všechny funkce

Fi(t) = f(x0
1, . . . , x

0
i−1, t, x

0
i+1, . . . , x

0
n), i = 1, 2, . . . , n

v bodě xi, i = 1, 2, . . . , n, lokálńı maximum (minimum).

Má-li tedy funkce Fi(t), i = 1, 2, . . . , n, v bodě x0
i derivaci, je rovna 0. Podle

definice parciálńı derivace funkce f je však derivace funkce Fi(t) v bodě x0
i

rovna parciálńı derivaci funkce f(X) podle xi v bodě X0, takže

F ′
i (x

0
i ) =

∂f

∂xi
(X0) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Funkce f(X), X = [x1, . . . , xn], definovaná na oblasti Ω,
může nabývat lokálńı extrém pouze v těch bodech, v nichž
má všechny parciálńı derivace 1. řádu rovny 0, nebo v těch
bodech, v nichž nemá některou parciálńı derivaci. Bod X0 ∈
Ω, v němž má funkce f všechny parciálńı derivace 1. řádu
rovny nule, se nazývá stacionárńım bodem funkce f .

Př́ıklad 8.17. Určete stacionárńı body funkce

z = x3 + y3 − 3xy. (8.58)

Řešeńı. Vypoč́ıtejme parciálńı derivace 1. řádu. Dostáváme

∂z

∂x
= 3x2 − 3y,

∂z

∂y
= 3y2 − 3x.

Stacionárńı body jsou ty body [x, y], pro něž plat́ı

∂z

∂x
= 0,

∂z

∂y
= 0.

Z těchto podmı́nek dostáváme systém rovnic

3x2 − 3y = 0, (8.59)

3y2 − 3x = 0. (8.60)

Je to systém nelineárńıch rovnic o dvou neznámých. Z (8.59) vypoč́ıtáme y.
Dostáváme

y = x2. (8.61)
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Dosazeńım (8.61) do (8.60) dostáváme

x4 − x = 0.

Tuto rovnici lze přepsat na tvar

x(x− 1)(x2 + x + 1) = 0. (8.62)

Z (8.62) dostáváme x1 = 0, x2 = 1. Daľśı dva kořeny dostáváme řešeńım
rovnice x2 + x + 1 = 0. Tyto kořeny jsou komplexně sdružené. Poněvadž
uvažujeme jenom reálné body, nebudeme je uvažovat. Dosad́ıme-li x = 0 do
(8.61), dostáváme y = 0. Dosad́ıme-li x = 1 do (8.61), dostváme y = 1. Má
tedy funkce (8.58) dva stacionárńı body

A[0, 0], B[1, 1].

Funkce y = x3 + y3 − 3xy má parciálńı derivace ve všech bodech. Na základě
dosavadńıch úvah vyplývá, že vyšetřovaná funkce může mı́t lokálńı extrémy
pouze v bodech A, B.

Uvažujme nyńı opět funkci z = f(X), X = [x1, . . . , xn] n-proměnných, de-
finovanou na oblasti Ω. Budeme vyšetřovat, zda funkce f(X) má ve sta-
cionárńıch bodech extrém.

Začneme s př́ıpadem n = 2, tedy s funkcemi z = f(x, y) dvou proměnných na
oblasti Ω. Necht’ bod [a, b] ∈ Ω je stacionárńım bodem funkce f(x, y). Podle
Taylorovy věty pro k = 1 dostáváme

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +
1

1!

[(
∂f

∂x

)

[a,b]

h+

(
∂f

∂y

)

[a,b]

k

]
+R2, (8.63)

kde

R2 =
1

2!

[(
∂2f

∂x2

)

[ξ,η]

h2 + 2

(
∂2f

∂x∂y

)

[ξ,η]

hk +

(
∂2f

∂y2

)

[ξ,η]

k2

]
. (8.64)

Bod [ξ, η] je na úsečce o koncových bodech [a, b], [a + h, b+ k].

Poněvadž [a, b] je stacionárńım bodem funkce f , je (∂f
∂x

)[a,b] = 0, (∂f
∂y

)[a,b] = 0.

Proto (8.63) lze zapsat jako

f(a+ h, b + k) − f(a, b) = R2. (8.65)

Je-li tedy R2 > 0 (R2 < 0) pro všechna dostatečně malá h, k,má funkce f
v bodě [a, b] lokálńı minimum (maximum).

Rozborem R2 se dokáže tato věta.
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8. Funkce n–prom ěnných

Věta 8.12.

Necht’ funkce f(x, y) má v jistém okoĺı Uδ([a, b]) bodu [a, b]
spojité všechny parciálńı derivace 2. řádu. Necht’

(
∂f

∂x

)

[a,b]

= 0,

(
∂f

∂y

)

[a,b]

= 0.

Pro body [x, y] ∈ Uδ([a, b]) položme

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣∣

∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y2

∣∣∣∣∣∣
.

Je-li ∆(a, b) > 0, má funkce f(x, y) v bodě [a, b] lokálńı
extrém. Je-li ∆(a, b) < 0, nemá funkce f(x, y) v bodě [a, b]

lokálńı extrém. V př́ıpadě, že ∆(a, b) > 0 a (∂2f
∂x2 )[a,b] > 0

(< 0) má funkce f(x, y) v bodě [a, b] vlastńı lokálńı mini-
mum (maximum).

Př́ıklad 8.18. Zjistili jsme, že funkce z = x3 + y3 − 3xy má dva stacionárńı
body A[0, 0], B[1, 1]. Rozhodněte, zda tato funkce má v těchto bodech lokálńı
extrémy.

Řešeńı. Funkce z = x3 + y3 − 3xy má spojité parciálńı derivace 2. řádu ve
všech bodech. Výpočtem dostáváme

∂2z

∂x2
= 6x,

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
= −3,

∂2z

∂y2
= 6y.

Tedy

∆(x, y) =

∣∣∣∣∣
6x −3

−3 6y

∣∣∣∣∣ = 36xy − 9.

Poněvadž ∆(0, 0) = −9 < 0, nemá vyšetřovaná funkce ve stacionárlńım bodě
[0, 0] lokálńı extrém. Poněvadž ∆(1, 1) = 36 − 9 = 27 > 0, má vyšetřovaná
funkce ve stacionárńım bodě [1, 1] lokálńı extrém. Poněvadž

(
∂2z

∂x2

)

[1,1]

= (6x)[1,1] = 6 > 0,

má vyšetřovaná funkce v bodě [1, 1] lokálńı minimum.

Pro funkce n-proměnných plat́ı analogická věta.

296



Věta 8.13.

Necht’ funkce f(X), X = [x1, x2, . . . , xn] je definovaná na
oblasti Ω. Necht’ X0 = [x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n] je jej́ım stacionárńım

bodem, tj. necht’
(
∂f

∂x1

)

X0

= 0, . . . ,

(
∂f

∂xn

)

X0

= 0.

Necht’ v jistém okoĺı Uδ(X
0) má funkce f(X) spojité všechny

parciálńı derivace 2. řádu. Označme

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xk

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
. . . ∂2f

∂x2∂xk

...
... . . . ...

∂2f
∂xk∂x1

∂2f
∂xk∂x2

. . . ∂2f
∂x2

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, k = 1, 2, . . . , n.

Je-li

D1(X
0) > 0, D2(X

0) > 0, . . . , Dn(X
0) > 0

(D1(X
0) < 0, D2(X

0) > 0, . . . , (−1)nDn(X
0) > 0),

má funkce f v bodě X0 lokálńı minimum (maximum).

Př́ıklad 8.19. Určete lokálńı extrémy funkce

u = x2 + y2 + z2 + xy − xz.

Řešeńı. Položme parciálńı derivace

u′x = 2x+ y − z,

u′y = 2y + x,

u′z = 2z − x

rovny nule. Řešeńım vzniklého systému rovnic urč́ıme jediný stacionárńı bod
[0, 0, 0]. Pomoćı matice




u′′xx u′′xy u′′xz

u′′yx u′′yy u′′yz

u′′zx u′′zy u′′zz


 =




2 1 −1

1 2 0

−1 0 2



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urč́ıme

D1 = 2, D2 =

∣∣∣∣∣
2 1

1 2

∣∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣∣∣

2 1 −1

1 2 0

−1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
.

Protože D1 > 0, D2 > 0, D3 > 0, má vyšetřovaná funkce v bodě [0, 0, 0] ostré
lokálńı minimum.

Globálńı etxrémy

Necht’ funkce f(X) je definovaná na uzavřené oblasti Ω (tj. na sjednoceńı
oblasti s jej́ı hranićı).

Řekneme, že funkce f(X) n–proměnných má globálńı (absolutńı) maximum
v bodě X0 ∈ Ω, jestliže pro všechny body X ∈ Ω plat́ı f(X) ≤ f(X0).
Podobně řekneme, že funkce f(X) n–proměnných má globálńı (absolutńı)
minimum v bodě X0 ∈ Ω, jestliže pro všechny X ∈ Ω plat́ı f(X) ≥ f(X0).

Globálńı maxima a globálńı minima se nazývaj́ı společným názvem globálńı
extrémy.

Plat́ı tato věta.

Věta 8.14. Necht’ funkce n–proměných f(X) je spojitá na uzavřené oblasti
Ω. Potom má na Ω globálńı maximum a globálńı minimum. Je-li X0 bod,
v němž funkce f nabývá na Ω globálńı maximum (minimum), potom X0

je bud’ hraničńım bodem Ω, anebo funkce f má v něm lokálńı maximum
(minimum).

Jako př́ıklad nalezeńı globálńıho minima funkce f(X) n–proměnných uved’me
následuj́ıćı př́ıklad.

Řešenı́ syst ému line árnı́ch rovnic metodou nejmen šı́ch čtverců

zavedeńı
několika
poťrebných
pojmů

Dř́ıve, než přikroč́ıme k výkladu vlastńıho tématu, uved’me si několik pojmů.
V daľśım vektorem z Vn budeme rozumět sloupcový vektor.

Čtvrecovou matici B řádu n nazýváme symetrickou, jestliže bij = bji pro
i, j = 1, 2, . . . , n.

Symetrickou matici B řádu n nazveme pozitivně definitńı (semidefinitńı),
jestliže pro každý nenulový vektor x ∈ Vn je

xTBx > 0 (xTBx ≥ 0).

Symetrickou matici B řádu n nazveme negativně definitńı (semidefinitńı),
jestliže pro každý nenulový vektor x ∈ Vn je

xTBx < 0 (xTBx ≤ 0).

Věta 8.15. (Pomocná) Necht’ A je matice typu (m,n), kde m > n. Necht’

hodnost matice A je h(A) = n. Potom matice B = ATA je pozitivně
definitńı. Matice B je regulárńı.

298



Důkaz: Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že submatice Ã ma-
tice A vytvořená ze všech sloupc̊u matice A a z jej́ıch prvńıch n řádk̊u
je regulárńı. Necht’ x je nenulový vektor typu (n, 1). Dokažme, že potom
vektor y = Ax je nenulový. Skutečně, kdyby vektor y byl nulový, byl by
nulový i vektor ỹ vytvořený z prvńıch n složek vektoru y. Avšak systém
Ãx = 0 má jediné řešeńı a to vektor x = 0. Tedy, je-li x 6= 0, je Ax 6= 0.
Necht’ x 6= 0. Označme y = Ax. Potom yT y = (Ax)T (Ax) = xTAT Ax.
Poněvadž yTy = y2

1 +y2
2 +· · ·+y2

n > 0, je xTAT Ax > 0. Je tedy matice ATA

pozitivně definitńı. Matice AT A je symetrická, nebot’ (AT A)T = AAT .
Dokažme, že ATA je regulárńı. Kdyby nebyla regulárńı, existoval by ta-
kový nenulový vektor x ∈ Vn, že AT Ax = 0. Potom by xTATAx = 0. To
je spor, nebot’ ATA je pozitivně definitńı.

Začněme nyńı s výkladem nahoře uvedeného tématu. Vyjdeme z př́ıkladu.

motivačńı př́ıkladUvažujme systém lineárńıch rovnic Ax = b, kde

A =




1 1
2 1
3 1
4 1


 , b =




3
5,1
6,9
9,1


 , x =

(
x1

x2

)
.

Hodnost matice soustavy A je 2 a hodnost matice rozš́ı̌rené (A|b) je 3. Tedy
systém rovnic Ax = b nemá řešeńı. Označme r vektor určený vztahem

r = Ax − b,

to jest 


r1
r2
r3
r4


 =




1 1
2 1
3 1
4 1


 ·

(
x1

x2

)
−




3
5,1
6,9
9,1


 .

Zvolme tři vektory 1x, 2x, 0x takto:

1x =

(
1
1

)
, 2x =

(
2
1

)
, 0x =

(
2,01
1,00

)
.

Označ́ıme-li 1r = A1x, 2r = A2x, 0r = A0x, dostáváme

1r =




−1
−2,1
−2,9
−4,1


 , 2r =




0
−0,1

0,1
−0,1


 , 0r =




0,01
−0,08

0,13
−0,06


 .

Potom

||1r||2 = 12 + 2,12 + 2,92 + 4,12 = 30,63,

||2r||2 = 02 + 0,12 + 0,12 + 0,12 = 0,03,

||0r||2 = 0,012 + 0,082 + 0,132 + 0,062 = 0,027.
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8. Funkce n–prom ěnných

Protože ||0r||2 ≤ ||2r||2 ≤ ||1r||2, řekneme, že vektor 0x z vektor̊u 1x, 2x, 0x

”
nejlépe“ vyhovuje systému rovnic Ax = b.

Lze ukázat, že žádnému vektoru x neodpov́ıdá vektor r, pro nějž by ||r||2 ≤
||0r||2. Proto vektor 0x nazveme zobecněným řešeńım uvažovaného systému
rovnic Ax = b.

popis metody
nejmenš́ıch
čtvrec̊u

Nyńı přikročme k zavedeńı pojmu
”
zobecněné“ řešeńı systému lineárńıch rov-

nic

Ax = b. (8.66)

Necht’ A je matice typu (m,n), b je vektor typu (m, 1) a x je neznámý
vektor. Předpokládejme, že hodnost h(A) matice soustavy je n a hodnost
h(A|b) je > n. Potom systém rovnic nemá řešeńı v klasickém slova smyslu.
Pro některé aplikace se jev́ı účelným zobecnit pojem řešeńı systému (8.66).
Zaved’me vektor r vztahem

r = Ax − b. (8.67)

Nazveme jej vektorem rezidúı. Každé uspořádané n–tici reálných č́ısel x1,
. . . , xn přǐrad’me č́ıslo z vztahem

z = ||Ax − b||2, neboli z = ||r||2. (8.68)

Je tedy z = ||Ax − b||2 funkćı n–proměnných x1, . . . , xn. Bod [x0
1, . . . , x

0
n],

v němž funkce (8.68) nabývá svého minima, nazveme zobecněným řešeńım
systému (8.66), resp. řešeńım metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Poznámka. Pojem
”
metoda nejmenš́ıch čtverc̊u“ vyplývá z tvaru funkce

(8.68), tj.

z = r2
1 + r2

2 + · · · + r2
m

a hledáńım bodu [x1, . . . , xn], pro nejž je tento součet minimálńı.

Zabývejme se úlohou nalézt bod [x0
1, . . . , x

0
n], v němž funkce (8.68) nybývá

svého minima. Funkci (8.68) lze určit jako skalárńı součin

z = (Ax − b,Ax − b), to jest (Ax − b)T · (Ax − b). (8.69)

Výpočtem tohoto součinu dostáváme postupně

z = (xTAT − bT ) · (Ax − b) = xTATAx − xTAT b − bTAx + bTb.

Lehce nahlédneme, že xTAT b a bTAx jsou matice typu (1, 1), takže
xTAT b = bTAx Lze tedy (8.69) zapsat jako

z = xT ATAx − 2xTAT b + bTb. (8.70)

Označ́ıme-li D = ATA, c = ATb, lze funkci (8.70) přepsat na tvar

z = xT Dx − 2xT c + bT b. (8.71)
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Abychom nalezli bod, v němž tato funkce nabývá svého absolutńıho minima,
hledejme stacionárńı bod funkce (8.71) jako řešeńı systému rovnic

∂z

∂x1
= 0, . . . ,

∂z

∂xn
= 0. (8.72)

Vypoč́ıtejme tedy ∂z
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n derivaćı (8.71) podle xi.

∂z

∂xi
=
(
(di1x1 + di2x2 + · · · + diixi + · · · + dinxn) +

+(d1ix1 + d2ix2 + · · · + diixi + · · · + dnixn)
)
− 2ci

Poněvadž dij = dji i, j = 1, 2, . . . , n, dostáváme

∂z

∂xi
= 2(di1x1 + · · · + djixj + · · · + dinxn) − 2ci. (8.73)

Systém rovnic (8.72) lze zapsat jako

di1x1 + · · · + dinxn = ci, i = 1, 2, . . . , n. (8.74)

V maticové notaci lze tento systém zapsat jako

Dx = c, neboli ATAx = ATb. (8.75)

Poněvadž D = AT A je podle věty 8.15 regulárńı matićı, má systém rovnic
(8.75) právě jedno řešeńı x0, takže funkce (8.71) má právě jeden stacionárńı
bod X0 = [x0

1, . . . , x
0
n].

Dokažme nyńı, že funkce (8.71) má v tomto bodě lokálńı a tedy i absolutńı
minimum. Vypoč́ıtejme ∂2z

∂xi∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n. Derivováńım (8.73) podle xj

dostáváme
∂2z

∂xi∂xj
= 2dij , i, j = 1, 2, . . . , n. (8.76)

Zvolme libovolně n č́ısel h1, h2, . . . , hn, z nichž alespoň jedno je nenulové.
Dokážeme, že

z(x0
1 + h1, x

0
2 + h2, . . . , x

0
n + hn) > z(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n). (8.77)

Označme h = (h1, . . . , hn)T .

Užit́ım Taylorovy věty dostáváme

z(x0
1 + h1, x

0
2 + h2, . . . , x

0
n + hn) = z(x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) +

+

n∑

i=1

∂z(x0
1, . . . , x

0
n)

∂xi
hi +

1

2

(
∂

∂x1
h1 + · · · + ∂

∂xn
hn

)2

z(x0
1, . . . , x

0
n). (8.78)

Poněvadž
∂z(x0

1,...,x0
n)

∂xi
= 0, dostáváme z (8.78) s ohledem na (8.76)

z(x0
1 + h1, . . . , x

0
n + hn) = z(x0

1, . . . , x
0
n) + hT Dh.

Poněvadž D je pozitivně definitńı, dostáváme

z(x0
1 + h1, . . . , x

0
n + hn) − z(x0

1, . . . , x
0
n) = hTDh > 0.

Má tedy funkce (8.72) v bodě [x0
1, . . . , x

0
n] lokálńı minimum. Dospěli jsme

k tomuto závěru.
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Necht’ v systému rovnic

Ax = b

je A matice typu (m,n), kde m > n. Necht’ jej́ı hodnost je
n. Necht’ b ∈ Vm je nenulový vektor. Označme

r = Ax − b.

Vektor r nazýváme vektorem rezidúı. Existuje právě jeden
vektor x0, pro nějž je r2

1 + r2
2 + · · · + r2

n minimálńı. Tento
vektor x0 je řešeńım tzv. systému normálńıch rovnic

ATAx = ATb.

O vektoru x0 ř́ıkáme, že byl źıskán ze systému Ax = b

metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Př́ıklad 8.20. Řešte metodou nejmenš́ıch čtverc̊u systém

Ax = b

kde

A =




1 1 1
4 2 1
9 3 1
16 4 1
25 5 1
36 6 1
49 7 1
64 8 1
81 9 1
100 10 1
121 11 1
144 12 1




, b =




6,10
12,80
24,12
39,30
57,60
81,20
107,70
139,10
173,70
219,80
256,40
303,30




.

Řešeńı: Dostáváme

AT A =




60710 6084 650
6084 650 78
650 78 12


 ,

ATb =




1,2959538
0,1306446
0,0141512


 .
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Řešeńım systému
ATAx = AT b.

obrž́ıme hledané řešeńı daného systému metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

x0 =




2,01002
0,90596
0,01415


 .

Vypoč́ıtejte si vektor rezidúı

r = Ax0 − b.

Několik pozn ámek k hled ánı́ glob álnı́ch extr émů funkcı́ n-prom ěn-
ných na dan é množin ě M ⊆ En.

Hledáńı absolutńıch extrémů funkce na dané množině je velice d̊uležitou ma-
tematickou aplikaćı. Jde např. o minimalizaci rozvozu zbož́ı, o optimalizaci
výroby, atd. Řešeńı takových úloh bývá obt́ıžné. Prvńı problém je už ve vy-
tvořeńı matematického modelu. K řešeńı je nutno použ́ıvat výpočetńı tech-
niku.

Je vypracována efektivńı metoda na řešeńı velice často se vyskytuj́ıćıch úloh
následuj́ıćıho typu.

Obecná formulace úlohy lineárńıho programováńı

Necht’ n ∈ N. Nalezněte minumum funkce

z = c1x1 + c2x+ · · · + cnxn, (8.79)

kde c1, c2, . . . , cn jsou daná č́ısla, na množině M ⊆ En definované podmı́nkami

n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . , k, (8.80)

n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = k + 1, . . . ,m, (8.81)

kde aij, bi jsou daná č́ısla, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

xj ≥ 0 pro některá j ∈ {1, 2, . . . , n}. (8.82)

Funkce (8.79) se nazývá účelovou funkćı. Podmı́nky (8.80), (8.81), (8.82)
jsou takzvané omezuj́ıćı podmı́nky. Každý bod X = [x0

1, . . . , x
0
n], který těmto

podmı́nkám vyhovuje, se nazývá př́ıpustným řešeńım.

Jako př́ıklad úloh tohoto typu si uved’me tyto dvě úlohy.

Př́ıklad 8.21. 2) Formulujme úlohu, která konkretizuje tzv.
”
dopravńı

problém“: Ze tř́ı mlýn̊u jsou zásobovány moukou čtyři pekárny. Kapacity

2) převzato z [4]
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8. Funkce n–prom ěnných

mlýn̊u jsou 24, 18 a 8 t. Požadavky pekáren jsou 10, 14, 16 a 10 t. Vzdálenosti
od každého mlýna ke každé pekárně jsou dány v km v následuj́ıćı tabulce.

Pekárny
1 2 3 4

Mlýny 1 35 85 80 105
2 20 35 50 60
3 40 55 15 40

Je třeba stanovit dopravńı program takový, aby celkový objem dopravy byl
minimálńı. Jednotkou objemu dopravy budou tunokilometry.

Necht’ xij je dopravované množstv́ı v tunách z i–tého mlýna do j–té pekárny
(i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, 4). Protože součet kapacit je roven součtu požadavk̊u
(50 t), mohou být podmı́nky splněny pouze jako rovnice.

Matematický model, odpov́ıdaj́ıćı formulovanému problému, je pak následu-
j́ıćı.

Hledáme nezáporné hodnoty proměnných x11, x12, x13, x14, x21, x22, x23, x24,
x31, x32, x33, x34, vyhovuj́ıćı podmı́nkám.

x11 + x12 + x13 + x14 = 24
x21 +x22 +x23 +x24 = 18

x31 +x32 + x33 + x34 = 8
x11 + x21 +x31 = 10

x12 +x22 +x32 = 14
x13 +x23 + x33 = 16

x14 +x24 + x34 = 10

a minimalizuj́ıćı kriteriálńı funkci

z = 35x11 + 85x12 + 80x13 + 105x14 + 20x21 + 35x22 +

+50x23 + 60x24 + 40x31 + 55x32 + 15x33 + 40x34.

Prvńı tři rovnice omezuj́ıćıch podmı́nek vyjadřuj́ı kapacity mlýn̊u, posledńı
čtyři vyjadřuj́ı požadavky pekáren.

Koeficienty kriteriálńı funkce z čteme přitom z výše uvedené tabulky.

Př́ıklad 8.22. 3) Služby zř́ızenc̊u jsou na daném nádraž́ı osmihodinové s ná-
stupem o p̊ulnoci, ve čtyři hodiny, atd. vždy po čtyřech hodinách. K tomu,
aby byl udržen hladký provoz muśı být ve službě minimálně tento počet
zř́ızenc̊u (viz tabulka).

Hodiny Počet zř́ızenc̊u Hodiny Počet zř́ızenc̊u
0 – 4 3 12 – 16 8
4 – 8 8 16 – 20 14
8 – 12 10 20 – 24 5

Kolik zř́ızenc̊u má nastoupit do služby v každou nástupńı dobu, aby nutné
služby byly zajǐstěny s celkově minimálńım počtem osob?

3) převzato z [4]
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K vyřešeńı tohoto problému označme

x1 . . . počet zř́ızenc̊u, kteř́ı nastouṕı službu v 0 hodin
x2 . . . počet zř́ızenc̊u, kteř́ı nastouṕı službu ve 4 hodiny
x3 . . . počet zř́ızenc̊u, kteř́ı nastouṕı službu v 6 hodin
...
x6 . . . počet zř́ızenc̊u, kteř́ı nastouṕı službu ve 20 hodin

Např́ıklad v hodinách 0 až 4 budou sloužit zř́ızenci, kteř́ı nastoupili ve 20
hodin, a zř́ızenci, kteř́ı nastoupili o p̊ulnoci.

Hledáme tedy nezáporné celoč́ıselné hodnoty proměnných xi (i = 1, 2, . . . , 6),
vyhovuj́ıćı podmı́nkám

x1 + x6 ≥ 3
x1 + x2 ≥ 8

x2 + x3 ≥ 10
x3 + x4 ≥ 8

x4 + x5 ≥ 14
x5 + x6 ≥ 5

a minimalizuj́ıćı funkci

z = x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6.

Poznámka. Věta 8.13 se zdá být jednoduchá. Je srozumitelná, avšak při
řešeńı konkrétńıch úloh můžeme narazit na řadu obt́ıž́ı. Hledáme-li extrémy
funkce z = f(X) na množině M ⊆ En, hledáme podle věty 8.13 napřed
stacionárńı body. Určeńı stacionárńıch bod̊u vede na řešeńı systému n rov-
nic. To může být v konkrétńıch př́ıpadech velice složitá záležitost. Namnoze
je zapotřeb́ı použ́ıt numerických metod. Nav́ıc absolutńı extrém je často
v hraničńım bodě množiny M , na ńıž absolutńı extrém hledáme.

Je řada metod, jak takovéto úlohy řešit užit́ım výpočetńı techniky. Před-
pokládejme, že hledáme globálńı minimum funkce f(X) na množině M .
Zvoĺıme výchoźı bod X0 v M a v něm urč́ıme funkčńı hodnotu, označme
ji z0. Nějakým algoritmem (je známa řada algoritmů) se přejde k daľśımu
bodu X1, v němž funkce nabývá menš́ı hodnoty než z0. T́ımto zp̊usobem
postupujeme, dokud uvedeným algoritmem jsme schopni nalézt bod, v němž
je hodnota funkce menš́ı než v minulém kroku.

Při složitěǰśı úloze však nemáme jistotu, že jsme skutečně dosáhli absolutńıho
minima. Někdy se však muśıme spokojit, nalezneme-li bod, v němž je hodnota
funkce

”
dostatečně malá“.
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8.5 Shrnutı́, úlohy

Shrnutı́ kapitoly

V kapitole se pojednává o reálných funkćıch n–proměnných. Uvád́ı se po-
jem limity funkce n–proměnných ve vnitřńıch bodech množiny i v jej́ıch
hraničńıch bodech. Zavád́ı se pojem parciálńıch derivaćı. Dále se zavád́ı po-
jem totálńıho diferenciálu funkce n–proměnných a Taylorova věta. Důraz je
položen na hledáńı lokálńıch a absolutńıch extrémů na dané množině.

Úlohy

1. Vysvětlete pojem limity funkce n–proměnných (stač́ı vlastńımi slovy).

2. Pojednejte o spojitosti funkce n–proměnných v daném bodě.

3. Osvětlete pojem parciálńıch derivaćı funkćı n–proměnných, včetně je-
jich geometrického významu.

4. Jak nalezneme tečnu ke křivce v daném bodě?

5. Jak se urč́ı tečná rovina k dané ploše z = f(X) v jej́ım bodě?

6. Co je to lokálńı diferenciál funkce n–proměnných?

7. Vyslovte Taylorovu větu.

8. Pojednejte o hledáńı extrémů funkćı n–proměnných.

9. Pojednejte o metodě řešeńı systému m lineárńıch rovnic o n neznámých
metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

10. Určete definičńı obor funkce

z =
x+ y√

−x2 + x− 1
.

[Df = ∅]
11. Určete definičńı obor funkćı

a) z = x+y
x2+y2 [E2 − {[0, 0]}]

b) z = 1√
(x−1)2+y2−4

[Vněǰsek kruhu se středem S = [1, 0] o poloměru 2.]
c) z = ln(2x + y − 1)

[Množina bod̊u [x, y], pro něž je 2x + y − 1 > 0.

1
2

1

y

x0

]

d) z = 2x−y
(x+y)(x2−4y2)

[{[x, y] : x 6= −y, x 6= ±2y}]

12. Vypoč́ıtejte

a) lim
[x,y]→[1,1]

1
(x−1)2+(y−1)2

[∞]
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b) lim
[x,y]→[2,3]

3x+y
x2+y2 [ 9

13
]

13. Vypoč́ıtejte parciálńı derivace 1. a 2. řádu (ve výsledćıch jsou uvedeny
v pořad́ı z′x, z

′
y, z

′′
xx, z

′′
xy, z

′′
yy)

a) z = x
y

[ 1
y
, − x

y2 , 0, − 1
y2 ,

2x
y3 ]

b) z = 3x5 − 7x2y2 + 3xy2 − 2y2 + x [15x4 − 14xy2 + 3y2 + 1,
−14x2y + 6xy − 4y, 60x3 − 14y2, −28xy + 6y, −14x2 + 6x− 4]

c) z = x√
x2+y2

[ y2

(x2+y2)3/2 ,
−xy

(x2+y2)3/2 ,
−3xy2

(x2+y2)5/2 ,
y·(2x2−y2)

(x2+y2)5/2 ,
−x·(x2−2y2)

(x2+y2)5/2 ,]

d) z = ln(x+ y2) [ 1
x+y2 ,

2y
x+y2 ,

−1
(x+y2)2

, −2y
(x+y2)2

, 2(x−y2)
(x+y2)2

]

14. Vypoč́ıtejte (bez použit́ı kalkulačky) přibližně hodnotu e0,1 · sin 0,2 uži-
t́ım totálńıho diferenciálu. [0,2]

15. Nalezněte lokálńı extrémy funkćı
a) z = x2 + (y − 1)2 [v bodě [0, 1], minimum]
b) z = x2 + xy + y2 − 4 ln x− 10 ln y [v bodě [1, 2], minimum]
c) u = x2 + y2 + z2 + 2x+ 4y − 6z [v bodě [−1,−2, 3], minimum]

16. Napǐste tečnou rovinu k ploše z = arctg y
x

v jej́ım bodě T [1, 1, ?].

17. Napǐste totálńı diferenciál funkce u = x2 +y2 +z2 +2x+4z−6z v bodě
[1, 2, 3].
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Rejst řı́k

,D,

derivace
definice, 97
parciálnı́, 277
řád, 100

diferenciál, 165
totálnı́, 287, 290

,E,

Eulerovo čı́slo, 33
extrémy, 293

,F,

funkce
arccos x, 124
arccotg x, 125
arcsin x, 123
arctg x, 124
cos x, 119
cotg x, 119
loga x, 116
sin x, 119
tg x, 119
ax, 116
ex

derivace, 113
xs, 118
cyklometrické, 123
extrém

absolutnı́, 131
lokálnı́, 130, 138, 139, 141

inflexnı́ bod, 144
inverznı́, 106

derivace, 108
spojitost, 108

monotónnost, 136
racionálnı́ lomená, 196
složená, 275
spojitost, 275

funkce vı́ce proměnných
limita, 266
limita vzhledem k množině, 269
spojitost vzhledem k množině, 269

,I,
integrál nevlastnı́, 247
integrace

racionálnı́ funkce, 190
křivka v En, 63
kořen

vı́cenásobný, 193

,N,

neurčitý integrál
metoda per partes, 181
metoda substitučnı́, 183, 187
zavedenı́ pojmu, 177

Newtonův integrál, 241

,P,

parciálnı́ derivace, 277
polynom

kořen, 191
kořenový činitel, 191
rozklad, 195
Taylorův, 292

posloupnost

aritmetická, 17
definice, 16
divergentnı́, 22

rozdělenı́, 24
funkcı́

konvergence, 36
geometrická, 20
konvergentnı́, 22
limita, 22

čı́selná, 24
primitivnı́ funkce

zavedenı́ pojmu, 175
přı́mkav En, 62

,R,

Riemanův integrál, 222
existence, 233, 234
vlastnosti, 228

Riemanův integrálnı́ součet, 226

,Ř,

řada
čı́selná, pojem, 38
alternuj́ıcı́

konvergence, 50
divergence, 38, 43
funkcı́, 50
harmonická, 40
konvergence, 38, 43

absolutnı́, 49
kritérium, 45–47, 49

,T,

Taylorův polynom, 292, 293
tečná rovina, 284

,U,

určitý integrál
metoda per partes, 243
metoda substitučnı́, 245, 246
numerický výpočet, 252
zavedenı́, 221

,V,

věta
fundamentálnı́, 193
o střednı́ hodnotě, 135
Taylorova, 167
Weierstrassova, 132
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[4] Jindřich Klapka, Jiř́ı Dvořák, Pavel Popela: Metody operačńıho
výzkumu. VUT v Brně, 1996


