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Uvod

Znalosti diferencialniho a integralniho poctu jsou predpokladem pii feseni fady ekonomickych
problému. Vyklad je zamétfen na vyklad matematického aparatu potifebného pri feseni konkrétnich
problému. I tak je rozsah pomérné znacny. Reseni praktickych t1loh je nutno vétsinou provadét

chanické pocitani.

Tento ucebni text vychézi z pilotni verze studijniho textu Matematika B. Nékteré pasaze z pilotni
verze byly prepracované. Doufam, ze to prispélo ke zvyseni srozumitelnosti vykladu. Presto se
muze stat, ze pri studiu narazite na preklep. Predem se za kazdy piipadny ptreklep omlouvam.
Prosim, abyste mne informovali o Vasich potizich pfi studiu tohoto textu. (Tel. 601 305677).

R&ad bych podékoval panu Be. Davidu Holcovi, ktery text nejen peclivé vysazel, ale i vytvoril
vsechny obrazky uvedené v textu. Jimi pfispél nemalou mirou k jeho ¢itelnosti. Zaroven mu dékuji
za tvurci pristup pri prepisovani textu.

Autor
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1. Posloupnostia fady
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priklady
posloupnosti

Cil kapitoly

B Seznamit se s pojmem posloupnosti, zejména posloupnosti realnych
¢isel.

B Seznamit se s aritmetickymi a geometrickymi posloupnostmi. Pro tyto
posloupnosti zvladnout vypocet n—tého ¢lenu uzitim prvniho ¢lenu a
diference u aritmetické posloupnosti a prvniho ¢lenu a kvocientu u
geometrické posloupnosti. Osvojit si vypocet prvnich n ¢lenu téchto
posloupnosti.

B Seznamit se s pojmem limity posloupnosti realnych cisel a s pojmem
divergence posloupnosti realnych ¢isel.

® Naucit se urcovat limitu posloupnosti vytvorené z jinych posloupnosti,
jejichz limity jsou znamé.

B Seznamit se se zavedenim Eulerova cisla e.

B Seznamit se s pojmem nekonecné ciselné fady a se zpusobem zavedeni
jejiho souctu. Sezndmeni se s pojmem divergence ciselné rady.

B Zavedeni pojmu absolutni konvergence tad.

B Seznamit se s metodami na urcovani konvergence resp. divergence ne-
konecné ciselné tady.

B Seznamit se se zakladnimi pojmy posloupnosti funkei a fad funkei.

Casov a zatéz
Ptredpoklddand narocnost je 10 hodin.

Uvod. V této kapitole pojedname o posloupnostech a rfadach. S témito po-
jmy jste se jiz setkali. Hlavni pozornost vénujte aritmetickym a geomet-
rickym tadam. Maji uplatnéni napt. ve finanéni matematice. V aplikacich
se setkdvdme i s posloupnostmi a fadami funkef. Ciselnd fada predstavuje
¢islo, ovSem jen v piipadé, ze je konvergentni. Proto je v této kapitole vé-
novana pozornost i metoddm na zjistovani konvergence fady. Kriteria pro
zjistovani konvergence fad neni nutno znat zpaméti, ale je nutno se v nich
dobie orientovat a spravné je aplikovat v konkrétnich ptipadech.

Posloupnosti a fady se ¢asto pouzivaji v numerickych metoddach matematiky:.

1.1 Zavedeni pojmu posloupnosti

Zacnéme s nékolika ptiklady.

Priklad 1.1. Predpokladejme, Ze na zacatku roku je zalozen tcet se vstup-
nim vkladem Z. Urok ve vysi p% se k vkladu pripisuje vzdy na konci roku a
takto vznikla ¢astka se dale tiroci. Urcete ¢astku S, na niz se vstupni kapital
Z zuroci za n let.

Reseni. Urok se pocitda podle vzorce

u=K-i-t, (1.1)



kde i = 3§, t je doba v rocich, K kapitdl, z néhoz se pocita irok. Za prvnf

rok se vlozeny kapital Z zvysi o urok Zi, tedy na castku

Sy =272+ Zi. (1.2)
Je tedy na zacatku druhého roku na tucté kapital

Sy =Z(1+1). (1.3)
Tento kapital vzroste za druhy rok o turok Sii, tedy na ¢astku

Sy = 51 + Shi. (1.4)
Je tedy po druhém roce na ucté podle (1.3), (1.4) kapital

Sy = Z(1+1)%
Timto zpusobem postupujeme déle. Po n-tém roce je na ucté kapitdl

Sp=Z(1+4)".
Je-li napt. p = 2%, Z = 1000 K¢, je za 10 let na ucte kapitdl

S1o = 1000 - (1 +0,02)'°,

to jest
S1o = 1219 Ke.

Ke kazdému prirozenému ¢islu n jsme tedy pritadili ¢islo S,,. Budeme tikat,
ze Cisla

S1,52,53, ..., ...

tvorii (nekonecénou) posloupnost.

Priklad 1.2. Uvazujme interval {(a,b). Necht n € N a necht xq,z1,...,z,
jsou cisla, pro néz plati

a=29 <X <+ < Tp_1 < Ty =Db. (1.5)
Potom k ¢islu n je pritazeno n intervalu
<I0a I1>a <I1a I2>a R <In—1a In>

Toto rozdéleni oznacéme D,,.

Budeme fikat, Ze
D1, Do, D3, . .. (1.6)

tvori posloupnost déleni intervalu (a, b).
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1. Posloupnostia fady

Piikrocme nyni k definovani posloupnosti.

\w Definice 1.1. (Posloupnost) _
Necht M je mnozina né&jakych objekti. Kazdé zobrazeni defi-

nované na mnoziné prirozenych ¢isel se zavislym oborem M
nazveme (nekonecnou) posloupnosti v M. Kazdé zobrazeni

definované na mnoziné {1, 2, ..., n} nazyvame kone¢nou po-
sloupnosti.

Jestlize M je mnozina realnych (komplexnich) ¢isel, budeme
mluvit o posloupnosti realnych (komplexnich) ¢isel.

Necht a(n) je funkce definovand na mnoziné piirozenych ¢isel. Jak bylo uve-
deno, tvori ¢isla

a(1),a(2), ... (1.7)

posloupnost. Misto a(n) jsme zvykli u posloupnosti psat a,. Cislo a, nazy-
vame n-tym clenem posloupnosti. Posloupnost (1.7) lze pak psét jako

ayp,ag, ... (18)

nebo jako
{ant,_s - (1.9)

Na obr. 1.1 je znazornéno nékolik ¢lent dané posloupnosti {a,}, ., realnych

¢isel.
)
[ T +
I T R .
as foooo +
Qp oo .|.
S S z z
1 2 3 . n
Obrézek 1.1: Body reprezentujici ¢leny posloupnosti.
Ke grafickému zndzornéni posloupnosti {a,}. -, redlnych ¢isel staci vétsinou
znazornit prumeéty bodu [n, a,], n = 1,2,... do osy y. Tuto osu jsme zvykli

kreslit na vodorovnou ptimku. Viz obr. 1.2.

16



ai  ax  ap as
Obrézek 1.2: Znazornéni posloupnosti.
Jako pifklad uvedme posloupnost
11
Uil

Jestli n-ty ¢len této posloupnosti oznacime a,, to jest, jestlize a, = #,
n=1,2,..., je napt. a5 = ar = atd.

L 1
25" 19
Jestlize M je mnozina funkci, definovanych na intervalu /7, budeme mluvit o
posloupnosti funkei. Jestlize se tedy ke kazdému prirozenému cislu n prifadi

funkce f,(z), x € I, dostavame posloupnost

filz), fo(x), ... xel.

Zapisujeme ji téz jako
{fx)}ey, zel

Jako ptiklad uvedme posloupnost funkei {z"}°2, na intervalu (0,1). Na

n=1

obr. 1.3 jsou nakresleny prvni tii ¢leny této posloupnosti.

Obrazek 1.3: Posloupnosti funkei {z"}5° ;.

Zopakujme si nasledujici specialni ¢iselné posloupnosti, které byste méli znat

vvvvvv

1.2 Aritmetick & a geometrick & posloupnost

aritmeticka

Aritmeticka posloupnost. Ciselnou posloupnost {a, }°, posloupnost

nazyvame aritmetickou, jestlize existuje takové cislo d,
zvané diference, ze

Upi1 — Qp = d, n=12,.... (1.10)

17




1. Posloupnostia fady
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Jako piifklad uved me posloupnost

3 o0
{”+ } . (1.11)
5 n=1
Oznacime-li a,, = 2 pron =1,2,..., dostdvame
(n+1)+3 n+3
U1 — Uy = - .
i 5 5

Po upravé

1
anﬂ—an:g pron=1,2,....

Je tedy posloupnost (1.11) aritmeticka.

Aritmetickd posloupnost {a,}5°, je uréena napf. prvnim
clenem aq a diferenci d. Potom

a, = a1+ (n —1)d, n=23,... (1.12)

V ruznych aplikacich se pracuje se souctem s, prvnich n
¢lenu aritmetické posloupnosti {a, }°° . Pfipomenme si, ze

a1 +a
Sp = - (1.13)
2
Jako priklad si uvedme aritmetickou posloupnost {a,}°° , v niz
4 1
= d==. 1.14
ay 57 5 ( )
V tomto ptipadé je podle (1.12)
4 1
n==—+(n-—-1)--.
a . (n—1) -
Po upravé dostavame
n+3
ay = :
5
Napf. a5 = 5?, to jest as = %. V tomto prikladé je napft. podle (1.13)
ar+a
5= 4 ; 5 5
takze po dosazeni
4.8
S5 = 2 B 3 . 5.
Po vy¢isleni dostavame
S5 = 6



Priklad 1.3. Predpokladejme, ze na konto v pénéznim tstavu zacneme
ukladat c¢astku K na zacatku kazdé m-tiny roku (m je dané prirozené ¢islo).
Castka K ulozend na zacdtku j-té m-tiny roku, j = 1,2,...,m, se troci
danou trokovou mirou p% po dobu t = meJH roku. Na konci roku se iroky
pripisuji najednou na uvedené konto. Urceme ulozenou castku i s trokem
z této ¢astky za dobu jednoho roku.

Reseni. Na obr. 1.4 je na ¢iselné ose vyznaceno rozdéleni roku na m stejné
dlouhych obdobi a vyznaceny vklady ve vysi K na zacatku kazdé m-tiny

roku. Polozme i = 3f5. Prvnf vklad se tirocf po dobu celého roku, takze je
0 1 2 3 ... m-1 m

Obréazek 1.4: Znazornéni vkladu.
z ného podle (1.1) urok ve vysi
m
Druhy vklad se turoc¢i po dobu mT_l roku, takze ke konci roku je z ného irok

-1
UQ:KZm .
m

Timto zpusobem dale postupujeme. Posledni m-ty vklad se iro¢i po dobu %
roku, takze ke konci roku je z ného 1irok

1
Uy, = Ki—.
m
Cisla uq, usg, . .., u,, tvori m clenu aritmetické posloupnosti. Jejich soucet je

sm:K%(m+(m—1)+---+2+1)

a podle (1.13) odtud dostdvame

‘ 1
8, = Kiﬂm
m 2
to jest
m+1
m =K .
S 5 1

Na konci roku bude na uc¢tu celkem c¢astka S rovna ulozené ¢astce mK vkladua
plus uroky ve vysi s,,. Je tedy
m+1.

S=mK+K 5 7.

Upravou dostavame

S =mK (1+m+1i). (1.15)

2m
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geolme”ic"é Geometrickd  posloupnost. Ciselnou posloupnost
posloupnost , . . ‘v . . /
{a,}22, nazyvame geometrickou, jestlize existuje takové

¢islo q, zvané kvocient, ze

(pi1 = Qp - q, n=12.... (1.16)

Jako piifklad uved'me posloupnost {%}w .- Abychom dokazali, Ze tato po-

n=
. . ’ ~ n ~ 7 . 7z z
sloupnost je geometricka, polozme a,, = Sfﬁ a vypocitejme 2+ Dostdvame
n

2n+1 1 1
Gnt1 3oz 2m 3t — g ron=1,2
a. 2" 7 on.3n+2 3 p T
n 3n+1

Je tedy dand posloupnost geometricka s kvocientem g = %

Geometrickd posloupnost {a,}>°, je urCena napf. prvnim
¢lenem a; a kvocientem ¢. Potom

a, =aj - ¢" L, n=23,... (1.17)

V ruznych aplikacich se pracuje se souctem s, prvnich m
¢lent posloupnosti. Pripomenme si, ze

1—q™
S = Q) —— pro q # 1. (1.18)
l—q
Skutecne,
Sm= a1 +aiq+ - +aq" "
Upravou
sm=ai(l+qg+-+¢""). (1.19)
Ponévadz
1=q) - (I+g+-+g"H)=1-¢", (1.20)

dostavame z (1.19), (1.20) vztah (1.18).

Jako prakticky priklad na geometrickou posloupnost je mozno uvést vyse
uvedeny piiklad 1.1 nebo nasledujici piiklad.

Priklad 1.4. Predpokladejme, ze na zacatku kazdého roku se ulozi na konto
castka K. Na konci kazdého roku se stav konta zvysi o irok. Uréeme castku
S na konté po n letech pii ro¢ni urokové mire p%.

Reseni. Na obr. 1.5 jsou na ¢iselné ose vyznaceny vklady na zacdtku kazdého

roku. Oznacme i = 55 a pocitejme stav konta po n letech. Prvni vklad se

20



Obrézek 1.5: Zndzornéni vkladu.

podle prikladu 1.1 zuroéi po n letech na ¢astku
S1=K(1+q9)" (1.21)
Druhy vklad se podle piikladu 1.1 ziroci po n — 1 letech na castku
Sy = K(1+1)" L. (1.22)

Timto zpusobem pokracujeme déle, az posledni vklad se podle prikladu 1.1
zurod¢i za jeden rok na castku

Sp = K(1+1). (1.23)
Stav konta S po n letech bude tedy roven
S=5+S+ -+ 5,. (1.24)
Dosazenim (1.21), (1.22), (1.23) do (1.24) dostavame
S=K1+i)[1+ @+ +-+(1+49)""]. (1.25)

Vyraz v hranaté zavorce je soucet n clenu geometrické posloupnosti. Podle
(1.18) dostavame z (1.25)

S:K(Hz‘)%.
Tedy .
S— kX @), (1.26)

7

1.3 Limita posloupnosti

Zacnéme s nekolika priklady, jimiz se pokusime priblizit ¢tenari pojem limity
posloupnosti.

Priklad 1.5. Uvazujme posloupnost realnych ¢isel

{%}:;. (1.27)

Polozme a,, = % Zmazornéme si nékolik ¢lenu této posloupnosti na Ciselné
ose, viz obr. 1.6. Vidime, ze s rostoucim n se ¢islo a,, ,,priblizuje“ k nule, avsak
zadné ¢islo z a, neni rovno 0. Po precizovani slova ,,priblizuje se* budeme
fikat, ze posloupnost {a,} ma limitu rovnu 0.

limita
posloupnosti
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Obrazek 1.6: Prvni ¢leny posloupnosti {1/n}.

Piiklad 1.6. Uvazujme posloupnost realnych cisel

{”ZH}OO . (1.28)

n n=1

Polozme a,, = n24l g — 1,2,.... Je tedy

n

) 10 17
a1:2, a2:§, az — —

Vidime, ze mnozina ¢isel obsahujici vsechna ¢isla a,, neni shora ohranicena.
Budeme fikat, ze posloupnost (1.28) diverguje k +oo. Opét je nutno precizo-
vat, co znamend, ze posloupnost diverguje k +oc.

Piiklad 1.7. Uvazujme posloupnost realnych cisel
{(=D" 2 (1.29)
Polozme a, = (—=1)", n =1,2,.... Tedy
alz—l, CLQZL agz—l, 0,4:1,...
Vidime, Ze mnozina obsahujici vSechna ¢isla a,,, to jest mnozina {—1, 1}, je
jak shora, tak i zdola oharnicena, avsak ¢isla a,, se s rostoucim n ,,neptiblizuji“
k zadnému ¢islu. Budeme tikat, ze posloupnost (1.29) diverguje (osciluje).

Po tomto uvodu piikrocme k zavedeni pojmu limita posloupnosti.

Definice 1.2. (Limita posloupnosti)

Necht M je mnozina néjakych objektu s metrikou p. Déle
necht

{ant,y (1.30)
je posloupnost prvku z M. Rekneme, ze o« € M je limitou
posloupnosti (1.30), a piseme

: p
lim a, = «, mnebo a, — a (pron — o0),
n—oo

jestlize k libovolnému € > 0 existuje takové ng € N, ze pro
vSechna n > ng plati

play, a) < e.



Jestlize posloupnost (1.30) ma v M limitu, nazveme ji kon-
vergentni. Jestlize posloupnost (1.30) nem4 v M limitu, na-
zveme ji divergentni.

Poznamka. Definice 1.2 nic nevypovida o zpusobu nalezeni limity posloup-
nosti. Uvadi pouze jak zjistit, zda urcité o € M je nebo neni jeji limitou.
(Jak to zjistit, muze byt v konkrétnich tilohach obtizny problém.)

Na obr. 1.7 je znazornéna konvergentni posloupnost {a,}2°; s limitou a.

Obrazek 1.7: K definici limity posloupnosti.

Jestlize hm a, = «, potom p(a,,a) < € pro n > ng. Body aq,as,...,an,

(tedy konecny pocet bodu) mohou mit od « libovolnou vzdalenost. Jestlize
play,,a) <e (1.31)

plati pro vSechna n s vyjimkou kone¢ného poctu bodu, rikdme, ze (1.31) plati
skoro vsude.

Definici limity posloupnosti prvku z metrického prostoru M muzeme tedy
pozmeénit takto:

Definice. Nechf M je mnozina s metrikou p. Rekneme, 7ze posloupnost
{an}32y, an € M, konverguje k o € M, jestlize pro libovolné ¢ > 0 je
plan, ) < e pro skoro vsechna n.

Véta 1.1. (Pocet limit)

Kazda posloupnost {a,}>2, prvki z M s metrikou p ma
nejvyse jednu limitu.

Dukaz: Predpokladejme, Ze existuje posloupnost {a,}>2, prvku z M, kterd
ma alespon dvé limity, oznacme je «, 3, kde o # 3.
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divergentni
posloupnosti

Zvolme libovolné € > 0. Potom existuji takova ni,ns, ze

plan, a) < pron > ny

plan, B) < pro n > nas.

| M| M

Polozme ng = max(ny, ny). Potom pro n > ng plati

plet, B) < pla,az) + plan, B) < e. (1.32)

Ponévadz «, 3 jsou pevné body v .M a a # 3, nemuze (1.32) platit pro
libovolné ¢ > 0. Ma tedy kazda posloupnost {a,}2%, prvku z M nejvyse
jednu limitu. O

Jestlize mnozinou M v definici 1.2 je mnozina realnych cisel R a vzdalenost
v ni je definovana vztahem p(x,y) = |y — x| pro x,y € R, lze definici 1.2
nahradit nasledujici definici.

Definice 1.3. (Limita ¢iselné posloupnosti) -
Necht

{an}n, (1.33)
je posloupnost realnych ¢isel. Necht o € R. Rekneme, ze

posloupnost (1.33) mé limitu rovnu « a piseme

lim a, = «, resp. a, — «a (pron — ), (1.34)

jestlize k libovolnému ¢islu € > 0 existuje takovy index ny,
ze pro vsechny indexy n > ng je

la, —a| <e. (1.35)

Jestlize neexistuje vlastni limita lim a,,, potom posloupnost
n—oo

(1.33) nazyvame divergentni.

Poznamka. Vztah (1.35) lze nahradit ekvivalentnim vztahem

a—e<a, <a+te, pro n > ny. (1.36)

Na obr. 1.8 je znazornéno nékolik ¢lenu posloupnosti (1.33) redlnych ¢isel
s limitou a.

Rozdéleni divergentnich posloupnosti realnych cisel. Divergentni po-
sloupnosti se déli do néasledujicich skupin.
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Obréazek 1.8: K definici limity posloupnosti redlnych cisel.

a) Rekneme, 7Ze posloupnost realnych ¢isel {a, }2; diverguje k 400 (—o0)
a piseme lim a, = oo (lim a, = —0), jestlize k libovolnému ¢islu K

existuje takové ¢islo ng, ze pro vSechna n, pro néz je n > ng, plati
a, > K (an < K).

Misto réent ,,posloupnost {a, }°°, diverguje k +00 (—00)“ se pouziva
” n=1
téz réeni ,,posloupnost {a, }°° ., ma nevlastni limitu +oo (—oo0)“.
) n=1
b) Jestlize posloupnost redlnych cisel je divergentni a nemd ani nevlastni
limitu 4+o00 ani nevlastni limitu —oo, fikame, ze osciluje.

Necht

{an}ns (1.37)

je posloupnost realnych cisel. Jestlize

lim a, =00 (—00),
n—oo

fikdme, Ze posloupnost (1.37) diverguje k +oo (—00).

Jestlize neexistuje vlastni ani nevlastni lim a,, fikdme, Ze
n—oo

posloupnost (1.37) osciluje.

Priklad 1.8. Nechf ¢ je libovolné redlné ¢islo. Polozme
a,=c¢ pron=1,2,...
Potom

lim a, = c.

n—oo

25
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Diikaz: Necht € > 0 je libovolné redlné ¢islo. Polozme ng = 1. Potom pro
v8echna n > ng plati

la, —c| =lc—c]=0<e.

Je tedy skutecné lim ¢ = c. n

n—:oo

Piiklad 1.9. Posloupnost

je konvergentni a lim,, % =0.

Dtikaz: Zvolme libovolné éislo € > 0. Necht ng je ¢islo pro néz je ng > %

Je-li tedy n > ng, je n > é, takze a, = % < e. To znamena, ze pro n > ng je

[L — 0] <e. Je tedy skutecné lim + = 0. O
n—oo

Piiklad 1.10. Necht a,, = n® pron = 1,2,.... Potom posloupnost {a, }>,

diverguje k +o0.

Dikaz: Predpokladejme, ze k je libovolné ¢islo vétsi nez 1. Zvolme ng tak,
7e ng > k. Potom pro vSechna n > ng je a, = n? > n% > k2%, takze a, > k.
Odtud lehce nahlédneme, ze a,, > k pro libovolné k. Tedy lim a, =o0c0.
Priklad 1.11. Necht a, = (=1)" pro n = 1,2,.... Potom posloupnost
{a,}2, nemé vlastni ani nevlastni limitu, tedy osciluje.

Uvazujme tyto mozné piipady.

a) Ponévadz pro K = 2 neni a,, > K pro zadné n, neni lim a, = oco.

n—oo

b) Ponévadz pro K = —2 neni a,, < K pro zddné n, neni lim a, = —oc.

n—oo

c) Predpokladejme, ze existuje a € R tak, ze lim a, = . Zvolme € = i.

n—oo

Potom v intervalu (o — ¢, + ¢) nemohou lezet soucasné ¢isla ag, =
(—1)* =1, agpy1 = (—=1)>""1 = —1, nebot |as, — asnq1| = 2 > €. Tedy
¢islo a neni limitou vysSetrované posloupnosti.

Posloupnost {(—1)"}22, tedy nemd ani vlastni ani nevlastni limitu, tedy
osciluje.

Piiklad 1.12. Uvazujme posloupnost bodu z R?

{{an, bn] }o2 (1.38)

n=1>

kde a, =1 — %, b, = . V R? uvazujme Euklidovskou metriku p. Ukazme,

B

ze limitou posloupnosti (1.38) je bod [1, 0]. Skutecné, zvolme £ > 0. Bez tjmy
na obecnosti predpokladejme, Zze 0 < € < 1. Potom

1 1

pllan bal [1,0) = /= + —.



Tedy pro n > E% je p(lan, bn], [1,0]) < e. Posloupnost (1.38) tedy konverguje
k bodu [1,0].

Vybrana posloupnost. Necht

{an}nz, (1.39)

je posloupnost a necht
{kz}fil

je takova posloupnost prirozenych cisel, ze
k)1<k’2<l{53<....

Potom posloupnost
{a’ki }fil

nazyvame vybranou posloupnosti z posloupnosti 1.39.

Piiklad 1.13. Nechf k; = 2i, i = 1,2,3,.... Potom posloupnost

je vybrana z posloupnosti

Je ziejmé, ze jestlize lim a,, = o, kde a € R* a {ay, }3°, je vybrand posloup-

n—oo

nost z posloupnosti {a, }>°;, potom lim a;, = a.
1— 00

Posloupnosti re alnych Ccisel

Definice 1.4. (Ohranicena posloupnost)

Necht {a,}>2; je posloupnost realnych cisel. Rekneme, ze
{a,}22, je shora (zdola) ohranicend, jestlize mnozina P, ob-
sahujici pravé vsechny prvky posloupnosti {a, }>° , je shora
(zdola) ohranicena. Posloupnost {a,, }>° , je ohranicend, je-li
zdola i shora ohranicena.

Priklad 1.14. Posloupnost {:}2°, je ohranicend, nebof 0 < L < 1 pro

n
véechnan=1,2,....
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Definice 1.5. (Posloupnost neklesajici)

Necht {a,}°°, je takovéa posloupnost redlnych ¢isel, ze
ap <ay<---<aq,<... (a1 <ag < -+ <ap<...).

Potom fikdme, ze posloupnost {a,}>° je neklesajici (ros-
touct).

Priklad 1.15. Posloupnost {1 — £}, je rostouci, nebot

1 1
1——<1-—
n n+1

pron=12....

Definice 1.6. (Posloupnost nerostouci)

Necht {a,}>2, je posloupnost redlnych ¢isel. Rikdme, ze
{a,}2, je nerostouct (klesajici), jestlize

ay > a9 > >y > ... (a1>a2>--->an>...).

Priklad 1.16. Posloupnost {1}°2, je klesajici, nebot

1
n—+1

1
n

pron=1,2....

Pro neklesajici (nerostouci) posloupnosti plati tyto dvé véty:

Véta 1.2. (Véta o existenci limity) _

Necht {a,}>, je ohranicend a neklesajici (nerostouci) po-
sloupnost realnych c¢isel. Potom

lim a, = a < supa, =« <lim an:oz@infan:oz»

n—oo n n—:o0 n

kde o € R.

Diikaz: Dukaz provedeme pro neklesajici posloupnosti. Necht supa, = a.

Zvolme e > 0. Pak podle definice suprema existuje ng tak, ze

a—¢e < ly, <.



Potom ale pro vSechna n > ng je

a—e<a,<a.

Je tedy
lim a, = a.
n—oo
Podobné se dokaze dalsi ¢ast véty. Tento dikaz ponechavame Ctenafi. 0

Véta 1.3. (Véta o existenci limity)

Necht {a,}>, je neklesajici (nerostouci) a neohranicena
posloupnost. Potom

lim a, = (lim a, = —oo> .
n—oo n—:oo
Diikaz: Dukaz vyplyva z definice nevlastnich ¢isel —oo, oc. 0

1.4 Vlastnosti posloupnosti re alnych cisel

veta 14, [

Necht {a,}°°, je posloupnost redlnych cisel a necht

lim a, = A, kde AecR"7V. (1.40)

n—oo

Necht ¢ € R. Pak

lim ca, = cA, pokud cA ma smysl. (1.41)

n—oo

Dikaz: Mohou nastat tyto ptipady.

a) Necht A € R a necht ¢ > 0. Podle definice vlastni limity posloupnosti
k libovolnému ¢ > 0 existuje takové ng, ze

A—§<an<A+E pro n > ny. (1.42)
c c
Vynésobime-li (1.42) ¢islem ¢, dostdvame
cA—¢e<ca, <cA+e.

Je tedy v tomto pripadé

lim ca, = cA = ¢ lim a,.
n—oo n—oo

D R* =R U {—00,00}
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B)

Podobné se dokaze piipad, kdy A = —o0.

30

Necht A € R a necht ¢ < 0. Podle definice vlastn{ limity posloupnosti
k libovolnému ¢ > 0 existuje ng tak, ze

A—F§<an<A—E pro n > nyg. (1.43)
c c

(Zvazte, ze £ < 0.) Vynasobime-li (1.43) danym zapornym cislem c,
dostavame

cA—ce<ca, <cA+e pron >ng.

Je tedy v tomto piipadé

lim ca,, = cA = c lim a,.

n—oo n—oo

Je-lic=0, AR, jeca,=0pron=1,2,..., takze
lim ca,, = 0 = cA.
Je-lic =0, A= 400, resp. A = —o0, nema cA smysl.

Necht A = oo, ¢ > 0. Potom k libovolnému K € R existuje ng tak, ze
a, > g pro n > ny. (1.44)
Vynésobenim (1.44) ¢islem ¢ dostavéame
ca, > K pron > ng.

Je tedy v tomto pripadé

lim ca,, = cc.
n—oo

Necht A = oo, ¢ < 0. Potom k libovolnému K € R existuje ng tak, Ze
Ay > —% pro n > ny. (1.45)
Vynésobenim (1.45) ¢islem ¢ (¢ < 0 dle predpokladu) dostdvame
ca, < —K pron > nyg.

Je tedy v tomto ptipadé

lim ca, = c- lim a, = cA = —oo0.

n—oo n—oo



veta 15, [

Necht {a,}>, {b,}°°, jsou takové posloupnosti redlnych
cisel, ze

lim a, = A, limb, =B, kdeA BeR?. (1.46)

n—oo n—oo

Potom plati

lim (a, £ b,) = A+ B, (1.47)
lim (a, - b,) = A- B, (1.48)

a je-li navicb, #0,n=1,2,..., potom plati

a, A
lim — = — 1.4
noso b, B (1.49)

pokud pravé strany v (1.47), (1.48), (1.49) maji vyznam.

Dikaz: Dokazeme (1.47). Vztahy (1.48), (1.49) se dokazuji analogicky. Mo-
hou nastat tyto pripady.

a) Necht A = a, B = b, kde a,b € R. Zvolme libovolné ¢ > 0. Existujf
tedy ni,ns tak, ze

la, —al < % pron >mny, |b,—0b < % pro n > ns. (1.50)
Polozme
no = max(ny, ng). (1.51)
Potom - -
la, —a| < 2 |b, — b] < 5 Pron>mno. (1.52)

Uzitim (1.52) dostavame
[(an + bn) — (a+ )| =

< |an —al+ b, — 0] <

a)+ (b —b) < (1.53)

=E.

(an
c +
2

CIEG!

Je tedy v tomto pripadé

lim (a, +b,) =a+b=A+ B.

n—oo

) Necht A =00, B=0b¢€ R. Potom A+ b= oo. Zvolme libovolné ¢ € R,
€ > 0. Ponévadz lim b, = b, existuje n; tak, ze

n—oo

b—e<b,<b+e pron>n;. (1.54)

2) R* = RU {—00,00}
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Ponévadz lim a, = oo, k libovolnému K existuje ns tak, ze

K—-b+e<a,<oo pron>ns. (1.55)

Polozme
no = max(ny, ny).

Potom pron > ng plati (1.54), (1.55). Souc¢tem (1.54), (1.55) dostavame

K <a,+b,<oo pron > ng. (1.56)

Je tedy
lim (a,, + b,) = 0.

n—oo

v) Piipad, kdy A =a € R, B = o0, se dokéze analogicky jako bod 3).
§) Necht A = oo, B = co. Potom k libovolnému K existuje ng tak, ze pro
n > ng je
> b, > K
Qn, a0 n 5
2 2
Odtud dostavame pro n > ng
K K
ntb,>—+—=K
an + 5 + 5
a tedy
lim (a,, + b,) = 0.
Podobné se dokazuje (1.47) v Ostatnich piipadech. 0
Priklad 1.17. Vypocitejte
) n-+1 on?+1 e |
a) lim ——, b) lim : ¢) lim .
n—oo nZ + 1 n—oo N + 1 n—oo N2 +n
Reseni.

a) Pokusme se aplikovat vétu 1.5.

e Poloyme a, = n+ 1, b, = n>+1, n = 1,2,.... Ziejmé
lim a, = oo, lim b, = co. Aplikacf (1.49) je lim = = 2. Avsak

=2 nenf definovano v R*. Tedy tento zpusob vypoctu nevede k cili.
o Vyraz r?j;ll napred zjednodusime. Délime-li ¢itatele i jmenovatele
¢islem n?, dostdvame

n 1 1 1
n+1 n2+n2_n+n2

n2+1_z—§+%_ 1+ 5

Polozme
1 1
Cn:—+—2, dn:1+_
n o n n
Ziejmeé
lim ¢, =0, limd,=1.

Podle (1.49) je tedy

32



b) e Polozme

an=n>+1, b,=n+1.

Ziejme
i = Jin () = o
b = Jim ) =oe
Aplikaci (1.49) bychom dostali
lim 41 = lim =2

Avsak 22 nenf v R* definovano, takze timto zptisobem nelze vy-

<« . 2
pocitat lim 2t
n—

oo N1l
e Vyraz Tiill upravme. Ziejmé
n?+1 _n+ %
n+l  1+1°
Polozme 1
dn:n—’__, Cn:1+_~
n
Podle (1.49) je
lim zlim—n:W—lz—:oo.
n—oo 1+ 1 n—oo ¢, lim (1 + E) 1

n—oo

c) e Polozme
an =2n>+1, b, =n%+n.

Ziejmé T}Lngo ay = nh_)rgo b, = oo, takze opét nh—{go 2;32;3 nelze pocitat
lim an
jako === o
o Vyraz 2;32;3 upravme. Ziejme
2m?+1 245
n?+n 141
Polozme
1 1
dn:2+_2; Cn:1+—
n n
Podle (1.49) je
. 1
o1 4, Jm(245) o
lim = lim — = — =T =2
n—oo N2 4n  n—oo ¢y lim (1+ =) 1

Zavedeni Eulerova Ccisla

V matematice hraje velkou tilohu Eulerovo c¢islo, které se vSeobecné znaci e.
Toto ¢islo bylo jiz sice zavedeno v uéebnim textu ,, Matematiky A“, v dalsim
vsak ukazeme zavedeni ¢isla e podrobnéji.

33



1. Posloupnosti a

34

Posloupnosti {a, }5° 1, {b,}>° 4, kde

1 n 1 n+1
an:(1+—> , bn:(1+—> C on=1,2,...,
n n

(1.57)
jsou konvergentni a maji stejnou limitu. Oznacime ji e a
nazveme Eulerovym c¢islem. Tedy

lim a, = lim b, = e.
n—oo n—oo

Posloupnost {a,}>, je rostouci a posloupnost {b,}>°, je
klesajici.
Cislo e je iracionalni a plati

a, <e<b, pro n=1,2,....

Dtikaz: Piedeviim dokazme, 7ze posloupnost {a,}>2; je rostouci a omezens. Uzitim
binomické véty dostavame

1\" n\ 1 n\ 1 n\ 1
1+—) =1+ —+ — 4+ + —.
n 1/n 2)n n/nm

To jest
n 1 nnh-1) 1 nn—1)...1 1
i TR T T (1.38)
Ponévadz
nn—1)...(n—k+1)  nn-1)...(n—k+1)
nk - NN N o

1 2 -1
D) (-2 (1Y),
n n n
dostdvéame z (1.58)
1 1 1 1 2
o= 24 (1212} (1=2)+...
“ +2!< n>+3!( n)( n>+

1 1 2 -1
-~+—,<1——)<1——>...<1—” > (1.59)
n! n n n
Z (1.59) dostavame

1 1 1 1 2
1 1 2 n—1
e+ —=(1- 1-— R 1.
Jrn!( n+1)< +1> < n+1>jL (1.60)
O G P
n+1 n+1

* (n—ll—l)! <1_n—1|—1>




Ponévadz

k
1——<1-
n n —+

prok=1,2,...,n—1,
dostdvdme porovndnim (1.59), (1.60)
p < apy1 pron=1,2,..., (1.61)

takze posloupnost {a, }>2 je rostouci.

Dokazme nyni, ze posloupnost {a,, }72; je shora omezend. Nahradime-li ve vyjadfeni (1.59)
vSechny vyrazy (1 — %) ¢islem 1, tedy vétsim cislem, dostdvame

<1 L ! 1.62
N TR TR (1.62)
Ponévadz ) )
] < E—T" k=1,2,..., (1.63)
dostdvédme z (1.62)
1 1 1
a7L§1+I+§+"'+2n’71~

Ponévadz 1 + % 4+ 4 %%1 je soucet n clenu geometrické posloupnosti, dostavame

1- 5 1
an S 1+ —— =1+2(1-52) <3
2

Je tedy posloupnost {a,}52; shora ohranicend. Ponévadz {a,}52; je zdroven rostouc, je
podle véty 1.2 konvergentni.
1 n
lim (1 + —) =e.
n—o00 n

an < €. (1.64)

Oznaéme

Tedy pro kazdé n je

Polozme nyni
1 n+1
b, = (l—i——) , n=12 ... (1.65)
n

a dokazme, 7e {b,}22 ; je klesajici a lim b, =e.
n—oo

Uzitim binomické véty dostdvame (bereme dva éleny rozvoje)

<1+m>n+2>1+<w{2)m=1+%. (1.66)

7Z (1.66) vyplyvé

2 2 1 n+2 1
(M) >14 - (1.67)

n(n +2)

n+2
Nésobenim (1.67) vyrazem (Zﬁ) dosavame

2 1)2\"+? 1 2\
<”+ M) S ot <n+) . (1.68)

n+1 n(n+2) n n+1
Odtud

1 n+2 1 92 n+2
<n+ ) nt .<n+ ) . (1.69)

n n n—+1
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n
n+17

<n+1)n+1 <n+2)’n+2
> )
n n+1

1 n+1 1 n+2
b, =1+ = 14+ — = b1
n < + TL) > < + n+ 1) n+1

Je tedy posloupnost {b,}52; klesajici.

Nésobime-li (1.69) vyrazem dostdvdme

takze

Dokazme nyni, ze
lim b, =e. (1.70)

n—o0

Skutecné, vztah (1.65) lze prepsat na tvar

by, = (1+%) (1+%) =a, (1+%>. (1.71)

1
lim b, = lim a, - lim (1 + —) =e¢-l=ce. (1.72)
n

Podle véty 1.5 je tedy

n—oo n—oo n—oo

S ohledem na (1.64) dostavame

an <e<b, pron=12... 0

Lze tedy e vypocist s libovolnou pfedem zvolenou absolutni chybou. Pron = 10 dostavame
1+ 1Y <e< |1+ Ly
10 ‘ 0)

2,59 < e < 2,86.

takze

Diikaz, ze ¢islo e je iracionalni, nebudeme provadét.

Poznamka. Existuje fada jinych zpusobu k ziskani aproximace ¢isla e s po-
zadovanou presnosti.

1.5 Posloupnosti funkci

Limita posloupnosti funkci.

Definice 1.7. (Bodova konvergence) _

Necht
{fu(@)}ly, xel (1.73)

je posloupnost funkci definovanych na intervalu /. Potom
fekneme, ze (1.73) konverguje bodové k funkci f(x), z € I,
jestlize pro kazdé T € I konverguje c¢islena posloupnost

{/n(@) 155
k ¢islu f(T). Piseme pak lim f,(x) = f(x) pro x € I.




Priiklad 1.18. Uvazujme posloupnost funkeci

{z"}h2, ¢ €(0,1). (1.74)

V kazdém bode T € (0,1) je

lim z" =0
n—oo
apror=1jex"=1pron=1,2,..., takze

Iimz" =1 proz=1.

n—oo

Limitou posloupnosti (1.74) je tedy funkce

TR

Vsimnéme si, ze funkce x™, n = 1,2,... jsou funkce spojité na intervalu
(0,1), avsak jejich (bodovou) limitou je funkce f(x), kterd je nespojita na
intervalu (0, 1).

{f(@)}ns, vel (1.75)

je posloupnost funkef definovanych na intervalu I. Rekneme,
ze posloupnost (1.75) konverguje stejnomérné k funkei f(z)
na intervalu I, jestlize

lim sup| f, () — f(x)] = 0.

=00 gel

Poznamka. Lehce nahlédneme, Ze jestlize posloupnost (1.75) stejnomérné
konverguje k funkci f(z) na intervalu I, potom téz bodové konverguje k funkci
f(z) na intervalu /. Opak neplati. Konverguje-li posloupnost funkei (1.73)
bodové k funkci f(x) na intervalu I, nemusi tato posloupnost na intervalu
I konvergovat stejnomérné k funkei f(z). Napf. posloupnost {z"}>2, kon-
verguje bodové na intervalu (0, 1), ale nekonverguje na ném stejnomérné.
(Dokazte!)

Piiklad 1.19. Necht

folz) = l\/1 — 22, x e (—1,1).

n

Potom .
p(fu(z),0) = - TE (—1,1), n=1,2,....
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zavedeni pojmu

Fady
konvergentni
a fady
divergentnf{

Ponévadz lim + = 0, konverguje posloupnost funkef {f,,(z)}22, stejnomérné

n—oo

na intervalu (—1, 1) k funkci f(z) = 0.

V tomto pfipadé jsou jak funkce f,(x), n = 1,2,..., tak i funkce f(z) =0
spojité na intervalu (—1,1). To plati obecné.

Necht posloupnost spojitych funkci

{fn(ﬂf)}zc:h T € I,

konverguje stejnomérné na intervalu I k funkci f(x). Potom
funkce f(x) je spojita na I.

1.6 Nekone ¢né rady

1.6.1 Ciselné fady

Budiz dana posloupnost ¢isel aq,as,as, ..., ay,,.... Symbol
ai+ay+az+---+a,+ ..., (1.76)

utvofeny pomoci ¢isel dané posloupnosti, nazyvame nekonecnou ciselnou
radou. Zavadime pro néj téz oznaceni

ian. (1.77)

Cisla a,, nazyvame cleny nekonecné rady, a ¢islo a,, n—tym clenem. V dalsim
budeme uzivat také nazvu fada misto nekonecnd fada. Oznacme

Sp=a1 +as+ -+ a,.

Tedy
S1 = aq, 82:a1+a2,...
Cislo s, nazyvame n-tym cdstecnym souctem rady (1.76).

Mohou nastat dva ptipady:
a) Posloupnost

51,52, ., 5n, ... (1.78)
je konvergentni a ma limitu lim s, = s, kde s € R; fadu (1.76)

nazyvame pak konvergentni a tikdme, ze ma soucet s. Symbol (1.76)
nebo (1.77) znaci pak soucasné fadu i jeji soucet.

b) Posloupnost (1.78) ¢astecnych souctu je divergentni; fadu (1.76) nazy-
vame pak divergentni a symbol (1.76) nebo (1.77) nemd pak vyznam
¢isla, ma pouze vyznam tady.

V piipadé divergence fady (1.76) jsou mozné tyto piipady:



I. Posloupnost édstecnych souétu {s,}>°; ma nevlastni limitu
lim s, = +oo; fikdme pak, ze tfada (1.76) diverguje k +oo a symbol

n—oo

(1.76) nebo (1.77) znadi pak také 4o0.

II. Posloupnost ¢astecnych souctu {s,}>°; ma nevlastni limitu
lim s, = —oo; fikame pak, ze rada (1.76) diverguje k —oo a symbol

n—oo

(1.76) nebo (1.77) znadi pak také —oo.

III. Posloupnost ¢astecnych souctu {s,}>°; nem4 ani limitu, ani nevlastni

limitu; fikdme pak, ze fada (1.76) osciluje.
Jako pifklad uvedme tuto fadu.

Priklad 1.20.

Radu
a+aq+ait+agd+---+ag"t+ ... (1.79)

nazyvame geometrickou radou s kvocientem q. Jeji castecny
soucet s, je

1—q"
l—q

n—1

sn:a—|—aq—|—aq2—i—aq3—i—---—|—aq =a

pro q # 1.

Pro |g| < 1 je fada (1.79) konvergentni a mé soucet

a

5 = .
l—gq

Proa >0 (a <0), g > 1, tada (1.79) diverguje k +00 (—o0)

aproa#0,q<—1, tada (1.79) osciluje.

Ukazme to. Dostavame
sn=a(l+q+q" +¢ +-+q""),
Uvéazime-li, ze
1-¢"=(1-q)1+qg+¢+-+¢"7"),

dostavame pro q # 1

Je-li |q| < 1, je lim ¢" = 0, takze

a

li = .
Jim sy = o

Zbyvajici ¢ast dukazu prenechdvam ¢tenari.

Vysettete konvergenci geometrické rady pro piipad |¢| = 1.

(1.80)

geometrickd Fada
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i

véty
o konvergenci
¥ad

>

Véta 1.7. (Harmonicka fada) _

Rada
1

IR S
23 4 n

diverguje. Tuto radu nazyvame obycejnou harmonickou
radou, kratce harmonickou radou.

Dikaz: Posloupnost ¢astecnych souctu {sj}2; je rostouci. Ziejmé

1 1 1
52k+1252k+2k+1+2k+2+"'+2k—+1j

ok

k=1,2,...

Je tedy

1
2k+17’

Sok+1 > Sok + 2k
Sok+1 > Sok + 5

Takze posloupnost {sqx }72, je shora neomezena. Tedy posloupnost {sq }72;
je divergentni a tedy i posloupnost {s;}72, je divergentni. 0

Piiklad 1.21. Rada
I (=D) 14+ (=D 4+ (=) e = 11114 (=)™ ... (1.81)
osciluje, nebot posloupnost jejich ¢dstecnych souétt je 1,0,1,0, .. ..
Piiklad 1.22. Rada
I+ ()] +1+ D]+ F+ 1+ (=D +... (1.82)

konverguje a ma soucet roven 0, protoze posloupnost jejich ¢astecnych souctu
je 0,0,...,0,.... Vsimnéme si, ze fada (1.81) vznikd z fady (1.82) pouhym
vynechanim hranatych zavorek a méni se tim charakter rady. U konec¢nych
souctu se s nicim podobnym nesetkdvame. Presto vSak zde plati:

veta 1.5, [

Necht a1 +as + -+ +a, +--- = s, kde s miize byt téz
+o00, nebo —oo. Necht ki, ko,... je vybrana posloupnost
prirozenych c¢isel; potom plati

(a1+a2+---+ak1)—|—(ak1+1+ak1+2+---+ak2)+
+(Agy11 + Qpyo + -+ F ag,) + - = 5.(1.83)




Dikaz: Je-li s, = a1 +as+- - -+a,, plati lim s, = s; posloupnost ¢astecnych
n—oo

souctu fady (1.83) je zfejmé posloupnost Sg,, Sk, Sks, - - - Vybrand z posloup-
nosti ¢astecnych souctu rady (1.76) a mé tedy tutéz limitu. 0

Hlavni vyznam véty 1.8 je v jeji platnosti pro konvergentni rady.

Priiklad 1.23. Jaka castka D, vlozena na zacatku roku, poskytne stalé
pobirani duchodu ve vysi a K¢, vypldcené na konci kazdého roku pti neménné
nominalni tirokové mite 57

Reseni. Uvazujme roéni tdrokovu miru j = 5, kde p je procentni trokova
mira. Potom kapital K na zacatku roku se za jeden rok zuro¢i na castku
S = K+ Kj, tj. na ¢éastku S = K(1 + j). Tedy kapital na konci roku je
sekvivalentem “ ¢astku K = S ﬁ Zavedeme oznaceni

1
V= ——.
1+

Je tedy K = Swv. Pocitejme hodnotu vyplaceného duchodu k zacatku prvniho
roku, kdy byla ulozena ¢astka D. Ziejmeé k zacatku prvniho roku je hodnota
prvni splatky @ - v, hodnota druhé splatky je a - v?, atd.. Je tedy

D=a-v +a-v*+a-v°+.. .. (1.84)

Jde o soucet geometrické fady s kvocientem ¢ = v. Ponévadz 0 < ¢ < 1, je

p-tv_a
l1—v

Rovnice (1.84) vyjadiuje vztah mezi vlozenou ¢éstkou D a ekvivalentnich
hodnot vsech ¢éstek a prepocitanych k zacatku 1. roku.

Véta 1.9. (Nutnad podminka konvergence fady) -

Je-li rada
a,+as+ag+ ... (185)
konvergentni, je
lim a, = 0.

Dukaz: Plati lim s, = s, znaci-li s,, n—ty ¢astecny soucet fady (1.85). Plati
n—oo

vsak také lim s,_; = s. Dale dostavame

n—oo

lim a, = lim (s, — $p,-1) =s—s=10

n—oo n—oo

podle véty 1.5. 0

Je tedy podminka lim a,, = 0 nutnd pro konvergenci fady (1.85), neni vsak

n—0o0

postacujici, jak vidime na ptikladé harmonické fady.
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4

-

kriteria
konvergence
fad

s nezapornymi
Cleny

n=1 n=1
v konecném poctu ¢lenu. Potom obé tyto rady soucasné konverguji nebo

diverguji.

Véta 1.10.
Necht > an, . b, jsou dvé rady redlnych cisel, které se lisi jen

Dikaz: Dukaz prenechavam ¢tenari. 0

Véta 1.11. (Soucet nekonecnych rad) _

Necht > > a, = s, >~ b, =t jsou konvergentni rady.
Necht ¢, A, B € R jsou libovolna ¢isla. Potom je:

ann = cs, Z(Aan + Bb,) = As + Bt.
n=1 n=1

Dukaz: Znac¢ime-li
ap+as+ -4 an =5, biA+by+---+b, =1,

maji vySettované dvé rady n—ty casteény soucet cs,, resp. As, + Bt,. Podle
véty 1.5 je pak

lim (¢s,) =c¢s, lim (As, + Bt,) = As + Bt. n

n—:oo n—0o0

Nalezeni souctu nekonecné fady je obtizna tloha. Proto se ¢asto musime
spokojit s vySetfenim, zda dana fada konverguje nebo diverguje. Jestlize
se zjisti, ze Tada je konvergentni, lze aproximovat jeji soucet jejim n—tym
castecnym souctem s,. Ale i pak je tieba vysetrit, jak velké musi byt
n, aby s, aproximovalo soucet fady s dostatec¢nou presnosti.

V dal$im textu budeme problematiku konvergence vysetifovat pro fady urci-
tych tiid (to jest fad s jistymi vlastnostmi). Poznamenejme, ze bez vysetieni,
zda Tada je konvergentni, by bylo chybné aproximovat soucet fady ¢islem s,,.
Rada by mohla byt divergentni.

Pro jednotlivé tridy rad si uvedeme podminky — kritéria, pii jejichz splnéni
fada je konvergentni nebo divergentni.

Rady s nez apornymi ¢leny

Jestlize pro kazdy ¢len tady (1.76) plati a,, > 0, nazyvame fadu (1.76) Fadou
s nezapornymi cleny. Pro ¢astecné soucty s, rady s nezapornymi c¢leny je



ziejmeé s, < s,.1. Posloupnost ¢astecnych souctu takové rady je tedy nekle-
sajici. Rada s nezdporngmi éisly proto bud'to diverguje k +o0o, nebo konver-
guje k ¢islu z R. V prvnim piipadé neni posloupnost ¢astecnych souctu shora
omezend, ve druhém piipadé je shora omezena.

Véta 1.12. (Srovnavaci kriterium I.) _

Necht

CL1+CL2—|—CL3—|—..., (186)
by +by+bs+ ..., (1.87)

jsou fady s nezdpornymi ¢leny. Necht plati a, < b, pro
vsechna n. Potom plati:
a) Je-li rada (1.87) konvergentni, je i fada (1.86) konver-
gentni.
b) Je-li rada (1.86) divergentni, je i rada (1.87) diver-
gentni.

Dukaz: Oznacime-li s,, ¢astecné soucty rady (1.86) a o, Castecné soucty rady
(1.87), plati s, < o,. Je-li (1.87) konvergentni, je posloupnost oy, 09,03, . ..
shora ohranic¢end, takze i posloupnost s1, So, s3, ... je shora ohranicena a tedy
fada (1.86) je konvergentni. Tim je dokdzéno tvrzeni a).

Necht fada (1.86) je divergentni. Kdyby fada (1.87) byla konvergentni, mu-
sela by i fada (1.86) byt konvergentni podle a), coz je spor s predpokladem.
Tim je dokazéno tvrzeni b). 0

Pozndmka. Jestlize a, < b, pro n = 1,2,..., potom fadu »_ a,

n=1

[ee] o0
nazyvame minorantni vzhledem k fadé > b, a fadu > b, nazyvame

n=1 n=1
majorantni vzhledem k fadé > a,.
n=1
Priklad 1.24. Urceme konvergenci rady
1 1 1 1
1+?+§+E+---+E+... (1.88)

Necht fadou (1.86) je vySetiovand fada a fadou (1.87) necht je rada

1 1 1 1

1 e —— 4 1.89
LR R T R S s B (1.89)

Ztejmé plati
1 1

— < > 1.
n> (n—1)-n prom
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Mezi prvnimi ¢leny obou fad plati rovnost. Dokézeme-li, ze tada (1.89) je
konvergentni, je podle véty 1.12 fada (1.88) konvergentni. VySetfeme tedy
fadu (1.89). Ziejmeé

1
CL1:1, an:m pron:2,3,....
Lehce se presvédéime, ze
1 1
Up = - n= 2a 37
n—1 n

Je tedy

S URFIpH U (R DI (S ISR (N
Sn = AT a2 n = 2 23 n—1 n)

Upravou dostavame

1
Sp=2— —
n
Je tedy
lim s, = 2,

takze fada (1.87) je konvergentni.

Ponévadz tada (1.88) je fada s kladnymi cleny a je minorantni ke konver-
gentni fadé (1.89), je rada (1.88) konvergentni.

Véta 1.13. (Konvergence fady (1.90))
Rada

111 1
e — 1.90
18+28+38+ +ns+ ( )

je pro s < 1 divergentni a pro s > 1 je konvergentni.

Dukaz: Dukaz provedeme jen pro s < 1. Pro s = 1 je fada (1.90) harmonickd
a tedy divergentni. Necht tedy s < 1. Potom

1
<—, n=12....
nS

SRS

Ponévadz harmonicka rada diverguje, podle véty 1.12 diverguje i fada (1.90).
0

Z vety 1.12, v niz fada ) b, je geometrickou, plyne tato véta.

n=1
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Véta 1.14. (Cauchyovo kritérium) _

Necht

ay+az+ag+ ... (1.91)
je rada s nezapornymi c¢leny.
L. Jestlize existuje q, 0 < q < 1, tak, ze plati y/a, < q pro
vsechna n > k, je rada (1.91) konvergentni.
II. Jestlize {/a, > 1 pro nekonecné mnoho n, je rada (1.91)
divergentni.

Dtikaz: S ohledem na vétu 1.10 se omezime na piipad k = 1.

I. Necht existuje takové ¢, 7e 0 < ¢ < 1a ¥/a, < q pro vsechna n. Potom
rada
q+E+q¢+ ... (1.92)
je pro toto g konvergentni. Z podminky /a, < ¢ plyne, Ze a, < ¢".
Je tedy fada (1.91) minorantni k fadé (1.92) a tedy podle véty 1.12 je
konvergentni.

[ee]
II. Zkonstruujme fadu Z b, takto: Pro kazdé n, pro néjz je v/a, > 1
polozme b, =1 a pro kazde n, pro néjz je va, < 1, polozme b, = 0.

Takto vytvofend fada Z b, je ziejmé divergentni. Rada Z a, je ma-
n=1 n=1

jorantni k fadé »_ b,. Podle véty 1.12 je tedy fada > a, divergentni.
n=1 n=1
O

Piiklad 1.25. Dokazme, ze fada

i (%)n (1.93)

n=

—

je konvergentni a fada

o0 5 n

> (§> (1.94)
je divergentni.

<1,

Reseni. Dokazme, Ze fada (1.93) je konvergentni. Zfejmé { (%)n = %

takze podle véty 1.14 je fada (1.93) konvergentni.

Dokazme, ze fada (1.94) je divergentni. Ziejmé {' (g)n = 2 > 1, takze podle
vety 1.14 je tada (1.94) divergentni.

Pri aplikovani véty 1.14 byva casto obtizné urcit ¢, pro néjz je a, < q
pro vsechna n. Uvedme si ndsledujici vétu 1.15, kterou se lze v nékterych
piipadech vyhnout hledani ¢, které spliuje podminky véty 1.14.
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Véta 1.15. (Limitni Cauchyovo kritérium) -

Necht

a1 +ag+as+ ... (1.95)
je rada s nezapornymi cleny. Je-li lim {/a, < 1, je rada
(1.95) konvergentni, je-li lim /a, > 1 (nebo rovna +oc0),

je fada (1.95) divergentni.

Diikaz: Necht lim {/a, = o < 1, potom lze zvolit ¢ tak, Ze o < ¢ < 1.

n—0oo

Zvolime-li ¢ — a = ¢, existuje prirozené cislo ng tak, ze a — ¢ < Ya, <
a4+ & = ¢ pro vsechna n > ngy. Polozme k = ng + 1. Potom a < ¢ pro
vsechna n > k. VySetfovana fada je konvergentni podle véty 1.12.

Necht lim {/a, = o > 1. Zvolme ¢ = o — 1. Potom existuje pfirozené ny

n—oo

tak, ze 1 = a—¢e < /a, < a—+ ¢ pro vSechna n > ng. Zvolime-li k = ng + 1,
plati /a, > 1 pro vSechna n > k, tedy tada je divergentni podle véty 1.12.

O

Zrejmé véta 1.15 nic nerika o pripadu, kdy lim /a, = 1.

n—oo

A}

Uved'me si jesté nasledujici kritérium.

kritéria
konvergence ¥ad
s kladnymi ¢leny M Véta 1.16. (Srovnavaci kritérium II.) _
Necht
a1-+-a2-+-a3-+-..., (1.96)
by + by + bs + . .. (1.97)

jsou rady s kladnymi ¢leny (tj. a, > 0, b, > 0 pro vSechna
n). Necht plati

An+1 < bn+1

. b pro vSechna n. (1.98)

Potom plati:

[0.9] o0
[. Je-li Y b, konvergentni, jei > a, konvergentni.

n=1 n=1
(0.0} 0.0}

1. Je-li Y a, divergentni, je i Y b, divergentni.
n=1 n=1




Dukaz: 7 (1.98) pro n > 1 dostavame

Qp, o Qp  Ap—1 a2 < bn bnfl b2 o bn
-_ P — _— « e - — _7
ay Up—1 Ap—2 3] b1 bp—2 b1 b1

tj.
! ay .
a, < b—bn pro vsechna n.
1

I. Konverguje-li fada (1.97), konverguje i fada

ay ay ay
—by+ —by+ -+ —b,+ ...
by 1+ by o + + by +
(podle véty 1.11 pro ¢ = *). Podle véty 1.12 konverguje tedy i fada
(1.96).
I1. Diverguje-li fada (1.96), nemuze fada (1.97) konvergovat, nebot by
podle I. musela konvergovat i fada (1.96) proti predpokladu. 0

Véta 1.17. (d’Alembertovo kriterium) _
. l“

Necht > ¢, je fada s kladnymi ¢leny.
n=1

I. Existuje-li ¢islo 0 < g < 1 tak, ze

Cn+1
Cn

<q

0
pro vSechna n, je rada Y ¢, konvergentni.

. n=1
II. Jestlize .
1
n+ 21

Cn

&¢)

pro nekonecné mnoho n, je fada _, ¢, divergentni.
n=1

Dukaz: Tvrzeni L. vyplyva z véty 1.16, zvolime-li za fadu »_ a, fadu Y ¢,
n=1 n=1

a za fadu Y b, fadu > ¢" pro0 < g < 1.

n=1 n=1

Tvrzent II. vyplyva z véty 1.16, zvolime-li fadu » a, tak, ze a, = 1 pro

n=1

oo oo
n=12,...,azartadu ) b, tadu ) c,. a
n=1 n=1

Z této véty bezprostiedné plyne tzv. limitni d’Alembertovo kritérium:
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absolutnf{
konvergence f¥ad

Véta 1.18. (Limitni d’Alembertovo kritérium) -

Necht > a, je rada s kladnymi cleny. Je-li

n=1
. Gntl
lim —— <1,
n—0oo (U,
o0
je rada > a, konvergentni, je-Ii
n=1
. QGpy1
lim /= > 1,

n—0oo0  (p

0
je rada > a, divergentni.
n=1

Dtkaz: Dukaz je veden podobné jako dukaz véty 1.15. Prenechavam jej
Ctenari. 0

Tato véta nic nefika o pripadu lim “2= = 1.

n—oo 9n

Piiklad 1.26. Dokazme, ze fada

Z% (1.99)

je konvergentni pro kazdé x > 0.

Skutecné. Pro x = 0 je fada evidentné konvergentni. Necht tedy z je libovolné
kladné cislo. Potom tada (1.99) je ¢iselna tada s kladnymi cleny. Ponévadz

x'rH»l
()t T
=l n+1
a lim -5 = 0, je podle limitntho d’Alembertova kriteria fada (1.99) pro

n—oo

toto x konvergentni. Ponévadz = je libovolné kladné ¢islo, je fada (1.99)
konvergentni pro kazdé x > 0.

Rady s obecnymi &leny. Absolutni konvergence

Predpoklad o nezdpornosti ¢lenu dané fady neni vzdy splnén. V nékterych
piipadech k vysetfeni téchto fad pouzijeme fadu, jejiz ¢leny jsou rovny ab-
solutnim hodnotam ¢lenu puvodni fady. Plati pak tato véta.



Konverguje-li rada

|ax| + |ag| +lag| + - - + lan| + .., (1.100)

pak konverguje i frada a; +as+as+---+a, +....

Dikaz: Predpoklddejme, ze (1.100) konverguje. Utvorme fady

bit+by+- b+ ..., (1.101)
ci+ce+rte,+.., (1.102)

kde b, = ay,, je-li a, > 0 ab, =0, je-li a, <0, ¢, = |ayl, je-li a, < 0, a
cn = 0, je-li a, > 0. Rady (1.101) a (1.102) jsou fady s nezdpornymi cleny
a protoze plati b, < a,, ¢, < |a,| pro kazdé n, jsou konvergentni podle véty
1.12. Rada (1.101) nechf mé soucet b, fada (1.102) soucet c. Ziejmé plati
a, = b, — ¢, pro kazdé n. Tedy:

Zan = Z(bn —c)=b—c.
n=1 n=1
Je tedy fada Y a, konvergentni. 0

n=1

Konverguje-li fada (1.100), fikdme, ze rada . a, je abso-
n=1

lutné konvergentni. Konverguje-li fada » a, a fada (1.100)
n=1

0
diverguje, fikame nékdy, ze rada > a, je relativné nebo ne-
n=1

absolutné konvergentni.

Je tedy kazda konvergentni fada s nezapornymi ¢leny absolutné konvergentni.
Podobné kazdé konvergentni rada s nekladnymi cleny je absolutné konver-
gentni.

Zavedenim absolutni konvergence prevadime vysSetfovani

konvergence dané fady na vySetfovani rady s nezapornymi
(0.9} 0

cleny. Rada ) a, vSak muze konvergovat a fada ) |a,|

divergovat.
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Fady
alternujici

Rady alternujici

Necht a,, > 0 pron = 1,2,.... Potom fadu
al—a2+a3—a4+--~—|—(—1)”+1~an—i—...,

tj. radu, ve které se znaménka jednotlivych ¢lentu pravidelné
stridaji, nazyvame fadou alternujici.

Pro takové tady plati nasledujici véta.

Véta 1.20. (Konvergence alternujici fady) -

Necht aq,as,as, ... je nerostouci posloupnost nezapornych
¢isel. Potom rada

a1 —as +as —aq + ...

je konvergentni pravé tehdy, je-li lim a, = 0.
n—o0

Piiklad 1.27. Rada

je konvergentni podle predchézejici véty. Neni vSak absolutné konvergentni,
nebot fada absolutnich hodnot jejich ¢lenti je harmonickd fada, o niZ jiz vime,
ze diverguje.

1.7 Rady funkci

Zavedme si pojem fady funkei a jejtho souctu.

Necht {f.(x)}2, je posloupnost funkei definovanych na intervalu I. Potom
symbol

filz)+ fo(x)+... xe€l, (1.103)
nazyvame radou funkci na intervalu I. Tento symbol lze zapsat téz jako
> fa(z). Funkci
n=1

sp(z) = fi(z)+ -+ fulz) pron=1,2,...

nazyvame n-tym castecnym souctem rady (1.103).

O rade (1.103) budeme fikat, ze



a) konverguje bodové na intervalu I, jestlize posloupnost {s,}5%, jejich
castecnych souctu konverguje bodové na I. Jestlize lim s,(z) = f(x)
pro x € I, nazyvame f(x) souctem rady (1.103).
b) konverguje stejnomérné na intervalu I k funkei f(x), jestlize posloup-
nost {s,(z)}>2, jejich cdstecnych souctu konverguje stejnomeérné
k funkei f(z).
c) konverguje absolutné na intervalu I jestlize posloupnost {o, ()},
kde o, (z) = | fi(x)| + - - - + | fu(x)], konverguje bodové na I.
Vysetiovani konvergence tady funkci je tedy pfevedeno na vysetfovani kon-
vergence posloupnosti ¢astecnych soucti.

Priklad 1.28. Rada
o0 x"
> — w€J=(-00,0) (1.104)
n=1 ’

je na intervalu J absolutné konvergentni. Skutecné. Vysetiujme fadu

— |z]"
n!’

x € J=(—00,00)

n=1
Tato tada konverguje pro x € J, jetlize fada

[ee] n

>

n=1
konverguje pro z € (0, 00). Tuto konvergenci jsme ukazali v piikladé 1.26.

Poznamka. Lze ukazat, ze

Mocninn é fady

Zvlastnim pripadem nekoneénych tad funkei jsou mocninné fady, to jest fady
tvaru
ag+ ar(x — xo) + as(z — 20)* + ..., (1.105)

kde a,, n = 0,1,2,..., jsou konstanty — fikame jim koeficienty mocninné
rady. Cislo x nazyvame stredem mocninné fady (1.105). Mohou nastat tyto
pripady:
I. Rada (1.105) konverguje pouze pro x = xo a diverguje pro vsechna
r # x9. Tim spise nekonverguje absolutné a nekonverguje ani stej-
nomérné. V tomto pripadé rikdme, ze mocninnd fada 1.105 ma polomeér
konvergence r = 0.
II. Rada (1.105) konverguje absolutné pro viechna z a konverguje stej-
nomérné v kazdém konetném uzavieném intervalu. V tomto piipadé
fikame, ze mocninnd fada 1.105 mé polomér konvergence r = oo.
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ITI. Existuje ¢islo r > 0 takové, ze fada (1.105) konverguje absolutné pro
vSechna x, pro néz je |z — x| < r a diverguje pro vSechna x, pro néz
je |r — zo| > r. Konvergence tady (1.105) je stejnomérnd v kazdém
intervalu (zg — 7,9 + 7), kde 0 < 7 < r. Cislo 7 nazyvame polomér
konvergence tady (1.105).

Piiklad 1.29. Rada

o0 x”
1+ Zl — (1.106)
ma polomér konvergence r = oc.

Skutecné. Ukazali jsme, ze fada konverguje absolutné pro kazdé x. Tedy podle
bodu IT odstavce o mocninnych radéch je r = oco.

1.8 Shrnuti, dlohy

Shrnuti kapitoly

Hlavni body, probrané v této kapitola, jsou tyto:

m Definice posloupnosti (Definice 1.1), zejména posloupnosti ¢iselné. Pro
aplikace, zejména ve finanéni matematice, jsou dulezité aritmetické a
geometrické posloupnosti. Jsou zde uvedeny vzorce pro soucet prvnich
n ¢lenu aritmetické a geometrické posloupnosti.

Je zaveden pojem limity posloupnosti (Definice 1.2 a Definice 1.3).

Ciselné posloupnosti 1ze rozdélit do téchto skupin:

— konvergentni

posloupnosti — diverguji k oo
— divergentni — diverguji k — oo
— oscilujict

Je zavedeno Eulerovo ¢islo e (Véta 1.6) Toto odvozent je jen pro Vasi
orientaci. Je nutno védét, Zze e je ¢islo iracionalni a dé se aproximovat
cislem (1 + 4)™ pro dostatecné velké n € N. V dalsich kapitoldch se
ukaze jeho dulezitost. Bylo zavedeno jiz na stiedni skole.

B Vysetiuji se vlastnosti posloupnosti. Ukazeje se, ze posloupnost ma
nejvyse jednu limitu. Véta 1.5 pak vypovida o limité posloupnosti {a,, +
bty {anbn iy, {32 10l, zndme-li lim a,, a lim b, (Véta 1.5).

n—oo n—oo

m Zavadi se pojem posloupnosti funkei (Definice 1.7) a jeji bodové a stej-
nomeérné konvergence (Definice 1.7 a 1.8).

m Zavadi se pojem éiselné fady a jejtho souctu. Ciselné fady lze rozdélit
do nékolika skupin

52



— konvergentni
ciselné rady — divergujici k oo
— divergentni — divergujici k — oo
— oscilujict

Jsou uvedeny piiklady konvergentnich a divergentnich tad. Véta 1.11
pojednava o konvergenci tady, jejiz Cleny jsou soucty clenu konver-
gentnich tad. Je-li ¢iselna tada konvergentni, d& se jeji soucet apro-
ximovat souc¢tem prvnich n ¢lenu fady. Pro urc¢ovani souctu ciselnych
fad jsou uvedeny véty 1.8, 1.9, 1.11. Zde hraje dulezitou roli otazka
volby poctu n c¢lenu rady, jejichz souctem se méa soucet tfady aproxi-
movat, aby se dosahlo pozadované presnosti. Tato problematika neni
v tomto uc¢ebnim textu feSena. Prvnim krokem je tedy zjistit, zda fada
konverguje nebo ne.

B V textu se uvadéji ruzna kriteria, kterd ndm mohou pomoci pti vy-
Settovani konvergence resp. divergence dané fady. Tato problematika
se Tesl pro ruzné skupiny fad:

a) Rady s kladnymi (zdpornymi) ¢cleny. Jsou uvedena kriteria: Véta
1.12, Véta 1.13, Veéta 1.14, Véta 1.15, Véta 1.16, Véta 1.17, Véta
1.18.

b) Rady alternujici. Je uvedeno kriterium konvergence: Véta 1.20.

¢) Rady jejifz nékteré clené jsou kladné a nékteré cleny jsou zaporné.
Pro tyto tady je zaveden pojem absolutni konvergence a ve vété
1.19 je uveden vztah mezi konvergenci dané fady a jeji absolutni
konvergenci.

B V textu je uveden pojem posloupnosti funkci na daném intervalu. a
bodové a stejnomérné konvergence posloupnosti funkei. Déle je zaveden
pojem tady funkci a jeji bodové konvergence a stejnomérné konvergence
na daném intervalu.

Ulohy

1. Stroj byl zakoupen za z K¢é na zacatku roku. Na konci kazdého roku
se odepisuje na opotiebeni p% ceny z predchazejiciho roku. Jakd bude cena
stroje po n letech? Proved'te vypocet obecné a potom pro z = 1000000 Ké
ap=10%. [z (1= &)

2.  Priislozeném roénim uroceni s ro¢ni tirokovou mirou se na konci kazdého
roku k uloZené ¢éstce P na zacatku roku pripisuje turok ve vysi p% z ¢astky
na zacatku roku. Jaka bude tzv. splatna ¢astka S za n let? (Splatné c¢éstka
je ¢astka, na kterou vzroste zékladni kapitdl P za n let.)

[S=P(1+ )"

3. Jakd rocni urokova mira ziroci za 10 let pri roénim slozeném troceni
vlozenou ¢astku na jeji dvojnésobek? [7,18%)]
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4. Pii tzv. spojitém tiroceni se splatna c¢astka S pocitd vzorcem S = Pe’t,
kde P je vlozeny kapital, j = 1t5, kde p je rocni tirokova mira v %, t je doba
v rocich, po niz se splatna ¢astka pocita. Vypocitejte splatnou ¢astku pro

P = 500000 K¢, dobu 1,5 roku a p = 10%. [S = 580917,12K¢]

5. Kazdé redlné ¢islo a lze v dekadickém zapisu zapsat ve tvaru
a = tap,a1as...0p ...,

kde aq je prirozené ¢islo, a;, @ = 1,2, ..., je jedna z cifer 0,1,2,...,9. Je tedy

. ai a2 Qp
4 ( L _> _
R A TR TV AR TIT
Vyjadiete &fslo 2,375 ve tvaru £ kde p,qg €N.

2375 =2+ 55 + 0,005(1 + 15 + 755 + -+ )» o0

6. Eulerovo éislo e lze definovat vztahem

1 n
e = lim (1 + —) .
n—oo n

Presnym vypoctem se zjisti, ze e = 2,7182.... Vypocitejte na kalkulacce
(1+ %)” pro nékolik hodnot n = 5,10, 50 a porovnejte s presnou hodnotou.

7. Kolik obyvatel bude mit mésto o 10000 obyvatelich za 10 let, jestlize
pocet obyvatel kazdym rokem roste o 1,5%7? [11605]

8. Predpokladejme, ze nékdo ulozil castku odpovidajici hodnoté 10 K¢.
Ijroky se pripisuji na konci kazdého roku, roéni tirokova mira je p = 2%. Pred-
pokladejme, zZe se pii piipadnych zménach mény pfevede uspofena ¢astka na
castku ekvivalentni v nové méné a ze se neplati poplatky za vedeni uctu. Na
jakou castku by vzrostla ulozena castka za n = 2000 let?

[S=10-1,02%0% ~ 1,5861 - 10'9]

9. Co je to geometricka rada?

10. Nechf {a,}22, je geometrickd Fada a nechf a; = 2, ¢ = —3. Urcete as
‘1. _1u
a 5. [as = §, 55 = ]

11. Vysvétlete pojem nekonecné ¢iselné fady a pojem soucet nekonecné
rady.

12. Jak se urci soucet geometrické rady?
o0

13. Urcete soucet fady > 2-(—3)" [—2]
n=1

14. Napiste harmonickou rfadu. Je konvergentni? Na kalkulacce vypocitejte
soucet nékolika jejich prvnich ¢lent.

15. Urcete geometrickou posloupnost {a,}, vite-li ze ag = —%7 as = 8—11.
(71)n+1 o 1 o l
[{ 3n—1 }7 ar = 1,494 = 3]



16. Urcete limity posloupnosti, vypocet zduvodnéte.

a) {3} [0]

b) {ui} [0]
o) {2+ 55} 2
17. Zjistéte, zda konverguji rady:
a) > (2)" [diverguje]
n=1
S 1 . .
b) 2T [diverguje]
S~ 2n)! 5n .
c) 21 (nz D [konverguje]
18. Rozhodnéte o konvergenci, resp. absolutni konvergenci rad:
a) . (—1)n+1ﬁ [konverguje]
n=1 2

[konverguje absolutné]

b) X (=)

n=

—

oo o0
-~ .. 1 1 . . . s
19. Dokazte, ze fady =3 COS N, > ~3 sinnz stejnomeérné konverguji na
n=1 n=1
intervalu (—oo, 00).

20. Dokazte, ze tada

T $3 $5 I7

ﬂ—g-i-a—ﬁ-l-...

ma polomér konvergence r = oc.
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zobrazeni

Ado B

Cil kapitoly

B zopakovat si pojem zobrazeni

B zavést pojem kiivky a jeji tecny

B seznamit se s moznostmi grafického znéazornéni geometrickych utvara
v E,.

Casov a zatéz
® 5 hodin

Uvod. 1 kdyz pojem funkce je Vam znam jak z predeslého studia, tak i
z ucebniho textu ,Matematika A“, nebude jisté na Skodu se na tento po-
jem znovu podivat. Pojem funkce n—proménnych, n > 1, je zaveden jako
zobrazeni prostoru E,, do prostoru [E;.

V této kapitole jsou uvedeny dva dulezité priklady zobrazeni.
Je pojednéno o zobrazené F(x) prostoru V,, do prostoru V,, definovaném
vztahem

y=Azx, kdex eV, yeV,, A jematice typu (m,n).

Doporucuji, abyste tomuto zobrazeni vénovali pozornost.

Déle je pojednano o kiivkach v prostoru E,, definovanych jako zobrazeni
prostoru [E; do E,. Zavadi se pojem tec¢ny kiivky v jejim bodé.

V této kapitole je téz pojednano o grafickém znézornéni geometrickych utvara
v IE,.

Zobrazeni

Pojem zobrazeni mnoziny A do mnoziny B byl zaveden jiz na gymnéziich a
byl znovu uveden ve studijnim materialu ,Matematika A “. Vzhledem k jeho
zésadni dulezitosti se k osvétleni tohoto pojmu jesté jednou vratme.

Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B

Necht A, B jsou neprazdné mnoziny. Pravidlo F, jimz ke kazdému prvku
x € A je prirazen prdvé jeden prvek y € B, nazyvame zobrazenim
mnoziny A do mnoziny B. Oznacime-li x proménnou s oborem A a y
proménnou s oborem B, piseme

y = F(x).

O prvku y pritazenému k prvku x fikame, Ze je obrazem prvku z, a o prvku
x tikame, zZe je vzorem prvku y.

Mnozinu A (to jest mnozinu prvku, k nimz v zobrazeni F' pfifazujeme prvky



z B), nazyvame definicnim oborem nebo téZ neodvislym oborem zobrazeni F.
Znacime jej ¢asto D, resp. D(F) a mnozinu B nazyvame odvislym oborem
zobrazeni F'.

Podmnozinu mnoziny B, kterd obsahuje vSechny ty prvky y € B, které jsou

v zobrazeni F pritazeny k prvkum z z mnozin A, nazyvame oborem zobrazeni
F. Znacime ji H(F'), resp. Hp.

Jestlize Hrp C B, potom tikdme, Ze zobrazeni F' je zobrazemim mmnoziny A
do B.

Jestlize Hr = B, potom fikame, ze zobrazeni F' je zobrazemim mmnoziny A
na B.

Jestlize B C A, potom fikame, ze zobrazeni F' je zobrazenim mmnoZiny A do
sebe.

Jestlize Hrp = A, tikame, ze zobrazeni F' je zobrazenim na sebe.

Proménnou s oborem hodnot A nazyvame neodvisle proménnou a proménnou
s oborem hodnot B nazyvame zdvisle proménnou. V této definici jsme pouzili
symbol x pro neodvisle proménnou a symbol y pro odvisle proménnou.

Na obrazku 2.1 je znazornéno zobrazeni F' mnoziny A do mnoziny B, rovnéz
je znézornén obor zobrazeni F', to jest mnozina H(F). Je zde zndzornén téz
prvek u € B, ktery nepatii do H(F'). Neni tedy obrazem zadného prvku
x e A

Obréazek 2.1: Zobrazeni A do B

Zaved' me si nékolik pojmi, souvisejicich se zobrazenim.

Zobrazeni prosté. Necht F je zobrazeni mnoziny A do mnoZiny B.
Toto zobrazeni nazyvame prostym, jestlize ma tuto vlastnost: Jestlize
x,y € Aax#y, potom F(x) # F(y).

Priklad 2.1. Necht A = {a,b,c} a B = {a,3,7}. Zobrazeni F dané nésle-
dujici tabulkou je prostym zobrazenim A na B.

=

Zobrazeni
prosté
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Inverzni
zobrazeni

Inverzni zobrazeni. Necht F je prosté zobrazeni mnoziny A na
mnozinu B. Potom existuje zobrazeni, nazveme je inverznim zobra-
zenim mnoziny B na mnozinu A a oznacime je F~!, kterym ke kazdému
y € B prifadime ten prvek x € A, pro néjz plati F(z) = .
(Viz obr. 2.2)

Obrazek 2.2: Inverzni zobrazeni

Oznaceni. Symbolem F~! jsme oznacili inverzni zobrazeni k zobrazeni F,
nejedna se o umocnéni funkce F' na ¢islo (—1).

Tyto pojmy si ozfejmime na nasledujicim prikladeé.

Piiklad zobrazeni V, do V,,. Necht m,n € N, m > n a necht V,,,V,, jsou

aritmetické vektorové prostory. Necht A je matice typu (m,n). Ke kazdému
vektoru x € V,, pritfadme vektor y € V,, vztahem

y=A- =z (2.1)

Ponévadz ke kazdému vektoru & € V,, je vztahem (2.1) piitazen praveé jeden
vektor y € V,,, jde o zobrazeni V,, do V,,,. Oznac¢ime je F'(x). Tedy

Flx)=A -« (2.2)

je zobrazeni V,, do V,,.
Podivejme se blize na toto zobrazeni.

1. VySetfeme Hp. Nechf tedy = € V,,. Oznacme

F(z)=y, tj. A -x=y, takzey € Hp.

a) Ozna¢me IL vektorovy podprostor prostoru V,,,, generovany sloupci matice A.

Rozepsdnim systému rovnic A - @ = y dostavame

1171 + a12T2 + ... + A1pTn = Y1
2171 + G222 + ... + A2pTn = Y2
. (2.3)
Am1T1 T aAmaX2 + ... + ATy = Ym, -
Odtud dostavame
ail @12 Q1n Y1
a21 22 A2n Y2
xr1 + . To + -+ . Ty = . . (24)
Am1 Am2 Amn Ym



@14

. a2
Oznacme 'a = ,Z ,i=1,2,...,n. Vztah (2.4) pak lze zapsat jako

Qi
1 2 n,
rrat+raat+--+x, a=y.

Vektor y je linedrni kombinaci sloupci matice A. Je tedy y € L, takze Hp C
L.

Necht y € L. Ukazme, Ze existuje vektor = € V,, tak, Ze
A-xz=y. (2.5)

Ponévadz radkova hodnost matice je rovna jeji sloupcové hodnosti a vektor
y je linearni kombinaci sloupcu matice A, je

h(A) = h(Aly),

takze rovnice (2.5) mé podle Frobeniovy véty reseni. Existuje tedy skutecéné
x eV, tak,ze A-x=1y. Je tedy Hrp = L.

2. Vysetieme, kdy F je prosté zobrazeni V,, na Hp. Nechf 'z, 2z jsou takové
dva vektory z V,,, ze

F(lz)=F(z), tj. A-'z=A 2z (2.6)
Polozme
u="'x -z (2.7)
Z (2.6) vyplyva, ze
A-u=0. (2.8)

Uvazujme dva pripady.

a)

Necht hodnost h(A) = n. Matice (A|0) mé pak té7 hodnost n. Podle Frobe-
niovy véty m4 systém (2.8) obecné fesen{ zdvislé na n —n (= 0) parametrech.
Tedy systém (2.8) mé pravé jedno feseni{ u, kde u = 0. Ze vztahu (2.7)
vyplyva, ze pak 'z = 2x. Md-li tedy matice A hodnost n, je F prosté zobra-
zend vektorového prostoru V,, na Hrp = L. Existuje tedy inverzni zobrazeni
F~1! prostoru Hp = L na prostor V,,. Jestlize navic m = n, lze toto inverzn{
zobrazeni vyjadrit jako
Fly)=A"""y,

kde A~! je matice inverzn{ k matici A.

Necht hodnost h(A) < n. V tomto pifpadé md systém rovnic A -u = 0 feSen{
zévislé na n — h(A) parametrech. Jestlize '@ je libovolny vektor z V,, a u
je libovolny nenulovy vektor z V,, pro néjz je A-u = 0, potom A -'a =
A (*z +u), to jest F(lz) = F(*z + u). Tedy zobrazeni F neni v tomto
pripadé prosté.

3. Resitelnost systému linearnich rovnic A-x = b. Nechf b € V,,. Potom systém
rovnic

A-x=0» (2.9)

mé FeSeni prave tehdy, kdyz b € L.

a)
b)

Jestlize b € L, mé systém rovnic (2.9) feSen{ z4vislé na n—h(A) parametrech.
Jestlize b ¢ L, nemad systém (2.9) feseni. Situaci v tomto pfipadé zndzornéme
na nasledujicim obrazku 2.3.
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usecka

pFimka

Obrazek 2.3: Tlustrace k piikladu.

Pojem feseni systému rovnic (2.9) si miuzeme pro tento piipad rozsifit nésledovneé.
Za zobecnéné feseni budeme povazovat ten vektor & € V,,, jehoz obraz A - x je
,nejblize “ k vektoru b. Presnéji fe¢eno, za zobecnéné feseni systému rovnic A-x = b
rozumime ten vektor 2°, pro néjz je

|A-x® — b = min A -z —b||. (2.10)
€EVn

Pouzijeme-li ve V,, Euklidovskou vektorovou normu, dostavame stejné feseni jako
jsme obdrzeli metodou nejmengich ¢tverci, popsanou v uéebnim textu ,, Matematika
A“. Lze ukdzat, ze v piipadé, ze matice A mé hodnost n, vyhovuje vztahu (2.10)
prave jeden vektor 2°. V pifpadé, Ze matice A mé hodnost mensi nez n, vyhovuje
(2.10) vice vektoru, tedy systém rovnic (2.9) ma vice zobecnénych Feseni.

Usecka — zobrazeni (0,1) C E; do E,.
Necht nyni A = [ay,as,...,a,], B = [b1,bs,...,b,] jsou dva riuzné body

n-rozmérného prostoru E,. Oznaéme s = (s1, Sa, . . ., s,) vektor, kde
si:bi—ai, i:1,2,...,n.
Useckou AB budeme rozumét mnozinu vsech bodu X = [zq, 29, ..., x,], kde

T, = a; + S; - T, t€<071>

Témito rovnicemi je definovéno zobrazeni (0,1) C E; do E,. Zavedeme-li
usporaddni bodu této tsecky tak, ze pro t, to €  (0,1),
t1 < to, je bod X, odpovidajici parametru t;, pred bodem 2X, odpovidajicim
parametru ¢y, nazveme tuto usecku orientovanou souhlasné s parametrickym
vyjadfenim a oznacime ji AB. Bod A nazveme jejim prvnim a B poslednim
bodem. Podobné se zavadi opacna orientace tusecky k jejimu parametrickému
vyjadieni. Vektor s nazyvame smérovim vektorem tisecky AB.

Piimka — zobrazeni E; do E,.

Piimkou v tomto n-rozmérném prostoru, danou body A = [ay,as, ..., a,),
B = [by,bs, ..., b,], nazveme mnozinu bodu X = [z1, 2, ..., x,], kde

x; = a; + (b — a;)t, 1=1,2,...,n, t € (—00,0)
Obecné mnozina bodu X = [z, 29, ..., x,],

T; = a; + s; - t, i1=1,2,...,n, t € (—o00,00) (2.11)



kde A = [a1,a9,...,a,] je bod, s = (s1,82,...,8,) # 0 je vektor, zvany
smérovy, je piimka jdouci bodem A se smérem s.

Rovnicemi (2.11) je realizované zobrazeni I C E, do E,.
Spojita kiivka — zobrazeni (a,b) do E,.
Necht n € N, z; = ;(t), i = 1,2,...,n, jsou spojité funkce na intervalu

I C E;. Potom mnozinu bodu

[Sol(t)7902<t)""790n(t)]7 tEIgEl

nazyvame spojitou kiivkou v prostoru E,.

Rovnicemi

je realizované zobrazeni I C E; do E,,.

Piiklad 2.2. Necht n =2, r € R, > 0. Potom rovnicemi
r1 =rcost, Ty=rsint, t € (0,2m) (2.12)

je urcena spojitd kiivka v prostoru Es. Jestlize z rovnic (2.12) vylouéime
parametr ¢ (napt. se¢tenim jejich kvadratu), dostdvame rovnici

2 2 _ .2
rit+a;=r".

Je tedy rovnicemi (2.12) urcena kruznice se stiedem v bodé [0,0] o po-
loméru 7.

Piiklad 2.3. Zvolme a,b € R, a > 0, b > 0. Pro tato cisla a,b je rovnicemi
Ty =acost, my=asint, x3=>0t, kde t € (0, 27). (2.13)

déna krivka v Es.

Specidlnim piipadem zobrazeni je funkce n—proménnych.

Funkce n—prom énnych

Necht n € N, A C E,, B C E;. Pravidlo f, jimZ ke kazdému bodu
X = [z1,29,...,2,] € A ptitadime prave jedno ¢islo y € B, nazyvame
funkei n—proménnych. Piseme

y:f(X)7 reSp.y:f<.T1,Z'2,...,Z'n).

Mnozinu A nazyvame definicnim oborem funkce f, znacime jej téz Dy
nebo D(f). Bod X nazyvame neodvisle proménnou funkce f, resp.
T1,Ta,. .., T, Nazyvame neodvisle proménnymi. Cislo y = f(X) € B
nazyvame hodnotou funkce f v bodé X = [z1,x9,...,2,] € A. Mnozinu
téch ¢isel y € B, ktera jsou prifazena alespon k jednomu bodu X € A,
nazyvame oborem hodnot funkce f a znac¢ime Hy, resp. H(f). Ziejmé
Hy C B.

k¥ivka

zavedeni pojmu

funkce

n—proménnych
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V zapisu y = f(X) nazyvame téz X argumentem funkce f.

Je-1i funkce f(X) zadand vyrazem bez uvedeni jejiho definiéniho oboru,
rozumi se jim mnozina A vsech téch bodu X, pro néz mé vyraz vyznam.
Mnozinu vsech bodu [z1,...,x,, f(x1,...,2,)], kde [z1,...,2,] € E,,
nazyvame grafem funkce f.

Pro n = 1 nazyvame funkci y = f(x), x € A C E; redlnou funkei jedné
promeénné.

Piiklad 2.4. Pii rovnomérném pohybu pii konstantni rychlosti v ujede
auto za dobu t drahu s = vt. Z povahy ulohy vyplyva, ze t € (0, 00). Je tedy
s = vt funkce jedné neodvisle proménné ¢ s definicnim oborem (0, c0).

Piiklad 2.5. Obvod O obdélnika o stranach a, b se uréi podle vztahu O =
2(a+b). Je tedy O = 2(a+b) funkei bodu [a, b], resp. funkei dvou proménnych
a,b. Z povahy ulohy vyplyva, ze definicnim oborem je A = {[a,b] : a > 0,b >
0}.
Uved'me si nékolik dalsich piikladi
Piiklad 2.6. Funkce
sin(z? + 23 + 1)

x% + x%

y:

je definovand na mnoziné A = E, — {[0,0]}.

Priklad 2.7. Funkce
In(zy + 229 — 3)

xr1 — 3332

y —=
je definovana na mnoziné A vsech bodu [z1,x2|, pro néz plati

1 +2x5—3>0 A 17— 319 £0. (2.14)

Poznamka 1. Neodvisle proménna funkce f se ¢asto oznacuje symbolem X,
resp. (z1,...,x,) a odvisle proménna symbolem y. Napi. y = f(X), X € A,
y € B. Pro tutéz funkci muzeme pouzit jiné oznaceni, napi. u = f(t), t € A,
u € B. Tedy napt. zapisy y = sin(z), z € (—00,00); y = sin(t), t € (—o0, 00)
vyjadiuji tutéz funkci. Podobné u = sin(x; + 2x9), [z1,22] € A vyjadiuje
tutéz funkei jako u = sin(z + 2t), [z, t] € A.

Poznamka 2. U nékterych funkei je zvykem nedavat argument do zavorky,
pokud nemuze dojit k omylu. Napf. piSeme

B y = sinzx misto y = sin(x),

B y = logz misto y = log(x).

Avsak v zapisu y = sin(2x + 3) nesmime zavorky vynechat.

Poznamka 3. Misto funkce y = (f(z))" lze psat y = f"(x). Zde n je
exponent. Neddvame jej do zavorky. Zapis f™(z) se pouziva pro n-tou deri-
vaci funkce f(z), jak bude uvedeno pozdéji. Symbol f~!(z) je pouzivan pro
oznaceni inverzni funkce k funkei f(z).



Poznamka 4. Upozornuji na chybu, které se nékdy studenti dopoustéji.
Napiiklad misto sin(z2 + 2 + 1) pfsf chybné sin -(22+7 + 1)! Upozoriji, ze
2% + x + 1 je argumentem funkce sinus.

K lepsimu pochopeni nékterych matematickych pojmu a pii feseni tiloh nam
¢asto pomuze grafické zndzornéni (pokud je to mozné) geometrickych ttvaru
v piislusném prostoru.

Grafick & znazorn éni geometrickych GtvarCi v prostoru ~ E,

Prostor E,. Body v E; znazorinujeme na ¢iselné ose. Neni nutno délat rozdil
mezi bodem na ¢iselné ose a cislem, které je tomuto bodu ptirazeno.

Prostor E,;. V roviné zvolme dvé ciselné osy se stejnym nulovym bodem,
které lez{ na dvou ruznobézkach. Ciselné osy oznaéme x1 a xo, spoleény nu-
lovy bod nazveme pocatkem soufadného systému a oznacime 0. Necht A je
libovolny bod této roviny. Ved me jim rovnobézku p s osou 5 a rovnobézku g
s osou x1. Piimka p protne osu x; v bodé a; a pfimka ¢ protne osu x5 v bodé
as. Bodu A priradime pak uspordadanou dvojici redlnych cisel [aq, as]. Nebu-
deme délat rozdil mezi bodem A a touto uspofddanou dvojici [ay, as]. Cislo
a1 budeme nazyvat prvni a ¢islo as budeme nazyvat druhou soutradnici bodu
A v souradném systému Oxizo. Jsou-li osy x1, ro navzdjem kolmé, mluvime
o pravouhlém soufadném systému. Maji-li soufadné osy 1, x5 navic stejné
méritko, soutadny systém nazyvame kartézskym souradnym systémem. Na
obr. 2.4 je znézornén kartézsky soutradny systém a v ném bod Alay, as).

) p
az A q
0
ay 1

Obrézek 2.4: Bod Alay, as] v kartézském souradném systému.

Na obr. 2.5 je sedé vyznacen definiéni obor funkce

~ In(zy + 225 — 3)
N 1 — 3To

z prikladu 2.7. Definiénim oborem je mnozina bodu [xy, 23], kterd vyhovuji
(2.14). Body na piimkéach x1 4+ 2x5 — 3 = 0, x1 = 325 nepatii do definiéniho
oboru.

Jinym piikladem je znazornéni grafu funkei jedné proménné. Tak na obr. 2.6
je znazornén graf funkce

22, proz € (0,00).

f) = { —x, prox € (—00,0),

znazornéni

geometrickych

utvari v Eo
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Obrazek 2.5: Ilustrace definiéniho oboru funkee y = =——==—.
Y
Yy = [f(x)
0 T

Obréazek 2.6: Graf funkce jedné proménné.

Neékteré funkce, jako jsou napf.

f@) =1 _y

x je racionalni,
x je iracionalni,

nemuzeme dobfte graficky znazornit. Grafické znazornéni bodu neumoznuje
totiz rozlisit body [z1, 1], [z, —1] pro z; raciondlni a xs iracionalni.

Prostor E;. Zvolme tfi ¢iselné osy se stejnym nulovym bodem, které nelezi
v jedné roviné. Oznac¢me je x1, T2, x3. Spoleény nulovy bod oznacime 0 a
nazveme pocatkem soufadného systému. Necht A je libovolny bod v prostoru.
Ved'me jim rovinu o uréenou osami z,, xs, rovinu [ uréenou osami i, rs
a rovinu vy uréenou osami xi, xs. Nechtf rovina « protne ¢iselnou osu
v bodé a;, nechf rovina 3 protne éiselnou osu z» v bodé as a necht rovina
7 protne osu x3 v bodé az. Bodu A priradime usporddanou trojici [a1, as, as)
realnych ¢isel. Nebudeme délat rozdil mezi bodem A a touto usporadanou
trojici. Cislo a; nazyvame prvni souradnici bodu A, &slo a; budeme nazyvat
druhou souradnici bodu A a ¢islo ag budeme nazyvat treti souradnici bodu
A. Jestlize osy 1, To, x3 jsou navzajem ortogondlni, mluvime o pravoihlém
soufadném systému. Maji-li souradné osy 1, xo, 3 stejnd méritka, mluvime
o kartézském souradném systému. Chceme-li znazornit geometrické utvary
v roviné (na papife), musime pouzit néjakou projekci. Ukazme tyto moznosti.

a) 'V roviné sestrojime kartézsky soutradny systém s pocatkem 0 a souradny-
mi osami x1, xo. Jestlize A je bod v E3 o souradnicich [ay, as, a3, vyznacime



v roviné bod Aj[ay, as] (resp. oznacme opét A) a k nému pripiseme souradnici
as. Cislo az budeme nazyvat kétou bodu A.

T2

'A1(a3)

T

Chceme-li napf. si udélat piedstavu o funkci zz = 2?43, muZeme postupovat
takto. Zvolime kartézsky soufadny systém v roviné. Jeho osy oznacime x4,
T9. Zvolme c. Je-li ¢ > 0, protne rovina z3 = ¢ plochu x5 = 2% + 23 v kruznici
¥+ a3 = (\/5)2 Nazveme ji vrstevnici. V roviné x;, xo vykreslime tuto
kruznici a k nf pripiseme ¢islo /¢, tj. kétu vsech bodu kruznice na ploSe.
Pro ¢ = 0 obdrzime bod [0, 0,0]. Vykreslenim nékolika vrstevnic si udélame
nahled na vysetiovanou plochu x3 = 2% + 3. Viz obr. 2.7

x2

T

Obrazek 2.7: Vrstevnice plochy x3 = 2% + 3.

Analogicky zpusobem se znazornuji vrstevnice jiné plochy. Pro ,,slusné* funk-
ce je vrstevnici kiivka, jak ji intuitivné chapeme. Vykresleni prumétu téchto
k tomu urceny software. Na obr. 2.8 je grafické zndzornéni vrstevnic plochy
uzitim programového systému Matlab. Pokuste se predstavit si znazornénou
plochu!

b) Vykreslime (viz. obr. 2.9) navzajem kolmé soutradné osy xs, x3. Déle vy-
kreslime souradnou osu x1, ktera svird s osou x, zvoleny tihel w. Déle zvolime

vrstevnice

projekce E3
do ]E2
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Obrazek 2.8: Vrstevnice plochy.

¢islo 0 < k < 1, tzv. faktor zkraceni. Potom bod Alay, as, az] zndzornime jako
bod A* dle obr. 2.9. Bod A jsme vykreslili v tzv. sikmém promitani (jak jsme
byli zvykli zndzornovat geometrické titvary na gymnéaziich).

x3

asz +

Ak

a2

N
&

s

T
Obrézek 2.9: Sikmé promitan.

Pifkladem je obr. 2.10, na némz je zndzornéna funkce x3 = 5% (2% —2)+x3+5.
Pro vétsi citelnost jsou na ploSe vykresleny kiyvky, které jsou prusecnicemi
plochy s rovinami x; = konst., a vykresleny ktivky, které jsou prusecnicemi
plochy s rovinami zs = konst.. K vykresleni byl pouzit programovy systém
Mathematica.
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Obréazek 2.10: Graf funkce a vrstevnice funkce f(z,y) = 5x3(x? —2) + a3+ 5.
Rozdil két dvou sousednich vrstevnic je 3. Vrstevnice maji kéty 3 + 60.

Na obr. 2.11 je znazornéna krivka

x1 =acost, xy=asint, x3= Dbt t € (0,2m).

no

Priumétem této kiivky do roviny (z1,x2) je kruznice ¢; o rovnici 22 + 23 = a?.
Kiivka urcend rovnici (2.13) lezi na vélcové plose s povrchovymi piimkami
rovnobéznymi se souradnou osou xs.

T3

o

a,0,0] 2

e

(A

Obrazek 2.11: Kfivka 2y = acost, xo = asint, x3 = bt, t € (0,27) v pro-
storu Vs.

Prostor E,,, n > 3. Geometrické utvary v prostorech E,,, n > 3, si nemuzeme
smyslové predstavit. V konkrétnich piipadech je mozno postupovat napf.
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takto: Je-li z = f(X), X € E4 je mozné provést znézornéni ploch
z = f(x1,x9,23,¢), kde ¢ € R jsou zvolena ¢isla.

2.1 Shrnuti, tlohy

V kapitole jsme si zopakovali pojem zobrazeni mnoziny A do B. Jako zvlastni
piipad jsme pojednali o zobrazeni y = Ax, kde A je matice typu (m,n),
x eV, yeV,. Otomto zobrazeni bude pojednano jesté jednou v kapi-
tole 8. V této kapitole je zaveden téz pojem kiivky v prostoru E,. Hlavnim
tématem je pojednani o grafickém znazornéni geometrickych utvaru v E,,.

Ulohy

1.  Nakreslete vrstevnice plochy z = 22 — 3% s kétami 1,2, 3, —1, —2, —3.

2. Nakreslete vrstevnice plochy z = “"iizz pro koty 1,2, 3.

3.  Urcete defini¢ni obory funkei
a) z = Y—— o

y—x
Dy = {[z,y] : 2> +y*—4>0Ay—x+# 0}. Oznatme k kruznici se
sttedem v bodé [0,0] o poloméru 2, p pifimku y = x. D je mnozina
téch bodu lezicich vné k a na k, ktera nelezi na pfimce p.]
b) z = log(z—y)
T+y
[Df ={[z,y] : v—y>0Az+y#0}. Dsje mnozina téch bodu [z, y],

které lezi pod pifmkou y = = a nelezi na piimce y = —z.]

a graficky je znazornéte.
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mnozina R*
a operace v ni

Cil kapitoly

B Seznamit se s pojmem limity funkce v daném bodé a s pojmem spoji-
tosti funkce f(x) v daném bodé a pomoci limity funkce v bodé a.

B Seznamit se s vypoctem limity a spojitosti v daném bodé souctu, rozdi-
lu, soucinu a podilu dvou funkei.

m Urcit spojitost slozené funkce na zakladé spojitosti jeji vnitini a vnéjsi
slozky:.

B Seznamit se s vypoctem limity slozené funkce v daném bodé.

Casov a zatéz

B 8 hodin

Uvod. V této kapitole se zaméifme na zavedeni pojmu limity redlné funkce
f(x) jedné proménné v daném bodé. Pojem limity funkce f(z) v daném
bodé pak pouzijeme k zavedeni pojmu spojitosti funkce f(z) v daném bodé.
S pojmem spojitosti funkce f(x) v daném bodeé jste se setkali jiz na stfedni
skole. Jeho zavedeni zpusobem nezavislym na pojmu limity funkce v daném
bodé byl zopakovan v ué¢ebnim textu ,,Matematika A “.

V této kapitole budeme tam, kde nemuze dojit k omylu, pouzivat pojem
funkce misto realnd funkce realné proménné.

Pojem limity je dulezitym pojmem, ktery je zakladnim pojmem napft. pro
zavedeni pojmu ,derivace funkce* a urcitého integralu z dané funkce. Pted
jeho vlastnim zavedenim si zopakujeme pojem okoli bodu a € R* a rozsiteni

operaci ,+, —, -, :“ na R*. Pojmu ,limita“ je nutno dobfe porozumét. (Po-
rozumeéni neni totéz jako odiikdni definici a vét!)

Pripomenme si nékteré pojmy, které jsme jiz uvedli v textu ,, Matematika A “.

Oznadili jsme R* mnozinu R* = RU{—o00, 00}. Symbolem —o0, 0o jsme
nazvali nevlastnimi ¢isly. Prvky mnoziny R* nazyvame vétSinou prosté
c¢isla, resp. body. V textu ,Matematika A“ jsme rozsirili aritmetické
operace ,,+, —, -, :“ pro realnd ¢isla i na nékteré piipady, v nichz jeden
nebo oba operandy jsou symboly 400, resp. —oo. Pro a € R jsme de-
finovali: a + o0 = 00, 00 +a = 00, 0+ 00 = 00, &4 — 00 = —OQ,
—00+a = —00, —00—00 = —00, 7= = 0, 00-00 = 00, 00+ (—00) = —00,
—00 - (—00) = 00, —00 00 = —00, @00 =00 proa >0, a- 00 =—00
proa <0, a-(—o0) = —oo proa > 0, a-(—o0) = 0o pro a < 0. Nekteré
+oo £o0

operace, jako oo — oo, £, = nejsou definovany.

Déle jsme zavedli pojem okoli kazdého bodu a € R* takto:



Necht a € R, potom pro kazdé § > 0 nazyvdme interval (a — §,a + 9)
okolim bodu a a znacime jej Us(a). Podobné, interval (a—94, a) ({a, a+0))
nazyvame levym (pravym) okolim bodu a a znacime jej Uy (a) (U (a)).
Necht a = 0o (a = —00). Potom pro kazdé ¢ nazyvdme interval (4, c0)
((—00,6)) 6—okolim bodu oo (—o0) a znacime jej Us(oo) (Us(—00)).

Mnozinu Uy (a) — {a} (Us (a) — {a}) nazgvdme pravym (levym) ryzim
okolim bodu a. Podobné Us(a) — {a} nazyvame ryzim é—okolim bodu a.

3.1 Limita a spojitost funkce jedn €& prom énné v daném
bod é

V ucebnim textu ,Matematika A “ jsme zavedli pojem spojitosti funkce f(x)
v bodé a € R zleva (zprava) a pojem spojitosti funkce f(z) v bodé a. Do-
porucuji, abyste si tyto pojmy zopakovali pied dalsim studiem tohoto textu.

Uvodni pozn amky k zavedeni pojmu ,limita re alné funkce jedn é
prom €énné*

Zactnéme s funkei

Tato funkce neni definovand v bodé x = 0. Uvedme si hodnoty této funkce
v nékolika bodech:

x +1,5 +1 +0.,5
F(z) [ 0,664996 ... | 0,841470... | 0,958851 ...

x 40,1 40,01 40,001
F(z) |[0,008334... | 0,999983 .. | 0,999999 ...

Uvedeny vypocet nas vede k domnénce, ze ¢im z je ,blize® k ¢islu 0, tim je
f(x) ,blize“ k ¢islu 1. Slovo ,,blize“ budeme precizovat takto: K libovolnému
e > 0 lze urcit ¢fslo § > 0 tak, ze pro z € Us(0), z # 0, je 322 € U.(1), to
jest pro x € (=4,0), x £0,je 1l —e < % < 1 + . Dukaz pravdivosti této
domnénky nebudeme ted provadét. Ponévadz tato domnénka je pravdivi,
budeme fikat, ze funkce 322 mg v bodé 0 limitu rovnu 1 a budeme psét

€T

sin x
=1.

lim
x—0
V dalsim pojednani si uvedeme definici limity funkce f(z) dvéma ruznymi
zpusoby. Druhy zptusob je zalozen na pojmu limity posloupnosti. Diive, nez
prikro¢ime k exaktnimu zavedeni pojmu ,limita funkce f(x)“ v daném bodé

a € R*, zavedeme si tento pojem na zdkladé neupresnénych pojmai. Doufam,
ze to pomuze k pochopeni tohoto pojmu. Pojem limity funkce je zakladnim

okoli bodu
a € R*

intuitivni
zavedeni pojmu
limity funkce

v bod&
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pojmem, jemuz je nutno dobie porozumét. Toto porozumeéni je duleZitéjsi nez
nauceni se presnému znéni definic a vét, které ddvaji ndvod k jejich vypoctu.

Réeni ,limita funkce f(x) v bodé a € R* je rovna o € R*“, které symbolicky
zapisujeme jako

lim f(z) = a,

r—a

znamena, nepiesné receno, toto: Cislo a Ize aproximovat hodnotou funkce f
se zvolenou presnosti v kterémkoliv bodé x lezicim dostatecné blizko k ¢islu
a, © # a. Jinak feceno: jestlize ,x se blizi k a“, potom ,, f(x) se blizi k a“.

Napriklad:

)

T+ 2 4

Iim —— = -
T—2 ,j[,‘2 —+ 1 5
znamena, ze pro = # 2, kterd se malo lisf od 2, je %l

241
;2111 se malo lis{ od % = 0,8. (Napfi. pro x = 2,01 dostdvame

9
(:H ) — 0,795619. ..
r=2,01

definovano a

2241

a pro r = 2,001 dostavame

(I”) — 0,7995602 . .. .
r=2,001

241

a—oo 22 —1

7’ ~ ~ 7 ¢ . 2 7z [l 7’
znamens, ze pro ,hodné velké z* je 252+ definovano a lisf se mélo
od 2. Napt pro z = 100 je

212 1
vt — 2010301 ...
z? -1 2=100
a pro x = 1000 je
212 1
(I:$+ ) — 2,002003... .
r*—1 2=1000

22— 16
im =
z——4 x4+ 4
znamena, ze pro ,vSechna z dostatecné blizka k c¢islu —4% ale ruzna

od —4, je ””ijr}f definovano a ””ijr}f je ,,blizko k cislu —8¢. Naprf. pro

z = —401 je
21
(I 6) — 8,01
r+4 ). 4m

2_ ]
<f'3 6) g
T+4 ), 399

a pro r = —3,99 je




Iim — =
x—0 ;U2

znamena, ze kdyz ,,x se blizi k 0“ a je x # 0, pak ,,# roste nade vSechny
meze*“. Napiiklad pro z = 1072 je

1
2)... v
T2 ) p=10-2
1
<—2) =10° .
=) p=10-3

Réeni ,limita zprava (zleva) funkce f(z) v bodé a € R* je rovna o € R*“,
které symbolicky zapisujeme jako

aproz = 1073 je

i f0) = (Jim ) =)

r—ay T—a_

znamena toto: Hodnota funkce f(x) aproximuje ¢islo a se zvolenou presnosti
ve véech ¢islech x, x > a (r < a) dostatecné blizkych k ¢islu a. Jinak feceno:
Jestlize ,,x se blizi k a* a pritom je stdle x > a (x < a), potom ,, f(x) se blizi
k cislu a“.

Osvétlete si tyto zapisy

a) lim Inx = —o0
r—04

b) lim 2% = o0
z—24 T

¢) lim 2% = —o0
rz—2_ T

a nakreslete grafy funkci, jejichz limity v prislusnych bodech jsou uvedeny.
Limita funkce jedn & prom énné

Po tivodnich slovech k zavedeni pojmu limity uved'me si jeji pfesné zavedend.

Definice 3.1. (Limita funkce jedné proménné) -

Necht y = f(z) je redlnd funkce redlné proménné .
Necht a € R*. Rekneme, Ze funkce f(x) md v bodé a limitu
a € R* a piseme

lim f(z) = «,

jestlize ke kazdému e—okoli bodu « existuje d—okoli bodu a
tak, ze

1. funkce f(x) je definovana v Us(a) — {a}

2. pro vsechna = € Us(a) — {a} plati f(x) € U.(a).

limita funkce
v bodé&
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V bodech a € R zavadime i limitu zprava a limitu zleva
funkce f(z) takto:

Rekneme, ze funkce f(z) méa v bodé a € R limitu zprava
(zleva) rovnu ¢islu a € R* a piseme

jestlize ke kazdému e—okoli bodu a € R* existuje pravé
(levé) d—okoli bodu a tak, ze
1. funkce f(z) je definovdna v U (a) —{a} (U; (a) —{a})
2. pro vSechna z € U; (a) — {a} (z € Uj (a) — {a}) plati
f(z) € Us(a).

Poznamka 1. Jestlize funkce f(x) je definovand v intervalu (¢, d), muzeme
B misto lim f(x) psat lim f(z),
x—)C+ r—cC
m misto lirgl f(z) psat lin}l f(z).
Poznamka 2. Vsimnéte si, ze oznaceni lim f(z) (lim f(x)) je vlastné
rovnéz oznaceni pro jednostranné limity.

Lehce nahlédneme platnost této véty.

Véta 3.1. Necht funkce f(x) je definovand na intervalu I a necht a je
vnitini nebo koncovy bod intervalu I. Potom funkce y = f(x) ma v bodé a
limitu o € R*, kdyz a jenom kdyz plati: Jestlize posloupnost {x,}°,, kde
&, € Dy, md limitu a, potom posloupnost { f(x,)}°, md limitu c.

Je tedy mozno limitu funkce f(z) definovat alternativné takto:

Necht funkce f(x) je definovand na intervalu I a necht a
je vnitini nebo koncovy bod intervalu /. Potom fekneme,
ze funkce f(x) ma v bodé a limitu o € R* a piSeme
lim f(x) = «, jestlize plati: Je-li {z,};2,, kde z,, € Dy,
r—a

posloupnost s limitou a, potom { f(z,)}> je konvergentni

a plati nh_)rgo (xn) = .

Podobné se definuje uzitim posloupnosti limita zprava (zleva) funkce f(x)
v bodé a.

Definici 3.1 si osvétlime na nékolika prikladech.

Graf 1. Na obrazku 3.1 je graf funkce y = f(z) pro niz je
lim f(z) =c«, kdeacR,acR.

T—a+



V tomto pifpadé je U.(a) = (a—e,a+¢), Uy (a)—{a} = (a,a+4d). Z obrazku
je patrno, ze k libovolnému e > 0 existuje 0 > 0 tak, ze pro x € (a,a + 0) je
funkce f(z) definovand a o —e < f(x) < a+e¢. Graf funkce y = f(x) probiha
v intervalu (a,a + §) v pasu vytvoreném pifmkami y =a —c ay = a +¢.

Yy
/ ~ (@)
a+¢€
f(@)
oa—¢
/‘U;(a) —{a}
0 a T a+9 z

Obrazek 3.1: lim f(z) =a, a € R,a € R.

r—a4

Graf 2. Na obrazku 3.2 je graf funkce y = f(z), pro niz plati
lim f(z)=ca, kdea€eR,a=o0

T—a+
V tomto piipadé je U.(a) = U.(o0) = (g,00), kde € € R, Ut (a) — {a} =
(a,a+ 0). Z obrazku je patrno, ze k libovolnému ¢ existuje § > 0 tak, ze pro
z € (a,a+06) = Uy (a) je f(x) > . V intervalu (a,a+ &) probihd graf funkce
y = f(x) nad primkou y = «.

Yy
y= f(z)
Ue(00)
f(a)
f(z) -
R
0 (; r a+d x

Obrazek 3.2: lim f(z) =a, a € R,a = 0.

T—a4

Graf 3. Na obr. 3.3 je graf funkce y = f(z), pro niz je
lim f(x) = a, kde ao € R.

V tomto piipadé je U.(a) = (o — &, @ + €) pro libovolné ¢ > 0 a Us(oo) =
(0,00) pro libovolné ¢. K libovolnému ¢ > 0 existuje § tak, ze pro z €
Us(00) = (6,00) je f(z) € Us(a) = (a—e, a+¢). Graf funkee f(x) v intervalu
(0, 00) probihd v pasu vytvoreném piimkami y =a —cay=a +e¢.

s
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Y
y=f(=)
y=a-+¢
a+evwy
@ vy ——o
a T=a
a—¢
y=a—c¢
0 ] T Us(oo) z

Obrazek 3.3: lim f(x) =a, a € R.

Graf 4. na obr. 3.4 je graf funkce y = f(x), definované na intervalu I =
(b, 00), pro niz plati
lim f(z) =, kdea=oc.

V tomto pripadé je U.(a) = U.(00) = (g,00) a Us(oo) = (9, 00).

7 obrazku je vidét, ze k libovolnému cislu € € R lze urcit 6 € R tak, ze pro
x € (0,00), tj. pro x € Us(o0) je f(x) > ¢, tj. f(z) € Us(c0).

y
Ue(a) Y= f(.T)
f(z)

€ y=¢

0] 4 5 Y

Obrazek 3.4: lim f(z) = oo.

Graf 5. Na obr. 3.5 je graf funkce y = f(z), pro niz plati

lim f(z) = «, kdea,a € R.
V tomto piipadé je U.(a) = (o —e,a+¢) pro libovolné € > 0 a Us(a) — {a} je
(a—9,a)U(a,a+0). Tedy pro xz € (a—d,a)U(a,a+0) jea—e < f(z) < a+te.
Ukazme, ze plati tato véta:
Véta 3.2. Necht f(x) je funkce. Potom lim f(z) = a ( lim f(z) = «),

Tr—00 Tr——00

kde o € R*, kdyz a jenom kdyz



Yy
ate y=ate
« < y = f(z)
o—¢ y=a-—=¢
f(a)
Us(a) —{a}
5 > © ¢
a—20 a x a+d c T

Obrazek 3.5: lim f(z) = a, a,a € R.

Tr—a

Diikaz: Dukaz vychazi z toho, ze vztahem
Y=

x

je ke kazdému x € Us(c0), § # 0 prifazeno pravé jedno y € Uy (0) a kazdé

o
y € U{(0) je piifazeno prave k jednomu x € Us(oo). Pro lim  f(x) je dukaz
s r——00
analogicky. 0
Uloha. Zvolte si funkci y = f () a nacrtnéte jeji graf pro tyto piipady:
a) lim f(z)=a,acR limf(z)=a,a € R, aeR

Tr—a_—

b) Jim f(z) = o0, im f(z) = o0, lim f(r) = o0, a € B

) Jim f(r) = —oc, lim f(z) = —oc, lim f(z) = o0, a € k
) Jim f(x) = oc, Jim f(r) = —oc, Jim f(r) = o, o € B

) _lim_f(x) = oo, lm_f(r) = —oe, lim_f(x)=0,a R

Limita funkce f(x) v daném bodé a nezavisi na hodnoté funkce f(z) v bodé
a. Tedy funkce f(z) nemusi byt v bodé a ani definovand. Plati tedy tato
poucka:

Necht a € R*, necht existuje § € R tak, ze f(x) = g(x)
pro x € Us(a) — {a}. Potom existuje-li lim f(z), existuje i

r—a

lim g(z) a plat{
r—a

lim f(x) = lim g(x).

r—a r—a

Podobné pro lim f(x), lim f(x), lim f(z), lim f(x).
T—A4 T—a_ Tr——00 T—00
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I Funkce f(x) nemusi mit v daném bodé limitu. Uved'me tyto piiklady.

Piiklad 3.1. Necht

(@) 1 pro z raciondlni,
x) = e
—1 pro x iracionalni.

Necht a € R. Potom neexistuje lim f(z) ani lim f(z).
T—ay T—a_
Skutecneé. V kazdém intervalu (a,a 4+ 0) ((a — d,a)) jsou jak body z, v nichz
je f(x) =1, tak body x, v nichz je f(z) = —1. Tedy neexistuje ani lim f(z)
T—a+

ani lim f(x).

Tr—a_—

Priklad 3.2. Ukazme, Ze neexistuje lim sm ~

IHO+

Reseni. Piedevsim zvazme, ze funkce sin - = je definovand pro vSechna x # 0.

Polozme
1

(2k+1)%

Ziejmé posloupnost {x;}7°, ma limitu rovnu 0, tj. klim x, = 0. Déle
—00

T = ]{}:1,2,...

1
sin — = sin(2k + 1)z =

T 2 1 pro k sudé.

{ —1 pro k liché,
Tedy v kazdém intervalu (0,4) jsou jednak body, v nichz funkce sin = nabyvé
hodnoty —1, jednak body, v nichz funkce sin% nybyva hodnoty 1, takze

neexistuje hm sin < 1
r—04

Na obr. 3.6 je vyznacen graf funkce sin% pofizeny na pocitaci.

Obréazek 3.6: Graf funkce sin %

V ucebnim textu ,Matematika A “ jsme zavedli pojem spojitosti funkce f(x)
v daném bodé a. Zavedeni tohoto pojmu lze provést pomoci pojmu limity
funkce f(z) v bodé a takto.



Definice 3.2. (Spojitost funkce v bodé)

Necht funkce f(z) je definovand v bodé a € R a necht
lim f(z) = fla) (lim f(z) = f(a)) [lim f(z) = f(a)]
Potom f(z) je v bodé a spojitd (spojitd zprava) [spojita
zleval.

v bodé&

Je-li a levym (pravym) koncovym bodem intervalu I, na
némz je funkce definovand, muzeme fikat, ze funkce f(z)
je v bodé a spojitda misto f(x) je v bodé a zprava (zleva)
spojita.

Jestlize funkce f(x) je v bodé a € R spojitd, potom vypocet
limity funkce f(x) v bodé a Ize urcit pouhym vypoctem
hodnoty funkce f(x) v bodé a.

V ucebnim textu ,Matematika A“ jsme uvedli, ze ele-
mentdrni funkce polynom, raciondlni lomend funkce /x, a*
log, z, sinz, cosx, tgx, cotgx, arcsinz, arccosz, arctgx
a arccotg x jsou spojité v kazdém bodé svého definicniho

oboru.

Uved'me si nékolik piikladi.

S

Piiklad 3.3. Dokazme, ze hn110 logx =1, lim sinx =
r— m—»%

Skutecéné. Funkce log x, sinz jsou spojité v kazdém bodé svého definiéniho
oboru. Tedy

T V2

Jirglologzczloglozl, g}l_rgsmm:stZT.

4

Piiklad 3.4. Necht n € N. Dokazme

. 00, n jesudé
lim 2" = ’ ‘] L)
—00, n je liché.

Tr——00

Skutecné. Necht n je sudé. Necht € > 0 je libovolné ¢islo. Bez ijmy na
obecnosti muzeme predpokladat, ze ¢ > 1. Polozme 6 = —3/e. Potom pro
x € Us(—00), tj. pro x € (—o0, —/e) je z" > ¢, tj. 2" € U.(00), takze

lim 2" = oo pro n sudé.
Tr——00

spojitost funkce
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Podobné se dokaze, ze pro n liché je lim x2" = —o0.

T——00

Priklad 3.5. Vypocitejte

lin%(BIQ —4x +1).
Reseni. Polynom je funkce spojitd v kazdém bodé z € R, tedy i v bodé

2. Limita v bodé a, v némz je funkce spojita, je rovna jeji funkéni hodnoté
v bodé a. Tedy

lir%(3x2—4x+1):3-22—4-2+1:5.

Priklad 3.6. Vypocitejte
. dr 42
lim

a—2 2 —1°

Reseni. Funkce f(z) = 242 je raciondln{ lomend funkce. Vime, e raciondlnf

lomend funkce je spojitd v kazdém bodé svého definicniho oboru, to jest
v kazdém bodé, v némz je jmenovatel nenulovy. V nasem piipadé je jme-
novatel 22 — 1 v bodé 2 roven 22 — 1 = 3, takze lim f(x) je rovna f(2).
Dostavame

3r+2 3-2+2 8

T~ >-1 3

Priklad 3.7. Vypocitejte

. x?—4
llm ———.
=222 —5r+6

Reseni. Polozme 2y
:,E J—
Jx) = 22 —5r+6
Ziejmé D; = R — {2,3}. Funkce f(z) neni tedy v bodé 2 spojitd, nebot
v ném ani neni definovand. Funkci f(z) pfepiSme na tvar

(-2 (x+2)

flo) = (r—2)(z—3)
Polozme s+ 2
9(z) = —.

Ziejmeé f(x)=g(x) pro z # 2. Ponévadz limita funkce nezavisi na jeji hodnoté
v bodé, v némz limitu pocitame, je

lir% flz) = lirr% g(x). (3.1)
Funkce g(z) je vsak spojita v bodé 2, takze

lim g(z) = g(2),

r—2



tj.

Podle (3.1) je tedy
lim f(x) = —4.

r—2

3.2 Limita a spojitost funkce vytvo  Ffené pomoci dvou funkci

Pro funkce, které vzniknou se¢itanim, odecitanim, nasobenim a délenim funk-
ci, jejichz uvazované limity v daném bodé a zndme, muzeme pocitat limitu
podle nasledujici véty.

Necht f ( ), g(x) jsou funkce pro néz plati

lim f(z) = A, limg(z) = B,

kde lim znaci jeden ze symbolu lim, lim , lim, lim, lim ,
1—a’ r—at w—a— T—00 T——00

a € R a symboly A, B predstavuji realna cisla nebo jeden
ze symbolil +00 nebo —oo (to jest A, B € R*). Potom plati

lim(f(z) £g(x)) =A £ B, (3.2)
lim f(x) - g(x) = A - B, (3.3)
. flz) A

lim o) "B (3.4)

pokud ma prava strana vyznam v R*.

Duikaz: Dukaz véty provedme jen pro nékteré pripady. Dokazme vztah (3.2)

pro limitu v bodé a pro tyto ptipady. Ostatni piipady se dokazuji podobné.

a) Necht a, A, B € R. Necht lim f(z) = A, lim g(x) = B. Dokazme, 7Ze
lim(f(x)£g(x))=A+B.

Necht ¢ > 0 je libovolné ¢islo. Ponévadz lim f(x) = A, existuje takové
r—a

9 >0, ze pro x # a, x € (a — 01,a + 01) je funkce f(z) definovana a
plati

£
|f(z)— Al < 5 (3.5)
Podobné, ponévadz lim g(x) = B, existuje d, > 0 tak, ze pro x €
(a — 09,a + 09), T # a, je funkce g(r) definovand a plati

l9(a) — Bl < . (3.6)
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Polozme § = min(dq,ds). Ze vztahu (3.5),(3.6) dostdvame pro = # a,
r € (a—6d,a+9)

[f(x) £g(x) = (A £ B)| = |(f(z) — A) + (9(z) - B)| <

Slf(w)—A|+|g(x)—B|<g+§

225.

Tedy
lim(f(z) £g(x))=A £ B.

r—a

() Necht a, A € R, B = oco. Necht &, K > 0 jsou libovoln4 ¢isla. Ponévadz
lim f(xz) = A, lze k ¢islu € urcit §; > 0 tak, ze pro x € (a — d1,a + 01),

x # a, je funkce f(z) definovand a plati
[f(x) = Al <,
tj.
A —e<flx)<A +e.
Ponévadz lim g(z) = oo, lze k ¢islu (K + ¢ — A) urcit 62 > 0 tak, ze

r—a

pro x € (a — d2,a + d2), x # a, je funkce g(z) definovand a plati

g(z) > K +e— A

Oznacéme 6 = min(dy, d3). Potom pro z € (a —d,a+0), z # a, je funkce
g(x) definovand a plati

fl@)+g(x) >A —e+(K+e—A) =K.

Je tedy
lim(f(z) +g(z)) =A +B=A + 00 =o00.

Tr—a

Podobné se dokaze, ze

xli{i(f(x) —g(x)) = —oo0. O
Poznamka. Necht g(z) = ¢, kde ¢ je redlnd konstanta.
Potom lim g(x) = ¢ pro libovolné a, nebot pro libovolné

r—a
e > 0 a pro vSechna z plati

lg(z) —c|=|c—c|=0<ce.

Je-li lim f(z) = A, A € R*, ¢ € R je libovolna konstanta,

r—a

plati tedy podle véty 3.3
lime- f(z) =c-lim f(x) =c- A,

r—a r—a

pokud ma cA vyznam.
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7 véty 3.3 dostavame pro funkce spojité tuto vétu.

Véta 3.4.

Necht funkce f(z), g(x) jsou spojité v bodé a. Potom i
funkce f(z) £ g(z), f(x) - g(x) je spojita v bodé a. Jestlize
navic g(a) # 0, je i funkce g ; spojita v bodé a.

Piiklad 3.8. Funkce sin z, 22 — 1 jsou spojité v kazdém bodé. Tedy i funkce
sin r+a?—1, sinz—2%+1, (22—1)-sin z jsou spojité v kazdém bodé. Ponévadz
2 —1#0prox #1aprox# —1, je funkce sin - spojitd v kazdém bodé z,
kde z # £1.

Priklad 3.9. Vypocitejte

lim (ap2" + ap_12™ ' 4 -+ arx +ag), ap # 0.

Tr—00
Reseni. Polozme

f(x) = apa" + ap_12" ' + -+ a1x + ag.

Funkci f(z) prepisme na tvar

n ik T 1
fle)=a"(an+an1—+--+a— +a— |,
T T T

tj.

. 1 1 1
flx)=a"{an+an1—+ +a1— +a—|.
T T T

Podle véty 3.3 je

. . G a
llmf(:t):llmxn-<llman+llm ol +hm—+1 0).
T—00 T—00 T— r—00 I r—o0 T r—o0 T

Ponévadz lim -5 = = =0prom € N, c € R, lim 2" = 0o, dostavame
z—o0 ¥ o0 T—00

lim f(z) =00 lim a,.

Tr—00 Tr—00
Je tedy
. - 00 pro a, > 0,
a:h—>nolof<x) N { —oo  pro a, < 0.

Priklad 3.10. Vypocitejte

lim (a,2" + ap_12" '+ +air +ag), a, #0.

T——00

Reseni. Postupujeme podobné jako v piedchozim piikladé. Polozme

f(x) = apa" 4+ ap_12" ' + -+ a1 + ag.

Néé
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04 05

Dostavame

Ap—1

lim f(z)= lim x”( lim a,+ lim

T——00 T——00

+---+ lim L-|— lim @).

T——00 r——00 I r——o0 pn—1 rz——o0 T

Ponévadz lim = =0,meN,ceRa

Tr——00

I n oo pro n sudé,
im 2" = o
p—— —00 pro n liché,

dostdvame 1)

. - sgn a, - oo pro n sudé,
lim f(z) = { —sgna, - oo pro n liché.

T——00

Tedy napt. lim (222 — 3z + 1) = oo, lim z%(2 — % + %) = 00.

Priklad 3.11. Podle véty 3.3 je napf. lirél+(x2 +1/z) = oo, nebot z? je

funkce spojita, takze lim 22 =0 a lim 1/2 = oo.

z—0t z—0t

Priiklad 3.12. Vypocitejte

. 222 —3r+ 1
llm ————mMM——.
z—oo —12 — 22 + 1

Reseni. Polozme

222 —3x 41
J(x) = —x?2—2r+1
Ponévadz lim (22% — 3z + 1) = oo, lim (—2? — 2z 4+ 1) = —o0, nemizeme

bezprostiedné pouzit zadnou vétu o limité podilu, kterou jsme zatim uvedli,
nebot 2% nenf definovano ani v R*. Avsak pro z # 0 je f(x) = g(z), kde

2 — 3 + 1
g(x) = 1172121
T Tz T a2
Ztejmé
lim (2-2+ %) 9
lim g(z) = —= =—=-2
%wg( ) lim (-1-2+4) ~1
Je tedy
lim f(x) = —2.
Priklad 3.13. Vypocitejte
o 3t —x+1
lim ———

z—oo x2 4+ —1"

D sgna =1, jelia>0, sqna=—1,jelia<0



Reseni. Ziejmeé, délime-li ¢itatele i jmenovatele ¢islem 22, kde = # 0, dosta-
vame

3rt—r+1 32— 14 L lim(3x2—%—|—xi2) 00
im ——— = lim T = — T —— = — = o0.
Priiklad 3.14. Vypocitejte
i & Et1

a—ooxt+ 1 —1"

Reseni. Ziejmé, délime-li itatele i jmenovatele z* pro = # 0, dostavame

2irrl o Lot l ImGHS4n)
1111147 im i = = —~=-=0.
T—00 I —|—$—1 LL‘—>001 F_F hm(l—I———F) 1
r—00

Vétu 3.3 pro vypocet hm ) ) nelze pouzt, jestlize lim f(z) = A, lim g(z) = 0.
Je-li A # 0, je tento prlpad fesen nasledujici vétou. O piipadé, kdy lim f(x) =

lim g(z) = 0, pojedndme pozdéji.

Véta 3.5. (Limita podilu f(z)/g(x), je-li limg(x) = 0)
Necht a, A € R, A # 0. Necht lim flz)=A, lim g(x) =

0. Necht existuje > 0 tak, ze pro x € Uy (a)—{a} je funkce

g ((x definovana a plat{

9o (1) )

g9(z) g(z)

Potom

Priklad 3.15. Vypocitejte

3z
lim 5 )
2+ 12 — 4

Reseni. Ziejmé lim 3z = 6, lim (22 —4) = 0. Tedy limita citatele je ruzné

r—2t z—21

od nuly a limita jmenovatele je rovna 0. Urceme znameni funkce —*;.
meni je znazorneno na obr 3.7. Ponevadz existuje pravé okoli bodu 2, vV némz
je funke
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Obrazek 3.7: Znameni funkce z ptikladu 3.15.

Podobné bychom zjistili, ze

i 3x
im = —00.
T—27 $2 —4
Poznamka. Schematicky chovani funkce x?f 7 pro x ,blizko® k ¢islu 2 zna-
zornujeme podobné jako na obr. 3.8.
2 T

\

Obrazek 3.8: Znazornéni chovani funkce xg’fl v okoli bodu x = 2, x # 2.

Priklad 3.16. Vypocitejte

. 3r+1
lim

a1t 2 —1°

Reseni. Ponévadz lim (3z 4+ 1) =4, lim (22 — 1) =0, 22 > 0 proz > 1
x—1+t z—1t Pt

3z+1

x2—1

(urcete znameni raciondlni lomené funkce ), dostavame podle véty 3.5,
7e
. 3x+1
lim = 00
r—1t 12 — 1

Spojitost sloZzen é funkce

Véta 3.6. (Spojitost slozené funkce) _

Necht funkce u = ¢(x) je spojitd v bodé a € R a necht
funkce f(u) je spojita v bodé o = (a). Potom slozena
funkce f(p(z)) je spojita v bodé a. Je tedy lim f(p(z)) =

f(p(a)).




Dukaz: Ze spojitosti funkce f v bodé o = p(a) vyplyvd, ze k libovolnému
e > 0 existuje takové o > 0, ze pro u € U,(a) (tj. pro x € (a — g, + 0))
je funkce f(u) definovand a plati f(u) € U.(f(«)) (4. f(a) —e < f(u) <
f(a) + €). Ponévadz funkce ¢ je spojitd v bodé a, k uvedenému ¢islu o
existuje takové 0 > 0, ze pro x € Us(a) (tj. proa —J < x < a+ ) je funkce
@(x) definovand a ¢(z) € Uy(a) (to jest @ — p < ¢(z) < a+ p). Je-li tedy

z € Us(a), je u = p(x) € Upla) a f(u) € U(f(a)), tj. fe(z)) € Us(f(e)).
Funkce f(p(x)) je tedy spojitd v bodé a. 0

Piiklad 3.17. Funkce sin(z? + z + 1) je spojita v kazdém bodé a € R.
Skutecné. Polozme u = ¢(z) = 22 +x + 1, f(u) = sinu. Necht z € R. Vime,
ze polynom je funkce spojitd v kazdém bodeé. Je tedy ¢(z) spojitd i v bodé a.
Ozna¢me o = a®>+a-+1. Funkce f(u) je spojitd v kazdém bodeé, tedy i v bodé
a. Podle véty 3.6 je tedy f(¢(x)) spojitda v bodé a. Ponévadz a byl libovolny
bod z intervalu (—oo, ), je f(v(z)) spojita v kazdém bodé a € (—o0, 00).

Véta 3.7. (Spojitost slozené funkce) _

Necht funkce p(x) je spojitd v bodé a € R. Polozme o =
¢(a). Necht existuji takova cisla k, o, ze p(Uy(a)) = US (a)
(p(Us(a)) = U, (a)). Necht funkce f je spojitd zprava
(zleva) v bodé . Potom funkce f(p(x)) je spojita v bodé
a.

Duikaz: Necht ¢ > 0 je libovolné ¢islo. Ponévadz funkce f(u) je spojitd
zprava v bodé «, existuje ¢ > 0 tak, ze f(u) je definovand v U, (a) a
f(u) € Us(f(w)). Ponévadz o(z) je spojitda v bodé a, k uvedenému ¢islu o
existuje 6, > 0, ze pro x € Us, (a) je funkee ¢(r) definovand a ¢(x) € U (a).
Polozme ¢ = min(k, d1). Potom pro = € Us(a) je ¢(r) € U (a) a f(p(z)) €
U.(f(p(a)). Je tedy lim f(p(2) — fola)). takze f(p(2) fo spojitd v bods
a. 0

Uved'me si nyn{ vétu o limité slozené funkce, je-li jeji vnéjsi slozka spojitd.

Véta 3.8. (Limita slozené funkce) _

Necht ¢, f jsou funkce, a € R*, o € R a necht

lim p(z) = a.

Necht funkce f je spojitd v bodé . Potom existuje § > 0
tak, ze f(p(x)) existuje v Us(a) a plati

lim f(e(z)) = f(lim () = f(). (3.7)

r—a r—a
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N

Diikaz: Necht € > 0 je libovolné ¢islo. Ponévadz funkce f je spojitd v bode
a, existuje o > 0 tak, ze pro u € U,(«) je funkce f definovand a f(u) €
U.(f()). Ponévadz lim, ., p(z) = «a, k ¢islu g existuje takové 6 > 0, ze pro
x € Us(a) — {a} je funkce ¢(z) definovava a ¢(x) € Uy(a). Tedy pro = €
Us(a) —{a} ma f(p(x)) vyznam. Je-li x € Us(a) — {a}, je u = p(x) € U,(a)
a tedy f(¢(z)) € U(f(a)). Plati tedy (3.7). 0

Piiklad 3.18. Ukazme, ze

. 3z+1 3
lim e2—1 = e2.
T—00

Skutetné. Polozme ¢(z) = 3241 f(u) = e*. Ziejmé
34+ 3

I — lim e 2

J )= o1 =5

8

Funkce e* je spojita v bodé u = %, takze

. 3z+1 3
lim e2:-1 = ¢2,
r—00

Piiklad 3.19. Necht p(x) =22 + 1, f(u) = /u. Funkee f(¢(z)) je spojitéa
v bodé 0.

Skutecné. p(x) je spojitd v bodé a = 0. Polozme o = ¢(a), tj. o = 1. Funkce
Vu je spojitd v bodé o = 1. Podle véty 3.8 je tedy funkce a2 + 1 spojita
v bodé a = 0.

Poznamka. K domnénce, ze funkce v 22 + 1 je v bodé a = 0 spojita, muzeme
dospét i touto ivahou. Kdyz z je dostateéné blizko k 0, je 2% 4 1 blizko k 1
a stle je 22 + 1 > 0. Tedy V22 +1 je blizko k ¢éislu /1 = 1. Ponévadz
funkce v22 + 1 ma v bodé a = 0 hodnotu 1, je funkce vz + 1 v bodé a = 0
Spojita.

Poznamka. Je mozno vyslovit fadu dalsich vét podobnych k véte 3.8, které
vzniknou za predpokladu, ze funkce f(z) je pouze zprava, resp. zleva spojité
v a a misto lim ¢(z) se uvazuje xh%l () resp. xlirg o(x).

e -

r—a —

Véta 3.9. (Limita slozené funkce)

Necht ¢, f jsou funkce jedné proménné a necht a,a, 3 € R*. Necht

lim p(z) = «, lim f(u) = 0. (3.8)

r—a u—a

Necht existuje takové okoli Uy (a) a k nému okoli U,() tak, Ze

p(Us(a) = {a}) = Uy(a) = {a}. (3.9)

Potom

lim f(p(x)) =5

r—a

(tj- lim f(p(z)) = lim ~ f(u)).

T—a u— lim ¢(x)
z—a




Diikaz: Diive, nez prikro¢ime k vlastnimu dukazu, uvazme, ze z (3.9) vyplyvd, ze pro

z € Ug(a) — {a} je ¢(z) # a.

Necht U.(83) je libovolné okolf bodu 3. Ponévadz lim f(u) = 3, existuje okoli Us, («) tak,
U—

ze funkce f je v Us, (o) — {a} definovand a plati

f(u) e U.(B) prowue Us, (o) — {a}. (3.10)

Ponévadz lim ¢(z) = «, k okoli Uy, («) existuje takové okoli Us, bodu a, ze funkce ¢ je

r—a

definovana v Us, (a) — {a} a
pro z € Us,(a) — {a} je p(x) € Us, (). (3.11)

Polozme
Us(a) = Us,(a) N Uy(a). (3.12)

Véta bude dokdzdna, dokdzeme-li, ze pro vsechna = € Us(a) — {a} je
f(e(@)) € U(B)- (3.13)

Necht tedy @ € Us(a) — {a}. Vzhledem k (3.9), (3.11), (3.12), (3.13) u = p(x) € Us, (o) —
{a}. Je tedy
fu) € U:(B),

to jest
flo(x)) € U=(B).
Je tedy
lim f(p(x)) = 6. -
Piiklad 3.20. Ukazme, ze
lim 37 = o0,

Skutecné. Polozme ¢(z) = 3z + 1, f(u) = €. Zrejmé lim ¢(x) = 0o = a, lim e* = oco.
T—00 U—o

3x+1

Podle véty 3.9 je lim e = 0.
xr—00

Podobné dokdzeme, ze lim €31 =0.

r——00

Je fada vét analogickych k vété 3.9. Napt. nasledujici véta.

Véta 3.10. (Véta o limité slozené funkce)

Nacht ¢, f jsou funkce jedné proménné a necht a,c, 3 € R*. Necht

lim p(z) =«, lim f(u) =p. (3.14)

r—a u—at

Necht existuje takové okoli Uy (a) a k nému okoli U/ (a) tak, Ze

(Un(a) - {a}) = U} () - {a}. (3.15)

Potom

I f(p(x)) = 6.
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3.3 Shrnuti, tlohy

Shrnuti kapitoly

V kapitole je zaveden pojem limity funkce f(z) v bodé a € R* a tento
pojem je pouzit k zavedeni pojmu spojitosti funkce f(z) v bodé a € R.

Jsou vySettovany limity funkei f(z) £ g(z), f(x) - g(x), % v daném bodé

pomoci limit funkei f(z), g(x) v tomto bodé. Je vySettovana spojitost funkei

f(z) £ g(x), f(x) - g(x), % v daném bod¢, jsou-li v tomto bodé spojité

funkce f(x) a g(z). Rovnéz je vysetfovand limita slozené funkce v daném
bodé a spojitost slozené funkce v daném bodeé.

Ulohy
1. Vysvétlete pojem limity funkce f(z) v bodé a € R*.
2. Vysvétlete pojem spojitosti funkce f(x) v bodé a € R.
3. Necht f(z) < g(z) < h(z), z € I, x # a. Necht lim f(x) = lim h(x) =
a. Existuje 91613(11 g(x)? V pripadé, ze existuje, urdete }313(11 g(x)z._)a
4. Jaké veéty znate pro vypocet limity souctu, soucinu a podilu dvou
funkci?
Vysvétlete pojem funkce spojité daném v bodé.
Jaké véty znate o spojitosti souctu, souc¢inu a podilu dvou funkei?
Co vite o spojitosti slozené funkce?
Jakou vétu znate pro vypocet limity slozené funkce?

Necht

© © N o »

1 prox >0,
flz) = 0 proaz =0,
—1 prozxz <0.
Vypocitejte h%l f(z), lim f(x), hH(l) f(x). [1, —1, neexistuje]

z—0_
10. Vypocitejte limity
a) lin%(?):c +1) [7]
: 2x
b) :L‘li>n—11 Izﬁ [_%]

: sin sin 3
) lim (323 - 2) 822 — 9]

z+1

11. Vypocitejte limity

. 222 4z—1
a) lim &£*12—
) P00 3z+1 [
b) lim

r——00

)
¢) lim arctgx
d)

lim arccotgx
Tr——00

3z2+1
dx242—1

—
o e w

=)



12.

13.

14.

15.

16.

¢) lim & lim & [+1, —1]
z—07F z—0— %

f) lim e®, lim e” (00, 0]

g) lim logx lim logx [—00, neexistuje]
z—0t z—0~

h) 11%1_ log L [o0]

i) lim sinx [neexistuje]

i) T e 0
Tr—00

k) 11I£l+ sin = [neexistuje]

V) IE%L sin < 0]

Vypocitejte

a) lim 3?”}7 hm 32”:}, lim 355—1_”}7 lim ‘%—ﬂ 00, —00, —00, ]

z—1+ —1- 7 z——17F z——1—7
~ 3z
b) lim, o o]
3
C) a:ligi (l‘iZ + ZL‘ZSZZ)7 lim ( 12 + z252z) [_‘_007 _OO}
g2
4) Jim 3]
e) lim arctg £, lim arctg £ 5 3]
Vypocitejte

a) lim (V422 — 1 — /222 + 3) [+00]

Tr—00

Je funkce f(z) = ¥£ spojitd v bodé 07 Je funkce g(z) = f(z) pro
x € (—00,0) U (0,00), g(0) = 1 spojitda v bodé a = 07
[f () neni, g(x) je]

Je funkce :
a) f(z) = V4§2+1 spojitd v bodé 07 [neni]
b) g(x) = f(x) pro z # 0, g(0) = 2 spojitd v bodé 07 [neni]
Vypocitejte
41
a) lim e%? 1]
b) lim In(1 — x) [nemd limitu]
. In(z—e)
¢) lim =2= [—o9]
d) lim 2%, lim 2% 00, 0]
z—07F z—0~
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zavedeni
derivace
funkce

Cil kapitoly

B Zavést pojem derivace realné funkce realné proménné. Porozumét jeji-
mu zavedeni s ohledem na aplikace v ekonomii.

B QOdvodit derivace elementarnich funkei.

B Odvodit pravidla pro derivovani souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu dvou
funkei.

B Odvodit pravidla pro derivovani slozené a inverzni funkce.

Casov a zatéz

® 14 hodin.

4.1 Zavedeni pojmu derivace funkce

Zactneme s touto ulohou.

Necht y = f(z) je redlnd funkce redlné proménné definovand na intervalu
I. Necht a je vnitinim bodem intervalu I. Upiesnéme si intuitivné chapany
pojem tecny ke grafu funkce y = f(x) v bodé T[a, f(a)] (viz obr. 4.1)

f(x)
Y /44 p
Mz, f(x)]
t
Tla, f(a)]
0 i a r T

Obrézek 4.1: Tecna ke grafu funkce y = f(z) v bodé Ta, f(a)].

Nazor nas vede k této definici. Zvolme bod = € I, x # a, a uvazujme
primku p jdouci body Ta, f(a)], M|z, f(x)] (p je seénou grafu funkece f(z)).
Jeji smérnice, oznacme ji k(x) (to jest tangens thlu, ktery svird piimka p
s kladnym smérem osy x), je rovna

Lze tedy pii pevné zvoleném a povazovat k(z) za funkci proménné z. Tato
funkce neni v bodé a definovana.



Existuje-li
k= lim k(z) = lim f(z) = fa)

r—a Tr—a Tr— Qa

?

pak primku jdouci bodem T'[a, f(a)] se smérnici k nazveme tecnou grafu
funkce y = f(x) v bodé T. Piimku na ni kolmou nazveme normalou
kiivky y = f(x) v bodé T. (Podobné mluvime o pravé (levé) polotecné
grafu funkce y = f(x).)

V fadé aplikaci se setkdvdme s touto tlohou. Necht f(z) je dand funkce. M4
se ur¢it limita (resp. limita zprava (zleva)) v bodé a funkce F(x) definované
vztahem

r—a
Pro tyto limity, pokud existuji, zavddime pojem derivace funkce f(x) v bodé
a nasledujici definici.

Definice 4.1. (Definice derivace funkce) _

Necht f(z) je funkce, a je redlné cislo. Jestlize existuje ¢islo,
oznacme jej f'"(a) € R (f'~(a) € R) tak, ze

f*(a) = lim M’ <f’_(a) — lim M’

r—at Tr—a T—a~ r—a

(4.1)

pak tuto limitu nazyvame derivaci zprava funkce f(x) v ¢isle
a (derivaci zleva funkce f(x) v ¢isle a).
Jestlize funkce f(r) ma v bodé a derivaci zprava f'*(a) a
derivaci zleva f'~(a) a jestlize f'*(a) = f'~(a), nazyvame
tuto spolecnou hodnotu derivaci funkce f(x) v bodé a a
znacime ji f'(a). Je tedy

f’(a) — lim f(x) _ f(a)

r—a r—a

Dohoda o oznacovani. Jestlize uvazujeme funkei f(z) na intervalu 7, jehoz
levym (pravym) koncovym bodem je bod a, budeme nékdy pouzivat oznaceni

f'(a) misto f""(a) (f"(a)).

Poznamka 1. Vsimnémeé si, ze funkce
T—a

vystupujici v definici derivace funkce f(x) v (4.1) neni definovand v bodé a,
nebot jmenovatel je v bodé a roven 0.
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vyznam derivace

Poznamka 2. Polozime-li v (4.1) z = a + h, muzeme derivaci funkce f(x)
v cisle a definovat téz jako

oo fat ) = fla)

lim Y (4.2)

Na h se muzeme divat jako na prirustek neodvosle proménné z, to jest h je
¢islo, o néz se zméni x—ova souradnice, prejdeme-li z bodu a do bodu a + h.
Pifrustek neodvisle proménné se ¢asto oznacuje téz jako Az. Citatel v (4.2) je
pak prirustkem odvisle proménné y a oznac¢ujeme jej obvykle Ay, resp. Af.
Tedy Ay je hodnota, o niz se zméni funkéni hodnota pii prechodu z bodu a
do bodu a + h. Tedy (4.2) lze zapsat jako

Ay

lim —=.
Az—0 A\

Poznamka 3. Pojem derivace funkce ma znacné uplatnéni v ekonomickyjch
aplikacich. Vyjdeme z prikladu, ktery ndm pomuze pochopit problematiku
vyuziti derivaci v nékterych ekonomickych aplikacich.

Necht s = s(t) vyjadiuje ujetou vzdélenost auta za dobu . Necht #y,1s,
kde t; < ts, jsou dva casové okamziky. Potom za dobu ¢y — t; auto ujede
vzdélenost s(t2) — s(t1). Cislo

s(ta) — s(t
to — 1

vyjadiuje tedy prumérnou rychlost, kterou auto dosahne v dobé od ¢asového
okamziku t; do casového okamziku ty, tj. za dobu ty — t;. Potom derivaci
§'(tg) funkce s(t) v bodé t, tj.

L s(t) = f(to)

t—to t— 1ty

muzeme nazvat okamzitou rychlosti auta v ¢asovém okamziku tg.

Jestlize proménné x a y znaci néjaké ekonomické veliciny,
vyjadiuje funkce y = f(x) jejich vzajemnou zavislost. Po-
tom W vyjadiuje prumeérny a f'(a) okamzity pomeér
zmény téchto ekonomickych velicin. V' zavislosti na ekono-
mické aplikaci dostava derivace f’(a) vhodny ekonomicky
nazev.

Jestlize y = f(x) md v bodé a derivaci f'(a), potom primka
jdouci bodem T'[a, f(a)| se smérnici f'(a) je tecnou ke grafu
y = f(x) v jejim bodé T'. Primka k ni kolma, jdouci bodem
T, je jeji normalou v bodé T




Derivace funkce f(z)=¢, ¢ € (—00,00)

Necht f(z) = ¢, ¢ € (—00,00). Potom podle definice 4.1 dostdvdme pro
a € (—o00,00)

fle)=fla) _ c—c_g

f'(a) = lim lim
v—a T —a roa T —a
Je tedy
I =0, kdeceR, =z € (—o0,00).

Derivace funkce f(z) = "

Urceme derivaci funkce f(z) = 2", n € N, v bodé a € (—o0,00). Podle

definice je
R (R (N

T—a Tr —a T—a x—a'

Ponévadz
" —a" = (r—a)(z"  +ar" P4+ a2+ a™ Y

a limita funkce nezalezi na hodnoté funkce v bodé, v némz limitu pocitame,
dostavame odtud

f'(a) = lim(z" ' +az" 2+ +a" 2w+ a7 ).

r—a

Vzhledem ke spojitosti polynomu v bodé a je f'(a) rovna funkéni hodnoté
polynomu v zavorce v bodé a, takze

f'(a) = na"'.

Funkce f(z) = 2", n € N, ma v kazdém bodé z € (—o0, c0)
derivaci
(z") = na" 1. (4.3)

Priklad 4.1. Vypocitejte derivaci funkce f(z) = 23 v jejim bodé x = 4.
Reseni. Podle (4.3) dostdvame v obecném bodé x € (—o0, o0)

(z) = 322
Tedy f/(4) = 3- 42, j. f'(4) = 48.

Pozndmka. Misto f'(4) mizeme psat (%) _,.
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Umluva. Rekneme-li, ze funkce f(z) mé derivaci na intervalu I, bude to
znamenat, ze ma derivaci v kazdém vnittnim bodé intervalu I a jestlize
levy (pravy) koncovy bod patii do I, potom mé v ném derivaci zprava
(zleva). Podobné pro vyssi derivace.

Zavedme si nyn{ pojem derivace funkce f(x) vyssich radu.

Derivace funkce vyssich radu. _

Necht funkce f(x) mé derivaci v kazdém bodé intervalu I; C
I = Dy. Prifadime-li ke kazdému x € I, hodnotu f'(x), je
na I definovana funkce f'(x).

Ma-li funkce f'(x) derivaci v kazdém bodé x € [, C I,
potom tuto derivaci nazyvame druhou derivaci funkce f(x)
na I a znacime ji f"(z) nebo f® ().

Analogicky definujeme f™(z) pro n = 3,4,.... Podobné
definujeme derivace vyssich radil dané funkce zleva a zprava.

Poznamka. Pro n-tou derivaci funkce f(z), n > 1, se pouzivé zéapis f™(x),
resp. f(x) pro n = 2, f”(x) pro n = 3, .... Cteme pak f s carkou, f se
dvéma carkami, f se tfemi carkami, atd. Pro n > 3 nebyva zvykem pouzivat
carek pro oznaceni derivace.

Priklad 4.2. Funkce
y =3

ma v intervalu (—oo, 00) derivace

y =122%, o' =362 " =722, yP =72 ¢y® =0prok>5

Zabyvejme se nyni otazkou, zda vsechny funkce maji v kazdém bodé derivaci.
Odpoved je zdpornd, jak ukazuje nasledujici pifklad.

Piiklad 4.3. Zjistéme, zda funkce f(z) = |x| mé v bodé 0 derivaci.

Reseni. Ziejmé f(x) = 2 pro z > 0 a f(x) = —z pro < 0. Podle definice
derivace dostavame

— 10 x
) = tim I g g
fr) = Jim === lim 2 =1,
F7(0) = tim =IOy =2
rz—0~ x r—0~- I

Ponévadz f'7(0) # f'~(0), nema funkce f(x) = |z| v bodé 0 derivaci.

O vztahu mezi spojitosti funkce f(z) v daném bodé a a existenci derivace
funkce f(x) v bodé a plati tato véta.



Véta 4.1. (Vztah spojitost — existence derivace)
Necht funkce f(x) md v bodé a derivaci f'(a). Potom f(x)
je v bodé a spojita. Je-li funkce f(x) v bodé a spojita, ne-
musi mit v bodé a derivaci.

Dtuikaz: a) Necht funkce f(z) mé v bodé a derivaci f’(a). Dokazme, Ze pak

lim f(2) = f(a).

Tr—a

Necht z # a. Podle véty 3.3 je

lim f(z) = lim(f(z) = f(a) + f(a)) =

Tr—a

= [T 2Oy )] =

= 1 T2y o) =

=t P i — ) i ) =
= f'(a) -0+ f(a) =

= fla)

Maé-li tedy funkce f(x) v bodé a derivaci, je v ném funkce f(x) spojita.

Priklad 4.3 ukazuje, ze funkce muze byt spojitda v daném bodé i kdyz v ném
nema derivaci. 0

Poznamka. Podobné plati: Jestlize funkce f(z) méd v bodé a derivaci zprava
(zleva), potom je funkce f(z) v bodé a spojitd zprava (zleva).

Ukazme si pravidla pro vypocet derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu
dvou funkeci.

Necht f( ), g(x) maji v bodé a € R derivace f'(a
necht ¢ € R je libovolné ¢islo. Potom plati:

e f(@)]p=g = - f'(a), (4.4)
[f () £ g(@)]—0 = f'(@) £ 4'(a), (4.5)
[f(2) - 9(x)[oa = ['(a) - gla) + f(a) - g'(a). (4.6)

Je-li g(a) # 0, potom plati:

<f<x>>’ _ @) gfa) ~ fa) )y

g(z)

r=a 92(a)

derivace souctu,
soucinu a podilu
dvou funkci
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Dukaz: Dokazme jen vzorec (4.5) pro derivaci souctu. Plati

(F@) + g(z))._, = 1im L@ H9@) = (@) +9(a) _

T—a r —a
T—a Tr—a Tr—a
Ponévadz existuji limity
L f@ @ ()~ gla)
T—a Tr— a ’ r—a r—a ’
dostdvame z (4.8) podle véty 3.3
[f(z) + 9(2)]=0 = ['(a) + g'(a). 0

Poznamka. Analogicka véta plati pro derivaci zleva a pro derivaci zprava
v daném bodé.

Priklad 4.4. Necht funkce f(z), g(x) maji v bodé a derivace f'(a), ¢'(a) a
necht ci, ¢ € R jsou libovoln4 éisla. Potom funkce

F(z) = c1f(x) + c2g(x)
ma v bodé a derivaci a plati
F'(a) = c1f'(a) + cag/(a). (4.9)
Skutecné. Podle (4.4) je
1 f(@)]pee = a1 f'(a),  [eag(@)],my = c2d(a).
Odtud a z (4.5) vyplyva (4.9).

Vztah (4.5) lze zobecnit: Necht fi(z), ..., fu(z) jsou funkce majici
v bodé a derivace f{(a), ..., f/(a). Necht ci,...,¢, € R jsou libovoln4
¢isla. Potom funkce

f(x) = 01f1($> +ee 4+ Cnfn(x)

ma v bodé a derivaci a plati

f'(a) = eifi(a) + -+ cafr(a).

Priklad 4.5. Vypocitejte derivaci polynomu
f(z) = 42" —32° + 20— 1

v bodé 2.



ReSeni. Dostdvame

Fl(2)=4-(4-2%) 40 —3-(2-2)pmn +2-(1).

Vycislenim
f(2) =128 —12+2 = 118.

Priklad 4.6. Necht f(z) = 23 + 22? — 42 + 1. Potom pro x € (—o0, c0)

plati
f(z) = 32% + 4o — 4,
f"(z) = 6x + 4,
f///(x) — 67
f™(z) =0 pron > 4.

Priklad 4.7. Vypocitejme druhou derivaci funkce

2 =1
F = .
(x) P

Reseni. Oznacme f(z) = 2% — 1, g(x) =  + 2. Ponévadz g(z) = 0 jen pro
x=-2,je Dp = (—o00,00) — {—2}. Podle (4.7) je pro x € Dp

@) =22, ¢(x)=1

Podle (4.7) dostavame

9*(x) ’
4. 2
Py = 20 +(i)+ 2():2 1)-1
Upravou ,
Flz) = % z € Dp. (4.10)

Funkce F'(x) ma prvni derivaci uréenou vztahem (4.10) pro x € Dp.

Podobné vypocitame i F”(x). Prvni derivaci (po zavedeni derivaci slozenych
funkei lze vypocet realizovat jednoduseji) F'(x) prepiSeme na tvar

P - o

kde fi(z) = 2% + 42 + 1, g1(x) = 22 + 42 + 4. Podle (4.7) dostavame

() = F109 (fﬁg)/%zxgl (2)g1(2)
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derivace
sloZzenych
funkei

Tedy
. (2 +4)- (2 +4x+4) — (> + 4o+ 1) - (22 + 4)
F'(z) = :
(x4 2)*
Po upravé dostavame
6z + 12
F'(2) = —— R—{-2
@) =Grpr *ER-{=2b
tj.
F'(z) = 0 reR—-{-2}
(x +2)% '

Cilem nasich dalsich uvah bude

B odvodit vétu o derivovani slozené funkce
B odvodit vétu o derivovani inverzni funkce
B odvodit derivace elementarnich funkeci.

Derivace slozen é funkce

Zacnéme se slozenou funkci. Znovu si pripomenme zavedeni pojmu ,,slozené
funkce* a vétu o spojitosti slozené funkce.

Necht A je neodvisly obor funkce u = ¢(z), B = H, jeji odvisly obor.
Necht déle funkce f(u) je definovana na mnoziné B. Ke kazdému ¢islu 2 € A
pritadme ¢islo F(x) = flp(z)], tj. hodnotu funkce f(u) v ¢isle ¢(x). Tim
je definovand na mnoziné A nové funkce F'(x), zvana slozend funkce. Funkci
f(u) nazyvéame jeji vnéjsi slozkou a funkci u = () nazyvame jeji vnitini
slozkou.

Jako pifklad uvedme funkci y = sin(3z% + 1). Jde o slozenou funkci. Jej
vnitin{ slozkou je funkce u = 322+ 1, definovana na intervalu A = (—o0, c0).
Odvisly oborem funkce v = 322 + 1 je interval B = (1,00). Na mnoziné B
je definovana funkce f(u) = sinu. Tedy y = sin(3z% + 1) je definovand na
intervalu A a oborem funkénich hodnot je interval (—1,1). (Zduvodnéte!)

vvvvvv

Véta 4.3. Necht funkce u = p(z) je spojitd v bodé a a funkce y = f(u) je
spojitda v bodé o = p(a). Potom slozend funkce F(x) = f(p(x)) je spojita
v bodé a.

Dalsi analogické véty jsou véty, v nichz se o funkcich f, ¢ predpoklada jen
jednostrannd spojitost.

O derivovani slozené funkce plati tato véta.



Véta 4.4. (Derivace slozené funkce) _

Necht funkce u = ¢(z) md derivaci v ¢isle a a nécht funkce
f(u) ma derivaci v ¢isle a = p(a). Potom slozena funkce
F(z) = f(¢(x)) ma v ¢isle a derivaci a plati

F'(a) = f(a)-¢'(a), tj. F'(a) = f(¢(a)) ¢ '(a). (4.11)

Dukaz: Polozme

f—fl)
R(y) — { Yy—« O f (Q{) prO y f 057 (412)
pro y = a.

Ponévadz

lim R(y) = f'(a) ~ ['(a) = 0 = (o),
je funkce R(y) spojitd v bodé a. Ponévadz funkce ¢(x) mé derivaci v bodé
x = a, je podle véty 4.1 spojitd v bodé a. Je tedy i slozend funkce R(p(x))
spojita v bodé a. Uzitim (4.12) lze funkci R(p(z)) zapsat takto

= ) TEEEEE® - @) pro p() # ela),
R(p(z)) = { e br0 (2 = o{a). (4.13)
Pro x # a, () # ¢(a) lze uzitim (4.13) psat

(R(o(x)) +f’(a)](’0($) —yla) _ flel)) - flpla)) (4.14)

Tr —a Tr —a

Avsak, jak zjistime dosazenim p(z) = ¢(a) do (4.14), vidime, ze (4.14) plati
i pro p(z) = p(a), x # a. Déle dostavame (pokud jednotlivé limity existuji)

F/(CL) :ilil}l F(xiif(a) :al}il}l f(@(x);:é(SO(a)) (415)
Uzitim (4.14) dostavame z (4.15) s ohledem na (4.13)
F'(a) = lim[R(p(z)) + f’(a)]w. (4.16)

T—a r—a

Ponévadz lim R(¢(z)) = R(p(a)) = R(e) = 0, lim €22 — /() dosté-

Tr—a Tr—a

vame z (4.16)

tj.
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inverzni
funkce

Piiklad 4.8. Vypocitejte derivaci funkce F(z) = (2% +1)7 v &isle z.

Reseni. Funkce F(z) je slozenou funkef. Jejf vnéjsf slozkou je funkee f(u) =
u” a vnitini slozkou je funkce u = ¢(z), kde p(z) = z* + 1. Podle véty
4.4 dostavame F'(z) = f'(u) - ¢'(z). Ponévadz f'(u) = Tub a ¢'(z) = 2,

dostavdme F'(x) = 7(z* + 1)® - 2, takze po tipravé dostavdme

F'(z) = l42(2* + 1), 2 € (—o00,00).

Je fada analogickych vét k vété 4.4. Jde v nich o derivovani slozenych funkci
v piipadé, Ze a, resp. «, jsou koncovymi body intervalt, na nichz se vypocty
provadéji. Uved'me si bez ditkazu nasledujici vétu.

Véta 4.5. Necht funkce u = ¢(x) md derivaci v ¢isle a a necht funkce f(u)
maé derivaci zprava (zleva) v ¢isle a = @(a). Necht existuje takové okoli U, (a),
ze ¢(Ux(a)) = U (a), pro néjaké p. Potom slozend funkce F(x) = f(¢(x))
ma v bodé a derivaci a plati

F'(a) = [ (@) - ¢'(a), tojest F'(a) = f"(p(a)) ¢(a). (4.17)

Poznamka. Budeme-li se drzet umluvy, ze v koncovych bodech intervalu
piseme misto jednostranné derivace derivaci, muzeme vztah (4.17) nahradit
vztahem (4.11), takze lze psat

Derivace inverzni funkce.

S pojmem inverzni funkce jste se jiz setkali diive pfi studiu stfedoskolské
matematiky. Byl zopakovan i v textu ,Matematika A “. Ve struc¢nosti si pojem
inverzni funkce jesté jednou zopakujme. Navic si odvodme souvislost mezi
derivaci funkce f(x) v bodé * = « a funkce k nf inverzni f~'(y) v bodé
a= f(a)

Necht funkce y = f(z) je definovand na mnoziné A a je na ni prostd. To
znamend, ze pro kazdd dveé ¢isla x1,m0 € A, 11 # x9, je f(x1) # f(x2).
Oznacme B = f(A). Ke kazdému y € B priradme to ¢islo x € A, pro néjz je
f(x) = y. Tim jsme zavedli pravidlo, jimz ke kazdému y € B je pfitazeno = €
A. Je tak definovand nové funkce, oznac¢me ji f~!, jejimZ neodvislym oborem
je mnozina B a odvislym oborem je mnozina A. Ponechame-li oznaceni y pro
proménnou s oborem B a x pro proménnou s oborem A, piSeme

r=f"y), wyeB zeA

V definici inverzni funkce je podstatny predpoklad, Ze f je na svém definicnim
oboru prosta. Takovymi funkcemi jsou napt. funkce ryze monoténni na svém
defini¢ni oboru.



To nam umozni odvodit vzorce pro derivovani nékterych elementérnich funk-
cl.

Na obr. 4.2 je zndzornén graf funkce y = f(x) rostouci na intervalu A = D(f),
tedy graf funkce prosté. Graf funkce x = f~'(y) je totozny s grafem funkce
y = f(x), pokud bychom proti zvyklostem znazornili neodvisly obor na ose y
a odvisly obor na ose x.

Yy y=f(z), v=f""(y)
v
B e
/
f@)
0 .
ya z A T

Obrézek 4.2: Graf funkcel y = f(z), z = f~(y).

7 definice inverzni funkce vyplyva
B jeliac D(f), potoma= f'(f(a)), (4.18)
B jeliae D(f), potoma= f(f'(a)). (4.19)

Oznaéime-li x neodvisle proménnou jak pro funkci f, tak i pro funkeci f=1,
zapiSeme obé funkce takto

y=f(x), v€A yeB, y=f'(z), reB ycA  (420)

Jestlize jejich neodvislé obory vyznac¢ime na vodorovné ose, jsou grafy funkei
(4.20) symetrické s osou symetrie y = x, viz. obr. 4.3. Graf inverzni funkce
f~Y(z) jsme dostali preklopenim grafu f(z) kolem pifmky y = .

Yy y = f(z)
_/
B y=f""(2)
A,
O .
s z

Obréazek 4.3: Graf funkei y = f(z), y = f~'(x).

Poznamka. Je-li prosta funkce danda rovnici

y = f(z), (4.21)
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dostaneme k ni funkei inverzni tak, ze z rovnice (4.21) vypocitame = pomoci
y. Pojem inverzni funkce vede k zavedeni novych funkci.

Zopakujme si nasledujici vétu o vzajemném vztahu mezi spojitosti funkce
f(x) a k nf inverzni funkce f~!(x).

Véta 4.6. Necht funkce f(z) je spojitd a rostouci (klesajici) na intervalu
I = D(f). Oznacme jeji odvisly obor (je jim interval) J = f(I). K funkci
f existuje funkce inverzni f~!, jejim neodvislym oborem je interval J a od-
vislym oborem je interval I. Funkce f~! je na svém definiénim oboru J spojita
a rostouci (klesajici).

Ukazme si nyni vztah mezi derivaci dané funkce a funkce k ni inverzni. Plati
nasledujici véta.

Véta 4.7. (Derivace inverzni funkce) _

Necht f je funkce spojitd a ryze monoténni na intervalu I.
Necht oborem jejich funkénich hodnot je interval J = f(I).
Necht a je takovy vnitini bod intervalu J, Ze v ¢isle o =

f~Y(a) € I md funkce f derivaci f'(a) # 0. Pak funkce f~!
ma v cisle a derivaci a plati

Dikaz: Definujme

y—«o
F(y)ZWproyELy%a, Fla) = pro y = a.

1
fy) =7 f'(a)
Vzhledem k ryzi monoténnosti funkce f na intervalu I, je f(y) — f(a) # 0.
Funkci F(y) lze pro y # « prepsat takto

1
F(y) = o5

Yy—«

Ponévadz dle predpokladu ma funkce f v bodé a derivaci, je

i J W) — f(a)

= ['(e).
y—a Y —a«
Ponévadz f'(a) # 0, je podle (4.7)
. . 1 1
bim Fly) = lim 7@ = Fy — Pl

y—«
Je tedy funkce F(y) spojita v bodé a. Funkce f~! je podle véty 4.6 spojita
na intervalu J, tedy i v ¢isle a. Je tedy i funkce F'(f~'(x)) spojitd v bodé a.
Je tedy

lim F(f7(2)) = F(f (@) = Flo) = o




Uzitim tohoto vztahu dostavame

fTHz) = f7(a)

(@) = 7 (a)

FH @) = lim ———= :ii“?zf<f—1<x>>—f<f—1<a>>:1
= lim F(f (@) = 7.

K vété 4.7 muzeme vyslovit fadu analogickych vét. Vyslovme tuto.

Véta 4.8. (Derivace inverzni funkce) _

Necht f je funkce spojitd a ryze monoténni na intervalu

I. Necht oborem jejich funkcénich hodnot je interval J =
f(I). Necht a je levy (pravy) koncovy bod intervalu J a
necht v éisle o = f~'(a) md funkce f derivaci f'*(a) # 0
(f"(a) # 0). Potom funkce f~1 m4 v ¢isle a derivaci zprava
(zleva) a plati

-1 4+ 1 —1 a I— _
@ = ey | = g

Dukaz: Dukaz je analogicky k dukazu véty 4.7. 0
. L ; derivace
4.2 Derivace element arnich funkci elementérnich
funkei

Predlozeny text vychazi z predpokladu, ze citatel je seznamen s elementar-
nimi funkcemi v rozsahu uvedeném v ucebnim textu ,Matematika A“. I
kdyz v nasledujicim textu se zavadi jejich strucné zavedeni a uvadéji se
nékteré jejich vyznacné vlastnosti, je nutno, abyste se s témito funkcemi
dobfte seznamili.

Funkce y = {/x

Uvazujme funkci y = 2", kde n je prirozené. Tato funkce je ziejmé definovana
na intervalu (—oo, 00).

Pro n liché je tato funkce na svém definicnim oboru I = (—o0, 00) spojité
a rostouci. Oznac¢me J = (—o00,00) obor hodnot této funkce. Proto k ni
existuje funkce inverzni na intervalu J. Podle véty 4.6 je tato inverzni funkce
rostouci a spojitd na J. Oznacime ji {/z. Funkce /2 pro n liché je lich4.

Pro n sudé je sice funkce z™ rovnéz definovand na intervalu (—oo, 00), avsak
neni na ném prostd. Napt. (—2)" = 2" pro kazdé sudé n. Budeme proto
uvazovat jeji ziZeni na interval I = (0,00). Na ném je tato ztizena funkce y =
x™ rostouci a spojita, tedy prosta. Obor hodnot této zizené funkce je interval
J = (0,00). Proto k ni existuje funkce inverzni, definovana na intervalu .J.
Podle véty 4.6 je tato inverzni funkce rostouct a spojitd. Oznacime ji {/x.
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Na obr. 4.4 jsou narysovany grafy funkef y = 22 a y = /7, x € (0,00) a na
obr. 4.5 jsou narysovany grafy funkei y = 23, y = /.

/ 1 x

Obrazek 4.4: Grafy funkei 2% a \/z.  Obrézek 4.5: Grafy funkef 23 a /.

Poznamka. Vsimnéte si, ze funkce /x je pro pro n sudé definovdna jen pro
x € (0,00). Podle definice je pak {/z pro kazdé x € (0,00) rovno tomu ¢islu
y € (0,00), pro néz je y" = x. Je-li tedy napt. a € R, je a™ € (0, 00), takze

Va™ = |a|, pron sudé, a € R.

Napi. /(—2)% = | — 2| = 2.

Pro pocitani s odmocninami plati pravidla, ktera jste méli odvozeny na
gymnaziich. Jsou uvedeny i ve studijnim textu ,Matematika A“. Je nutné,
abyste si tato pravidla zopakovali.

Derivace funkce {/x.

Odvod'me si nyni vzorec pro derivovani funkce {/z. V obou uvazovanych
piipadech, totiz jak pro n sudé tak i pro n liché, jsme oznacili inverzni funkci
k funkci 2" jako y = /z. V kazdém bodé x # 0 svého definicniho oboru je
funkce y = 2™ ruznd od nuly, takze v ném lze vypocitat jeji derivaci podle
vety 4.7 takto. Polozme f(z) = {/x. Potom

Dostéavame tedy:

Funkce f(x) = {/r ma pro x € Dy, x # 0, derivaci a plat{

)=o) = ——= (4.23)




Uved'me si nyn{ pifklad na derivaci slozené funkce obsahujicich funkci /.

Priklad 4.9. Vypocitejte derivaci funkce

s +1
r—1

Y= (4.24)

Reseni. Danou funkci muzeme povazovat za slozenou funkei. Vnitini slozkou

je funkce
1
w= (@), kde o(z) =T k (4.25)
I —

a vnéjsi slozkou je funkce
y = fu) =Vu.

Funkce () je definovand pro vsechna x # 1. Hodnotu 0 nabyva jen v bodé

x = —1. Jeji derivaci uréime jako derivaci podilu. Dostavame
l-(z—1)—(x+1)-1 -2
!/ /
_ — = 1.

Jeji definicni obor je shodny s definiénim oborem funkce ¢(x). Funkce y =
f(u) mé derivaci v kazdém bodé u # 0 a je rovna

1
)= — .
" 3(Vu)
Podle véty 4.7 plati tedy
Flo@) = ——— @), =L

Dospéli jsme k tomuto zavéru. Funkce (4.24) m4 pro kazdé x # +1 derivaci
2 1 ’ 1
/ 3/ —
- _Z. . . 4.26
yie) =3 (Vx+1) (x— 1) (426)

Derivace funkce e”

Funkciy = e*, x € R, nazyvame prirozenou exponencialni funkci. Tuto funkci
znate ze sttedoskolského studia. Jeji zavedeni bylo uvedeno i v u¢ebnim textu
»Matematika A “.

Odvozeni derivace funkce y = e*, x € R, provedeme ve dvou krocich.
a) Odvod'me pomocny vztah

et —1
lim =
x—0 x

1

: (4.27)

ktery pouzijeme pro vypocet derivace funkce y = e”.
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Pri zavadéni Eulerova cisla e v kapitole 1 jsme zavedli dvé posloupnosti
{an}?zo:17 {bn}zo:17 kde

1\" 1 "
a, = <1+—) ) b, = (1+ ) . (4.28)
n n—1

Dokézali jsme, ze posloupnost {a,, }22 ; je rostouci a posloupnost {b,, }>2 ;
je klesajici a

lim a, = e, lim b, = e.
n—oo n—oo

Necht z € (0,1). Necht n € N je takové piirozené cislo, ze

1 1
<xr<-—. 4.29
1 <rs L (4.29)
Ponévadz {b,}°, je klesajici, je
1 n
e<b, = (1 + ) : (4.30)
n—1

Ponévadz podle (4.29) je # < L, dostdvdme z (4.30)

o < KHnil)nr, (4.31)

1
e’ <1+ . (4.32)
n—1

to jest

Ponévadz {a,}5°, je rostouci, je

1\t
€> Gp1 = <1+n+1> . (4.33)
Ponévadz podle (4.29) je 2 > —, dostdvdme z (4.33)
e
et > <1+n—+1) ] :1+n+1' (4.34)

Ze vztahtu (4.32) a (4.34) vyplyva

1
l<e® <14 —— 4.35
n+1+ ‘ +n—1 ( )
<1< (4.36)
ntl ¢ n—1 '
Z (4.29) plynou nerovnosti
1 x
—1>--2 takz < 4.37
" >x 7 azen_l 1—2x’ ( )
1 1
n+l<=+1, takze > (4.38)
x n+1 z+4+1



Z (4.36), (4.37), (4.38) dostavame

1 e’ —1 1
< <

. 4.39
1+~ o« —1-2z ( )
Ponévadz iLO =1 31612% 5= = 1, dostavame z (4.39)
|
lim —— = 1.
x—0 x

b) Pocitejme nyni derivaci funkce e”. Pro libovolné x je podle definice

eerh — et
/ .
xr — 1
=T
Vypoctem dostavame postupné
z+h T z(,h h

V. —e . e"(e"—1) e €' —1 . "
R colee

Funkce e* je spojitd a rostouci na intervalu (—oo,00) a
nabyva vsech hodnot z intervalu (0, 00). V kazdém cisle ma
derivaci a plati (")’ = e”.

Derivace funkce y =Inx

7 vlastnosti exponencialni funkce a z definice inverzni funkce vyplyva, ze
k funkci e® existuje funkce inverzni definovand na intervalu (0,00). Tato
inverzni funkce je spojita a rostouci a nabyva vSech hodnot z intervalu
(—00,00). Nazyva se prirozeny logaritmus a budeme ji znacit Inx. Jeji graf
dostaneme z grafu funkce e* preklopenim kolem piimky y = z (viz obr. 4.6).
Z véty 4.7 plyne, ze Inx ma v kazdém c¢isle svého definicniho oboru derivaci
a plati

r 1 _ - =
(Inz) = @) "o

Jestlize polozime
y=1Inz, v € (0, c0) potom e’=ux, y€ (—00,00)
(4.40)
Tedy prirozeny logaritmus ¢isla © € (0,00) je mocnitel, na
néjz je nutno umocnit zaklad e, abychom dostali ¢islo x.
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Odtud dostavame

Funkce In x je spojita a rostouci funkce na intervalu (0, co)
a nabyva vsech hodnot z intervalu (—oo, c0). V kazdém ¢isle
svého defini¢niho oboru ma derivaci a plati

1
nz) ==
(nz) = —

Jsou-li x, 1,29 € (0,00),s € R, potom plati

In(zy-2z9) = Inzy +lnxy (4.41)
Inz® = s-Inw. (4.42)

Priklad 4.10. Vypocitejte derivaci funkce

x+1

y:ez

-

Reseni. Jde o slozenou funkci. Vnitin{ slozkou je funkce u = (), kde
o(x) = ZE. Vngjsi slozkou je funkce y = f(u), kde f(u) = e*. Funkce f(u)
ma derivaci v kazdém bodé u. Plati

f(u) =e" (4.43)
Funkce ¢(x) mé derivaci v kazdém bodé svého definiéniho oboru, tj. pro
x € (—o0,1) U (1,00). Vypoctem dostavame

—2

¢'(z) = o1 (4.44)

Podle véty o derivovani slozené funkce dostavame z (4.43) a (4.44)

/ x4l 2 . / _2 x4l
y = ez—1 . —7($ — 1)2 5 tJ y g ( exz—1,

Priklad 4.11. Vypocitejte druhou derivaci funkce

y=1In(3z —1)
a urcete jeji defini¢ni obor.
Reseni. Jde o slozenou funkci. Vnéjsi slozkou je funkce y = f(u), kde f(u) =
In w. Jeji definiéni obor je interval (0, 00). Vnitini slozkou je funkce u = 3x—1.
Je sice definovand a ma derivaci pro vSechna x, avsak tento definiéni obor je

nutno omezit na ta x, pro nez je u = () v definiénim oboru funkce y = Inu
a ma v nich derivaci. Je to pro x € (%, 00). Derivovanim dostaneme

1 3 1
/: . 3 —1/ t /: o
Y =g—7 Ge-1), iy 3x_1,xe(3,oo),



1
e
7
v
/
/
/
s
/

p

Obréazek 4.6: Graf funkce e* a In z.

o et
YT T Be -1 3>

Uvédomte si, ze funkce 2= je definovand pro z € R — {3}. Avak y' muze
byt definovana jen pro x € Dy v nichz ma funkce f(x) derivaci. Podobna
poznamka plati i pro definiéni obor funkce f”(x).

Derivace exponenci alni funkce a logaritmu s obecnym z  akladem

Kdyz jiz mame definovanou pfirozenou exponencialni funkci a prirozeny lo-
garitmus, muzeme definovat exponencidlni funkci s obecnym zdkladem a, to

jest funkci
y=a", kde a>0, a#1.

Pro a > 1 je funkce y = a” rostouci na intervalu (—oo,00) a pro 0 < a < 1
je funkce y = a” klesajici na intervalu (—oo, 00). Lze ji vyjadrit ve tvaru

T In a®

a*=e — earlna.

Odtud je vidét, ze je to funkce spojitd v intervalu (—oo,00). Jeji derivaci
urcime jako derivaci slozené funkce. Dostavame

(aac>/ — (ex-lna>/ — ew-lna lna = aac .lna.

Funkce y = a® pro a > 1,a # 1 nabyva vSech hodnot z intervalu (0, 0).
Existuje k ni funkce inverzni, kterd se znaci log, x a nazyva logaritmus o
zdkladé a. Je to funkce spojitd a ryze monoténni v intervalu (0, 00), kterd
nabyva vsech hodnot z intervalu (—oo,00). Jeji derivace je podle véty 4.7

rovna . . .
1 = = = € (0,00).
(log, z) (a¥)  a¥lna z-Ina’ v € (0,00)
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s y =log, >

Obrazek 4.7: Graf obecné exponencidlni a logaritmické funkce, 0 < a < 1.

Na obr. 4.7 je nacrtek grafu funkei y = a” a funkce y = log, x pro 0 < a < 1.
Pro a = e, tedy pro a > 1, je graf funkce y = a* a graf funkce y = log, =
znazornén na obr. 4.6. Graf téchto funkei pro a = e jsme jiz diive vySetfili.
Pro logaritmy se zakladem a plati pravidla analogicka k pravidlum uvedenym
pro funkci y = Inz.

Resme jesté jednu otdzku. Necht a, b jsou kladnd redlnd ¢isla rizna od nuly.
V jakém vztahu jsou ¢isla log, z, log, ©7 Abychom to ukézali, predpoklade;j-
me, Ze a, b jsou kladn4 ¢isla riznd od jedné. Nechf z je kladné éislo. Oznacme
y = log, z. Potom postupné dostavame:

r=a", log, x = log, a¥ = y - log, a = log, x - log, a.
Je tedy
log, z = log, x - log, a.
Funkce y = a*, kde a je kladna realna konstanta riizna

od jedné, je spojita a pro a > 1 je rostouci na intervalu
(—o0,00) apro0 < a < 1 je klesajici na intervalu (—oo, 00).
Oborem jejich hodnot je v obou pripadech interval (0,00).
V' kazdém bodé x svého definicniho oboru ma funkce a*
derivaci
(a®) =a"-Ina.

Nazyva se exponencialni funkci se zakladem a. Specialnim
pripadem je prirozena exponencialni funkce pro a = e a
dekadicka exponencialni funkce pro a = 10.




K funkci a® existuje funkce inverzni, znac¢ime jilog, = (¢teme
logaritmus x pii zdkladé a). Je definovana na intervalu
(0, 00). Funkce log, x je pro a > 1 rostouci a pro 0 < a < 1
klesajici na intervalu (0,00). Je v ném spojita. V kazdém
bodé x € (0,00) ma derivaci a plati

1
x-Ina’

(log, z)" =
Jsou-li x, 1,29 € (0,00),s € R potom plati

log,(z1 - x2) = log, x1 + log, xo (4.45)
log,z° = s-log,x. (4.46)

Je-1i b kladné realné cislo ruzné od 1 plati

log, * = log, x - logy, a.

Priklad 4.12. Vypocitejte derivaci funkce
y =2V ZEH

Reseni. Jde o slozenou funkci. Vnéjsi slozkou je funkce

y=f(u), Kde f(u) = 2%, u € (—o0,00).
Vnitini slozkou je
u=(r), kdep(r)=vVz?+1.

Necht 2 = a € (—00,00). Funkce ¢(x) ma v bodé a derivaci. Polozme o =
p(a). Funkce f mé v bodé « derivaci. Plati

y'(a) = f'(a) - ¢'(a), tojest y'(a)=(2"),—a(¢'(%))o=a-
Tedy
y =2Vt m2. (Vi + 1) _,. (4.47)

Tr=a

Vypocitejme nyni ¢'(a). Funkce
u=p(r)=vr2+1
je slozena. Jeji vnéjsi slozkou je funkce

u=g), kdeg(v)=+vv, ve 0, 00)

a vnitini slozkou je funkce
v=a?+ 1.
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Funkce u = ¢(x) ma v bodé a derivaci

w(a) = (VA + 1), =

1 2a B a
2Va2+1  Va®+1

Dosazenim do (4.47) dostédvéame

y =In2.ova . ¢

va?+1

pro a € (—00,00).

Derivace obecn é mocniny y = z*

Obecna mocnina je funkce x® definovana pro x > 0 a jakékoliv redlné s. Da

se vyjadrit ve tvaru
In ac)s

s lnx

= (e =e
Odtud je vidét, ze je to funkce spojita pro kazdé x € (0, 00). Jeji derivace je
podle véty 4.7

(xs)/ — (es'lnz)/ _ es'ln:l: .5 l — 5.5, l _ st—l.
T T

Funkce x* je spojita na intervalu (0,00) a ma zde derivaci
sz, tedy

(z°) =s2*~, we(0,00), se€R.

V zavéru této casti jako aplikaci na predchazejici véty fesme nasledujici
priklad.

Priklad 4.13. Vypocitejte derivaci funkce

y=a"-In(z* +1).

Reseni. Jde zde o souc¢in dvou funkci. Druhd z nich je funkce slozend.
Ponévadz 2? + 1 > 0, je dand funkce definovana v intervalu (—oo,c0) a
ma zde derivaci, kterou na zakladé predchozich vét uréime takto

y = 2xIn(z® +1) + IZ%HZI,
takze po upravé dostavame
2
y =2z ln(x2+1)+xz+1



Derivace funkce f(z)9®

Necht

F(z) = f(x)?@), 2z € A (4.48)

Necht f(z) > 0 pro x € A a necht funkce f(x), g(x) maji pro z € A derivace
f'(z), ¢'(x). Funkei (4.48) lze piepsat do tvaru

F(z) = /@ (4.49)

a po upravé jako

F(z) = es@n /@), (4.50)
Tuto funkci muzeme derivovat jako slozenou funkci. Dostavame
!

F'(z) = e/ (g(a) In f())

Provedenim vyznacené derivace obdrzime

Fl(z) = f(a)?® . (g'<:c> In f(2) + g(a) L '“”)) |

f(z)
Priklad 4.14. Vypocitejte derivaci funkce

y=a""" 1z € (0,00).

Reseni. Funkci 25% lze pfepsat na tvar

sinzlnx

y=e
Derivaci dostaneme postupné

! sinz Inx

y =e (sinzInx)

! sinx 1 :
y =x cosrxlnx + —sinz |, =z € (0,00).
x

Derivace trigopnometricky funkci

Zavedeni funkci sinz, cosz, tgx, cotgx

Zabyvejme se nyni trigonometrickymi funkcemi, zvanymi nékdy téz funkce
goniometrické. Omezime se na funkce sin z, cos z, tg x, cotg x. V pravotihlém
soufadném systému s osami u, v sestrojme kruznici o jednotkovém polomeéru
se sttedem v pocatku. Zvolme libovolné x a sestrojme polopaprsek vychazejici
z pocatku, ktery svirda s kladnou osou u uhel z. Tento polopaprsek protne
kruznici v jednom bodé, oznacme jej A. Jeho soutfadnice oznac¢me cos x, sin x
(viz obr. 4.8). Tyto soufadnice zavisi na x, takze cosz a sinz jsou funkce
definované pro kazdé redlné x.
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Obrazek 4.8: Zavedeni funkei sin z, cosx, tgx a cotgx.

Pomoci funkei sinz a cos x definujeme dalsi trigonometrické funkce

sin x cos T
tgxr = , cotgr = —
Ccos x sin &

pro ty thly z, pro néz je jmenovatel ruzny od 0.

Trigonometrické funkce jsou znamy ze stredni Skoly a bylo o nich pojednano
i v uéebnim textu ,Matematika A“. Nakreslete si jejich grafy! Zopakujte si
podrobné jejich vlastnosti.

Uved'me si tyto jejich vlastnosti:

Funkce sinx je kladna pro iihly v prvnim a ve druhém kvadrantu a
zaporna pro uhly ve tretim a ve ¢tvrtém kvadrantu. Funkce cosx je
kladna pro iihly v prvnim a ve ¢tvrtém kvadrantu a je zaporna pro
tihly ve druhém a ve tretim kvadrantu. Obé tyto funkce jsou periodické
s periodou 27r.

Funkce tgx je definovana pro vsechna x ruznd od lichych ndsobku 7,
funkce cotg x je definovana pro x ruzna od nasobku m. Funkce tgx a
cotg x jsou kladné pro 1ihly pro x v prvnim a ve tretim kvadrantu v némz
jsou definovany a zaporné pro iihly ve druhém a ve tretim kvadrantu
kvadrantu v némz jsou definovany. Tyto funkce jsou periodické s peri-

odou 7.




Odvozeni derivace funkce f(z)=sinx

a)

Dokazme napted, ze plati

sin x
=1.

lim
z—0

Pro z € (0,%) je (viz obr. 4.8) 0 < sinz < x. Déle je obsah vysece
OAB mensi nezli obsah trojuhelniku OBC, tj. %x < %tg x. Celkem

tedy plati
sin x

0<sineg <z <tge = :
cos T

Odtud ptechodem k prevracenym hodnotam dostavame

CcoS T 1 1

sinz x sinz

Vynasobime-li celou nerovnost kladnym ¢islem sin 2, dostaneme

sin & . sin x
<1, tJ. 1< -
T T

cosx < < —COST.
Piipoc¢teme-li ¢islo 1 ke vSem tfem vyrazium, mame

sin x

0<1-— <1—cosux.

T

Bud € > 0ad =+/2¢ > 0. Pro z € (0,0) je funkee sin(z)/z definovina

a plati v ném

sinx sin x sinx
—1‘:‘1— =1- <1—cosx =
T T T
2 2 52
9 T T
= sm—<2<—) = =< —=—=c¢
2 2 2 ’
takze )
. sinz
lim =1.
rz—0t X
Déle je
. sinz . sin(—=x sin x
lim = lim (=) = lim =1.
z—0- X z—0t —X z—0t T
Tedy
. sinx
lim =1.
z—0 I
Dokazme, ze
(sinx) = cosz pro x € (—00,00).
Necht a € (—o00, 00). Potom plati
. , . slnx —sina ) r+a . r—a 1
(sinz),_, = lim ————— = lim 2 cos sin
r—a xr—a r—a 2 2 r —a

. r+a . r—a Tr—a
= lim | cos sin : .
( 2 2 2 )
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Polozme )
sin

fy) = yy pro y#0, £(0) = 1.

Tato funkce f(y) je spojita v ¢isle 0. Polozme déle

Tr —a

P(z) = 5

Ziejmeé funkce ®(x) je v ¢isle a spojitd a nabyva zde hodnoty 0, to jest
®(a) = 0. Podle véty 3.6 je slozend funkce F'(z) = f[®(x)] v ¢isle a
spojita, tj.

tim 2 — i F(a) = F(a) = f0(a)] = FO) =1 (452)

2

Polozme nyni f(y) = cosy, ®(z) = (x + a)/2. Slozena funkce F(z) =
f[®(z)] je v cisle a spojita, takze

2~ cosa. (4.53)

. T
lim cos
r—a

Z (4.51), (4.52), (4.53) dostavame

(sinz),_, = cosa.

Funkce f(z) = sinz md v kazdém bodé x € (—o0, 00) derivaci a plati

!/
( sin x) = Ccos .

Derivace funkce y = cosx

Uzitim véty o derivovani slozené funkce dostavame
! ™ ! ™
(cosx) = [sin (— — x)} = —Cos (— — x) = —sinx.
2 2

Funkce f(z) = cosz ma v kazdém bodeé x € (—o0,00) derivaci a plat{

(cosz) =sinz, x€ (—00,00).

Derivace funkci tgz, cotgz

Z pravidel o derivovani podilu dvou funkei dostavame pro z € (—o0,00) —
{QE+1)3} ke
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. / . / . ,
(tg )’ sin (sinx) - cosx —sinz - (cos x)
T - g —
5 cos cos? x
cosx-cosx —sinx - (—sinx) 1

cos? x cos? x’

Funkce f(x) = tgx méd v kazdém bodé x € (—o0,00) —{(2k+1)T}, k €
7. derivaci a plati

(tgz)' =

z € (—00,00) — {(2/{:—1—1)%}, ke Z.

cos? x’

Podobné pro z € (—o0,00) — {kr}, k € Z

! 1
(cotg )’ = (cosx)

sin x sin?x’

Funkce f(x) = cotgz mé v kazdém bodé x € (—o0,00) — {kn}, k € Z
derivaci a plati

1
2

(cotgz) = x € (—00,00) —{kr}, k € Z.

. )
ST T

Derivace cyklometrickych funkci

V piedchazejicim vykladu jsme zjistili, Ze funkce sinx je v intervalu (-7, %)
spojité a rostouci a nabyva vsech hodnot z intervalu (—1,1). Tedy k ni exis-
tuje funkce inverzni definovand na intervalu (—1, 1). Tuto funkci oznac¢ujeme
arcsin z. Podle véty 4.6 je tato funkce spojita na intervalu (—1, 1) a je na ném
rostouci. Nabyvd vsech hodnot z intervalu (—%,7%). Jeji graf se dostane

preklopenim grafu funkce

T
r)=sinx, € <——, —>
okolo ptimky y = x (viz obr. 4.9). Geometricky vyznam funkce arcsin je
tento:

l ,arcsina je ten iihel z intervalu (—73, %), jehoz sinus ma hodnotu x.

Funkce cosx je v intervalu (0, 7) spojita a klesajici a nabyva vsech hodnot
z intervalu (—1,1). Tedy k ni existuje funkce inverzni, je definovand na in-
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y y
3

124

Yy = arcsinx m

ol

Y = arccos

_r
2

-1 1 X
Obrazek 4.9: Graf funkce arcsin z. Obrazek 4.10: Graf funkce arccos z.

tervalu (—1, 1). Tuto funkci oznac¢ujeme arccos z. Podle véty 4.6 je to funkce
spojitd na intervalu (—1,1) a je na ném klesajici. Nabyva vsech hodnot z in-
tervalu (0, 7). Jeji graf se dostane preklopenim grafu funkce f(z) = cosz,
x € (0,m) okolo piimky y = = (viz obr. 4.10). Geometricky vyznam funkce
arccos  je tento:

l sarccos x je ten tihel z intervalu (0, ), jehoz kosinus ma hodnotu x. “

Funkce tgz je v intervalu (—7, %) spojitd a rostouci a nabyva zde vsech

hodnot z intervalu (—oo, 00). Tedy k ni existuje funkce inverzni, je definovand
na intervalu (—oo, 00). Tuto funkci oznac¢ujeme arctg x. Podle véty 4.6 je to

funkce spojitd na intervalu (—oo,00) a je v ném rostouci. Nabyva vsech

hodnot z intervalu (=7, 7). Jeji graf se dostane preklopenim grafu funkce
f(x) = tgz, x € (=%, %) okolo pifmky y = x (viz obr. 4.11). Geometricky

vyznam funkce arctg x je tento:

l sarctgw je ten tihel z intervalu (=73, 7), jehoz tangens ma hodnotu x.

Y

ol

y = arctgx

vl

Obrazek 4.11: Graf funkce arctg x.



Funkce cotg x je na intervalu (0, ) spojitd a klesajici a nabyva na ném vsech
hodnot z intervalu (—oo,00). Tedy k ni existuje funkce inverzni definovand
na intervalu (—oo,00). Tuto funkci oznacujeme arccotgx. Podle véty 4.6
je to funkce spojitd na intervalu (—oo,00) a je na ném klesajici. Nabyva
viech hodnot z intervalu (0, 7). Jeji graf se dostane preklopenim grafu funkce
f(z) = cotgz, x € (0,7) okolo piimky y = z (viz obr. 4.12). Geometricky
vyznam funkce arccotg x je tento:

l ,arccotg z je ten tihel z intervalu (0, ), jehoz kotangens ma hodnotu x. “

B

Yy = arccotg x

Obréazek 4.12: Graf funkce arccotg z.

Funkce arcsin x, arccos z, arctg x a arccotg x se nazyvaji funkce cyklometrickeé.
Dosavadni vysledky o spojitosti lze shrnout takto:

l Funkce cyklometrické jsou spojité na svém neodvislém oboru.

Derivace cyklometrickych funkci.

Funkce sin z je spojitd a rostouci na intervalu (=7, 7). Jejim odvislym obo-

rem je interval (—1,1). V kazdém bodé a z intervalu (—1,1) mé funkce
arcsin x tuto vlastnost: ¢islo o = arcsina je z intervalu (-7, 7), takze funkce
sinz ma v ném derivaci cos a # 0. Podle véty 4.7 ma funkce arcsinz v cisle
a derivaci a plati:

1 1 1
(arcsinz),_, = = -

a . 2’
cos o V1 —sin®a vV1—a

nebot sin a = a. V§imnéme si také, Ze cos a je kladny, nebot a je z intervalu
(=3, %), takze odmocninu je nutno opatfit znaménkem plus. V kazdém bodé
x z intervalu (—1,1) tedy plati

1
V1—a2

(arcsinz)’ =
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Podobné odvodime, ze v kazdém bodé z intervalu (—1, 1) plati

1 1 1 1
(arccosz) = = — -

(cosy)’ siny _\/1—coszy:_\/1—x2'

V intervalu (—oo, 00) méme

1 1
(arctgz)" = = cos’y = — = :
(tgy) 1+tg*y  1+2a2
T 1 L, 1 1
arccotgr) = ——— = —sin’y = — = — .
5 (cotgy)’ 4 1+ cotg?y 1+ a2

Obdrzené vysledky muzeme shrnout do nésledujici véty.

Funkce cyklometrické maji derivace v kazdém vnitinim bodé svého ne-
odvislého oboru a plati:
(arcsinz) = L re(—1,1)
/1 — x27 Y
1
arccosz) = ——, z € (1,1
1
!/
(arctgz)’ = o2 ° € (—o0,0)
1
[
(arccotg z)’ = Ti2 ° € (—00,00).

Uved'me si nyni souhrnné derivace elementarnich funke.

Derivace elementarnich funkci _

(¢))=0, ceR, proz € (—o00,)

!/

(x") nz" ', n €N, proz € (—oo0,0)
! 1

\/E) =———— neN, nsudé proz € (0,00)

( n(/x)"1
/ 1

Y = N liché
(ﬁ) n(%)”—l’ne . n liché,

pro x € (—o0,0) U (0, c0)
(e*) =e€", proz € (—o0,0)

(a®)' =a"Ina, a >0, a# 1, proz € (—o0,00)

~

1
Inz) = ~, proz € (0,0)
T
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11
logax)':EE, a>0, a#1, proxe (0,00)

2%) = s2*"!, s € R, prox € (0,00)

= cosz, proxr € (—oo,00)

cosz) = —sinx, proz € (—00,00)
1
tgz) =
82) cos? x’
pro r € (—oo,oo)—{(2k—|—1)g}, kel
1
(cotgx)' = ————, proz € (—oo0,00) — {kn}, ke Z
sin”
1
arcsinz) = ———, prox € (—1,1
(rcsin )/ = L, prow € (~L.1)

(arccos x) = , prox € (—1,1)

1
_\/1—332
! € (~o0, )
—_ I” —_
1_1_31:2,po:z: 00, 00
1

1422

(arctgz)’ =

(arccotgx) = pro x € (—00,00)

4.3 Shrnuti, tlohy

Shrnuti kapitoly

Byl zaveden pojem derivace funkce v bodé a € R a poukazano na vyznam
derivace (Definice 4.1). Byly odvozeny derivace elementédrnich funkei. Jsou
zde uvedeny vzorce pro vypocet derivace souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu
dvou funkei (Véta 4.2). Déle byla uvedena véta o derivaci slozené funkce
(Véta 4.4). Byla odvozena véta o vypoctu derivace inverzni funkce (Véta
4.7). Déle byl vySetten vztah mezi existenci derivace funkce f(x) v daném
bodé a a spojitosti funkce v bodé a.

Ulohy
1. Napiste rovnici tecny ke kiivce y = 32?2 — 2 + 1 v bodeé T'[1, 7] leZicim
na dané kiivce. [br —y—2=0]
2. Napiste rovnici normély ke kiivce y = ~#5 v jejim bodé T'[0, 7].
[z +y=0]
3. Ve kterém bodé kiivky y = 2® — 322 + 1 svira tecna s osou z tihel 45°7
[z—ové soufadnice bodu je 1+ %]
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4. Ve kterych bodech mé kiivka y = 2% — 272 vodorovnou te¢nu?
[z—ové souradnice téchto bodu jsou 3, —3]
5. Necht f(y) = /¥ je vngjsi slozkou a p(x) = ZE je vnitinf slozkou
funkce F(x). Napiste F'(z) explicitné. Urcete ] Je]l deﬁmcm obor.
[F(z) = {/ 55, Dr = (—00,1) U (1,00)]

r—1"

6. Derivujte

a) y=+var2+1 [ﬁ,xG( 00, 00)]
b) y = xsin2z [sin 2z + 2z cos 2z, = € (—00, 00)]
c) y=sin®z e ff z € (0,00)]
d) y =37+ [2ln3 z -3z € (—o0,00)]
e) y=a" [Navod: 2% = e®0%; ¢/ = 2%(Inz + 1), = € (0,00)]
7. Vypocitejte prvni derivaci funkce
a) y= logy 15 HI [(1 x%)an]
)y:x(\/1+x2+3x) [2x(\/1+x2+3x)+x(\/1+—2+3)]
c) y = ercos [e7 %522 (cos 22 — 21 sin 2|

8. Vypocitejte derivace az do 3. fadu funkce
a) flz)=a%+32* +4x —1
[f'(z) = 32> + 62+ 4, f'(z) =6x+6, ["(r) =6, v € (—00,00)]
b) f(x) = xe®
[F(@) = (@ + 1), f(z) = (@ +2), f(z) = (o +3),

z € (—00,00)]
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m Extr émy funkci, v éty o funkcich spojitych na
intervalu

m Véty o funkcich spojitych na intervalu (a, b)

m Funkce monot 6nni na intervalu a lok alni
extr émy

m Absolutni extr émy
m Konvexita a konk avnost funkce

m Hledani ko fend rovnice f(x) = 0, metodou
puleni intervalu®.

m |'H éspitalovo pravidlo
= Prib éh funkce

m Diferenci al a Taylorova v éta
m Shrnuti a tlohy

Pouziti derivaci




5. Pouziti derivaci

Cil kapitoly

N

m Osvojit si pojem lokdlniho extrému funkce f(x) a pojem absolutniho
extrému funkce f(x) na intervalu.

Osvojit si znalost véty o stfedni hodnoteé.

Naucit se hledat lokalni a absolutni extrémy funkce na intervalu.
Umeét urcit intervaly monoténnosti a intervaly konvexity dané funkce.
Umeét vyhledat inflexni body dané funkce.

Naucit se aplikovat L’Hospitalovo pravidlo na vypocet limit.

Naucit se hledat pfibliznou hodnotu kofene rovnice f(x) = 0 na inter-
valu (a, b) metodou ,,puleni intervalu“

Naucit se provést analyzu prubéhu funkce.

Seznamit se s pojmem diferencialu funkce a s Taylorovou vétou.

Casov a zatéz

B 16 hodin

5.1 Extrémy funkci, v éty o funkcich spojitych na inter-
valu

V této casti uvedeme nékteré véty o spojitych funkcich, které maji jak v ma-
tematické analyze, tak i v aplikacich zakladni vyznam.

Zacneme se zavedenim pojmu lokalntho extrému funkce f(x).

zavedeni pojmu . T, "
lokaln{ extrém Definice 5.1. (Lokalni extrémy) _

funkee Rekneme, 7e funkce f(z) mé v bodé xq lokdlni mazimum
(minimum), jestlize existuje takové & > 0, ze funkce f(x)
je definovana na intervalu (xy — d,z¢ + §) a plati v ném
f(z) < f(xo) (f(z) > f(xo)) pro véechna z € (xy—0, x9+9).

Podobné zavadime pojem ostrého lokalniho extrému touto definici.

Definice 5.2. (Vlastni lokalni extrémy) _

Rekneme, ze funkce f(z) ma v bodé zg vlastni lokdlni ma-
zimum (minimum), jestlize existuje takové § > 0, ze funkce
f(x) je definovand na intervalu (xg — d,z¢9 + 0) a plati
f(z) < f(xo) (f(z) > f(x)) pro viechna x € (z¢g—J,z9+0)
pro néz je x # x.

Lokalni maxima a lokalni minima nazyvame spolecnym nazvem lokdlni ex-
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trémy (téz relativni). Podobné vlastni lokdlni maxima a minima nazyvame
vlastnimi lokdlnimi extrémy.

Na obr. 5.1 je vyznacena funkce f(z), kterd ma v bodech a, b lokdlni maxi-
mum a v bodé ¢ lokalni minimum.

M AN

a c b

Obrazek 5.1: Funkee s lokalnim maximem v bodech a a b a lokdlnim minimem
v bodé c.

Zavedme si nyni pojem absolutniho extrému funkce f(x) na mnoziné M C
Dy. V této definici se porovnava hodnota funkce f(z) v bodé x( s hodnotami
funkce ve vsech ostatnich bodech dané mnoziny. Misto pojmu absolutniho
extrému muzeme mluvit o globdlnim extrému funkce na mnozineé.

Rekneme, ze funkce f(z) méa absolutni mazimum (mini-
mum) na mnoziné M v bodé xy € M, jestlize funkce
f(z) je definovand na mnoziné M a jestlize f(x) < f(xg)
(f(z) > f(xg)) pro kazdé x € M.

Rekneme, ze funkce f(z) mé své viastni absolutni mazimum
(minimum) na mnoziné M v bodé zy € M, jestlize funkce
f(z) je definovdana na mnoziné M a jestlize f(x) < f(xg)
(f(z) > f(xo)) pro kazdé x € M.

Absolutni minimima a absolutni maxima nazyvame

spoleénym nazvem absolutni extrémy.
Absolutni vlastni maximum a absolutni vlastni minimum
nazyvame spolecnym nazvem vlastni absolutni extrémy.

Poznamka. V nahote uvedenych pojmech se misto vlastni extrém pouziva
téz termin ostry extrém.

O existenci absolutniho extrému funkce f(x) na intervalu vypovida nasledu-
jici véta. Ve vétsiné aplikaci nés zajimé nalezeni absolutniho extrému.

zavedeni pojmu
., absolutni
extrém funkce
na mnozing"
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hledani
lokdlnich
extrémi

Véta 5.1. (Weierstrassova) _

Necht funkce f(x) je spojita na intervalu {(a, b). Potom exis-
tuji body xg,x1 € {(a,b) tak, ze funkce f(x) nabyva svého
absolutniho minima (maxima) na intervalu {(a,b) v bodé
xo (x1). Tento bod je budto krajnim bodem intervalu
(a,b), anebo bodem, v némz funkce nabyva svého lokalniho

extrémau.

Dukaz: Bez dukazu. O

Na obr. 5.2 nabyva funkce f(z) svého lokdlntho maxima v bodé ¢, lokalniho
minima v bodé d, absolutniho maxima v bodé ¢ a absolutniho minima v bodé
a.

y y = f()

a c d b 7T

Obrazek 5.2: Absolutni extrémy na (a, b).

Funkce na obr. 5.3 na (a,b) nabyva absolutniho minimum v bodé b, avsak
nemd absolutni maximum na (a, b). Tato funkce f(x) je sice spojita na (a,b),
avSak neni spojitd na (a,b). Vétu 5.1 nelze aplikovat, nejsou splnény jeji
predpoklady.

Obrazek 5.3: Poruseni predpokladu véty 5.1.

Naprted se zabyvejme problémem urc¢eni bodu, v nichz funkce nabyva lokalni
extrém. K tomu budeme potiebovat nékolik vét.

Véta 5.2. Necht f'(a) >0 (f'(a) < 0). Pak existuje takové okoli ¢isla a, ze
pro vsechna ¢isla x < a z tohoto okoli plati f(x) < f(a) (f(x) > f(a)) a pro
vSechna x > a z tohoto okolf plati f(x) > f(a) (f(z) < f(a)).



Diukaz: Necht f/(a) > 0. Pak existuje
f(z) — f(a)

T—a €T — Q

= f'(a) > 0.

Existuje tedy takové okoli ¢isla a, ze v némz je uvedeny podil definovéan a je
stale kladny, tj.
f(@) — fla)

r—a
Tedy v tomto okoli jsou ¢isla f(x)— f(a), x—a stejnych znamének. Pro z < a
je tedy f(z) < f(a), pro z > a je f(x) > f(a). Podobné se provede dukaz
pro druhy piipad f'(a) < 0. 0

lim

> 0.

Poznamka. Jak vime, geometricky vyznam prvni derivace je smérnice tecny
ke grafu funkce f(z) v bodé a. Je-li tedy f’(a) > 0, svird tecna grafu f(z)
v bodé a tihel ¢, pro néjz je 0 < ¢ < 7. Viz obr. 5.4.

y f(x)
+

Obrézek 5.4: Derivace — smérnice tecny (f'(a) > 0).

Podobné, je-li f'(a) < 0, svird tecna grafu funkce f(z) v bodé a thel ¢, pro
nejz je 5 < p < . Viz obr.5.5

Yy f(x)
¢

¥

Obrazek 5.5: Derivace jako smérnice tecny (f'(a) < 0).

5.2 Veéty o funkcich spojitych na intervalu  (a, b)

Véta 5.3. (Rolleova) Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu {(a,b)
a necht m& v kazdém vnitinim bodé tohoto intervalu derivaci. Bud déle
f(a) = f(b). Pak existuje takové cislo ¢ € (a,b), ze f'(c) = 0.

véta Rolleova
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Dukaz: Je-li funkce f(z) v (a, b) konstantni, tvrzeni je spravné a za c lze vzit
kterékoliv ¢islo uvniti (a,b). Necht tedy f(z) neni v (a,b) konstantni. Pak
tedy aspon v jednom ¢isle x € (a,b) plati f(z) # f(a) = f(b). Dejme tomu,
ze f(x) > f(a). Podle véty Weierstrassovy nabude funkce f(x) v nékterém
¢isle ¢, kde a < ¢ < b, své maximélni hodnoty. Dokazme, ze f'(c) = 0. Kdyby
bylo totiz f’(¢) > 0, pak by podle véty 5.2 existovalo jisté okoli ¢isla ¢ tak,
ze pro vSechna x > ¢ z tohoto okoli by platilo f(x) > f(c), podobné, kdyby
f'(c) < 0, pak by existovalo jisté okoli ¢isla ¢ tak, ze pro vsechna z < ¢
z tohoto okoli by platilo f(x) > f(c). To vSak neni mozné, nebot f(c) je ze
vsech funkénich hodnot maximélni. Tedy opravdu f'(c) = 0. 0

Poznamka. Geometricky smysl véty je tento: graf funkce y = f(z) ma za
danych predpokladi aspon v jednom bodé vodorovnou teénu (viz obr. 5.6).

a c b z

Obrazek 5.6: Tecna grafu f(z) v lokdlnim maximu.

Priklad 5.1. Bud f(z) = |z|, z € (—1,1). Tvrzeni véty neplati, v ¢isle 0
je porusen predpoklad o existenci derivace. Viz obr. 5.7

Y

-1 1 x

Obrazek 5.7: Graf funkce y = |z|, x € (—1,1).

Véta 5.4. (Obecnd véta o prirastku funkce) Necht funkce f(z), g(x)
jsou spojité na intervalu {(a,b) a necht maji v kazdém vnitrnim bodé tohoto
intervalu derivace. Pak existuje takové cislo ¢ € (a,b), zZe



Z predpokladu o funkcich f(x) a g(x) vychézi, ze funkce F(z) je na intervalu
(a, by spojita a uvnitt ma derivaci. Déle F'(a) = F'(b). Podle véty 5.3 existuje
c € (a,b) tak, ze

Odtud tvrzeni véty. 0

Poznamka. Rolleova véta 5.3 je zvélstnim piipadem véty 5.4 pro g(z) =z
a funkci f(z), pro niz plati f(a) = f(b).

Véta 5.5. (Véta o prirustku funkce) _

Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu {a,b) a necht
existuje f'(x) pro x € (a,b). Potom existuje alespon jedno
c € (a,b) tak, ze

fb) = fa) = f'(c) - (b—a). (5.1)

Duikaz: Dukaz vychazi bezprostiedné z predchazejici véty pro g(x) = 2.
Poznamka 1. Vztah (5.1) lze prepsat takto
f) = fla) _

Leva strana tohoto vztahu vyjadiuje prumérny piirustek funkce f(z) pii
ptechodu z bodu a do bodu b.

Vétu lze interpretovat takto. Existuje bod ¢ € (a,b) tak, ze tecna ke grafu
funkce y = f(z) v bodé [c, f(c)] je rovnobézna se spojnici bodu [a, f(a)],
b, f(b)]. Véta je schematicky znazornéna na obr. 5.8.

a c b
Obrézek 5.8: Interpretace véty 5.5.

Jestlize zndme konstantu M pro niz je |f'(z)] < M pro z € (a,b), potom

véta o pfirustku

funkce
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podle (5.1) plati
F(b) = fla)] < M- (b—a).
Véta umoznuje odhadnout f(b) — f(a).

Poznamka 2. Véta 5.5 se nazyva téz ,,Vétou o stiedni hodnoté dife-
rencidlniho poctu*.

Priklad 5.2. Odhadnéte

. m . T
sin — — sin —.
3 6
Reseni. Pouzijeme vétu 5.5. Polozme v nf f(z) = sinz, a = 5, b= %. Potom
je f'(r) = (sinx)" = cosx. Pro w € (£, %) je | f'(x)] = |cosz| < cos§ = ?,

takze M = @ Je tedy

sinz—sinz‘ §M<E—E>,
3 6 3 6

tj.

. T . T _ 3 V3n
sm——sm—‘ < ——=
3 6 2

T
6 12

Pomoci kalkulacky zjistime, ze

Vi

sing _ sin %‘ = 0.36603 a = 045345,

5.3 Funkce monot 6nni na intervalu a lok alni extr émy

Pripomenme si, ze funkce f(x) se nazyva rostouci (klesajici) na intervalu I,
jestlize mé tuto vlastnost:

Jestlize x1, 19 € I, 21 < x9,potom f(x1) < f(x2) <f(x1) > f(x2)>
Funkce rostouci a klesajici se nazyvaji spolecnym nazvem funkce ryze mo-
noténni.

Funkce f(z) se nazyva neklesajici (nerostouci) na intervalu I, jestlize méa
tuto vlastnost:

Jestlize x1, 19 € I, 11 < xo,potom f(x1) < f(x2) <f(x1) > f(:cg))
Funkce neklesajici a nerostouci se nazyvaji spolecnym nazvem funkce mo-
noténni.

Je tedy kazda funkce ryze monoténni téz monoténni. Opak nemusi platit.

Ur¢it intervaly, na nichz je vySettovana funkce monoténni, ndm casto pomuze
tato veta.



Véta 5.6. (Monoténnost funkce na intervalu) -

Necht funkce f(z) je spojitd na intervalu I a necht I, je
mnozina vSech vnitrnich bodu intervalu I. Necht funkce
f(z) ma derivaci f'(z) na I.

Jestlize f'(x) > 0 (f'(z) < 0) pro x € Iy, potom f(x) je
rostouci (klesajici) na I.

Jestlize f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro x € Iy, potom f(x) je
neklesajici (nerostouci) na intervalu I .

Duikaz: Necht f/'(x) > 0 pro x € Iy. Necht z1, 25 € I, 11 < x5. Podle véty
5.5 plati

fa2) = f(z1) = fc) (22 — 1),
kde ¢ je vhodny bod z intervalu (xy, x2) C I. Podle predpokladu je f'(¢) > 0.
Ponévadz x93 — 21 > 0, je f'(¢)(x2 —x1) > 0, takze f(z2) > f(z1). Funkce
f(z) je tedy rostouci na I.

Podobné se véta dokdze v ostatnich pripadech. 0

Ukazme nyni, jak urcit intervaly monoténnosti funkce f(z) definované
na intervalu I v piipadé, ze funkce f(x) ma dale uvedené vlastnosti.

Predpokladejme, ze funkce f(x) je spojitd na intervalu /. Oznacme I
mnozinu vech vnitinich bodu intervalu . Predpokladejme, ze f'(z) je
spojita na intervalu Iy, a ze ma na ném koneény pocet nulovych bodu.
Tyto nulové body rozdéli interval I na koneény pocet ¢astecnych inter-
valti. Ve vsech vnitinich bodech kazdého z téchto ¢astecnych intervalu
je f'(xz) > 0 nebo f'(x) < 0. Takze v ném je funkce f(z) rostouci nebo
klesajici. Pii grafickém znazornéni vyznacime interval I na ¢iselné ose a
nulové body funkce f'(x). Tyto nulové body rozdéli interval I na nékolik
¢astecnych intervalu. Nad kazdym z téchto intervalu vyznacime ,,+“, je-
li v jeho vnitinich bodech f'(z) > 0, a ,,—*, je-li v jeho vnitinich bodech
f'(z) < 0. Pod interval, nad nimz je symbol ,+“ (,—*) ddme symbol
s () a tak vyznacime, ze funkce f(x) je na tomto ¢dstecném
intervalu rostouci (klesajici). [lustrujme to na nasledujicim piiklade.

Priklad 5.3. Naleznéte intervaly monoténnosti funkce

f(z) = 22 — 152% + 362 — 5.

Reseni. Funkce f() je spojitd a mé i spojitou derivaci f'(x), kde
f'(x) = 62* — 30x + 36.

Resenim rovnice f'(z) = 0 dostavame x; = 2, x5 = 3.
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Vyznacme ¢iselnou osu. Interval I je celd tato ¢iselnd osa. Na ni vyznacime
body x; = 2, x5 = 3. Tyto body rozdéli interval I na 3 ¢astecné intervaly:
(—00,2), (2,3), (3,00). Znameni f'(x) a monoténnost funkce f(x) jsou patrny
z obr. 5.9.

rw  + - -

1‘1:2 .’L‘2:3

f(z) / N\ /!

Obrézek 5.9: Monoténnost funkce f(z) = 22° — 1522 + 36x — 5.

Funkce f(z) je rostouci na intervalu (—oo,2) a na intervalu (3,00) a je kle-
sajici na intervalu (2, 3).

Piiklad 5.4. Urcete intervaly, na nichZ je funkce f(x) = Inx rostouci a

I
intervaly, na nichz je tato funkce klesajici.
Reseni. Funkce f(z) je definovana na intervalu (0,00). Vypoéitejme f'(z).

Dostdvame .

1
i —
T T

1
f(z) = —ﬁlnx%—
tedy
1
f(z) = ?(1 —Inx).
Funkce f(x), f'(x) jsou spojité na intervalu (0, 00).
Uréeme znamenf funkce f/(x). Re§enfm rovnice f/(x) = 0 dostavame Inz = 1.
Odtud z = e. Znamen( funkce f'(z) = (1 —Inz) je vyznaceno na obr. 5.10.
f'(x) + -

0 e
f(@) /! N

Obrazek 5.10: Znameni funkce f'(z).

Odtud dostdvame, ze dand funkce f(z) = < Inz je rostouci na intervalu (0, e)

Tz
a klesajici na intervalu (e, o).

Zabyvejme se nyni podrobnéji problémem nalezeni lokalnich extrému.
Lok alni extr émy

Véta 5.7. Necht funkce f(x) md v bodé a lokdlni extrém a necht existuje
f'(a). Potom f'(a) = 0.

Dikaz: Véta je bezprostrednim dusledkem véty 5.2 a definice 5.2. 0

Z véty 5.7 vyplyva, ze funkce f(x) muze mit lokalni extrém
pouze v bodech, v nichZ nema derivaci anebo v bodech,
v nichz ma derivaci rovnu nule.




Poznamenejme, ze je-li f'(a) = 0, mé graf funkce f(z) v bodé a teénu rov-
nobéznou s osou .

Na obr. 5.11 je zndzornéna funkce, kterda ma v bodé zy lokalni minimum a
ma v ném derivaci; na obr. 5.12 je znazornéna funkce, kterda ma v bodé g
lokalni minimum, ale nema v ném derivaci.

y= 1@ v I
Zo x SC‘() v
Obrézek 5.11: f(z) md v xq derivaci. Obl.razek 5.12: f(z) nemd v zp deri-
vaci.

Zjistili jsme v kterych bodech muze mit dana funkce f(x) lokdlni extrémy.
Déle si uvedeme nékolik vét, kterymi lze alespon v nékterych piipadech roz-
hodnout, zda funkce f(x) ma v nich skuteéné lokélni extrém.

Véta 5.8. (Existence lokdlniho extrému) -

Necht f'(xy) = 0 a necht existuje 6 > 0 tak, ze pro x €
(xg — 0, x0) je f'(x) definovana a plati f'(x) >0 (f'(x) <0)
a pro x € (xg, g+ 9) je f'(x) definované a plati f'(x) <
0 (f'(x) > 0). Potom funkce f(x) ma v hodé xy lokalni
maximum (minimum). Jestlize f'(x) > 0 (f'(x) < 0) pro
x € (xg— 0, 20) U (20, 20 + 0), fukce f(x) nemd v xq lokdlni
extrém.

Ditkaz: Necht f/(z) = 0 a necht existuje § > 0 tak, ze pro z € (zo — 9, z0)
je f'(x) > 0 aproz € (wg,z0+0) je f'(x) < 0. Necht x1 € (xg— 0, x0). Podle
véty 5.5 plati

f(@1) = fzo) = (x1 — m0) - f'(c),

kde ¢ € (x1,x). Ponévadz f'(c) > 0 a (z1 — z9) < 0 je f(z1) — f(zo) <0,
tj. f(z1) < f(xo). Podobné se dokéze, ze pro xs € (xg, o + 9) je f(xs) <
f (o). M4 tedy funkce f(x) v bodé xy lokdlni maximum. Podobné se dokaze
zbyvajici tvrzeni véty. 0

Znézornéme si graficky situaci uvedenou v této vété. Ukazme nékteré piipady:

a) f'(xg) =0, f'(x) <0prox € (xg—6,x0), f'(x) > 0 prox € (xg,z9+0),
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kde § € R

.T()*(S Zo l‘0+(5

1) N

f(z) méd vz
lokalni minimum

b) f'(zo) =0, f'(x) > 0 prox € (xg—0,x0), f'(x) <0 prozx € (xg,x0+9),
kde 0 € R
f'(x) + -

To—0 Zo xo+0

7(@) A N

f(z) méd vz
lokalni maximum

c) f'(xo) =0, f'(x) > 0prox € (xg—0,x0), f'(x) > 0 prox € (xg,x0+9),
kded e R
f'(x) + +

.T()*(S Zo l‘0+(5
f(@) A

f(z) nemé v zg
lokalni extrém

d) f'(zo) =0, f'(x) < 0prox € (xg—0,x0), f'(x) < 0prox € (xg,xo+9),
kde 6 € R )

.T()*(S Zo l‘0+(5

I(@) NN

f(z) nemé v zg
lokalni extrém

Priklad 5.5. Urcete intervaly monotonnosti a lokalni extrémy funkce

1

f(z) = xex.

Reseni. Dand funkce je definovand pro z € R — {0}. Vypocitejme f'(z).
Dostavame

1 1 1
f(z) =e= + zex <_ﬁ) , reR-—{0}.
Odtud dpravou

f’(m):e% (1—1), tj. f’(:c):i(x—l), r € R—{0}.

x x
Funkce f'(z) je spojitd na intervalu I = (0, 00) a je rovnéz spojitd na intervalu
I = (—00,0). M4 nulovy bod v bodé z = 1. Abychom mohli pouzit vétu

5.8, budeme uvazovat funkci f(x) zvIast na intervalu (—oo,0) a zvlast na
intervalu (0, co).



a) Necht z € I = (0,00). Nulovy bod x = 1 funkce f’(z) rozdéli interval [
na dva ¢astecné intervaly, na interval (0, 1) a na interval (1, 00). Zrejmeé
f'(x) <0proz e (0,1)a f(x) >0 proz € (1,00). Na obr. 5.13 je
znézornéno znameni funkce f'(x) prox € (0,1) a pro (1,00). Tedy f(x)
je klesajici na intervalu (0,1) a rostouci na intervalu (1,00). V bodé
xr=1ma f(x) lokdlni{ minimum.

f'(x) - +

f(z) N /

Obrézek 5.13: Funkce zer pro z € (0,00).

Vypocitejme f(1). Dostavame f(1) = e.
b) Necht z € I = (—00,0). V tomto intervalu je f'(x) < 0, takze f(z) je
klesajici na intervalu (—oo,0), takze v ném neméd f(x) lokalni extrém.
Uved'me jesté dalsf vétu, kterd umozituje uréit v nékterych pifpadech lokaln{
extrémy funkce f(x).

Véta 5.9. (Existence lokdlniho extrému) Necht f'(xg) =0, f"(z0) >0
(< 0). Potom funkce f(x) ma v bodé x( lokdlni minimum (maximum).

Ditkaz: Necht f”(z¢) > 0. Potom existuje
P = P

= f//(l‘o) > 0.
T—XT0 Tr — 2o
Existuje tedy takové ¢islo § > 0, ze pro x # xg, x € (xg — J, 20 + d) je podil

f(x) ~ fwo) _ )

T — Tg T — To

definovén a je kladny. Tedy f'(x) a = — xp maji zde stejné znaménko. Je
tedy f'(x) < 0 pro x € (9 — 6,20) a f'(x) > 0 pro x € (xg,xo + 9). Podle
véty 5.8 ma tedy funkce f(x) v bodé ¢ lokdlni minimum. Podobné se dokaze
zbyvajici ¢ast vety. 0
Priklad 5.6. Urcete lokdln{ extrémy funkce f(x) = z? — 5z + 6.

Reseni. Funkce f(x) ma derivaci pro x € (—o0,00). Podle poznamky uve-
dené vyse muze tedy nabyvat lokdlni extrémy pouze v bodech, v nichz je
f'(x) = 0. Dostdvame

f'(z) =2x — 5.

Resenfm rovnice 2z — 5 = 0 dostavdme z, = 2. Tedy funkce f(z) muze
nabyvat lokdlni extrém pouze v bodé x¢ = g Dokazeme nyni dvéma zpusoby,
ze zde dand funkce nabyva lokalni minimum.
a) Ziejmé f'(z) < 0 pro z € (—o00,2) a f'(z) > 0 pro z € (2, 00). Podle
véty 5.8 ma funkce f(z) v bodé xg lokdlni minimum.
b) Ponévadz f"(z) =2, je f"(5) =2 > 0. Podle véty 5.9 md funkce f(x)
v bodé % lokalni minimum.
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Priklad 5.7. Naleznéte lokélni extrémy funkce f(x) = x?.

Reseni. Podobnou tivahou jako v minulém pifkladé zjistime, ze funkce f(x)
muze mit lokalni extrém pouze v bodé, v némz je f'(z) = 0. Ziejme f'(x) =
423, Rovnice 42® = 0 m4 jediné feSeni x = 0. Ziejmeé f'(z) < 0 pro x €
(—00,0) a f'(x) > 0 pro xz € (0,00). Ma tedy funkce f(x) v bodé x = 0 podle
vety 5.8 lokdlni minimum. Ponévadz f”(0) = 0, nelze o existenci lokalniho
extrému v bodé z = 0 rozhodnout podle véty 5.9.

Priklad 5.8. Naleznéte lokaln{ extrémy funkce f(x) = z3.

Reseni. Funkce f(x) mé derivaci pro x € (—o0, 00). Muze tedy mit podle
vyse uvedené poznamky lokdlni extrém pouze v bodé x = 0, nebot jenom
vném je f/(z) = 0. Ponévadz f'(x) = 32 > 0 pro x € (—o0,0)U(0, 00) nema
f(z) podle véty 5.8 v bodé = = 0 lokdlni extrém. Dand funkce tedy nema
lokalni extrémy. Ponévadz f”(0) = 0, nelze podle véty 5.9 rozhoudnout, zda
v bodé 0 m4 funkce f(z) = 2% lokéln{ extrém.

Na prikladé 5.7 jsme vidéli, ze véta 5.9 nam nékdy neumoznuje urcit, zda
funkce f(z) ma v bodé xg, v némz je f'(zo) = 0, lokdlni extrém, nebo nema.
Uved'me si néasledujici vétu, kterd je obecnéjsi nez véta 5.9.

Véta 5.10. (Existence lokalniho extrému) -
Necht f'(z¢) = f"(w) = -+ = f™(xy) = 0 a necht
fO(20) # 0. Je-li n + 1 sudé, ma funkce f(z) v bodé
xo lokalni extrém. Jestlize ™D (zg) > 0 (f" V) (x) < 0),
potom funkce f(x) ma v bodé xy lokalni minimum (maxi-
mum). Je-li n + 1 liché, nema funkce f(x) v bodé a lokalni
extrém.

Piiklad 5.9. Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x) = x?.

Reseni. Dostavame

Pla)=4a®, fr(@) =122, () = 2Ax, FO(2) = 24.
Ziejmé f(0) = f"(0) = f"(0) = 0, fH(0) = 24 > 0. M4 tedy funkce
f(x) =z* v bodé z = 0 lokdln{ minimum podle véty 5.10.

Piiklad 5.10. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(z) = 23

ReSeni. Dostavame

f'(x) =32 f"(x)=6x, f["(r)=6.

Ziejme f'(0) = f"(0) = 0, f”(0) = 6 > 0. Podle véty 5.10 nemd funkce
f(z) = 2® v bodé z = 0 lokaln{ extrém.



5.4 Absolutni extr émy

V definici5.3 byla podéna definice absolutniho maxima a absolutniho minima
funkce f(x) na mnoziné M. Absolutni maximum a absolutni minimum funkce
f(x) na mnoziné M nazyvame spoletnym nézvem absolutni extrémy. Abso-
lutni extrémy funkce nemusi ovsem existovat. Tak napf. funkce f(z) = tgz

v intervalu (=%, %) nenabyva ani nejvétsi ani nejmensi hodnoty, nebot je
1
!
r)=——5—>0
fz) cos® x
a funkce f(r) je na (-7, 5) rostouci.

Jestlize funkce f(x) je spojitd na uzavieném intervalu, pak je existence ab-
solutnich extrému zaruc¢ena vétou Weierstrassovou. Pro nalezeni absolutnich
extrému je dulezita tato véta:

Véta 5.11. (Existence absolutniho extrému)

Bud' f(x) funkce definovand na intervalu J. Necht m4 v ¢isle
a € J absolutni extrém. Pak a je koncovym bodem intervalu
J nebo v ném ma funkce f(z) relativni extrém.

Dukaz: Neni-li a koncovym bodem intervalu J, da se zvolit interval J' ta-
kovy, ze J' je ¢asti J a bod a je vnitinim bodem v J'. Pak v J' je f(x)
definovana a plati f(x) < f(a) (f(z) > f(a)) na intervalu J'. Potom funkce
f(z) ma v cisle a relativni maximum (minimum). 0

Na absolutni extrémy funkce vede fada aplikacnich tloh. Uvedme pifklad.

Priklad 5.11. Obdélnikovy kus plechu ma rozmeéry 60 x 28 cm. V rozich
se odfiznou c¢tverce a zbytek se ohne tak, ze vznikne oteviena krabice. Jak
velikd musi byt strana odrizutych ¢tvercu, aby objem krabice byl maximalni?

Reseni. Je-li x strana odifznutych ¢tverci (viz obr. 5.14), je objem krabice
fz) = (60 — 22)(28 — 22)x = 42(30 — z)(14 — ).

Plati, ze = € (0,14) a f(0) = f(14) = 0, pro = € (0,14) je f(z) > O.
Absolutni maximum splyne tedy s maximem relativnim. Dostavame

f(z) = 4(32* — 88z + 420), f"(z) = 8(3z — 44).

Uloze vyhovujici kofen rovnice f/(z) = 0 je z = 6. Ponévadz f(6) < 0,
ma funkce f(x) v bodé x = 6 lokalni maximum. Plati f(6) = 4608. Objem
krabice je maximalni, odiiznou-li se ctverce o strané 6 cm. Objem krabice
pak je 4,608 dm?®.

hledani
absolutnich
extrému
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60

Obrazek 5.14: Tvar plechu na krabici.

5.5 Konvexita a konk avnost funkce

Necht funkce f(z) méa v bodé a derivaci f'(a). Potom graf funkce f(z) m4
v bodé [a, f(a)] teénu y — f(a) = f'(a) - (x — a). Oznacéme

®(z) = f(z) = f(a) = fl(a)(x —a), x€ Dy

odchylku funkce y = f(z) a funkce y = f(a) + f'(a) - (x — a), jejiz graf je
tecna ke grafu funkce f(x) v bodé a. (viz obr. 5.15)

Y / f(z)
P (z)
t
Tla, f(z)]
"
0 a—290 & aJ‘r(S T z

Obrazek 5.15: Zavedeni funkce ®(z

inflexnf bod Definice 5.4. (Inflexni bod) _

Rekneme, ze funkce f(x) probihd v bodé a nad te¢nou (pod
tecnou), existuje-li takové § > 0, Ze na intervalu (a—d, a+9)
je definovana funkce

O(z) = f(z) — f(a) — f'(a)(z — a) (5.2)

a®(x) >0 (P(z) <0),prox € (a—4da)U(a,a+6). (Viz
obr. 5.15.)
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Rekneme, ze bod a je inflexnim bodem funkce f(x), (viz obr.
5.16) jestlize existuje d > 0 tak, ze ®(x) je definovana na
intervalu (a — d,a + 0) a plati ®(x) > 0 (®(x) < 0) pro
r € (a—0d,a) aPx) <0 (P(x) >0) proz € (a,a +9).
(Graf funkce ptechézi v bodé dotyku z jedné strany tecny
na druhou.)

4

a—39 a a :0— ) z
Obréazek 5.16: K definici inflexniho bodu.

Véta 5.12. Necht f"(a) > 0 (f"(a) < 0). Potom funkce f(z) probiha v bodé
a nad tecnou (pod tecnou).

Duikaz: Necht f”(a) > 0. Pak podle definice derivace existuje takové okol
Us(a), ze pro x € Us(a) — {a} je

f'(x) = f'(a)

r —a

definovéno a je W > 0. Tedy v Us(a) je definovéna derivace f’(x).
Necht x je libovolny bod z intervalu Us(a) — {a}. Potom funkce f(x) je
v intervalu o koncovych bodech a, x spojita a uvniti ma derivaci. Totéz plati
pro funkci ®(x). Podle véty o piirustku funkce plati pro funkci ¢ danou
vztahem (5.2)

P(z) = P(x) — P(a) = '(c)(z — a), (5.3)
kde ¢ lezf mezi a, z. Upravou (5.3) dostavdme
2(@) = (£(0) - @) —a) = OO gy )

Ponévadz ¢ lezi mezi a, z, je (x — a)(c —a) > 0. Je tedy znameni ®(z)
v Us(a) — {a} stejné jako je znameni w a tedy stejné i jako je f”(a).
Je tedy ®(x) > 0 pro = € Us(a) — {a}. Podobné se dokéze véta v ostatnich
pripadech. O

Z této vety bezprostiedné vyplyva tato véta:

145




5. Pouziti derivaci

146

N

Véta 5.13. Necht a je inflexnim bodem funkce f(x). Existuje-li f"(a),
potom f"(a) = 0.

Funkce f(z) muze mit inflexni bod pouze v bodech, v nichz
ma prvni derivaci, ale nema druhou derivaci nebo v téch
bodech, v nichz tato druha derivace existuje a je rovna 0.

Ukazme si nyni vétu, kterd nam umozni alesponi v nékterych piipadech zjistit
inflexni body dana funkce.

Véta 5.14. (Existence inflexniho bodu) _

Necht f"(a) = 0 a necht existuje 6 > 0 tak, Ze pro x €
(@ —d,a) je f"(x) >0 (f"(z) <0)aproz € (a,a+9) je
f"(z) < 0 (f"(x) > 0). Potom funkce f(x) ma v bodé a
inflexni bod.

Zmazornéme si graficky situaci uvedenou ve vété 5.14.

f'(a)=0 f"(a) =0
e + e +
—_—— S — — T
a—9§6 a a+6 a—90 a a+46
aje inflexni bod aje inflexni bod
funce f(z) funce f(z)

Piiklad 5.12. Urcete inflexni body funkce
f(z) =2 — 32% + 52 + 4.

Reseni. Pro z € (—00,00) dostavame

f'(r) = 32* — 62 +5, (5.4)
f"(x) =6z —6. (5.5)

Urceme nulové body funkce f”(x). Z rovnice f”(x) = 0, to jest z rovnice
6x — 6 = 0 dostavame x = 1. Funkce f(z) ma prvni a druhou derivaci pro
x € (—00,00).

f// _ +

1

1 je inflexnf bod
funce f(z)

M4 tedy funkce f(x) v bodé z =1 podle véty 5.14 inflexni bod.

Dalsi vetou, kterou lze v nékterych pripadech uréit inflexni body, je néasledu-
jici veéta.



Véta 5.15. (Existence inflexniho bodu)
Necht funkce f(x) spliiuje v bodé x = a tyto vztahy f"(a) =

- = f™(a) = 0, f**V(a) # 0. Je-li n + 1 liché, potom
funkce f(x) md v bodé a inflexni bod.

Priklad 5.13. Naleznéte inflexni body funkce f(z) = 2% — 32 + 5z + 4.
(Viz priklad 5.12.)

ReSeni. Dostdvame

f'(x) = 32* — 62 + 5, (5.6)

f"(z) = 62 — (5.7)

f"(x) = (5.8)
Ponévadz f”(1) =0, f”(1) # 0 ma funkce f(x) v bodé x = 1 inflexni bod.

Zavedme si pojem ryze konvexni (ryze konkdvni) funkce na intervalu.

Definice 5.5. (Ryze konvexni a ryze konkavni funkce) -

Rekneme, ze funkce f(z) je ryze konvexni (ryze konkduvni)

na intervalu /, jestlize ma tuto vlastnost:

Jestlize xq1,x9,03 € I, 11 < x9 < w3 a jestlize p je
piimka jdouci body Alxy, f(z1)], Clxs, f(x3)], potom bod
Blxs, f(x2)] lezi pod (nad) piimkou p.

Na obr. 5.17 je znazornéna funkce ryze konvexni na intervalu I a na obr. 5.18
je znazornéna funkce ryze konkavni na intervalu I.

y=f(z)
3 c
B y=f(z)
A
P d
1 1
I X1 xlg 11;3 lel {L‘IQ X3

Obréazek 5.17: Funkce ryze konvexni Obrazek 5.18: Funkce ryze konkavni
na intervalu /. na intervalu I.

Podobnym zpusobem zavadime pojem konvexnosti a pojem konkavnosti
funkce na intervalu.

konvexita

a konkdvnost
funkce

na intervalu

147




5. Pouziti derivaci

148

Definice 5.6. (Konvexni a konkavni funkce) -

Rekneme, ze funkce f(z) je na intervalu I konvexni
(konkdunt), jestlize mé tuto vlastnost:
Jestlize x1,x9,23 € I, 11 < x9 < x3 a jestlize p je
piimka jdouci body Alzy, f(z1)], Clzs, f(x3)], potom bod
Blxs, f(x2)] lezi pod (nad) ptimkou p nebo na ni.

Na obr. 5.19 je znazornéna funkce konvexni na intervalu I a na obr. 5.20 je
znazornéna funkce konkavni na intervalu I.

y = f(z)

P

Obrdazek 5.19: Funkce konvexni na in- Obrazek 5.20: Funkce konkavni na in-
tervalu I. tervalu I.

Pozndmka 1. Necht f(z) je funkce definovand na intervalu I. Necht z;, xo,
x3 € I, 11 < w3 < xs. Potom piimka p, jdouct body Alxy, f(x1)], Clzs, f(z3)],

ma rovnici
f(xs) — f(x1)

T3 — T

p:y=flo)+ (z —a1).

Bod Blza, f(x2)] lezi pod piimkou p, jestlize

| @) = f(a)

T3 — T

(xo — 1),

f@2) < f(1)

ijravou postupné dostavame

f(@2) (23 — 1) < f(21) (23 — 22) + f(23) (72 — 71)
f(2) (w3 — 29 + 22 — 1) < f(21) (03 — 32) + f(23)(22 — 71)
[Fl2) = fla)] (s = 22) < [ Flas) = ()] (22 = ).

Tedy bod Blzs, f(z2)] lezi pod pifmkou p, jestlize plati

f@2) = fl@) _ flxs) = f(wa) (5.9)

To — I T3 — T2 ’




Podobné se ukéze, ze bod Blza, f(22)] lezi pod piimkou p nebo na ni, jestlize

plati
f(x2) — f(21) < flas) — flzz) (5.10)

To — I T3 — T2

Analogicky se odvodi, ze bod B[xg, f(x2)] lezi nad piimkou p, jestlize plati
f(x2) — f(x1) > f(x3) — f(x2)

To — I €T3 — T2

. (5.11)

Podobneé, bod Blzs, f(x2)] lezi nad piimkou p nebo na ni, jestlize plati

To — T T3 — T2

O vztahu mezi konvexnosti (konkdvnosti) funkce f(z) a znamenim druhé
derivace f”(x) funkce f(x) vypovidaji nésledujici véty.

Véta 5.16. (Vztah konvexnosti a druhé derivace funkce) .

Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I. Oznacme I,
mnozinu vsech vnitinich bodi intervalu I. Necht funkce
f(z) ma druhou derivaci f"(x) na intervalu Iy. Potom plati:
Funkce f(z) je konvexni (konkavni) na intervalu I, kdyz a
jenom kdyz f"(z) >0 (f"(x) <0) pro x € .

Dukaz: Dukaz rozdélime do dvou ¢asti.

a) Necht f(z) je spojité na intervalu I a necht existuje f”(x) pro x € Io.
Necht f(z) je konvexni na I. Dokazme, ze potom je f”(x) > 0 pro
S [0.

Dukaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze existuje bod x5 € I,
tak, ze f”(x9) < 0. Existuje tedy d > 0 tak, ze pro x € (xo — 0,9 + ),

T # 9, existuje ”“2:73’;(”) a plati
/ gt
Jo) = Fw) (5.13)
Xr — T2

Zvolme x1 € (x93 — 0,x2), x3 € (T2,x2 + §). Ponévadz dle predpokladu
je funkce f(x) konvexni na I, plati (5.10) i pro takto zvolené body
x1, T2, r3. Aplikujeme-li vétu o prirustku funkece na (5.10), dostavame,
ze existuje ¢ € (r2 — 6,22) a d € (zg,x2 + 0) tak, ze

f'(c) < f(d). (5.14)
Avsak z (5.13) vyplyva, ze

f'(e) > fi(x2) > f(d). (5.15)

Ponévadz (5.14), (5.15) nemohou soucasné platit, dospéli jsme ke sporu.
Je tedy f"(x) >0 prox € I.
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b) Necht f(z) je spojitd na I a necht f”(x) > 0 pro z € Iy. Dokazme, Ze
potom je f(z) konvexni na I.
Ponévadz f”(x) > 0 pro z € Iy, je f'(x) neklesajici na Iy. Predpoklé-
dejme, ze f(x) neni konvexni na [I. Existuji tedy body x1, 29,25 € I
tak, ze neplati (5.10), tedy ze je

f(xz) - f(fﬁl) > f(xs) - f(ﬁz)

To — I T3 — To

, T < To < I3. (516)

Aplikujeme-li na (5.16) vétu o piirustku funkce, dostavame, Ze existuje
c € (x1,22) a d € (x2,23) tak, ze

f'(e) > f(d). (5.17)

Ponévadz c,d € Iy, ¢ < d a f'(x) je neklesajici na Iy, nemuze (5.17)
platit. Je tedy f(x) konvexni na I.

Podobné se dokaze véta pro funkce konkavni. 0

Poznamka. K vété 5.16 1ze vyslovit analogickou vétu pro funkce ryze kon-
vexni a pro funkce ryze konkavni.

Uved'me si jesté dalsi vétu, kterd je zobecnénim tvrzeni ve vété 5.16.

Véta 5.17. (Ryze konvexni funkce na intervalu)

Necht f(x) je funkce spojitd na intervalu I. Oznacme I
mnozinu jeho vnitinich bodii. Necht f"(x) > 0 pro x € I,
pricemz f"(x) = 0 jen v koneéném poctu bodi z Iy. Potom
funkce f(z) je na intervalu I ryze konvexni.

Duikaz: Princip dikazu ukazme v nasledujicim pifpadeé. Necht f(z) je funkce
spojitd na intervalu I = (a,b). Necht ¢ € (a,b), f”(c) = 0 a necht f’(x) > 0
pro z € (a,c) U (c,b).

Za téchto predpokladu je f'(x) spojitd na (a,b). Jsou-li 21,z € (a,c), 1 <
Zo, je podle véty o prirustku funkce

/ !
f ($2> f ($1> — f//(é»)’ kde g c (3717372)-

T2 — T
Je tedy f'(x2) — f'(x1) > 0. Je tedy f'(x1) < f'(z2) pro x1,22 € (a,c),
x1 < x9. Funkce f'(x) je tedy rostouci na (a,c). Podobné se dokaze, ze
f'(x) je rostouci na intervalu (¢, b). Tedy f’(x) je rostouci na intervalu (a,b).
Predpokladejme, ze funkce f(x) neni ryze konvexni na (a,b). Pak existuji
takova cisla 1, xe, 23 € (a,b), 1 < x2 < x3, Ze pro né neplati (5.9), to jest,

ze plati
f(x2) — f(21) f(x3) — f(x2)

To — I €T3 — T2

v

. (5.18)
Aplikujeme-li na kazdou stranu (5.18) vétu o prirustku funkce, dostdvame

/(&) > f(n), kdef € (x1,22), n€ (x2,73). (5.19)



Nelezli jsme tedy &,m € (a,b), & < n, pro néz plati (5.19). To vsak nemuze
platit, nebot f'(z) je rostouci na (a,b). Je tedy f(x) ryze konvexni na (a,b).
0

Véta 5.18. (Ryze konkavni funkce na intervalu)

Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu I. Oznacme I
mnozinu jeho vnitinich bodi. Necht f”(x) < 0 pro x € I,
pricemz f"(x) = 0 jen v konecném poctu bodu z Iy. Potom
funkce f(x) je na intervalu I ryze konkavni.

Dtikaz: Dukaz je analogicky dukazu véty 5.17. 0

Pii hledani intervalt konvexity a konkavnosti a inflexnich bodu 1ze ¢asto
pouzit nasledujici postup.

Necht funkce f(z) je na intervalu I spojitd. Necht I je mnozina jeho
vnitinich bodu. Na ¢iselné ose vyznacime interval I. Nad ¢iselnou osu
napiseme ,, f”(z)“, budeme totiz nad ¢iselnou osou vyznacovat znameni
funkce f”(x). Pod c¢iselnou osu napiseme ,, f(x)“, budeme totiz pod
¢iselnou osou vyznacovat symboly konvexnost, resp. konkavnost funkce
f(x). Necht funkce f(x) md na intervalu I, druhou derivaci f”(x). Ne-
cht f”(z) ma na Iy konecny pocet nulovych bodu. Tyto nulové body
rozdéll interval I na nékolik castecnych intervalu. Je-li ¢ € I takovy
bod, ze f”(c) = 0, pocitdme bod ¢ k obéma sousednim intervalum s kon-
covym bodem c. Ve vSech vnitinich bodech kazdého z téchto ¢astecnych
intervalu je budto f”(z) > 0 nebo f”(x) < 0. V piipadé, ze je zde
f"(x) >0 (f"(x) < 0), napiseme nad tento interval symbol ,,+“ (sym-
bol ,—“) a pod tento interval symbol ,—“ (,~%) vyjadiujici, Ze je na
ném funkce f(z) ryze konvexni (ryze konkdvni). Je-li f(z) ryze konvexni
(ryze konkéavni) ve dvou sousednich intervalech, je ryze konvexni (ryze
konkdvni) i na jejich sjednoceni. Ve spole¢ném bodé ¢ téchto sousednich
intervalu, v némz je f”(c¢) = 0, nemd funkce f(x) inflexni bod. Je-li
f(z) ryze konvexni (ryze konkdvni) v nékterém cdstecném intervalu a
v sousednim intervalu je f(x) ryze konkavni (ryze konvexni), ma funkce
f(z) ve spoleéném bodé ¢ téchto intervalu inflexni bod.

Piiklad 5.14. Urcete intervaly, na nichz je funkce f(z) = 2* — 62° +
konvexni a intervaly, na nichz je funkce f(z) konkavni.

Reseni. Funkce f(z) je spojitd na intervalu I = (—o0,00). Vypoctem dosta-
véame f”(r) = 6x—12, 2 € (—o0, 00). Resme rovnici f/(x) = 0, tj. 62—12 = 0.
Tato rovnice ma jediné feseni x; = 2. Tento nulovy bod rozdéli interval [
na dva ¢astecné intervaly: (—o0,2), (2,00). Ve vnitinich bodech intervalu
(—00,2) je f(x) < 0 a ve vnitinich bodech intervalu (2,00) je f”(x) > 0.
Je tedy funkce f(x) ryze konkdvni na intervalu (—oo,2) a ryze konvexni na
intervalu (2,00). V bodé x = 2 ma funkce f(x) inflexni bod. (Viz obr. 5.21)
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inflexni bod

Obrazek 5.21: Konvexita funkce f(x) = 23 — 62% + .

Piiklad 5.15. Urcete intervaly, na nichz je funkce f(x) = 2* — 423 + 622 +
122+ 1 konvexni, intervaly, na nichz je funkce f(x) konkavni a inflexni body.

Reseni. Funkce f(z) je spojitd na intervalu I = (—o0,00). Ziejmé I, =
(—00,00) je mnozina vnitinich bodu intervalu /. Vypoctem dostavame

f"(z) = 120* — 242 + 12.

Resenim rovnice f”(x) = 0, tj. rovnice 22 — 2z + 1 = 0, dostévame 15 = 1.
Body =1 = 1, 2 = 1 rozdéli interval I na dva ¢astecné intervaly (—oo, 1),
(1,00). Ve vnitinich bodech kazdého z nich je f”(x) > 0. Je tedy f(x) ryze
konvexni jak na intervalu (—oo, 1), tak i na intervalu (1,00). Je tedy ryze
konvexni i na jejich sjednoceni, to jest na intervalu (—oo, 00). Viz obr. 5.22.
Tato funkce nema4 inflexni bod.

[ (x) + +

1
f@ - =

bod x = 1 neni
inflexnim bodem

Obrazek 5.22: Konvexita funkce f(x) = 2t — 423 + 62% + 122 + 1.

Piiklad 5.16. Urcete inflexn{ body funkce f(z) = 2 Inz.

Reseni. Funkce f(z) je spojitd na svém definicnim oboru I = (0, 00).
Vypoctem dostdvame f'(z) = %5(1 — Inz), f"(z) = 5(2Inz — 3). ReSenim
rovnice f”(z) = 0, tj. rovnice -5 (2Inz — 3), dostdvame Inz = 3, tj. x = es

x

Uréenim znameni f”(z) dostavéme, Ze f(z) je konkdvni v intervalu (0,e2),
konvexnf na intervalu (e, 00). V bodé z = e2 m4 inflexni bod. Viz obr. 5.23.

) - +

7

wlw

f(x) ~ ~

bod z = e2 je
inflexni bod

Obrézek 5.23: Konvexita funkce f(z) = Llnaz.
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5.6 Hledani kofend rovnice f(x)= 0 ,metodou plleni in-
tervalu®.

Ukazme si nyni vétu, kterd je velice prospésna pti hledani kofenu rovnic.
Tuto vétu jsme mohli vyslovit jiz diive, ale na tomto misté muzeme vyuzit
v nasledujicim piikladé poznatky o hledani extrému funkce.

Véta 5.19.
Necht funkce f(x) je spojita na (a,b) a necht f(a)f(b) < 0.
Potom existuje alespon jedno takové cislo o € (a,b), ze
f(a) =0. (Viz obr 5.24.)

/()

Obrézek 5.24: Tlustrace vyznamu véty 5.19.

Tato véta umoziuje nalézt kofen « rovnice f(z) = 0 s libovolnou presnosti
postupnym délenim intervalu (a,b). Uréime bod ¢ = (a+b)/2. Je-li f(c¢) =0,
je a = c¢. V opatném piipadé, je-li f(c) - f(a) > 0, polozime a = ¢; je-li
f(e) - f(a) < 0, polozime b = ¢. Tim se obdrz novy zizeny interval (a,b)
v némyz lezi ¢islo a. Cely postup opakujeme tak dlouho, az obdrzime bud’to
¢islo ¢, v némz je f(c) = 0 anebo interval (a,b), v némz lezi kofen « a jehoz
délka b — a je mensi nez zvolené ¢islo, udavajici pozadovanou pfesnost.

Priklad 5.17. Naleznéme realné koteny polynomu f(z) = 23 — 3z* + 2z — 1.

Reseni: Abychom uréili redlné koteny daného polynomu, uré¢eme napied jeho
znameni.

Urceme lokalni extrémy dané funkce. Vypoctem dostavame
f'(x) = 32% — 62 + 1.

Polynom f’(z) ma koteny x; = 1—1/3/6, 2o = 1+1/3 /6. Urceme znamen{
funkce f’(z) a intervaly monoténnosti funkce f(z). Dostavame
f'(x) + - +
T X9

f(z) / N\ /!

metoda pileni
intervalu
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Je tedy f(x) rostouci v intervalu (—oo, ), klesajici v intervalu (xi,zs),
rostouci v intervalu (zs, 00). Funkce f ma tedy v bodé z; lokalni minimum.
Ponévadz vypoctem zjistime, ze

fla1) <0, f(z2) <0, lim f() = o0,

mé funkce f(x) jenom jeden redlny koten av € (x2,00). Funkce f(x) je zdporna
pro x € (—oo,«) a kladna pro x € (o, 00).

Pocitdnim hodnot funkce f(x) v bodech intervalu (x5, 00), zjistime, Ze napf.
f(2)=-3,f(3) =

Ponévadz f(x) je funkce spojitd a rostouci na intervalu (2,3) a f(2) < 0,
f(3) > 0, mé funkce f(z) na intervalu (2,3) pravé jeden koren. Tento kofen
muzeme hledat metodou puleni intervalu.

Polozme a := 2, b := 3. Postupné dostavame

a+b ) 13

fla) == =3, f(b) :=2; c:= ;_ ) €=, fle) = g e=¢
f(a) = —%3, f(b) :=2; c:= a;b, ci= %, fle) = —%, a:=c

9 a+b 23 431
P N AP Ve

a
fla)i= = fB) = g5 ei= o eim () = oo, b
O O g T
a

f(g;)_:_zc_@’ )= gp7est = ; o= 5 9= o

7087 2921 a+b 355
fla) ::_%’ )= gorest = ;L T 128

fle) = 2097150 b:=c

Tedy a = 2,7656, b = 2,7734, takze

a = 2,7695.

Ukol. Nacrtnéte si graf funkce f(z) a vyznacte body x1, x2, a =2, b= 3 a
kotren a.

5.7 L'Héspitalovo pravidlo

Necht f(z), g(x) jsou dvé funkce a necht lim f(z) = A, limg(z) = B, kde
A, B € R*. Symbol lim zde zastupuje kterykoliv ze symbolu lim , lim ,

T—a4 T—a—
lim, lim, lim , kde a € R. Zatim jsme uvazovali dva piipady pro vypocet
z—>a r—00 IT——0OQ

f(=@)
lim o)
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a) Ve vété 3.3 jsme uvedli, ze

lim@:é
B

g(z)

pokud % ma vyznam v R*. Podil % nema vyznam v piipadé, ze B = 0,
a v piipadé, ze A = +o0, B = to0.
b) Ve vété 3.5 jsme uvedli piipad, kdy A # 0, B = 0.

I

Doporucuji, abyste si obé tyto véty zopakovali. Pristoupime nyni k dalsi

vété pro vypocet limity podilu dvou funkei.
¢) V dalsi vété, zvané L’Hospitalovo pravidlo, vysetiime piipady a) A =
B=0,03) A=+o00, B=+c.

L’Hospitalovo pravidlo

Véta 5.20. (L’Hospitalovo pravidlo) _

Necht f(z), g(x) jsou takové funkce, Ze

lim f(z) = limg(x) =0 nebo
lim f(z) = +o00, lim g(z) = +o0.

Existuje-li vlastni nebo nevlastni limita

GO
g ()

pak existuje lim g § a plati

lim @ = lim fz) =

9(x) g'(x)

Symbol lim zde miize nabyt kteréhokoliv z péti vyznamii:

lim, lim, lim, lim , lim
m—>a+ r—a~ T—a T——00 IT—400

Dukaz: Omezme se na piipad, ze lim f(z) = limg(x) = 0 a pro urcitost
predpokladejme, ze jde o limity zprava v ¢isle a a ze « je realné ¢islo. Polozme
f(a) = g(a) = 0. Pak funkce f(x) a g(x) jsou v ¢isle a zprava spojité.
Ponévadz

lim
z—at (

\

—
S

N

existuje k libovolnému ¢ > 0 takové ¢islo 0 > 0, ze funkce f(x), g(z) maji

L"Hospitalovo

pravidlo
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v intervalu (a,a + §) derivaci a v ném plati

f'(x)
g'(r)

—a| <e. (5.20)

Odtud téz vyplyvd, ze ¢'(x) # 0. Bud 7 libovolné ¢islo tohoto intervalu. Pak
na intervalu (a,7) splnuji funkce f, g predpoklady véty o piirustku funkce.
Podle nf tedy existuje ¢ € (a,T) tak, ze

[f(@) = f(a)] - g'(c) = [9(F) — gla)] - f'(c).
Ponévadz f(a) = g(a) = 0, dostavame odtud
f(@)-g'(c) = g(@) - f'(0).

Ponévadz ¢'(x) # 0 pro x € (a,T), je téz ¢'(c) # 0. Ukazme, ze je g(T) # 0.
Predpokladejme, ze g(Z) = 0. Pak by podle véty o piirustku funkce existovalo
uvnitt (a,T) ¢islo ¢ tak, ze ¢'(c1)(T — a) = g(T) — g(a) = 0. To by byl spor,
nebot ¢'(z) # 0 na intervalu (a,a + 9), tedy i ¢’(c1) # 0. Tedy g(Z) # 0. Je

tedy
F@ _ £
9(x)  g(o)
Odtud a ze vztahu (5.20) pak dostdvame, ze
1@ _ o) <
9(7)
Proto plati:
lim _f(x) =
z—at g(x)
Podobné se dukaz provede i v ostatnich pripadech. 0

Priiklad 5.18. Vypocitejte

V1l =22-1
lim ——M—,

z—0t T

Reseni: Polozme
f@)=VI—# -1,  gz) ==

Ziejmé f(x) i g(x) jsou funkce spojité v bodeé 0. Je tedy

lim f(z) = f(0) =0, lim g(z) = ¢g(0) = 0.

z—0+ z—0t
Podle L’Hospitalova pravidla plati

71_x2_1:hm\/1_z7:<\/_$ ) = 0.
1 — 22 =0

lim
x—0t T x—01 1



Poznamka. Uzitim véty 5.20 lze pocitat i limitu tzv. neurcitych vyrazu.

Jsme zvykli je zapisovat takto

,,%“, jestlize limita citatele i jmenovatele je rovna 0,

»oe®, jestlize citatel i jmenovatel maji nevlastni limity,

»0-00, 0-(—00)*, pro piipad vypoctu lim f(z)g(x), kdy lim f(z) =0 a
lim () = 00(—00),

,00 — 00, kdy limita jednoho sc¢itance je 400 a druhého je rovna —oo,
,0°¢, pro pifpad vypoctu lim f(2)9%), kdy lim f(z) = 0, lim g(x) = 0
,0F°“ pro pifpad vypoctu lim f(2)/®), kdy lim f(z) = 0, lim g(z) =
+o00.

Limity takovychto vyrazu pocitame prevedenim na vypocet podilu ta-
kovych funkci, abychom mohli pouzit L’Hospitalovo pravidlo. Vypocet
limity f(2)9®) pocitdme tak, Ze zapiSeme

f(2)9@) = 9@ Inf(@)

a limitu pocitdme vypoctem limity funkce g(x)In f(x) a pouzijeme vétu
o vypoctu limity slozené funkce.

Piiklad 5.19. Vypocitejte lim (Va2 —1—z).

Reseni. Zde mensenec i mensitel maji limitu rovnu +oo. Jde o ptipad, ktery
jsme oznacili ,00 — 0o “. Dostavame

— 2 T — 2
lim (V2?2 — 1 —x) = lim (ﬂ—l> — lim #

r—00 y—04 Yl y y—04 Yy

Ponévadz
lim (\/1—y2—1>:(\/1—y2—1> —0, limy=0
y—04 y=0 y—04

pouzijeme L’Hospitalovo pravidlo. Dostavame
-y

VIZE -1 A=) (=)
Y- 7 " — lim = lim ———=0
y—04 Yy y—04 1 y—=04 /1 — y2

Priklad 5.20. Vypocitejte

: 1 . 1
a) lim zer, b) lim ze=.
z—04 r—0_
Reseni.
a) Zrejmé
: : 1 .
lim x =0, lim ez = lim ¥ = .
z—04 r—04 Yy—00
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asymptoty

Jde tedy o vypocet limity typu ,,0 - 0o . Upravou dostavame

1

. 1 . €=
lim zer = lim —-,
LEHO_;_ IHO+ -

xr

tedy jde o typ ,,2 . Pouzitim L’Hospitalova pravidla dostavame

1 1 1
. 1 . etz . €= (—p) . 1
lim zer = lim — = lim ——="* = lim es = o0
0 04 L 0 —L 0
T—U4 r—U4 o r—U4 :I,‘z T—U4
b) Ziejmeé
. . 1 .
lim x =0, lim ez = lim €Y =0.
z—0_ z—0_ Yy——00

Tedy h%l zer = 0.

Priklad 5.21. Vypocitejte
Inx

lim —.

r—oo I
Reseni. Jde o vypocet limity typu »oe . Uzitim L’Hospitalova pravidla do-
staneme

] 1 11
Hm —% — Jim £ = lim = = — =0
r—o0 I r—00 T—00 U oo
Priiklad 5.22. Vypocitejte
lim z”.
z—04

Reseni. Jde o vypocet limity typu ,,0°¢. Funkce 2% je definovand pro z €
(0,00). Lze ji pfepsat na tvar

7% = ezrln:r.

Jde o slozenou funkei, jeji vnéjsi slozkou je funkce e, vnitini slozkou je funkce
xInz. Dostavame

. . Inx
lim zlnz = lim —-
LEHO_;_ LEHO_;_ —
T
Uzitim L’Hospitalova pravidla obdrzime
1
. olnz 2 :
lim —— = lim = — lim z =0.
LEHO_;_ — IHO+ -3 LEHO_;_
xr xr

Ponévadz e" je funkce spojita, je

: xlnz 11—1>I(I)1 (zlnz) 0
hI(I)l e = "0 =e =1.
XTr— +

5.8 Prib éh funkce

Zavedeme nyni pojem asymptot funkce f(z). Jde o piimky, které déle uve-
denym zpusobem charakterizuji prubéh funkce. Délime je na a) asymptoty
bez smérnice a na b) asymptoty v nevlastnich bodech —o0, oco.



Definice 5.7. (Asymptoty bez smérnice) _ asymptoty

a € R nazyvame asymptotou bez smérnice

Piimku =z =
funkce y = f(z), jestlize lim f(x) = oo nebo lim f(x) =
—00, kde lim znadi alespon jeden ze symbolu
lim , lim , lim .
r—a~ r—at Tx—a

Poznamka. Otazkou je, jak urcit a, pro néjz je

lim f(x) =400 (nebo xligi f(z) = —o0)

r—a4

nebo
lim f(z) =400 (nebo lim f(x)= —o0).

Tr—a— Tr—a—

Lehce nahlédneme, Ze a je bod'to bodem, v némz funkce f(z) neni spojitd,
nebo koncovym bodem intervalu J C Dy.

Priklad 5.23. Urceme asymptotu bez smérnice funkce

32+ 1
f@) =51

Reseni. Funkce f(z) je spojitd pro x € (00, 00) — {3}. Vypoétem dostdvdme

32+ 1
= —00.

32 +1
im
z—1/2t 20 — 1

— li
oo N o1

Je tedy © = % asymptotou bez smérnice funkce f(x).

> ~ ~ z e o ~ - 2 ~ 7 .
Pti vysettovani prubéhu funkce % vyznac¢ime asymptotu bez smernice

takto
T
1
2

\:Jc:

Obrazek 5.25: Asymptoty bez smérnice — x = 3.

N|—
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Definice 5.8. (Asymptota v nevlastnim bodé) -

Piimku y = Ax + B (A, B jsou redlna ¢isla) nazyvame
asymptotou funkce y = f(x) v nevlastnim bodé oo (—o0),
jestlize (viz obr. 5.26)

lim ®(z) =0 ( lim &(x) = ) :

kde

Obrazek 5.26: Asymptotou v bodé oo.

K urceni asymptot se smérnici pouzivame nasledujici véty.

Véta 5.21. (Urceni asymptoty v nevlastnim bodé) I

Primka y = Ax 4+ B je asymptotou gratu y = f(x) v nevlastnim bodé
o0 (—0), kdyz a jen kdyz

A= lim @) B = lim (f(z) — Ax)

r—00 I T—00

T——00 X T——00

(o 9 o i)

Poznamka. Misto ,,asymptota bez smérnice se pouziva téz termin ,, asym-
ptota rovnobéznd s osou y“. Nazev vychdzi z toho, ze piimka rovnobézna
s osou y svird s osou x thel 90° a tato piimka nemd smérnici (tg90° neni
definovano).

Misto ,,asymptota v nevlastnim bodé* lze pouzit i terminu ,, asymptota se
smérnici .

Piiklad 5.24. Urcete asymptoty se smérnici funkce

32 —1
fa)=2—7

N
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Reseni. Vypoctem dostavame

32_1 1_1 3_ 2 3
A—lm@— L —limi‘é2 - = lim y:—.
A Y Foy vt 2-y 2

Daéle dostavame:

z—00 z—oo \ 21 — 1 2
622 — 2 — 622 + 3x ) 3z — 2 3
= lim = lim =
z—00 2(2z — 1) o0 220 — 1) 4
Je tedy y = %x + % asymptotou grafu funkce y = 325;2 :11 v nevlastnim bodé

0o. Lehce se presvedcime, ze tato primka je i asymptotou dané funkce v ne-
vlastnim bodé —oo

Priklad 5.25. Urcete asymptoty funkce

222 4+ 1

flz) = r+1

Reseni.
a) Asymptoty bez smérnice.

Definiénim oborem je mnozina (—oo, 00)—{—1}. Tedy f(x) neni spojita
jen v bodé —1. Abychom uréili hm1 f(z)a lirq f(z) ur¢ime znameni
r——14 rz——1_

funkce f(x). Dostavame

f(z) - +

-1

Ponévadz lim (222 +1) = 3 # 0, lim (x + 1) = 0, pouZijeme

T——14 z——14

k vypoctu lim1 f(z) vétu 3.5.
T——14

Ponévadz existuje U (—1) tak, ze pro z € UT(—1) — {1} je f(z) >
e

0, je lirr{ f(z) = oco. Podobné zjistime, ze 1m ) = —o0. Je
T——14 rT— —

tedy © = —1 asymptotou bez smérnice funkce f(x ) (Viz nésledujici

nacrtek.)

\

161




5. Pouziti derivaci

b) Asymptoty se smérnici.

Hledejme asymptotu v nevlastnim bodé co. Asymptotou je piimka Az+
B kde A, B, se urci podle véty 5.21. Dostavame

202 + 1 2+
A= tim ) o 2L 2 _
T—00 T z—oo x(x + 1) z—oo 141
2x2 + 1
B:hm(f(w)—Ax):lim<x+ —2x>:
2241 — 222 —2x . 2z +1
= lim = lim ——— =
T—00 r+1 z—oo 1+ 1
. —2+1
= lim L= —
Je tedy
y=2x—2

asymptotou v nevlastnim bodé oo. Tato primka je zarovén asymptotou
v nevlastnim bodé —oo.

Poznamka. Lze ukazat, ze u racionalnich lomenych funkci je asymptota
v nevlastnim bodé +oo totoznd s asymptotou v nevlastnim bodé —oc.

postup pFi Pri vysetrovani priibéhu funkce zjistujeme:
vySetfovani ) . . , .
priibghu funkce 1. Kde je funkce definovana, kde ma nulové body, kde je

nad osou x a kde je pod osou x (znameni funkce). Zda
je funkce suda, licha, periodicka.

Kde funkce roste, kde klesa, kde ma extrémy.

Kde je funkce konvexni, kde je konkavni a kde ma in-
flexni body.

Jaké ma asymptoty.

Grat.

N

w

AN

Priklad 5.26. Vysetieme prubéh funkce

2z +1
y_x(:v—kl)'

1. Jde o redlnou raciondlni lomenou funkci. Citatel 22 + 1 méd kofen
x = —1, jmenovatel z(z + 1) ma dva kofeny, a to z = 0 a z = —1.
Ponévadz citatel a jmenovatel funkce nemaji stejné koteny a kazdy
kofen citatele a jmenovatele je jednoduchy (liché ndsobnosti), rozdéli
tyto kofeny interval (—oo,00) na 4 ¢astecné intervaly. V sousednich
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intervalech mé funkce opacné znaménko (viz nacrtek).

f: — + — +

Funkce neni definovana v bodech x = 0, x = —1. Graf funkce protina

1

osu z v bodé z = —3

Funkce neni ani sud4 ani lichd, neni periodicka.

. Vypocitejme f'(x). Dostavame:

202 + 22+ 1
fl2) = ——5——

2?(x + 1)
Citatel nem4 realné koteny, jmenovatel mé cisla —1, 0 za dvojndsobné
kofeny. Znameni f’(x)a monoténnost funkce f(z) jsou patrny z nésle-
dujicitho nacrtku:

Podle véty 5.6 funkce f(x) klesd v intervalech (—oo, —1), (-1, 0),
(0,00). Ponévadz f'(z) existuje v Dy a je zde f'(z) # 0, nema f(x)
lokalni extrémy.

. Vypocitejme f”(x). Dostavame

F(z) = 22% + 322 + 3z + 1
(x4 1)3

Ziejmé f"(—1) = 0. Funkce f”(z) nemd jiné redlné kofeny. Znamenf
f"(x) a konvexita funkce f(x) jsou patrny z nacrtku:

Je tedy f(x) konkdvni v intervalech (—o0, —1), (—3,0) a konvexn{ v in-
tervalech (—1,—3), (0,00). Bod z = —1 je inflexnim bodem.

. Pifimka x = a muze byt asymptotou bez smérnice grafu y = f(z)
pouze tehdy, neni-li funkce f v bodé a spojitd zprava nebo zleva.
V naSem piipadeé se jedna o body x = 0, x = —1. Vypoctem dostavame
(podivejte se na znameni funkce f(z)):

lim+ f(z) = oo, lim f(z) = —o0,
z—0 z—0~
i =oe, lm_fla)= =
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Tedy piimky x = —1, x = 0 jsou asymptoty bez smérnice. K urceni
asymptot se smérnici vypocitame:
x
A= lim :M:O, B = lim f(z)=0.
r—+o00 €x r—+o00

Tedy y = 0 je asymptotou se smérnici v bodech oo, —oo.

5. Nacrtek grafu:

NI

Obrazek 5.27: Nacrtek grafu funkce Iz(iﬂ)

Priklad 5.27. Na obr. 5.28 je zndzornéna funkce y = f(t), t € (0,00)
popisujici mnozstvi y prodeje néjakého zbozi jako funkci casu t.

y = f(t)

0 to

Obréazek 5.28: Prodej zbozi.

Na nésledujicich naértcich je zndzornéno znameni f’(t), f”(t). Z nich lze
vyvodit tyto zaveéry

f'(®) + 1" + —

0 p f’O . to

(
)

Funkci f'(t) 1ze chépat jako funkei ,,rychlosti® prodeje. Rychlost prodeje se
zvysuje az do ¢asového okamziku ty, potom rychlost prodeje klesa.



5.9 Diferenci al a Taylorova v éta

V této ¢dsti se budeme zabyvat piibliznym vyjadfenim funkce. Resme tuto
tilohu. Je ddna funkce f(z); nahrad'me ji pro x v blizkosti bodu a polynomem.
Uloha je nejjednoduseji resena, nahradime-li ji polynomem prvniho stupné —
tecnou, za predpokladu, ze existuje f’(a).

Zvolme h. Polozme x = a + h. Vyraz zavedeni pojmu
. diferencial
Af(a)= fla+h)— f(a) funkce”
nazveme diferenci — jde o prirustek funkce, pti prechodu z bodu a do bodu
a+ h.

Piirustek na tecné ¢ funkce y = f(z) v jejim bodé T'[a, f(a)] pii prechodu
z bodu @ do bodu a + h je roven f’(a)h. (Viz obr. 5.29)

Y y = f(x)
f(x) /t
| ar
df (a)
f(a) -
0 a a+h z

Obrézek 5.29: Vyznam diferencialu.

Zaved'me si nyni pojem diferencidlu funkce y = f(x) v bodé a touto definici.

Definice 5.9. (Diferencial funkce y = f(x)) -

Necht funkce y = f(z) md v bodé a derlvam f'(a). Potom

df(a) = f'(a)h, h € R je proménna

nazyvame diferencidlem funkce f(x) v bodé a.

Poznamka. Ponévadz pro y = x je dx = h, piSeme casto dx misto h. Potom
df(a) = f'(a)de.
Mé-li funkce y = f(z) derivaci na intervalu I, potom piSeme
df = f'(z)dx, resp. dy= f'(x)dzx, v € 1. (5.21)
Potom diferencidl dy je funkci dvou proménnych: z, dzx.

Vztah (5.21) lze prepsat jako podil

= f'(a), wel (5.22)
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Zde dx je diferencidl neodvisle proménné x a dy je diferencial odvisle pro-
ménné .

Na derivaci f'(x) se muzeme divat jako na podil diferencidlu
odvisle proménné a neodvisle proménné.

Ukazme, 7e pro dostatetné malé h je Af(a) rovno piiblizné df (a). Zavedme
7(h) jako chybu aproximace Af(a) diferencidlem df (a)

fla+h) = f(a) = f'(a)h+ 7(h).
Délime-li tento vyraz ¢islem h, dostavame

fla+h) - f(a)
h

= f'(a) + TTh)

Vypoctem limity levé i pravé strany v bodé h = 0 dostavame

_r(h)
pm—- =0

Tedy

Pro malé h je Af(a) rovno priblizné df (a):

fla+h) = f(a) + f(a)h.

Piiklad 5.28. Urcete diferencidl funkce f(x) = sin2z v bodé = = %.

Reseni. V obecném bodé z je
df (x) = (sin2x)" - dz.

Tedy df (v) = 2cos 2z - dv. V bodé a = § pak plati

df (g) = 2cos (2%) dr = V2dx.

'-U

fiklad 5.29. Urcete priblizné sin(31°), vite-li, ze sin(30°) = 0,5, cos(30°) =

5,

eSeni. Uhel 31° vyjddreny v obloukové mife je roven § + 1%5. Polozme
_ _
= %, dr = 155 Potom

S o,

™ m o ™ ™ ™ 7T \/§
sin (G + 755) =50 (5) +eos (5) 155 =% 155 3

Zabyvejme se nyni aproximaci funkce f(x) polynomem stupné n > 1.



Taylorova véta

Necht funkce f(x) md v bodé z = a derivace az do Fadu n vcetné.
Potom polynom v proménné h

1 " (n)
T.(a+h)= f(a)+ f1<|a>h+ f2(|a)h2 4t / n‘@h” (5.23)
se nazyva Taylorovym polynomem stupné n piislusnym k funkci f(z)
v bodé a.
Lehce se presvédéime, ze polynom T, (x) a funkce f(x) maji v bodé a
stejnou funkéni hodnotu a derivace az do fadu n véetné. Oznacime-li
h = x — a, dostavame z (5.23)

f(@)
1!

f// a 9
(x—a)—l—%(x—a) +--+

f"(a)

n!

T.(z) = f(a)+ (x—a)™ (5.24)

Piiklad 5.30. Urcete Tayloruv polynom piislusny k funkei f(x) = sinz
v bodé a =0 pron = 5.

Reseni. Ziejmé (sinz) = cosz, (sinz)” = —sinz, (sinz)” = —cosu,
(sinx)® =sinx, (sinx)® = cosz. Je tedy

T .Tg I5

Lze tedy pro z blizka ¢islu a = 0 psat priblizny vztah

x 3 2

sinx % — — — + —

3 5

Zabyvejme se nyni otazkou, jaké chyby se dopoustime, nahradime-li funkci
f(x) polynomem T,,(x). Odpovéd davd tato véta.

Véta 5.22. (Taylorova véta) _

Necht funkce f(x) md na otevieném intervalu I derivace az
do radu n + 1 véetné. Necht a € I. Potom pro kazdé x € I
plati

f(x) = T(x) + Ro, (5.25)

kde T,(x) je Tayloruv polynom urceny vztahem (5.24) a
R, 1 je chyba aproximace, urcena napr. vztahem

f(n+1) (9)

B = (n+1)!

(z —a)™™, (5.26)

kde 0 lezi mezi body a, x.

Taylorova véta
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Dikaz: Dukaz pouziva Rolleovu vétu. Neni obtizny, ale nebudeme jej vsak
provadeét. 0

Poznamka 1. R, predstavuje chybu, které se dopustime, aproximujeme-li
hodnotu funkce f v bodé z hodnotou polynomu 7,, v bodé z. Cislo 6, které
zde vystupuje, neni vétou urceno. Pouze je uvedeno, ze lezi mezi body a, x.
Jestlize plati odhad

£ < M

pro vSechna t z intervalu o koncovych bodech a, x, lze psat

’Rn-i-l’ S _a’n-i-l.

M
I

Poznamka. Specielné pro a = 0 dostavame z (5.24)

(0 (0 ) (Q
Toa) = £(0) + LWy O 70O
1! 2! !
a z (5.26)
(n+1) (g
Ry = 0 "1 kde 6 lezf mezi 0 a .
(n+1)!

Ponévadz pripad a = 0 se ¢asto vyskytuje, uvadi se nékdy pro a = 0 misto
, Taylorova véta‘ nazev ,Maclaurinova véta“.

Taylorova a Maclaurinova fada

Predpokladejme, ze a, = jsou dvé navzajem ruznd cisla a ze funkce f(z) mé
v uzavieném intervalu I o koncovych bodech a, x derivace vSech radu. Na
intervalu I uvazujme radu

f'(a)
1!

f"(a)

n!

fla)+ (x—a)+- -+ (x—a)"+.... (5.27)
Potom tada (5.27) je konvergentni a jeji soucet je f(x) na intervalu I, kdyz
a jenom kdyz

lim R,(x) =0, z€l,

n—oo

kde R,+1 je dano vztahem (5.26).

Je-li tedy (5.27) konvergentni, IZe psat

f'(a) f"(a)
1! 2!

f(x) = f(a)+ (x —a)+ (x—a)?+.... (5.28)

Rada (5.28) se nazyva Taylorova rada, resp. pro a = 0 se nazyva Maclauri-
nova trada.



Piiklad 5.31. Napiste Maclaurinovu radu pro funkci f(z) = e*.

Reseni. Pro kazdé n je (¢%)™ = e*. Je tedy f(0) = f'(0) = f"(0) = --- =
¢’ = 1. Dosadime-li tyto hodnoty do (5.27), obdrzime fadu
A xn 5.29
IRV T KELE s i SRR (5.29)
Tato tada je absolutné konvergentni pro kazdé x. Skutecné, pro kazdé x jde
o ciselnou tadu. Aplikaci limitniho podilového kriteria obdrzime

xn+l
, Y , x
lim (nn) = lim 21 =0<1.

Je tedy rada (5.29) absolutné konvergentni pro kazdé x. Tedy konverguje na
intervalu (—oo, 00). Lze tedy psét

T I2 n

S IR
B TR nl
Jde o mocninnou fadu se stiedem konvergence xg = 0 a polomérem konver-
gence r = 00.

5.10 Shrnuti a tlohy

Shrnuti kapitoly

V kapitole je zaveden pojem lokalntho extrému funkce f(z) a absolutniho
extrému funkce (Definice 5.1, Definice 5.3). V kapitole se pojednavé o jejich
existenci a zpusobu jejich nalezeni.

V kapitole se uvadi dulezita véta ,, Véta o piirustku funkce“.

Ukazuje se téz postup pfi hledani intervali, na nichz je vySetfovana funkce
monotonni. Déle se vysetiuje konvexita a konkdavnost funkci. Zavadi se téz
pojem inflexnitho bodu funkce. Je uveden postup, jak je v jistych pripadech
mozno urcit intervaly, na nichz je dana funkce konvexni, resp. konkavni. Je
prezentovana metodika hledani inflexnich bodu dané funkce.

V kapitole se téz pojednava o numerické metodé hledani korene rovnice
f(z) = 0 na intervalu (a, b), je-li f(x) spojita na (a,b) a je-li f(a)f(b) <O.

V kapitole je pojednano o zatim nefeSeném piipadé vypoctu limity lim g(—g,
r—a
je-li lim f(z) = limg(x) = 0, resp. lim f(z) = +oo a limg(z) = +oo
r—a r—a r—a r—a

(L’Hospitalovo pravidlo).
Jedna podkapitola je pak vénovana vysettovani prubéhu funkce.

Posledni podkapitola pak pojednavé o diferencidlu funkce f(x) a o Taylorove
véte.
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Ulohy

1. Vysvétlete pojem lokalniho extrému funkce f(z) a popiste zpusob jeho
hleddnf.

N

Vysvétlete pojem absolutniho extrému funkce f(z) na intervalu a zpu-
sob jeho hledani.

w

Vyslovte vétu o piirustku funkce (neboli vétu o stfedni hodnoté funk-
ce).

»

Jak hleddame intervaly, na nichz je vysetfovana funkce monoténni?

ol

. Vysvétlete pojmy: funkce konvexni na intervalu, funkce konkdvni na
intervalu a pojem inflexniho bodu. Jak se hledaji intervaly, na nichz je
funkce konvexni, resp. konkavni? Jak se hledaji inflexni body funkce?

6. Popiste metodu hleddni kotenu rovnice y = f(x) metodou puleni inter-
valu.

~

Vyslovte L’Hospitalovo pravidlo.

©

Co je to diferencidl funkce? Uved'te definici a vysvétlete tento pojem
na obrazku.

©

Vyslovte Taylorovu vétu.

10. Urcete body, v nichz ma funkce f(z) = 3z — |z — 2| + |z + 1| lokalni
extrémy. Danou funkci nacrtnéte.

11. Urcete intervaly monoténnosti a lokalni extrémy funkci:
a) f(x)=2>—5x+6
[klesa (—o0, 2), roste (3,00), lok. min. v bodé z =
b) f(z) = xlnx [klesd (0,1), roste (£, 00), lok. min. z =
o) flz) =2+ 4
[roste (—oo, —3), (1,00), klesa (—3,—1), (—1,1), lok. max. x =
—3, lok. min. x=1]
) ( ) x+3 [kleSé (_007 _3)a (_3700)]
e) flz)=(1—2x)/z [roste (0, 3), klesé (5, 00), lok. max. = = 3]
f) f(x) =sin2z, € (-5,
[roste (—% klesa (=5, —%), (§,5), lok. min. v bodé z = —7%
1

4’4> 49

lok. max. v bodé x =
1” [roste (0, e?), klesd (e?, 00), lok. max. v bodé z = €]

g) flz) =%
h) f(z) = “"IQ [roste (—oo, —1), (—1,1), (1,00), lok. extrémy nem4]
i) flz) =
[roste <0, )
lok. min. v bodé x = 0]
i) f@) =2+ |z - 1
[Ndvod: f(z) =a?+xz—1prox >0, f(x) =2>—2—1 prox < 0;
roste (0,00), klesd (—o0,0), lok. min. pro = = 0]

I&“

>7 klesa (_0070>7 < :

=5,00), lok. max. v bodé z = 2

In2’

12. Urcete intervaly, na nichz je funkce f(z) konvexni, intervaly, na nichz
je funkce f(z) konkavni, a urcete inflexni body.
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a) f(z)=a% 522 +32 -5

[konv. (2, 00), konk. (—oco, 2), infl. bod z = 2]
b) f(z) = (x+1)* +¢° [konv. (—o0, 00), nemé infl. body]
¢) f(z)=In(1+2?) [konv. (—1,1), konk. (—o0, —1), (1, 00)]
d) f(z)=2Ilnz [konv. (e2,00), konk. (0,e2), infl. bod z = e2]
¢) flx)=e=

[konk. (—o0, —3), konv. (—3,0), (0,00), infl. bod. z = —3]

29

13. Urcete absolutni extrémy funkce f(x) na daném intervalu.
a) f(x)=2a?—>5x+6, r € (0,10)
[abs. min. v bodé z = 2, abs. max. v bodé = = 10]

b) f(z) = };ii, x € (—1,1) [abs. max. v bodé x = 0, abs. min. neni]
¢) f(z)=sini, z € (0,00)
[abs. max. pro z = =24

S+k2m?
ke NU]

: 1
k € Ny, abs. min. pro z = Eenpayrd

14. Urcete asymptoty funkce.

a) f(x)= ji:l [bez smérnice = —1, v bodech +o00: y = 2z — 2]

b) f(z) =34 [bez smérnice # = 2, v bodech +o0: y = 3]
c) flz) =1+ a?
[asymptoty bez smérnice nemd, y = x v bodé oo, y = —x v bodé

15. Vysetrete prubéh funkce.
a) f(z) =23 — 622+ 9z

[Df = (00, 00), znameni " .
e + - +
fio) =382 —12049, .. . 7 ¢ . f(1)=4, f(3) =0,
e B . lok. max. lok. min.

f”(aj> - 6$ - 12’ fe ~ 2 -
f(z) nemé asymptoty] -

2

b) fr) = £ |
[Df = (—O0,00) - {_171}’ - © - ; u
e = - + +

F@) =t o 0T (=1

41 3z2 2 B lok. Tin. B
f”(l‘) - = ((1j_x2)3)7 P
asymptoty: =1, v = —1, y = —1]

c) fz) ="t
[D'f - (07 m)7 " 0 - 1 -
e + _
f’(x):l_x#’ fi © o, ; N f(@):%
o lok. ;ax. .

() = =pazms |
11%1 s — oo, asymptotyzmab — 0,y =0]
r—U4
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16. Vypocitejte limity

) Jim o)
b) Ji o
c) Ilir&(% — 5,11,1> [%]
d) lim 22 [0]
e) lim g7 [o0]
f) lim T 1]

17. Naleznéte diferencidl funkce
a) f(z)=a%—=3x+1vbodéx =2 [df = (32% — 3)dx, df(2) = 9dz]

b) y = sin2x [dy = 2 cos 2xdx]
c) y=+vr—1 [dy = N%dx]

18. Vypocitejte piiblizné podle Taylorovy véty Ine*! pro n = 1,2,3. Od-
hadnéte chybu.

19. Napiste MacLaurinovu fadu funkce

a) f(z) =sinz [sinx:%—g—?+€—?—...7x€(—oo,oo)]
b) f(z) = cosx [cosle—%—k%—...,ze(—oo,oo)]
¢) flw)=In(l+z) [l+z)=2-2 42 —1<z<l]]

20. Vytvorte tabulku, v niz vyznacite funkéni hodnoty funkef sinz, T5(z)
v bodech x € {£0,1, £0,2, +0,3, £0,4, £0,5, 40,6, +0,7, £0,8, £0,9}.

172



®m Primitivni funkce

m Metoda per partes (po castech).

= Vypo Cet neur Cit ého integr alu substituci.
m Integrov ani racion alnich lomenych funkci
= Shrnuti, dlohy

Neur City integr al




6. Neur ity integr al

174

Cil kapitoly

B Seznamit se s pojmy primitivni funkce, neurc¢ity integral a s problema-
tikou jejich existence.

m Naucit se neurcité integraly zakladnich funkci a integraci linearnich
kombinaci funkci, jejichz neurcité integraly dovedeme urcit.

B Zvladnout zakladni metody vypoctu neuréitych integralu — metodu per
partes a metodu substitucéni.

B Zvladnout integraci racionalnich lomenych funkei.

Casov a zatéz

® 10 hodin

Uvod.

V této kapitole se setkdte s novym pojmem — neurcity integral. S timto
pojmem jste se jiz asi setkali v pfedchdazejicim studiu, avSak vzhledem k jeho
zavaznosti se nebudou predpokladat zadné predchézejici znalosti. Jde o tento
problém: Na daném intervalu nalézt k dané funkci f(z) vsechny funkce F'(x),
pro néz plati F'(x) = f(x). Mnozina vsech takovychto funkei F(z) k funkei
f(z) na daném intervalu se nazyva neurcitym integralem z funkce f(x). Tato
uloha je pomérné slozita a jeji feSeni vyzaduje ¢asto dosti duvtipu.

Zmalost urceni neurcitého integralu je zakladem pro urceni urc¢itého integralu
a pro feSeni vicerozmérnych integralu. Probirani téchto pojmu bude navazo-
vat na tuto kapitolu. S integrély se setkate v fadé aplikaci, napt. pii feseni
uloh statistickymi metodami.

6.1 Primitivni funkce

V minulych kapitoldch jsme se naucili derivovat. Necht derivovdnim funkce
F(z) na intervalu I obdrzime funkci, kterou ozna¢ime f(z). Potom tedy
F'(z) = f(x). Napf. derivovanim funkce F(x) = 2® na intervalu (—oo, o)
obdrzime funkci f(x) = 3z?. K funkci F(z) prifadme nyn{ derivovdnim
funkei f(z) = F'(z). Symbolicky zapisme toto ptifazeni takto:

F(x) deriv f(z), wel.

V ruznych situacich vsak jsme postaveni pred tilohu opa¢nou. K dané funkci
f(z) se ma na intervalu I, na némz je f(z) definovand, priradit takova funkce
F(x), ze jeji derivaci je funkce f(z) (pokud existuje; je-li takovych funkei
vice, zvolit jednu z nich). Tedy k dané funkci f(x) se mé na intervalu [/
nalézt takova funkce F'(x), aby F'(x) = f(x). Toto opacéné prirazeni nazveme
prozatimné antiderivovdnim a vyznacime je takto

f(z) antideriv F(x), z € 1.



Je-li tedy napf. f(x) = sinz, potom k ni antiderivovdmim priradime na
intervalu (—oo, o0) napt. funkci F(z) = — cosz, nebot (— cosx)’ = sinx pro
x € (—00,00).

Zatimco derivovani funkci je zéalezitost primocara a pomeérné jednoducha, an-

vvvvvv

nich pojmu.

Definice 6.1. Zavedeni pojmu primitivni funkce -

Necht F(z), f(x) jsou takové funkce na intervalu I, ze
F'(z) = f(z) pro kazdy vnitini bod intervalu I a jestlize
jeho levy (pravy) koncovy bod a patii do intervalu I, potom
v ném plati F'"(a) = f(a) (F'(a) = f(a)). Pak fikdme, ze
funkce F'(x) je na intervalu I primitivni k funkei f(x).

a) Funkce F(z) = Inz je primitivni k funkei f(z) = < na intervalu (0, 00),
nebot (Inz) = X pro x € (0,00).

b) Funkce F(z) = 2* — 32® + 2 + 4 je na intervalu (—oo,c0) primitivni
k funkci f(z) = 32% — 62 + 1, nebof pro kazdé x € (—oo,00) plati
F'(x) = 32% — 62 + 1.

Pozndmka 1. Jestlize funkce F(x) je na intervalu I primitivni k funkei
f(z), potom ma na ném derivaci, takze funkce F'(z) je na intervalu I spojité.

Zabyvejme se nyni otazkou, zda k dané funkci vzdy existuje primitivni funkce
a jestlize existuje, zda je urcena jednoznacné. Ukazuje se, ze existuji funkce,
k nimZ neexistuje funkce primitivni na uvaZovaném intervalu. Uvedme
priklad takovéto funkce f(z). Necht

—1 pro z € (—1,0)
f(z) = 0 pro =0 (6.1)
1 pro z€(0,1).

Predpokladejme, ze k této funkeci f(x) existuje na intervalu (—1,1) primi-
tivn{ funkce. Oznacme ji F'(x). Tento predpoklad vede ke sporu. Vypocitejme
F'*(0). Vypoctem dostdvame postupné: F'+(0) = lim M. Uzitim véty

z—0t

o strednf hodnoté diferencidlntho poctu dostavame F'™*(0) = lim 92 —
z—0
lim @ = 1, kde ¢ je vhodné éislo z intervalu (0, z). Podobné dokazeme,

z—0+t
ze ['=(0) = —1. Tedy F’(0) neexistuje. Funkce F'(z) neni tedy primitivni
k funkci f(x) na intervalu (—1,1), coz je spor s predpokladem.

Existence primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu I je vsak zarucena pro
sirokou tfidu funkci — pro funkce spojité na uvazovaném intervalu /. Plati
totiz véta 6.1.

Co je to
primitivni funkce

Kdy existuje
k funkci f(x)

funkce primitivn{
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Poznamka 2. V dalsim vétsinou budeme uvadét primitivni funkce na
otevienych intervalech. Pokud budeme mluvit o primitivni funkci F'(x) na
intervalu I, jehoz levy (pravy) koncovy bod a je jeho bodem, muzeme misto
F'*(a) (F'(a)) pouzivat zapis F'(a).

veta 6.1 |

Necht f(x) je funkce spojita na intervalu I. Pak k ni na
intervalu I existuje funkce primitivni.

Dikaz: Véta bude dokazana pozdéji. Viz véta 7.15. 0

Ukazme, ze spojitost funkce f(x) na intervalu I neni nutnou, ale je jen
postacujici podminkou k existenci primitivni funkce F(z) na intervalu
I. Uvedme pifklad funkce f(z) nespojité na intervalu (—1,1) a funkce
k ni primitivni.

Uved'me piiklad funkce f(x), kterd sice nenf spojitd na (—1,1), avSak piesto
k nf existuje na intervalu (—1, 1) funkce primitivni. Jde o obtiznéjsi priklad.
Pokud Vam bude obtizny, neni nutno jej znat. Musite vsak vzit na védomi,
ze existuji funkce nespojité na (a,b), k nimz existuje primitivni funkce.

Piiklad 6.1. Uvazujme funkeci
2zcost +sint prox e (—1,1),z #0
f(z) = { 0 pro z = 0. (6:2)
Tato funkce je v bodé x = 0 nespojitd, nebot 1in(1) f(x) neexistuje; funkce

sin % nabyva totiz v kazdém ryzim okoli bodu 0 vSechny hodnoty z intervalu
(—1,1).

Ukazme, ze funkce

Flz) = z?cos(L) proz € (—1,1), z #0
10 proz =0
je na intervalu (—1, 1) primitivni k funkei f(z).
Reseni: Vypoctem dostévéme, ze pro x € (—1,1), = # 0 je
1

1
F'(z) = 2z cos — + sin —.
T T

Vypocitejme nyni jesté derivaci funkce F'(x) v bodé 0. Z definice derivace
funkce v daném bodé dostavame postupné

F(z)— F(0 2 cos
F'(0) = lim Fla) = F(0) = 1lim 2= — Jim z cos -
z—0 r—0 z—0 x z—0 x
Ponévadz pro z # 0 je [z cos(1)| < |z, a lin%|$| =0, je lin%xcos(%) =0,

takze F'(0) = 0.



Dostali jsme tedy tento vysledek

1 in L _
F,(x)_{Zxcosx%—smz proxz € (—1,1),2 # 0,

10 pro z = 0.

Je tedy F'(x) = f(x), takze funkce F(z) je na intervalu (—1,1) primitivni

k funkci f(x), kterd je nespojita v bodeé 0.

Nyni k otdzce, kolik primitivnich funkci md dand funkce na intervalu I. Lehce Potet
nahlédneme, ze je-li F'(x) primitivni funkei k funkei f(z) na intervalu I a c je primitivnich
libovolné cislo, pak (F(x) + ¢)' = f(x), takze i funkce F(z) + ¢ je primitivni funkef

k funkei f(z) na intervalu I. Ukazme nyni nésledujici vlastnost primitivnich

funkci.

Necht F(z), G(z) jsou dvé funkce primitivn{ k funkci f(z) na intervalu I.
Pak existuje ¢islo ¢ tak, ze G(x) = F(x) + ¢ na intervalu I.

Skutecneé, polozme H(x) = F(z) — G(x). Pak H'(z) = F'(z) — G'(z) =
f(z) — f(x) = 0 pro kazdé = € I. Jsou-li x1,z5 dva body z intervalu I,
1 < T, potom podle véty o prirustku funkce je

H(zo) — H(z1) = H'(a) - (zg —11) =0+ (29 — 21) = 0,

kde o € (x1,22). Je tedy H(z1) = H(xs) a odtud H(x) = konstanta.
Oznacime-li tuto konstantu ¢, je F(x) = G(z) + ¢ na intervalu /. O

Zname-li tedy jednu primitivni funkci F(z) k funkci f(z) na
intervalu I, zname vsechny. Kazda z nich se da zapsat jako
F(z) + ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Pro mnozinu vsech
primitivnich funkci k dané funkci zavadime zvlastni pojem
— neurcity integral nasledujici definici.

Definice 6.2. (Neurcity integral) _ ﬁejger::lo enety

Mnozinu vSech primitivnich funkei k funkci f na in-
tervalu I nazyvame neurcitym integrélem funkce f () na

intervalu I a oznacujeme symbolem [ f(z)dx. Piseme

/f(a:)dx:F(x)—i—c, xel,

kde F(z) je libovolnd primitivni funkce k funkci f(z) na
intervalu I. Funkei f(x) nazyvdme integrandem, symbol [
integracnim znakem a dx je diferencial neodvisle proménné.

177




6. Neur ity integr al

Tabulka
vyzna&nych
neurditych
integrali

178

Poznamka. Ukon, kterym uréujeme neurcity integral F(z)+c k dané funkei
f(x), nazyvame integraci ¢i integrovanim funkce f(x). Konstantu ¢ nazyvame
integracni konstantou. Kvuli zjednoduseni nebudeme nékdy integracni kon-
stantu zapisovat.

Ze vzorcu pro derivovani funkci 1ze snadno odvodit odpovidajici vzorce pro
integraci. Napt. ze vztahu

(2" = (n+1)2", pro z € (—00,00), n €N
vyplyva, ze
1 .
adr = ——a"" +¢, neN, z € (—o0,00).
n+1

Podobné vime, ze
I __

(sinz)' =cosz, (cosz) = —sinz, pro x € (—o00,00).
Odtud dostavame, ze
/sinxdw:—cosx—kc, /cosxdxzsinx—kc, x € (—00,00).
Uved'me nyni nékolik zdkladnich neurcitych integrali, které vyplyvaji z difve

odvozenych vzorcu pro derivovani. V uvedenych vzorcich znaci ¢ integraéni
konstantu.

/de:c pro x € (—00,0);

l,n+1
/:U” dr = +c x € (—00,00) pro n >0, celé,
nebo z € (0,00), n < 0,n # —1,n celé,
nebo z € (—00,0), n <0 celé,n # —1
nebo z € (0,00), n necelé;

d
g lz|+¢  prox € (—00,0) nebo x € (0,00);
x

/ezdx:ez—l—c pro x € (—00,0);
/sinwdx:—cosaU—Fc pro x € (—00,0);

/cosxdx:sinx—i—c pro x € (—00,0);

/ T —arctgz + ox € (— )
rctgx + ¢ ro T 00, 00);
1 2 g p Y Y

/ de nx -+ €(—-1,1)
——— =arcsinz + ¢ pro x € (—1,1);
V1—2?
dx . , S
— =tgx+tc v libovolném otevieném intervalu,
cosTe v némz je cosx # 0;




dx . , B
= —cotgx +c v libovolném otevieném intervalu,

2
sin” x .
v némz je sinx # 0;

/
/ f'(x) dx =In|f(z)|+c v libovolném otevieném intervalu,
f(@) v némz je f(x) # 0 a v némz

mé funkce f(z) derivaci

Dikaz: Dukaz plyne ze zdkladnich vzorcu pro derivovani. 0

Priklad 6.2. Vypoctéte

o [atde /f/f;

Reseni:
6
a) /$5dx: g ¢ pro & € (—00,00),
d 1
b) \4/3% _ /33_1/4 dr — g953/4 +c  prox € (0,00).

Poznamka. Derivaci pravé strany se presvedcéte o platnosti nasledujicich
vztahu :

1
/ek“daU:Eekx—kc pro z € (—00,00), k € R, k#0
1
/sinkxdx:—gcoskx—i—c prox € (—00,0), k€R, k#0

1
/coskmdszsinkx—kc prox € (—00, ), k€ R, k#0

d 1
/TIZ{;z:Earctgkw—kc prox € (—00,), k€ R, k#0
x
dx 1 '
e = pasinke e prokz€(-11), kER, k#£0.

Ukéazeme si nyni nékolik vét, které nam umozni hledat integraly nékterych
funkei vytvorenych pomoci funkei, jejichz integraly zndme.

Véta 6.2. (Integrace linearni kombinace funkci)

Bud I interval, v némz existuji neurcité integrdly funkci
fi(x), fo(x), ..., fulz). Budte c1, co,..., ¢, redlna cis-
la. Potom existuje v intervalu I neurcity integral funkce
lel(x) + C?f?(x) +oee Tt Cnfn(x) a platf

Integrace linearn{
kombinace funkef
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/lel z) + cafa(z) + -+ cnfu(z)) do
—61/f1 d$+62/f2 d$—|‘ (63)

cn/fn(x) dr + ¢,

Dukaz: Polozme Fj(z) = [ fi(z)dz, z € I, i =1,2,--- ,n. Podle zndmych
vét z dlferen(:1alnlho poctu plati

kde c je integracni konstanta.

(c1Fi(z) + Py () + - + cuFn () = er fi(w) + cafo(@) + - + cuful).

Tedy funkce ¢y Fi(x) + coFs(x) + -+ + ¢, F,(x) je v intervalu [ primitivni
k funkei ¢1 f1(2) + cafo(x) + - - - + ¢ fu(x). Plati tedy (6.3). O

Priklad 6.3. Vypoctéte:

a) /(x4+\/5—6032w+1)dx,

2 3
b = 22 da.
) /<1+2$2+2$+5e ) T

Reseni: Integraci ¢len po ¢lenu podle predeslé véty dostdvame

1 2 . 1
a) /(x4—|—\/5—cos2x+1)dx:g$5+§x3/2—§sin2$+x+c,
€ (0,00)

2 3 1 3
b) /<1+2$2 +%+5e /> dx:27§arctg(\/§x)+§ln]x|+

3
+5-2@Z/2+c:\/iarctg(\/ix)+§1n|x]—1—10613/2—1—0, xel,0#1.

Poznamka. K vypoctu neurcitych integralu nékterych funkci je nékdy
vhodné integrované funkce prepsat na jiny ekvivalentni tvar.

Jako pifklad uvedme vypocet téchto integrali.

1
a) /COSZId$, b) /sin2xdx, C)/x2+ .
r?+1

V piipadech a), b) pouzijeme k tipravé trigonometrické vzorce

9 1+ cos 2z . 9 1 —cos2x
cos"r = ——, sin“x = ——,
2 2



¢imz dostaneme funkce, jejichz integral lze spocitat pomoci predchozich vét
takto.

1 1 1
a) /coszxdx: 5/(1+0052x)dx: §(x+§sin2x)+c; x € (—00,00)

1 1 1
b) /sin2$dx = 5/(1 —cos2zx)dr = 5@— §sin2$) +¢, x € (—00,00).

¢) V tomto piipadé prevedeme integrand na soucet dvou zlomku. Postupné
dostavame

/x+1d / T n 1 d 1/ 2x d +/ 1 d
T = T = - T T =
241 z24+1 2241 2] 2241 2+ 1

1
=3 In(z® + 1) + arctgzr + ¢, x € (—00, ).

6.2 Metoda per partes (po Castech).

Pomérné jednoduchou metodou pro vypocet neurcitych integralu je v nékte-
rych ptipadech metoda per partes.

Véta 6.3. (Integrace per partes)

Bud' I interval. Necht funkce u(x), v(x) maji v interalu I
spojité derivace u'(z), v'(x). Potom v intervalu I plati

Dikaz: Funkce u(x)v(x) méa v intervalu I derivaci u/(z)v(z) + u(z)v'(x), a
tedy plati

u(z)v(z) = /(u’(m)v(:c) + u(z)v'(2)) dz.

Funkce u(x), v(x) jsou v intervalu I spojité, nebot zde maji derivace. Tedy
funkce u/(z)v(z), u(z)v'(x) jsou také spojité v intervalu I a existuji k nim
proto primitivni funkce

a odtud plyne tvrzeni véty. 0

Metoda
per partes
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Priiklad 6.4. Nasledujici integraly jsou feseny metodou per partes. Ovéreni
splnéni predpokladi pro aplikaci nazna¢eného postupu vypoctu prenechavam

Ctenafi.
I L2z — 1 1
a) /xezzdx: " 162z U, g Z—Iezz——/ezzdx:
u=gzer v =1 2 2
1 2x 1 2x
= gre’ — e +e¢, pro x € (—00,00).

w =cos3r v=2x2
U= %sinSx v =2z

b) /x2 cos 3z dx =

v = sin 3z V=2
U = —%COS3$ v =1

3

1 2
= —2%sin 3z — g/xsin?)xdx =

L2?sin 3¢ + 2z cos 3 2/ 3ad
= —x”sin3z + —xcos3xr — = [ cos3xdx =
3 9 9
L,y 2 .
= 3% sm3x+§xcos?>:c——sm3w+c, pro x € (—00,00).

27
c) /xanxdx:

u =z v=In’z

u:%:cz vV'=2Inz
xr
1 5.9 uW=x wv=lhx
=—z’In"x— [ zlnxdr = Lo 4 1 =
2 u=zr* v =z

1 2 1 2 2 1
zélenzx—%lnx%—i/xdx:%lnzx—%lnx+1x2+c,

pro z € (0,00).

u =e* v=sinz
u=¢e* v =cosx

d) /ez sinx dr =

/ T
. u =e* v=-cosx
:e“smw—/e“cosxdx:

=e* v =—sinx

=e'sinx — e’ cosx — /ezsinxdx.
Dostali jsme rovnici
/e”” sinx dr = e*(sinx — cos ) — /e”” sin x dx,

ve které hledany integrdl je nezndmou, jejim feSenim dostavame

1
/ez sinz dx = §ex(sinx —cosz)+¢, pro x € (—00,00).

1
e) /lnxd:c: :mlnx—/x—dx:
T

xln:c—/ld:c:wlnx—x+c:x(1nx—1)+c, pro z € (0,00).

1

=

T

1 v=
u=x v =1
x

Poznamka. Jak je patrné z predchoziho ptikladu, je metoda integrace per
partes vhodnd zejména pro feseni nékterych neurcitych integralu, jejichz in-
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tegrand je tvoren soucCinem dvou ruznych funkci. Touto metodou lze fesit
napf. integraly téchto typu:

/ ek de, / ™ cos kx dzx, / 2™ sin kx dzx,
/xk (Inx)™ dx, / e sin lx dz, / ek cos Lz dz,

kde m je ptirozené, k, [ libovolna realna cisla.

Pii aplikaci metody per partes je nutno si uvédomit, ze kazdou funkci muzeme
povazovat za souc¢in této funkce a funkce rovné 1 pro vSechna x; viz pripad
e) v minulém pifkladé nebo [ arctgx dz.

6.3 Vypo Cet neur Cit ého integr alu substituci.

Vyklad dalsi metody, zvané substitucni metoda, zacneme bez naroku na pre-
ciznost. Zpresnéni bude nasledovat.

Uvazujme integral

[ tads (6.4)

Necht = = ©(t) je funkce proménné ¢, majici derivaci ¢'(t). Vime, ze dife-
rencidl funkce ¢ (t) je roven soucinu derivace této funkce a diferencidlu jeji
neodvisle proménné t. Tedy dx = ¢'(t) dt. Dosadime-li do (6.4) za = a dx,
dostavame

/ 1o (£ (1) di (6.5)

Budeme fesit otdzku, jak mezi sebou souvisi neurcité integréaly (6.4), (6.5).
Dovedeme-li vypocitat jeden z nich, dovedeme urcit druhy z nich? Odpovéd
na tuto otazku davaji nasledujici dvé véty.

Véta 6.4. (I. vypocet integralu substituci)

Necht F(x), z € J, je primitivni funkce k funkci f(z), z € J,
na intervalu .J.
Necht funkce

=), tel,

méd na intervalu I derivaci ¢'(t) a necht p(I) C J.
Potom na intervalu I existuje [ f(p(t))¢'(t)dt a plati na

[ 1eewa= | [ o] e e

tel. (6.6)

Substituéni
metody

metoda
substituéni |
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Poznamka. Jde o vypocet integralu ze slozené funkce f(¢(t)), ndsobené
funkei (1), tedy derivaci vnitini slozky této slozené funkce.

Vztah (6.6) si snadno zapamatujete. Polozme ¢(t) = z. Diferencial levé
strany tohoto vztahu je roven diferencidlu jeho pravé strany. Tedy

' (t) dt = dx.

Dosadime-li tedy do integralu

/ﬂmm¢ww

o(t) za x, a @' (t) dt za dr dostdvame

/f(:c) dx.

Véta ndm ifkd, ze dovedeme-li vypocitat [ f(z)dz, potom za ve vété uvede-
nych podminek dovedeme vypocitat i [ f(p(t))¢(t) dt a plati (6.6), to jest

/ﬂwm¢@w={/ﬂm@me.

Dukaz: Derivaci funkce F'(p (t)), jakozto slozené funkce, postupné dostava-
me prot € 1.

[Fe)) = F'((1)) - (1) = f ()& (8),
takze [F'(¢(t))] je pro t € I primitivni funkel k funkei f(p(t))¢(t). Je tedy

Flo0) = | [1@a] o rer,

z=0p(t)

takze [ f(p(t))¢' (t)dt = [[ f(z) dﬂz:@(w tel. 0

A= /etQtdt.

Reseni. Mame nalézt integral ze slozené funkce e
tiplikativni konstantu, derivaci funkce ¢? tj. derivaci vnitini slozky slozené
funkce e, Zvolime tedy substituci

Piiklad 6.5. Vypocitejte

2 ’ ’ -
¥ ndsobené, az na mul-

xr =t

Je to funkce se spojitou derivaci 2t na intervalu(—oo, 00). Funkce z = t?
zobrazuje interval I = (—o00,00) na interval J = (0,00) C (—o00,00), na
némz je funkce e spojitd. Diferencidlem funkce z = t2 je

dx = 2t dt.



Odtud tdt = % dx. Jsou tedy splnény predpoklady véty 6.4. Plati

1 1
A:/et2tdt:§ {/e“dzc} =§€t2, pro t € (—00,00).
r=t2

Derivovanim obdrzeného vysledku (jako zkousku spravnosti vysledku) dosta-

vame .
§(et2)’ —te”’, prote (—o0,00).

Tim jsme se presvédcili o spravnosti vypoctu.

Poznamka. Oznaceni promeénné v integrdlu je nepodstatné. Nenechte se
zmast zménénym oznacenim v nasledujicim prikladé.

Priklad 6.6. Vypocitejte hodnotu integralu

B = /x\/x2 + 1dx (6.7)

Reseni. Viimnéte si, ze Va2 + 1 je slozena funkce, jeji vnitin{ slozkou je
funkce 2% + 1. Zejmé (22 + 1)/ = 2z. Tedy zv2? +1 = (2 + 1)'Va? + 1.
Zvolme tedy
t=o(x), kde p(r)=2%+1.

Tato funkce je spojita na intervalu (—oo, 00) a ma v ném derivaci. Dale zobra-
zuje interval (—oo,00) mna interval (l,00) C  (0,00). Polozme
f(t) = V/t. Tato funkce je spojitd na intervalu (0,00) a m4 na ném tedy
primitivni funkci. Podle véty 6.4 tedy dostavame

/x\/mdx: B/\/Edt} . pro z € (—o00,00).

t=x2+41

Vypoctem dostavame

1
/x\/x2 + 1ldr = g\/(xz +1)3, proz € (—o0,00).

Pri aplikaci véty 6.4 k vypoctu integralu [ f(o(t))¢'(t) dt muze byt
nékomu obtizné zjisfovani splnéni predpokladi véty 6.4. Chceme-li se
vyhnout zkoumani splnéni predpokladiu véty 6.4, lze postupovat zcela
formélné, ale nakonec je nutno derivovanim vysledek provérit, zda
vysledna funkce je skutecné primitivni funkci a je nutno zjistit i in-
terval, na némz je obdrzena funkce primitivni k dané funkci. Lze tedy
postupovat nasledovné, ovsem za predpokladu, Ze jednotlivé kroky lze
provést.

formalni vypocet

[ fe(®)¢'(¢) dt
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Méme vypocitat [ f(e(t))¢'(t)dt.
m Zvolime substituci x = ¢(t).
m Vypocitame dx = ¢'(t) dt (diferencidl levé strany sub-
stituce se rovna diferencialu jeji pravé strany).
m Dosazenim do daného integralu za p(t) a ¢'(t)dt, do-
staneme [ f(x)dzx.

m Vypoctem dostaneme F(z) = [ f(x)dz.
m Provedeme zkousku derivovanim; zjistime, zda

(Flpt))" = fle()¢'(t) (6.8)

a urcime interval I, na némz plati (6.8).
m Jestlize (6.8) plati na intervalu I, potom

/f(sO(t))sO’(t) dt = F(p(t))+C, tel.

g Priklad 6.7. Vypocitejte

Reseni. Zavedme substituci z = t2 + 4. Potom dx = 2t dt. Dosazenim do
daného integralu obdrzime

t
—dt.
/ V2 +4

L[dr
2] Va

Jeho fesenim dostavame F(z) = $2\/z. Tedy

F(p(t) = Vi2 + 4.

Derivaci vt2 + 4 dostavame

! t
( t2+4> :\/m pro t € (—o00,00).

Tedy

t
/ t2+4dt:\/t2+4+c pro t € (—o0,00).
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Véta 6.5. (II. Vypocet integralu substituci) -
Necht funkce

v = (1)
méd na intervalu I spojitou derivaci '(t) a necht ¢'(t) # 0
pro vsechny vnitini body intervalu I. Necht o(I) = J. (Po-
tom existuje inverzni funkce t = p~!(x) zobrazujici interval
J na I.) Necht
flx), xel

je takova funkce na intervalu J, Ze slozena funkce

flo@)e'(t), tel,

ma na intervalu I primitivni funkci, oznacme ji G(t). Potom
existuje [ f(x)dz, x € J a plati

[rww=| [ rewe0w] | ve o 69)

tJ.

/f@szGw*@»+a

Diukaz: Dokazme (6.9). Necht funkce G(t) je primitivni k funkei f(¢(¢))¢ ()
na intervalu /. Vzhledem k predpokladum je funkce ¢(t) ryze monoténni,
existuje k nf tedy funkce inverzni ¢t = o~ !(z). Derivujeme-li pravou stranu
v (6.9), to jest funkci G(o~!(x)) podle véty o derivovani slozené funkce,
dostavame na intervalu J postupneé:

-1 I vy —1 T -1 )Y = G’ . 1 _
[Gle™ ()] = G'(¢ (2) (¢ (z) = G'(t) ¥
/ 1 o o T
= f(p(t)¢'(t) - 0 fle(t) = f(z),

takze G(p'(x))] je pro z € J primitivn{ funkef k funkei f(x). Je tedy

[rw=| [ remewal e -

Véta ovsem nic nevypovidd o nalezeni vhodné substituce. Pro jisté tridy funkci
jsou v literature popsané vhodné substituce.

metoda
substituéni Il
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Ponévadz podle predpokladu véty je funkce ¢ (t) ryze monoténni na intervalu
I, vychdzi se nékdy misto substituce z = ¢(t) z ekvivalentu t = ¢~ !(z), resp.
z jiného ekvivalentu ¢(z) = 1(t). Tento zapis totiz casto lépe vyjadiuje
zameéry, které substituci sledujeme. Pri 7eseni konkrétnich integrali se muze
stat, Ze se zvoli nevhodnd substituce a integrdl je nutno resit jinak.

Priklad 6.8. Urcete
A= /\/BI + 1dzx.

Reseni. Predevsim je vidét, ze integrand je funkce spojitd na svém de-
finicnfm oboru. Budeme tedy tlohu fesit na intervalu J = (—3,00), tedy
x € J. Dany integrdl budeme fesit zavedenim vhodné substituce. Jak ji
zvolime? Dovedeme nalézt f Vtdt, ktery je podobny k danému integralu. To
nas vede k pokusu zavést mezi proménnymi ¢, x vztah ¢t = 3z + 1, coz je
ekvivalentni se vztahem z = %(t —1). Jestlize x € J, potom t, vyhovujici
tomuto vztahu, patif do intervalu I = (0, 00), t € I. Pokusime se tedy zavést
substituci z = ¢(t) = 3(t — 1) pro t € I. Funkce ¢(t) ma na intervalu [
spojitou kladnou derivaci ¢'(t) = 3. Ziejmé ¢(I) = J a dz = 3dt. Podle
nahote uvedené véty je tedy

A:/M@:Uﬂ%dt} :% (3x+1)3+c,x€(—%,oo>.

t=3z+1

Priiklad 6.9. Vypocitejte

A:/\/a2—$2d$, a>0, xz€(—a,a).

Reseni. Oznacme f(x) = Va2 — 22. Tato funkce je na intervalu (—a,a)
spojitd, takze v ném k dané funkci existuje primitivni funkce. Integral se po-
kusime fesit vhodnou substituci z = ¢(t). Ale jak zvolit x = ¢(t)? Pokusime
se zavést takovou substituci x = ¢(t), abychom po dosazeni x = ¢(t) do
Vva? — 22 dostali vyraz bez odmocniny. To nds vede k pokusu zvolit substi-
tuci
: Tow
r=p(t) =asint, pro tel= (——, —> :
22
Funkce ¢(t) zobrazuje interval I na interval J = (—a,a). Jeji derivaci je
funkce ¢'(t) = acost. Funkce ¢'(t) = acost je spojitd a kladna na intervalu
I. Existuje proto k nf funkce inverzni ¢ = arcsin 7, kterd zobrazuje interval

J = (—a,a) na interval I = —(%,%). Podle véty 6.5 o substituci dostdvame

AZ/\/G2—$2d$= {/\/GQ—aQSinztacostdt}

t=arcsin £
a

Odtud
A= a2/ [\/ cos?t COStdt} = |:CL2/ | cost| COStdt:|
t=arcsin £

t=arcsin £
a



Ponévadz pro t € I je cost > 0, dostavame

A= |:a2/COStht

a? [ sin 2t
t

a2
= — [/(1 + cos 2t)dt} =
t=arcsin % 2 t=arcsin %

+c

2

2 :| t=arcsin £
a

Ted bychom mohli dosadit zpétnou substituci ¢ = arcsin Z. Abychom si zjed-
nodusili vypocet, vyjadiime sin 2t jako sin2t = 2sintcost. Ze substituce

. ’ ’ . . 2
r = asint vyplyva sint = £, cost = /1 — sin?t = — = %\/@2 — 22,

a2
takze

a a a

2 1
A= % <8u1rcs,inE + E—\/a2 — xz) )

Po malé upravé tedy dostavame
a? . x .
va? —x?dr = ~ aresin — + 5V a? —x%+ ¢, v intervalu (—a,a).
a

Proved'te si zkousku spravnosti vypoétu.

vvvvv

nou, ale trochu odlisnou metodou. Vysledek nebude tak uspokojujici. Tento
zpusob feSeni uvadime, abychom upozornili na nékteré problémy se sub-
stituéni metodou. Tedy Tfesme znovu tento ptiklad.

Priklad 6.10. Vypocitejte

/erQ dx. (6.10)

Reseni. K vypoctu pouzijeme vétu 6.5. Integrand, funkce z e, je spojitd
funkce na intervalu (—oo,00) a tedy na intervalu (—oo,00) existuje k ni
primitivni funkce. Pokusime se zavést takovou substituci, aby v integralu,
vytvoreném substituci z = ¢(t), bylo ,,e“"2 “ nahrazeno ,e'“. To nds vede
k vysetieni, zda by nebylo mozno zavést substituci 22 = t. Tedy zavést jednu
ze substituci

o) r =t B) x = —/1, t e (0,00)=1.

a) Uvazujme substituci z = v/t = (). Ziejmé funkce (t) zobrazuje in-
terval I = (0, 00) na interval J = (0, 00). Funkce ¢/(t) = 2%/5 je na intervalu /
spojitd a je kladnd. Proto k funkci (1) existuje funkce inverzni t = p~!(z) =
x2. Jsou splnény piedpoklady véty 6.5. Podle této véty dostavame

2 1 1 1
xe® dx:{/\/get—dt} :{—/etdt} +e==e" +c¢
/ 2\/£ t=x2 2 t=x2 2

proz € J = (0,00).
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Formalni vypocet

J f(z)dx

B)  Uvazujme substituci 2 = —v/t = @(t). Ziejmé funkce ¢(t) zobrazuje
interval I = (0,00) na interval J = (—00,0). Funkce ¢'() = —57 je na
intervalu I spojita a je na ném zdporna. K funkei ¢(t) existuje tedy funkce
inverzni. Dostdvdme ¢~ 1(t) = 2%, t € I, x € J. Jsou splnény predpoklady
véty 6.5. Podle této véty dostavame na intervalu J

/M dx = U (—\/E)et(—%ﬂ) dt] s E /et dt} = %e“ e

pro z € J = (—00,0).

Dospéli jsme timto zpusobem k tomuto vysledku

1
/ ze® dr = 56””2 + ¢ v kazdém intervalu, ktery neobsashuje O .

Derivovanim funkce %e“2 + ¢ zjistime, ze tato funkce je primitivni v kazdém
intervalu, tedy i v intervalu, ktery obsahuje 0.

Ve vété o vypoctu integrdlu substituct jsou uvedené postacugjici podminky a ne
nutneé.

Prikrocime-li k vypoctu integralu substituci podle véty 6.5 bez kontroly pred-
pokladu véty, je mozno vypocet A = [ f(z)dz provddét nésledovne. (Pred-
poklada se, ze jednotlivé kroky je mozno provést.)

Méme vypocitat A = [ f(z)dx.

m Zvolime substituci x = ¢(t).

m Vypocitame dx = ¢'(t) a formdlnim dosazenim
do daného integralu A  dostaneme  integral
B = [ f(e(t)¢'(t) dt

m Vypocitame integral B.

m Do integralu B dosadime t = ¢~ (). Dostaneme tak
funkci, oznacme ji F(x).

m Funkci F(z) zderivujeme. Je-li J interval, na némz in-
tegral A existuje a je-li na ném F'(z) = f(z), dospéli
jsme ke spravnému tuplnému reseni. Jestlize jsme ne-
dospéli k tomuto zaveéru, je nutno provadét hlubsi roz-
bory.

6.4 Integrov ani racion alnich lomenych funkci

Diive, nez pristoupime k popisu metody integrace racionalni lomené funkce,
ukazeme si, jak lze raciondlni lomenou funkci prepsat do tvaru vhodného pro



integraci. Jde o jeji vyjadieni ve tvaru souctu polynomu a tzv. parcialnich
zlomku. Zacneme s rozkladem polynomu.

6.4.1 Polynom a jeho rozklad

O polynomu a jeho rozkladu bylo pojednano v ucebnim textu , Matematika
A, Struéné uved'me zavéry z tohoto pojednéni.

Necht a,,, y_1, ... ,a1,aq jsou komplexni ¢éisla. Jestlize ke kazdému kom-
plexnimu ¢islu x € C priradime cislo f(x) vztahem

f(x) = apx™ + - + a1z + ao, (6.11)

je jim definovana komplexni funkce na mnoziné vsech komplexnich cisel
C. Tato funkce se nazyvd polynom. Cisla a,,...,ay nazyvame koefici-
enty polynomu f(x). Cislo ayg nazyvame absolutnim c¢lenem polynomu
f(x). Jestlize a, # 0, polynom f(x) nazyvame polynomem n-tého
stupné.

Napi. f(z) = 2% + 1 je polynom 2. stupné. Podle definice stupné polynomu
neni polynomu f(z) = 0 prifazen zadny stupen. Nazyvame jej nulovym po-
lynomem.

Cislo a nazyvdme korenem polynomu f(x), jestlize

fla) = 0.

Znamend to, ze kazdy kofen polynomu f(z) je feSenim rovnice

f() =o.
Napt. polynom
P(x) =2+ (6.12)

m4 koieny 0,7, —i, nebot P(0) = 0, P(i) = i* +i = 0. Podobné P(—i) =
(—i)®+ (=) = 0.

Necht « je kofenem polynomu f(x) stupné n > 1. Potom
existuje takovy polynom g(x) stupné n — 1, ze pro kazdé
komplexni ¢islo x plati

f(z) = (z—a)-g(z). (6.13)

Faktor (x — «) nazyvame kofenovym cinitelem prislusnym
ke korenu a.

co je to
polynom

kofen
polynomu
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Znéme-li koren v polynomu f(x), obdrzime polynom g(x) délenim polynomu
f(z) kofenovym ¢initelem (z—a). (Jestlize délenf polynomu f(x) polynomem
(x — «) nevyjde beze zbytku, neni a kofenem polynomu f(z)!)

Piiklad 6.11. Uvazujme polynom
f(z) =2+ 22 — 12 (6.14)

Dosadime-li x = 2 do (6.14), vidime, ze f(2) = 0. Je tedy = = 2 kofenem
polynomu (6.14).

Délenim polynomu f(z) kofenovym c¢initelem x — 2 dostdvame

(z3 +20—12): (z—2)=2*+22+6
+a3 7222
2% +2x —12
+222 Fdx
6x —12
462 T12
0

Je tedy
23420 — 12 = (z — 2)g(x),

kde g(x) = 22 + 2z + 6, takze

2+ 22 — 12 = (v — 2)(2® + 22 + 6).

k-nésobny kofen polynomu Necht f(z) je polynom n-tého stupné a « je
jeho kofen. Potom existuje polynom 'g(z) stupné n — 1 tak, ze

f@) = (z—a) 'go(). (6.15)
Jestlize a je kofenem polynomu 'g, ;(z), existuje polynom 2g, o(x) tak, ze
'gn-1(2) = (z — @) - *ga2(2). (6.16)
Dosadime-li g, _1(x) do (6.15), dostavame
f@) = (x = a)* - *gos().

Jestli a je kotenem polynomu 2g, »(z), pokracujeme ddle. Nakonec po k
krocich dospéjeme k tomuto vyjadreni polynomu f(x)

f@) = (z— )" Fgoi(2),

kde *g,,_1(z) je polynom, ktery nemd ¢islo a za sviij kofen.



Rikame, ze ¢islo « je k—-ndsobnym korenem polynomu f(x),
jestlize pro kazdé komplexni ¢islo o plati

f(z) = (z - a)fg(x), (6.17)

kde g(x) je takovy polynom, ze g(«) # 0.

Piiklad 6.12. Polynom z® — 322 + 4 lze zapsat ve tvaru
22 =32t +4=(z—-2)>%x+1).

Cislo # = 2 nenf kofenem polynomu g(z) = = + 1, nebof g(2) # 0. Je tedy
2 = 2 dvojnésobnym koienem polynomu z* — 322 + 4. Podobné, v = —1 je
jednoduchym kofenem polynomu f(x).

Zatim jsme pouze zavedli pojem kofene polynomu, ale nezabyvali jsme se
problémem existence korene polynomu. O tom vypovida nasledujici véta:

Véta 6.6. (Fundamentdlni véta algebry)

Kazdy polynom stupné n > 1 ma v oboru komplexnich ¢isel
koren.

Dukaz: Bez dukazu. O

Z predchézejicich ivah a z véty 6.6 vyplyva nasledujici dusledek.
Disledek. Polynom n—tého stupné

f(z) = a,2" + p1 2" P ax+ag, ap #0

ma pravé n korenti, pocitame-li k—nasobny koren za k korenti.
Véta 6.6 vypovida o existenci kofene polynomu, ale neudava metodu, jak
kofeny polynomu f(x) n—tého stupné urcit.
Koreny polynomu 1. a 2. stupné
Polynom 1. stupné
Pi(z) =ax+ay, a1 #0

ma praveé jeden kofen, jak se muzeme lehce presvédéit, a to

a2
1 — ——.
ay
Polynom 2. stupné
Py(z) = agz® + a1 + ag, az # 0 (6.18)

P

existence
koFene
polynomu

hledani
kofen(i
polynomu
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ma dva kofeny, pocitame-li dvojnasobny kofen za dva koteny. Jsou to feSeni
kvadratické rovnice
CLQJZ‘Z +a1x +ag = 0. (619)

Tato rovnice ma dva koreny, ozna¢me je xy, xa, pocitame-li dvojnasobny
koren za dva koteny. Tyto koteny x1, x5 lze urc¢it podle vzorcu

—ay + +/a? — dasag

(6.20)

T12 =
2@2

Cislo D = a3 — 4asag nyzyvame diskriminantem rovnice (6.19). Cisla x1, @,
jsou kofeny polynomu P (x) uréeného vztahem (6.18).

Kofeny polynomu stupna > 2

V ucebnim textu ,Matematika A“ jsme uvedli, ze existuji vypoctové po-
stupy, jimiz lze ur¢it vSechny kotfeny obecného polynomu tfetiho i ¢tvrtého
stupné konecnym poctem operaci secitani, odecitani, nasobeni, déleni a od-
mocnovani. Tedy tak, jak je to u polynomu 2. stupné. Je vsak dokazéano,
ze takovéto vypocetni postupy neexistuji pro polynomy stupnu > 4. Avsak
uvedené vypoctové postupy pro polynomy tietiho a ¢tvrtého stupné davaji
casto vysledky v nevhodném tvaru. Proto se vétSinou nepouzivaji.

V nékterych konkrétnich piipadech se nam podaii kofeny nalézt vzhledem
ke specialnimu zadani polynomu, nebo nalezenim nékolika kotfenu zkusmo a
pak délenim polynomu soucinem korenovych ¢initelu k nalezenym korenum
prevést 1lohu na ulohu nalezeni korenu polynomu nizstho stupné. Nékdy
je mozno nacrtnout alespon ¢ast grafu polynomu a tim se vést pii hledani
korenu polynomu.

Existuje fada numerickych metod na hledani ptribliznych hodnot kotrenu poly-
nomu. Témto metodam se nemuzeme vzhledem k nasim ¢asovym moznostem
vénovat. Jsou implementované v fadé programovych systémi.

Nejcastéji je tteba uréit koreny polynomu, jejichz koeficienty jsou realna cisla.

Polynom s realnymi koeficienty budeme nazyvat redlnym polynomem.

Je-li o + 13, B # 0 k-nasobnym korenem realného polynomu

f(2) = ana” + an2" 4+ -+ a1z +ag,  a, #0, (6.21)

je téz cislo o — i3 jeho k-nasobnym korenem.

Predpokladejme, ze redlny polynom f(x) mé k-ndsobné komplexné sdruzené
kofeny « + i3, o — i3. Potom polynom f(x) lze délit soucinem kofenovych
¢initelu

dw) = {[e — (@ + B[ ~ (0 —i8)]} (6.22)



Upravou d(z) dostévame

dw) = {e—@+iB)l—(a—ip)}
- {(x—a)2+62}k.

Tedy
d(x) = (2> +pr+q), kde p=—2a, ¢=a’+ /.
Potom je f(x) = d(x)gn—ox(z). Dale pak hleddme koteny polynomu g, ok ().

7 toho, co jsme o kofenech polynomu uvedli, 1ze dospét k tomuto tvrzeni.

Necht redlny rozklad
n polynomu
f(x):anx + -+ a1x + ag

je realny polynom. Necht «,(,...v jsou vsechny jeho
navzajem rizné realné koreny a to a k-nasobny, ( -
ndsobny, ... , v m-nasobny. Necht a &b, ...,c =+ id jsou
vSechny jeho navzajem ruzné dvojice nerealnych komplexné
sdruzenych korenii. Necht a + ib je p—ndsobny,. .., ¢+ id je
g—nasobny koren. Potom plati

F@) = an-(@—a) (=B (=)
f(x—a)? + V)P [(z—c)* + dH% (6.23)

pro kazdé komplexni ¢islo x.
Polynom f(x) zapsany ve tvaru (6.23) nazyvame rozkladem
realného polynomu v realném oboru.

Priklad 6.13. Urcete rozklad realného polynomu
p(z) = 2° + 62" + 92° + 2% 4+ 62 + 9.
Reseni. Zkusmo zjistime, ze # = —3 je kofenem polynomu p(z). Délenfm

polynomu p(x) vyrazem (x + 3) dostavame
qz) =p(x): (v +3) =" +32° + 2 +3.

Zkusmo zjistime, ze x = —3 je korenem polynomu ¢(x). Délenim polynomu
q(z) vyrazem x + 3 dostavame

q(z) = (z +3)(z* + 1).

Tedy
p(z) = (x+3)%(2* +1).
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Polynom 23 + 1 zapisme ve tvaru ® + 13. Podle vzorce a® +b* = (a+b)(a® —
ab + b*) dostdvame

P41 = (2 +1)(2® -z +1).

Tedy

p(z) = (z+3)*(x+1)(2* — 2 +1)
je redlny rozklad polynomu p(x).
Piiklad 6.14. Urcete kofeny polynomu

p(z) = 2* + 42° — 167 — 16.
Reseni. Zkusmo zjistime, ze ¢islo 2 = 2 je kofenem polynomu p(z), nebot
p(2) = 0. Délenim p(z) kofenovym ¢initelem z — 2 dostavame
q(z) = p(x) : (r —2) = 2 + 627 + 122 + 8.

Tedy
p(z) = (x —2)(2® + 627 + 122 + 8).

Cislo © = —2 je kofenem polynomu ¢(x). Délenfm ¢(x) polynomem (z — 2)
dostavame
q(z) = (v +2)(2* + 4z + 4),

takze
p(z) = (v —2)(z + 2)(2® + 42 + 4).

Resenfm rovnice 22 + 42 + 4 = 0 dostdvame z12 = —2. Tedy
p(z) = (z = 2)(z +2)°

je hledanym redlnym rozkladem polynomu p(z).

6.4.2 Racion alni lomen a funkce a jeji rozklad

Racionalni lomenou funkci nazyvame kazdou funkci tvaru

Py =12,

g9(z)

kde f(x) a g(x) jsou polynomy. Jsou-li tyto polynomy redlné, je
F(z) redlna racionalni lomend funkce. PonévadZ polynom je definovan
v kazdém komplexnim cisle, je racionalni lomena funkce definovana ve
vSech komplexnich ¢islech v nichz je g(z) # 0, tj. ve vSech cislech x,
kterd nejsou koreny funkce g(x).

Priklad 6.15. Funkce




je raciondlni lomens funkce. Jmenovatel funkce g(x) = 2% + x lze psat ve
tvaru g(x) = x(z +14)(z — ). Je tedy F(x) definovana ve vsech komplexnich
¢islech ruznych od 0, —1, 1.

Necht citatel i jmenovatel racionalni lomené funkce F(x) maji spolecného
korenového ¢initel x — a.. Zkratime-li timto spole¢nym kofenovym cinitelem,
dostaneme novou racionalni lomenou funkce, oznac¢me ji G(x). Funkce F(x),
G(x) maji stejné hodnoty pro  # a. Muze se ale stat, ze funkce G(x) je
v « definovéna, zatimco F(z) neni v ¢isle a definovéna. V dalsim budeme
predpokladat, ze citatel a jmenovatel racionalni lomené funkce nemaji zadny
stejny kofen.

Necht n je stupeii polynomu ¢itatele a m je stupeil polynomu jmenovatele
racionalni lomené funkce F(x). Jestlize je n < m, funkci F'(x) nazyvame ryze
lomenou, jestlize n > m, nazyvame funkci F'(x) neryze lomenou.

Necht

—

(2)
g(x)

je neryze lomend funkce. Délenim funkce f(z) funkei g(x) dostaneme

f(z) = P(x) - g(x) + Q(),

F(z)=

—

kde P(z), Q(x) jsou polynomy. Polynom Q(z) je zbytek po déleni, jeho
stupen je mensi nez stupen polynomu g(z). Je tedy

Funkce % je ryze lomena racionalni funkce.

Slovy: Neryze lomenou racionalni funkci lze napsat jako soucet poly-
nomu a ryze lomené racionalni funkce.

Rozklad realné ryze lomené racionalni funkce na soucet parcialnich
zlomkd.

R(z) = —= (6.24)

je ryze lomena realna racionalni funkce, jejiz citatel a jme-
novatel nemaji stejny koren. Necht

9(2) = an(x — )i (x — B) - (z — )™ -
) [(g: — a)2 + b2]p o [(x _ 6)2 4 d2]q, (6.25)

rozklad na
parcialni zlomky
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kdeoa, 3,...,7v,a,b,...,c, djsourealna c¢isla, k, [, ..., m, p,
.., q jsou prirozena cisla, je rozklad jmenovatele v realném
oboru. Potom existuji realna cisla
Ala A27 SRR Aka
Bl; BZ; SR Bl7
Cla 027 cty Cm:
My, Ny; My, Noj ...5 My, Ny,
Py, Qu; Py, Qo . Py, Qs
tak, ze plati
Ay A1 Ay
R(z) = .
S v A ey S gy A
Ay N B N B4 P
z—a (-0 (z-p)"!
T R S -
(x—p) x—p (z =)™
Cm—l 02 Cl
b4 S+ -
(z =) (z—7)* z—v
Mpx + Np Mp_lﬂf —+ Np_1 NI
[(z —a)?2+ 0P [(z—a)>+ b?p!
M2$-|-N2 M1$-|-N1 X I
[(x—a)>+ 0% (z—a)?+b?
qu+Qq Pq—lx‘i‘Qq—l ++
G =P+ &1 T — e + i)
P P
T + Q2 1z + Q1 (6.26)
[(z =)+ d?)?  (x—c)?+d?
pro vsechna komplexni ¢isla x, jeZ nejsou koreny jmenova-
tele.

Duikaz: Necht A je libovolné ¢islo a « je k—nasobny kofen plynomu g(z),
takze g(z) = (z — a)kfgi(x), kde gi(x) # 0. Polozme F(z) = R(z). Potom
plati identita

Fx) = R(z) = flo) A J@) = Agi(x) (6.27)

g(z)  (z—a)t  (z—a)g(z)
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Cislo A je mozno zvolit tak, aby vyraz f(z) — Agi(z) mél éislo o za sviij
f(a)

1(a)
kofenem polynomu f(z) — Axgi(x), 1ze psét f(z) — Argi(x) = (x — ) f1(x),
kde fi(x) je polynom. Dosazenim do (6.27) dostavame

Ay f1($)
@—a)F (- lg@)

koren. Tedy polozime A = Toto ¢islo A oznacme Ay. Ponévadz je

F(x) =

Funkce #%

jeme s touto funkei stejné jako s F'(x). Tim od ni oddélime zlomek
Po k krocich dostaneme
Ay Ap-1 Ay Ay fr()

F(I):(x—oz)k+(x—oz)’“’1+...+(I—Oé)2+x—04+91($)'

je ryze lomena racionalni funkce. Je-li k—1 > 1, postupu-
Ak—1
(z—a)k—1"

Ponévadz g;(x) ma redlné koreny (3, ..., v o ndsobnostech [, ..., m, postu-

pujeme s funkef £ ’“Eg stejné jako jsme postupovali s funkci F'(z). Oddélime

tak dalsi zlomky a dostaneme

A A Co, C u(x
F(I)zikk_k..._F ! 4 ——" 44 ! + <)
(x — ) r—« (x —y)™ xr—7v v(x)
Zde funkce % je ryze lomend raciondlni funkce, jejiz jmenovatel v(z) ma
nerealné koreny a + b, a — b, ..., c+id, ¢ — id o nasobnostech p, p, ..., q,

q. Rozklad realného polynomu v(z) je pak tvaru
v(r) =[(x —a)® + 6P - [(z — ¢)® + d*]".

Analogicky lze funkci % rozlozit na soucet zlomku

u(r)  Myr+ N, P Mz + N, P
v(x)  [(z —a)?+b2)p (x —a)? 4+ b?
PrtQ . PrtQn
[(z —c)? + d?|e (x —c)2+ %
Tim vznikne rozklad funkce R(x) uvedeny ve véte. O

Zlomky, vystupujici v rozkladu ve vété 6.7, se nazyvaji parcidlni zlomky. Véta
6.7 sice zarucuje existenci konstant

Ay A1y o5 Aoy Ary oo Oy Gy oo Oy O

6.28
M,, Np; ...; My, Ny; ...; Py, Qgs .. .5 P1, Q1 ( )

ale nevypovida o zpusobu jejich urceni. K vypoctu téchto konstant existuje
rfada metod. Uvedeme z nich nasledujici metodu.

Metoda neurcitych koeficienti. Tato metoda spociva v tom, ze rovnici
(6.27) vynasobime funkci g(x). Tim dostavame rovnost mezi dvéma poly-
nomy, kterd plati pro vSechna z, ktera nejsou kofeny polynomu g(x), tedy
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pro nekone¢né mnoho ¢isel z. (Z toho lze vydedukovat, Ze oba tyto polynomy
se rovnaji pro vsechna z, tedy véetné korent polynomu g(z).) Oba polynomy
maji pak stejné koeficienty u stejnych mocnin x. Vyjadrenim rovnosti mezi
témito koeficienty u stejnych mocnin z obdrzime systém linedrnich rovnic
pro neznamé konstanty (6.28).

Priklad 6.16. Rozlozte funkci

-3+ 4+ +2
F(z) = pe (6.29)

na soucet polynomu a parcialnich zlomku.

Reseni. Funkce F (x) je neryze lomend raciondlni funkce, nebot jeji citatel
je stupné n = 5, jmenovatel je stupné m = 4 a n > m. Provedeme-li déleni
jmenovatelem, dostavame

F(z) =z + R(x), (6.30)
kde 05 1 An? )
—2x” +4rT + 1w+
R(z) —

je ryze lomenad racionalni funkce. Ziejmé

(22 + 1)

je redlnym rozkladem polynomu z* + 22. Funkci

B 23 4 A4x 4+ + 2
N zd 4+ 22

R(z)

lze psat podle véty 6.7 jako soucet parcialnich zlomku

. Ag Al M1$+N1
o=+ =yt

Nésobenim této rovnice funkei x?(x* + 1) dostdvdme
203 4 Ax? 4 x4+ 2 = Aox® + Ay + A1a® + Ajx + Mya® + Niz2.
Upravou
203 Fdat +w+2= (A + M)x* + (Ay + Ny)a? + Aiw + Ay, (6.31)

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin z v (6.31) dostdvame systém ctyt
linearnich rovnic

Ay +M; = =2,
A2 +N1 = 4,
Al - 1,
Ag = 2,

o neznamych A, Ay, My, Ny. Jeho resenim dostavame

Alzl, A2:2, M1:—3, N1:2



Je tedy

2 1 —3x + 2
F = _ _ v =
(z) x+x2+x+ 241

hledany rozklad.

Priklad 6.17. Rozlozte funkci

2t 4+ 6224+ —2
zd — 223

F(x) =

na soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce.
Reseni. Funkce F(x) je neryze lomena. Délenfm citatele jmenovatelem do-
stavame

Flz) =1+ R(x),
kde
B 223 + 62% + 1 — 2
B 3 (x — 2)

R(x) (6.32)

je ryze lomena racionalni funkce. Funkci R(x) lze podle véty 6.7 zapsat ve
tvaru

As A A B
e B A S

R(z) = (6.33)

B 2 r—2
Vynésobenim rovnice (6.33) vyrazem z3(z — 2) dostdvdme

203 +62° + 2 — 2 = Az(x — 2) + Ao (v — 2) + Ajz*(x — 2) + By
ijravou dostavame odtud

203 4+ 627 + 1 —2 = (A1 + By)z® + (Ay — 24)) 0 + (A3 — 245)x — 2A3. (6.34)

Porovnanim koeficientu u stejnych mocnin v (6.34) dostdvame tento systém
linearnich rovnic

Al —|—B1 - 2,
—2A;  +A, = 6,

oA A _ (6.35)
—245 = —2.

Jeho feSenim dostavame

Je tedy

hledany rozklad.
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integrace
parcidlnich
zlomki

6.4.3 Integrace racion alni lomen é funkce

I.) Vypocet integralu z parcialnich zlomku tvaru

ﬁ, kdek‘GN, a, A GR
r—a

Rozlisujeme dva pripady.

a) k = 1. Resme

1
E1:/ dzx.
r—a

Citatel integrandu je derivaci jmenovatele. Je tedy

1
E1:/ der =1In|z —al+c

Tr —a

v kazdém intervalu I, ktery neobsahuje ¢islo a.

b) k > 1. Resme
1
By = | ——dx.
=l

Citatel integrandu je derivaci vyrazu v zdvorce ve jmenovateli. Zavedme
substituci z —a = t, to jest x = t 4+ a. Ztejmé dx = dt. Dosazenim do daného
integralu dostavame

/ de /@ R 1 1 Iy
($ - a)k a tr t=zr—a B —k+1 t=r—a B k—1 (I - a)k_l

v kazdém intervalu I, ktery neobsahuje ¢islo a.

I1.) Vypocet integrali z parcidlnich zlomku tvaru

Mz + N
P, = , 6.36
K (22 + px + q)F ( )

kdekeN, M, N,p qg<R, p>?—4q<0.

Pred integraci prevedeme dany parcialni zlomek na soucet dvou zlomku
Mz+N 2v+p B

(224 pr+ gk (22 +px +q)F M (22 + px + q)F’

kde A, B jsou vhodné konstanty. Zjistime je napt. metodou neurcitych ko-

eficientt z rovnice A(2z 4+ p) + B = Mz + N. Z nf dostavame A = &I,
B =N — p%.

(6.37)

Vsimnéte si, ze prvni zlomek ma v citateli derivaci vyrazu v zavorce jmeno-
vatele a druhy zlomek mé v citateli konstantu.



Reseni integralu z parcidlniho zlomku (6.36) je tedy pievedeno na fedeni

nasledujicich dvou integralu.

20 +p
Ip :/—d 6.38
b (2% + px + q)* v (6.:38)
1
’p :/—d . 6.39
b (2% + px + q)* . (6.:39)

Jejich feseni popiseme v nésledujicich bodech c), d).

¢) Vypocet integrilu

2x +p
'p :/—d ) 6.40
¥ (22 + px + q)F * (6.40)

Budeme jej fesit substituci 22 + pz + ¢ = t. Dostdvame (2z + p)dx = dt.

Odtud
20 +p dt
(2% + px + q) =2 4prq

Pro k = 1 odtud dostavame

2 dt
'p = xiwdw: — = In(z* + px + q).
2
X + px + (] t t:x2+px+q

Pro k > 1 dostavame

2 dt
1Pk:/ _ r+p kdx:{/_k} _
(22 + px + q) (A PR

(..o, = [T
[ S L PR k—1[(z2+pr+qFt]

d) Vypocet integralu

2 _ 1 T
P, = /—( ~dz. (6.41)

2+ pxr +q)
Oznacme r = 4/ #. Potom lze psét
1 1
2
P=[|————dz= dzx. 6.42
S e L e L

Tento integrél fesime substituci x + & = rt. Potom dx = rdt. Je tedy

/« +5¢wﬁ‘“:{/ﬁﬁgﬁﬁﬂh%#=

2r

Oznac¢me nyni
dt
Ky= [ ——
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kde k je prirozené cislo. Potom

1 1
| g = e Rl

K, = /L’
(14 ¢2)n

kde n je libovolné ptirozené ¢islo. Vsimnémeé si, ze index n v oznaceni in-
tegrdlu K, je roven exponentu vyrazu (1 + t?) ve jmenovateli.

Vypocet integralu

K vypoctu pouzijeme metodu per partes. Zvolime

1 —2nt
=1 =—— Odtudu=t vv=—"-—.
u ’ v (1 +t2)n ud-w » (1 +t2)n+1

Pak plati

I / dt t Lo / t2dt
n ot prnd n _— =
(1+2)»  (1+2) (1 + ¢2)n+l
t ?+1-1
=4+ | ————dt =
Tree " n/ (1+ @)t
t 241 dt
= 42 - dt—2 S ——
o A e e
t

Y Ty
A e T e

Dospéli jsme tedy ke vztahu mezi K,,, K,

t
TSI Hfn
ktery lze prepsat takto
Kot = — (— 4 @n-1K (6.43)
1= — | ———— n— n - :
o (1 2)n

Integral K; zname. Plati

dt
K, = / i arctgt. (6.44)

Vztahem (6.43) lze vypocist K, 1, zndme-li K,, pro libovolné n. Ponévadz
zname K7, muzeme vypocist podle (6.43) pro n = 1 integrdl K,. Dostavame
t 1
Ky = —— + —arctgt.
2T oy e
Pro k = 3 vypocitame K3 podle z (6.43) pro n = 2 pomoci jiz spocitané
hodnoty integralu Ks. Dostavame

K t + 5 i + ! arctgt atd
= — — _— —_ I .
ST A v T a\2re) T2



Integral Kj pro urcité k vyjadifme pomoci Ky 1 podle vzorce (6.43) pro
n = k — 1. To znamend, Ze pro jeho vypocet postupné musime vypocitat
integraly Ky, Ko, -+, Ki_1. Muzeme tedy uzitim vztahu (6.43) a (6.44) vy-
pocitat K, pro libovolné k. Rikdme, ze K} je uréeno rekurentni formuls.

Integral

K, :/L
(14 2)n

pocitame podle rekurentni formule

1 t
Klzarctgt, Kn+1:% (m+(2n—1)[(n>, n:2,3,...

Vypo et n &kolika integr &ld z racion alnich lomenych funkci. priklady

E:/ 2 dz.
rz—1

Reseni. Integral piepiseme na tvar, v némsz je citatel derivaci jmenovatele.
Tedy

Priiklad 6.18. Vypocitejte

1
E:2/ dr =2In|z — 1] + ¢,
r—1

pro x v kazdém intervalu, ktery neobsahuje 1.

Priiklad 6.19. Vypocitejte

Reseni. Integral prepiSeme na integral ze zlomku, v némz ¢itatel je derivaci
vyrazu v zavorce jmenovatele. Dostavame

Zavedenim substituce x + 2 = ¢t dostavame

dt 3 1
p=3|[%|  —hate
£ t=x+2 2 ($ + 2)2

v kazdém intervalu, ktery neobsahuje (—2).
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Priiklad 6.20. Vypocitejte

2
E:/de
2+ 21+ 2

Reseni. Jmenovatel mé komplexné sdruzené koreny. Jde o integrél z parci-
alniho zlomku. Integral prepiseme na soucet dvou integralu

1 2¢ + 2 dx
FP=—)| ——do+ | ——.
2 ] 22420 +2 24+ 20+ 2

V prvnim z téchto integrélu je citatel derivaci jmenovatele, takze

1 [ 20+2 1,
— | ———dx = =1 2 2).
2/x2+2x+2 x 2n(x+ z+2)

Druhy z téchto integralu prepiSeme na tvar

/ dx _/ dx
24+22+2 ) (z+1)2+1

Zavedenim substituce x + 1 = ¢t dostavame

/7dx / dt arctg(z + 1)
== = I T .
@+ 1241 Y &

Celkem tedy dostavame

1
E = 5 In(z? 4 22 + 2) + arctg(x + 1), z € (—o0, ).

Priiklad 6.21. Vypocitejte

/ r—1 d
(22 + 4z + 5)? -

Reseni. Jde o integrél z parcidlniho zlomku. Integrand prevedeme na soucet
dvou parcialnich zlomk, z nichz jeden ma v ¢itateli derivaci vyrazu v zavorce
jmenovatele.

x—1 1 2z +4 1

= - -3 . 6.46
(22 4+4x+5)2 2 (22 +4x+5)? (22 + 4z + 5)? (6.46)

Hledany integral je tedy roven souc¢tu integralu z téchto dvou zlomku. V ¢i-
tateli prvniho zlomku je derivace vyrazu v zavorce jmenovatele. ReSime jej
tedy substituci t = 22 + 42 + 5. Dostdvame

l/ (2z+4)de 1 /@ 1 1 (6.47)
2) (@®+4z+5)% 2] ), iy 2 P+dn+5 '



Integrél z druhého zlomku v (6.46) pocitdame nésledovné

dx dx
3/m :3/((:c+2)2+1)2'

Zavedenim substituce z + 2 = ¢t dostavame odtud

3/ ((z + ;l; v1)? 3 U (tziitl)z} - = 3[K2i—s+2.

Integral K pocitdame rekurentni formuli (6.45). Dostaneme

K t + L tot
= —— 4 —arc
takze

T+ 2

1
= —arct 2).
t=x+42 2(1 4 ($ + 2)2) + 2 arc g(I + )

Uzitim téchto mezivysledku dostavame po upraveé

/ r—1 d 1 3x+ 7 3 talz+2) +
—————————dr=——-+ ———— — —arctg(z c
(2% + 4z + 5)? 2 224+4x+5 2 s

(K]

pro x € (—00,00).

Priiklad 6.22. Vypoctéte
/ 20+ 1 d
——————dx.
22(2% + 1)2

Reseni. Jde o integrél z ryze lomené racionalni funkce. Napred ji rozlozime
na soucet parcialnich zlomku. Rozklad bude mit tvar

2e+1 A +B+ Crx+D +Ex—i—F
w222+ 1)2 22 o (224 1)2 0 2241

(6.48)

Abychom urcili konstanty A, B, C, D, E, F néasobme (6.48) vyrazem
2?(2? + 1)%. Dostaneme

27+ 1= A(2* +1)* + Bo(2*> + 1)* + (Cx + D)z* +
+(Bz + F)z*(z® + 1) = A(z* + 22 + 1) + B(2° + 22° + 2) +
+(Cx® + D2*) + E(2° + 2°) + F(a* + %)

Porovnanim koeficientui u stejnych mocnin x na obou stranach dostavame
systém rovnic

0=B+FE, 0=A+F, 0=2B+C+FE
0=2A+ D+ F, 2= B, 1=A.

Jehoz tfeSenim dostaneme

A=1, B=2 C=-2 D=-1, E=-2 F=-1.
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Dostavame tedy

2 1 d d 2 1 2 1
/ s /x /x / s /—I+ dr (6.49)
x2(2? + 1)? (x2+1)? x2+1

Zavedeme nyni oznaceni

dx d:c 2x + 1 2x +1
I = I, =2 , Iy= | ————=dx, I, = d
1 / 2 - 3= /($2+1)2 T, 14 /x2+1 z

Vypocitejme nyni jednotlivé integraly na pravé strané (6.49). Dostavame

d | d
L=[S=— L=2/Z =2l
xX X xX

20+ 1
3= | ——d
s /(372+1)2 v

zapiSeme jako soucet dvou integrdli 115, Ky, kde

2x 1
1[: :/7(1 K :/— d .
3 @12 2 @@+12

Prvni z nich, integrél ' I, fesime substituci 22 + 1 = ¢. Dostavame

2z 1
e [ L
3 (2 4+ 1)2 o 14+ 22’

druhy z nich, integral

Integral

1
Ko= [ ——d
= | G

se Tesi rekurentni formuli (6.45). Dostavame

% T +1 ;
=——— + —ar .
2T (1447 20T
Celkem tedy dostavame
20 +1 1 T 1
L= ———dr=— —arctg x.
s /(372+1)2 SR R Tr ey B R

Integral I, vypocitame snadno rozepsanim na soucet dvou integralu. Dosté-
vame

2r +1 2x 1 2
L= [ = [ gt [ e =6 1) et

Jestlize dosadime dosazené vysledky do (6.49), dostavame

/ 2¢ + 1 d 1+21 2]+ 1
—_— Qr = —— ni|xr —_
x2(x? +1)2 x 1+ a2

1
— ﬁ -5 arctgx — In(2* 4+ 1) — arctg .



Upravou pak dostavame

/ 20+ 1 —3x2—|—2x—2+ 22 Bact L
————dr = n — —arctgx + c.
x2(x? +1)2 2x(1 + x2) 224+1 2 &

Lehce nahlédneme, ze vypocet plati pro kazdy interval, ktery neobsahuje
z = 0.

6.4.4 Integrace n ékterych vyznamnycht Fid funkci

Upozornéni

Funkce, ktera je vytvorena z elementarnich funkci aritme-
tickymi operacemi, nebo skladanim, nemusi mit primitivni
funkci, kterou lIze vyjadrit pomoci elementarnich funkci.
Jako priklad uvedme napr. [ med:L’. Namnoze je nutno
prikrocit k jejich numerickému vypoctu.

V literatuie se uvadi rada tiid funkeci, pro kazdou z nich se uvadi postup,
ktery zarucuje moznost nalezeni integralu funkce této tridy. Nasim cilem
neni podat vyklad bézné popisovanych tiid jak se v ucebnicich uvadéji. Kdo
mé o né zdjem at si vezme na pomoc podrobnéjsi ucéebnice. Zde si ukdzeme
nékolik piikladu tiid funkci, které se naznacenym postupem prevadéji na
integrace racionalni lomené funkce.

Zavedme si pojem raciondlni lomené funkce ve dvou proménnych. Tento

pojem pouzijeme k vymezeni tfidy funkci, na které se bude uvedeny postup
integrace vztahovat.

Racionalni lomenou funkci v proménnych w,v budeme ro-
zumét funkci, oznacme ji

R(u,v),

s touto vlastnosti: divame-li se na v jako na konstantu, po-
tom tato funkce je racionalni lomenou funkci proménné u
a divame-li se na proménnou u jako na konstantu, potom
tato funkce je racionalni lomenou funkci v proménné v.
Podobné se zavadéji racionalni lomené funkce n
proménnych, n € N.

V této kapitole bude R vzdy znacit racionalni lomenou funkci. Ne-
bude to vzdy zdiraznéno.
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Jako pifklad raciondlni lomené funkce si uvedme tyto funkce. (Napfed si zo-
pakujte pojem racionalni lomené funkce jedné proménné diskutovany v textu
»Matematika A“.)

Piiklad 6.23. a) Funkce

u+v3
f(u’/U)_ 1+u

je racionalni lomenou funkci v proménnych u, v.

Polozime-li do této funkce u = x,v = v/2x + 1, je slozena funkce

20 1 1)
Fla,vor 1 1) = 25 1(+a;+ )

racionalni lomenou funkci v x, a v v/2z + 1 avsak neni racionalni lomenou
funkci v proménné z.

b) Funkce
1+ u?
uw

g(u,v) =

je racionalni lomenou funkci v proménnych u, v.
Dosadime-li do této funkce u = sinz,v = cos z, dostaneme slozenou funkei
.2
. 1+sin“zx
G(sinx,cosr) = ———.
sin x cos

Funkce G je racionalni lomenou funkci v proménnych sin z, cos z. Neni vsak
racionalni lomenou funkei v proménné x.

¢) Funkce
u+1

Vu+uw

neni racionalni lomenou funkci v proménnych wu, v.

h(u,v) =

Integr al z funkce R(x, Vax + b)

Necht
R(z,Var+0b) kde a,beR,a#0,seN,s>1 (6.50)

je raciondlni lomen4 funkce ve dvou proménnych x, v/ax + b. Uvedme si tii
piiklady z této tiidy funkei

T+ \/x V2x+3

b) | T+ /T
1+ 22 T+ v2x+3

1+ Jx

¢)

a)

Funkce

d) T+ \/x
vr+1

do tfidy téchto funkei nepatii (zduvodnéte !)




Postup vypoctu. Integraly funkei této tiidy resime substituci
Vax +b=t. (6.51)

Ukazme nyni zpusob feseni integralu funkci této skupiny zcela formalné.
Splnéni predpokladu pro opravnénost uvedeného postupu je nutno oveérit
u kazdého jednotlivého pifkladu zvlast. Pokud tak neucinite, je zapotiebi
se presvedcit o spravnosti provedeného vypoctu derivovanim dosazeného
vysledku s diskuzi o intervalu, v némz vypocet plati.

Z (6.51) dostaneme povysenim na s-tou ax + b = t*. Odtud

1
r=—(t"—b), takze dx = —st*"'dt (6.52)
a a

Tedy

/R Vaxr+b dx—{/R )15t5_1dt :
@ t=3/aztb

Tim jsme prevedli vypocet zadaného integralu proménné x na integral z ra-
ciondalni lomené funkce proménné ¢.

Priiklad 6.24. Vypocitejte

A:/ivhﬂc,%
x

ReSeni. Jednd se o integral z raciondlni lomené funkce v proménnych z,
v2z + 1. Integrand je funkce spojitd jak na intervalu J; = (—1,0), tak na
intervalu Jo = (0, 00). Podle nahote uvedeného navodu zavedeme substituci

V2r+1=t.

Intervalu J; odpovidd touto transformaci interval I; = (0,1) a intervalu
Jo odpovida interval Iy = (1,00). Ze vztahu /22 + 1 = ¢ vypocitejme x.
Dostavame
-1

2 Y

dr = tdt.

xr =

Oznacme ¢(t) = ﬁT’l pro t € Iy, resp. pro t € I,. Lehce nahlédneme, ze
funkce ¢(t) spliuje predpoklady véty o substituci:je spojitd a ma spojitou
nenulovou derivaci na Iy, resp. na I, Ztejmé ¢(Iy) = Ji, ¢(Iz) = Jp. In-
tegral f @ dx na intervalu Ji, resp. na intervalu J, se prevadi uvedenou
substituci na vypocet integrdlu

t2
2/ at
2 -1

na intervalu [, resp. na intervalu Is.
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Jde o integrél z neryze lomené racionalni funkce. Jejim rozkladem na soucet
polynomu a parcialnich zlomku a jejich naslednou integraci dostavame

2/ t* dt—2/dt+ L / Loty
p_1 " -1 rr1 "

Zpétnou substituci t = /2x + 1 dostaneme pak

t—1 L
P C.
t+1

V2r+1-1
A=2V2z+1+In|—m—| + 6.53
* n\/2x+1+1 ¢ ( )

pro z € (—3,0) a pro z € (0, 00).

Proved'te zkousku spravnosti vypoctu derivovanim vysledku (6.53)

Nésledujici tiidy funkei jsou uvedeny pouze informativné. Jsou uvedeny pou-
ze transformace, které zarucuji prevod integralu z funkce dané tridy na in-
tegral z racionalni lomené funkce.

z s +b
Integr al z funkce R (z, ,/‘jijrd).

Ukazme si postup integrace funkce tvaru

R(z, v aw—l—b>7 kde ad — be # 0,0 + ¢ # 0.
cr

+d
S/ax—i—b_t
cx+d

prevede na integral z racionalni lomené funkce v proménné ¢. Je totiz

Integral se substituci

dt® —b d—>b
r=—— ; d:czia‘ € st 1t
cts—a (cts — a)?

Integr &l z funkce R (z,Vaz? + bx + c).

Na teSeni integrali tohoto typu je znamé fada metod. K feseni je mozno pouzit tzv.
FEulerovijch substituci a to:

1) Je-li @ > 0 polozime vax? + bx + ¢ = zv/a + t.

2) Je-li @ < 0 m4 odmocnina vax? + bx + ¢ vyznam jenom tehdy, ma-li polynom ax? +
bx + ¢ dva rizné redlné kofeny. Oznaéme je x1,x2. Nechf 21 < x9. V tomto pifpadé
polozime

var?+br+c=+—a(r —x1) 2T
xr — X

Tim je integral pfeveden na integrél typu

R(m,\/ax+b).
cx +d




Integr &l typu [ cos™ zsin™ x dz.

Integraly typu [ cos™ asin” x dx, kde m, n jsou celd ¢isla, pricemz alespon jedno z nich
je liché. Je-li m (n) sudé, zavedeme substituci cosz = ¢ (sinx = t). Jsou-li obé ¢isla m, n
lich4, je mozno pouzit jak substituce sinz = ¢, tak i substituce cosz = t. Ridime se jen
tim, aby vypocet integrdlu byl co nejjednodussi.

Priklad 6.25. Vypoctéte

.3 -3
sin” @ s cos® T

a) 5— d, b) [ sin’zdz, c) —— dx.
cos? x sin® x

Reseni.

sin®
a) —dr =
COS* T

1—¢t2 1 1
= — dt =—4+t+c= +cosx + ¢,

= —/(1 —t%)2dt =

cosx =t, sinfz=1-—1¢2
—sinzdr = dt

12 t cos
x € I, kde I neobsahuje ¢isla (2k + 1)%, keZ.
cosz =t, sinz=(1—1t)?

—sinxdr = dt

%

b) /sin5 xdr =
2 3

t‘
:—/(1—2t2+t4)dt:—t+§t3—?+c:
9]

-
2 4 cos’ x
5

:—cosx+§cos x — +e¢, x€(—00,00).
inz =t 1—1?
sin x ‘_/ di —

cos® x
2 / sin® x dv = cosxdr = dt 5
1 1 1 1
:_E+ﬁ+cz_4sin4x 25in2ac+c7
pro x € I, kde I neobsahuje ¢isla knw, k € Z.

6.5 Shrnuti, tlohy

Shrnuti kapitoly

V této kapitole se zavadi pojem primitivni funkce k dané funkci a vysetiuje
se otazka existence primitivni funkce k dané funkci. Ukazuje se, ze na kazdém
intervalu existuje siroka trida funkei, k nimz existuji funkce primitivni. Jsou
to funkce spojité na daném intervalu. V piikladé na strané 176 je uvedena
funkce nespojité na intervalu (—1, 1), kterd ma na ném funkei primitivni. Ta-
kovéto funkce se v aplikacich vyskytuji jen ziidka. Nalezeni primitivni funkce
k dané funkci muze byt velice obtizné. K funkci, vytvorené raciondlnimi ope-
racemi z elementarnich funkci nemusi existovat funkce primitivni, kterou by
bylo mozno vyjddrit elementdrnimi funkcemi.

V kapitole je uveden seznam dulezitych funkeci a k nim odpovidajicich funkei
primitivnich. Déle se ukazuji metody na nalezeni primitivni funkce k funkci,
ktera je linearni kombinaci funkci, k nimz jsou primitivni funkce znamé. Déle
jsou uvedeny dveé dulezité metody na hledani primitivni funkce k dané funkei.
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6. Neur ity integr al

Je to metoda per partes a metoda substitucni. Neexistuje obecny postup pro
vypocet neurcitého integralu. Existuji pouze popisy metod pro hledani pri-
mitivnich funkei k funkeim z jistych specifikovanych tiid funkei. V textu je

VVVVVV

funkci. Na konci kapitoly je uvedeno i nékolik dalsich tiid se stru¢nym popi-
sem postupu feSeni. Na tuto ¢ast textu je nutno se divat jen orientacné.

Ulohy

1. Co je to neurcity integral na intervalu? Co vite o jeho existenci?

2. Vysvétlete metodu per partes na hledani neurcitého integralu.
3. Vysvétlete metody substituéni na hledani neurcitého integralu.
4. Popiste metodu integrace racionalni lomené funkce.

5. Co je to racionalni lomend funkce v proménnych u, v?

6. Co je to raciondlni lomend funkce v proménnych sin z, cos z?

7. Co je to raciondlni lomend funkce v proménnych x, ¢/ %t2?
cx+d

8. Popiste postup feseni integralu f R(x, g/ % )dx.

9. Vypocitejte néasledujici neurcité integraly:
a)  [(32? —2x+41)dx (23 — 2+ 2 +c, v € (—00,00)]
b) fﬁdx [Vx+e¢ ze(0,00)]
2 2
0) f(\/mﬁ) dz £ 4+ 22+ In |z, 2 € (0,00)]
d)  [tda Bay/z+2y/x + ¢, x € (0,00)]
e) [FHEdx [— (?1;; + %) , & € (—00,00)]
f) [ sin® 2 da [3(z —sinz), z € (—o0,00)]

10. Vypocitejte nasledujici neurcité integraly:

a)  [wze"dx [e®(x — 1) + ¢, € (—00,00)]
b)  [Inzdx [tlnx —x + ¢, x € (0,00)]
¢) [xsinzdr [~z cosx +sina + ¢, x € (—00,00)]
d) [ Rrdy [fIn’z +c, z € (0,00)]

e) [V1—a?d [Per partes: v/ = 1,v = V1 — 22
s(2v1— 2?4 arcsinz) + ¢, x € (—1,1)]

f) [ arcsinx dz [zarcsinz + V1 —a% +¢, x € (—1,1)]
11. Naleznéte rekurentni formule pro vypocet integralu:

a) I,= [x"e"dx,kden € NU{0} [Per partes: v’ = e” v =™
I, =a"e* —nl,_ 1, [y =€*, x € (—00,0)]
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b) I, = [sin"zdz, kde n € NU {0}
[Per partes: v = sinz, v = sm”’lx; pro n > 2 je

I, = —L(coszsin™ 'z — (n— 1)1, ), Iy =z, I = —cosuz,]

12. Vypocitejte integraly:

a)  [sin(5— 6z)dx [ cos(5 — 62) + ¢, x € (—00,00)]

b) [ —=dx (Substituce nz =t)
In|Inz|+¢, x€(0,1)U(1,00)]
c) [2v/22+ 1dx  (Substituce 22 + 1 = t)
[% (2 + 13 4 ¢, z € (—00,00)]
d)  [a*V1+a3dr  (Substituce 2° +1 =t)
[Zv/(1+a2%)8 +¢, z e (—o00,00)]

13. Vypocitejte integraly:

a) fxgdfam [——5 4+ ¢, x € (—00,—2) aproz € (2,00)]
b) [ i do [3In(a? + 22+ 5) —arctg #F + ¢, @ € (—00,00)]
o [ [ [% arctg 7 + m} +c, € (—00,00)]
) J (12+2x+3)2 z [— f arctg I—\?l - wgﬁiﬁ”) +¢, © € (—00,00)]

14. Vypocitejte integraly:

a) S d [z — 22 +2In(1 + ) + ¢, z € (0,00)]
b)  [sin®zcos®zdx [$sin*z — tsin®z + ¢, 2 € (—o0,0)]
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Cil kapitoly
Cilem je
B seznamit se se zavedenim Riemanova integralu
seznamit se se zakladnimi vlastnostmi Riemanova integralu
seznamit se s nékterymi tiidami integrovatelnych funkeci
seznamit se s integralem jako funkei horni meze
seznamit se s metodami na vycisleni urcitého integralu
seznamit se se zavedenim nevlastnich integralu vzhledem k funkci a

vzhledem k intervalu
B seznamit se s pojmem numerického vypoctu urcitého integralu.

Casov a zatéz
® 10 hodin

Uvod k zavedeni pojmu ur &itého integr alu

b
S pojmem uré¢itého integralu f f(z) dx jste se jiz setkali v diivéjsim studiu.

a
Drive, nez si tento pojem zobecnime, tak si jej zopakujme tak, jak jste jej
meéli zavedeny.

Definice 7.1. Necht a,b € R, a < b. Necht funkce f(z) je spojitd na (a,b) a
necht F(x) je jakdkoliv primitivni funkce k f(z ) a (a, b). Definujeme urcity
x)

integrél z funkce f(z) od a do b, oznacime jej f f(z) dz, vztahem

a

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a). (7.1)

b
Cislo a nazyvéme dolni a ¢islo b horni mez{ integrélu [ f(z) dz.
a

Poznamka 1. Je-li G(z) jind primitivni funkce k funkci f(x) na (a,b),
potom G(x) = F(z) + ¢, kde ¢ je vhodna konstanta. Potom

G(b) — G(a) = (F(b) + ¢) — (F(a) + ¢) = F(b) — F(a).
Tedy (7.1) nezavisi na volbé primitivn{ funkce k funkci f(x) na (a, b). Déle de-
finujeme [ f(x)dx vztahem [ f(z)dr = — f;f(:c) dx a, je-li a = b, polozime
b b

Piiklad 7.1. Necht f(x) = 2% z € (2,3), F(z) = %3, x € (2,3). Funkce

f(z), F(z) maji vlastnosti uvedené v definici 7.1. Je tedy

3
33 23 8
dr=F(3)—-F2)=%> - > =9— - = —.
[atdr=r@) -F =% - T =02
2



Podivejme se nyni podrobnéji na vztah (7.1). Necht n € N a {x;,}71] jsou

takové body z intervalu (a, b), ze
a=21<To<: < Tpy1 =D
Potom

F(b) = F(a) = (F(@ai1) = F(z)) + (F(@n) = Fl@n-)) +

4g (F(gcg) _ F(@) + (F(@) - F(x1)>. (7.2)
Podle véty o stredni hodnoté diferencialniho poctu je

Flapg) — Fag) = F'(&) (2p1 — a1), kde & € (2, To11)

je vhodné cislo. Existuji tedy cisla & € (x1,22), & € (we,23),..., & €
(T, Tny1) tak, ze

F(b) — Fla) = 3" F/(&) (@ — ).
k=1
Tedy
/}uwmz F(6) (@ass — ). (7.3)
o k=1

Na obr. 7.1 je znazornéna funkce f(z) spojitd na (a,b). Jsou na ném vy-
znaceny body 1, xa, ..., i1 (pron = 4). Byly zvoleny tak, ze mezi nimi jsou
v8echny nulové body funkce f(z). Je-li (xy,z41) interval, na némz je funkce
f(z) >0 (f(x) < 0), predstavuje (2541 — xx)f(£x) obsah (obsah nasobeny
,—1%) obdélnika o strandch 2y — @k, | f(&)]. Cim je &slo @41 — x5 mensi,
tim je tento obsah blizsi k intuitivné chapanému obsahu rovinného obrazce
vytvofeném osou z, piimkami x = xy, * = x4 a grafem funkce y = |f(x)|.
Uvazujme nyni utvar vytvoreny osou x, primkami z = a, x = b a grafem
funkce y = f(x). Tento utvar rozdélme na ¢édsti nad osou x a na ¢asti pod
osou x. Prava strana v (7.3) predstavuje aproximaci rozdilu P, — P, kde P,
je soucet intuitivné chapanych obsahu ¢asti utvaru nad osou x a P, je soucet

obsaht casti utvaru pod osou z. Odtud lze odvodit, ze fbf(x) dx je roven
P — P, ’

V definici 7.1 se mimo jiné predpoklddalo, ze funkce f(x) je spojita na (a,b).
V dalsim zavedeme fb f(z)dz i pro piipady, kdy funkce f(x) neni spojita na
(a,b). ’

219




7. Urcity integr al

220

dé&leni intervalu,
norma délen{

[§1, £ (&1)] y=[f(x)

(€2, f(&2)]
a=x1 & T2 £ 3|\ &3 Ta| &4 b=ws
(€3, f(£3)] 4, f(&a)]

Obréazek 7.1: K vyznamu urcitého integralu.

7.1 Zavedeni Riemanova integr alu

Déleni intervalu, norma déleni

Necht a,b € R, a < b a necht n € N. Necht {z;}7L] jsou takové body
z intervalu (a, b), ze

a:$1<$2<"'<$i<$i+1<"'<$n<$n+1:b.
Témito body je urceno n intervalu
(x1,29), (Ta, 23), .o, (@i, Ti1)y o ooy (T, T1)-

Budeme fikat, ze tvoii déleni intervalu (a,b) na n ¢éstecnych intervalu.
Oznacime je napt. D, resp. D,, chceme-li zduraznit pocet casteénych in-
tervalu. Body x; nazveme délicimi body. Cislo

D = max fai.1 — i

nazveme normou deleni D.

Necht D, D jsou déleni intervalu (a,b). Rekneme, ze déleni D je zjemnénim
déleni D, jestlize kazdy délici bod déleni D je i délicim bodem déleni D.

Piiklad 7.2. Uvazujme interval (1,2). Zvolme n = 4 a délici body x1 = 1;
ro = 1,2, x3 = 1,3; x4 = 1,35; x5 = 2. Témito body je urceno déleni D,
intervalu (1,2) na 4 ¢dstecné intervaly

(1:1,2), (12:1,3), (1,3;1.35), (1,35;2).

Normou tohoto délent je ||Dy|| = 0,65.

Déleni Dg urcené body
r1=1, 20=12, x3=1,25, x4 =13, x5 =1,35, x¢ = 1,7, 7 = 2,
délf interval (1,2) na 6 castecnych intervalu
(1;1,2), (1,2;1,25), (1,25;1,3), (1,3;1,35), (1,35;1,7), (1,7;2).

Ponévadz kazdy délici bod déleni Dy je i délicim bodem déleni Dg, je déleni
Dg zjemnénim déleni Dy.



Rekneme, 7e funkce f(x) je na intervalu .J omezend, jestlize je na ném defi-
novana a jestlize existuji takova ¢isla m, M € R, ze

m< flz) <M pro vSechna z € J.

Priklad 7.3. Funkcey = 22 je na intervalu (0, 1) omezend, nebot 0 < z? < 1

pro vsechna x € (0,1). Funkce f(z) = % pro z € (0,1), f(0) = 0, neni na

intervalu (0, 1) omezena, nebot lim+ 1 — 0. Neexistuje ¢fslo M € R, pro néz
z—0

by platilo f(z) < M, z € (0,1).

Riemantv integral — zavedeni pojmu definice
Riemanova

Necht f(z) je omezend funkce na intervalu (a, b) a necht D, je déleni intervalu o
integralu

(a,b) s délicimi body zx, k =1,2,...,n+ 1. Oznacme

m; = inf  f(x), M;= sup f(z).

I€<I1‘,,I1‘,+1> :z:e(:z:i,z,i+1>

Potom
5(f7 Dn) = Zmi<$i+1 - Ii)
i=1

nazveme dolnim Riemanovym souctem funkce f pro déleni D,, a
S(f.Dy) = ZMi($i+1 — ;)
i=1

nazveme hornim Riemanovym souctem funkce f pro déleni D,,.

V dalsim textu této kapitoly budou mit ¢isla m;, M; vySe uvedeny vyznam,
pokud nebude uvedeno jinak.

Pozniamka. Cislo m;(z;1 — ;) predstavuje plosny obsah obdélnika o stra-
nach |my|, ;41 — x;, je-li m; > 0, a predstavuje obsah tohoto obdélnika
nasobeného —1, je-li m; < 0. Podobny vyznam maji ¢isla M;(z;41 — x;).
Na obr. 7.2 je interval (a,b) rozdélen na n = 5 ¢astecnych intervalu. Je na
ném vyznacen vyznam Cisla s(f, D5). Na obr. 7.3 je vyznacen vyznam ¢isla
S(f, Ds) pro totéz déleni Ds.

y=f(x) /! y=f(x)
a | b a b
x T X
T T2| X3 T4 T5 T X T2| X3 T4 X5 Tg
Obrézek 7.2: Vyznam s(f, Ds). Obrazek 7.3: Vyznam S(f, Ds).
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Poznamka. 7 definice ¢isel s(f, D), S(f, D) je patrno, ze pokud oznacime
m = inf f(x), M = sup f(x), potom
z€(a,b) z€(a,b)
m(b_a) < S(faD) < S(fyD) < M(b_a)
pro kazdé déleni D intervalu (a,b).

Je-li tedy f omezend funkce na intervalu (a, b), potom mnozina vsech dolnich
(hornich) Riemanovych souétu prislusnych ke vsem délenim D intervalu (a, b)
je shora (zdola) omezena cislem M (b — a) (m(b — a)), takze existuje jejf
suprémum (infimum). Oznacme

b
[ @) do = sups(r.D)
D

a nazveme je dolnim Riemanovym integrdlem funkce f(x) od a do b. Oznaéme

/f(:c) do = i%fS(f,D)

a nazveme je hornim Riemanovym integralem funkce f(x) na intervalu (a, b).

Definice 7.2. (Definice Riemanova integralu) -

Nechf funkce f(z) je omezena na intervalu (a,b). Rekneme,
ze funkce f(x) ma na intervalu (a,b) Riemanuv integrél a
znacime jej

jestlize

Klademe pak

b b

/f(x) dr = /f(x) dr = /bf(x) dz.

[S]
Q




b
Pozndmka 1. V oznaceni [ f(z)dz se symbol [ nazyvé integracnim

a
znakem, Cislo a se nazyva dolni mez a ¢islo b se nazyva horni mez Rie-
manova integrdlu. Misto Riemanuv integral budeme casto tikat jen in-
tegral. Funkci f(x) nazyvame integrandem. Jestlize existuje (neexistuje)
b

[ f(x) dz, budeme fikat, ze funkce f(z) je (nenf) na intervalu (a,b) in-

tegrabilni resp. integrovatelna.

b

Pozndmka 2. Uvédomte si, ze oznaceni [ f(z)dr méd dvoji vyznam:
~ /s ’ 7 U . . “ . . ~ .
oznaceni integralu, ktery budto existuje nebo neexistuje, a oznaceni jeho

hodnoty, to jest cisla.

Priklad 7.4. Uvazujme funkci f(z) = e, x € (23). Oznacme h = 22 = 0,1. \Z/Z\S/gcelz?'
Polozme Riemanova
xp =24 (k—1)h, k=1,2,...,11. integrdlu na
pFikladé

Body {x1}}L, tvoif déleni Dyq intervalu (2,3). Urcéeme s(f, D1o) a S(f, D1o).

Reseni. Ponévadz f(x) je na intervalu (2, 3) rostouci, plati

mk: - Hlf f(l‘) = emk e2+(k71)hf — 62 . e(k*l)h
TE(Th,Tht1)
M= sup f(x) =™+ = 2Thh = 2. okh
TE(T L, Thq1)
Je tedy
10
s(f, D) = Z eZelh—1h. 0,1 = O,leQ*h Z ekh
k=1

S(f, Dyg) = ZeQekh 0,1 =0,1¢? Zekh

Ponévadz {ef"}10  je geometrickd posloupnost s kvocientem e”, dostavdme

on pl— ' 1—
S(f,Dlo) :0,16 - e ﬁ _016 w =12 0722
1— 10h 1—
_ 2 h _ 2,1
S(f, DlU) = 0,16 - e ﬁ = 0,16 1— @O 1= 13 3419

3
(Vypoctem [ e*dz bychom obdrzeli 12,69648. .. .)
)

Prikroéme nyni k porovnéni dolniho (horniho) Riemanova integrélniho souctu
prislusnému k déleni D a k jeho zjemnéni D.

Necht f(z) je omezend funkce na intervalu {a, b) a necht D je délenf intervalu
(a,b) s délicimi body a =21 < X9 < - < x; < Ty < -+ < Ty < Tpy1 = b.

223



7. Urcity integr al

224

Oznacme D déleni intervalu (a, by, které vznikne z déleni D pFidénim dalstho
délictho bodu ¢ € (z;,;11). Tedy necht

=21 <To< - <L, <Cc<Tig1 < - <XTp<Tpp1=20

jsou délici body déleni D. Porovnejme hodnoty s(f, D), s(f,D), S(f,D)
S(f, D). Dostavame
s(f, D) =mi(x2 —x1) + -+ mi(Tig1 — ) + -+ M (Tpg1 — ),
kde m; = <inf )f(w) Cislo s(f, D) vznikne z &isla s(f, D) tak, ze vyraz
TE(X4,Ti4+1

m;(z;11 — ;) nahradime souc¢tem

mii(c — ;) + mi(Tpp1 — €),

kde
my = inf  f(z), mp = inf  f(x).
z€(xi,c) ze(c,it1)
Ponévadz
mi 2 my, Mg 2> My

je 3

s(f, D) < s(f, D).
Podobné R

S(f,D) < S(f,D).
Je tedy

b

sUﬂ»gsuivs/#mmxg/}umxsaﬂﬁwsaﬁD»

a

Vyse uvedené déleni D intervalu (a,b) je zjemnénim déleni D. Piidénim
dalsich délicich bodu k délicim bodum déleni D dostaneme jeho zjemnéni.
Plati proto toto tvrzeni:

Necht f(z) je omezena funkce na (a,b). Necht D je délenf intervalu (a,b) a
D je jeho zjemnéni. Potom plati

S(.D) < s(1.D) < [ f@ydo < [ fla)dn < S(1.D) < S(1.D). (1)

Uved'me si nynf nutné a postacujici podminky pro existenci integralu z ome-
zené funkce f(x) na (a,b).

Véta 7.1. Necht funkce f(x) je omezend na intervalu (a,b). Nutnou a
b

postacujici podminkou pro existenci [ f(z)dz je, Ze k libovolnému ¢ > 0

existuje takové déleni D, intervalu {(a,b), ze

S(f,D.) —s(f,D.) <e. (7.5)



Dukaz: ,
a) Necht existuje [ f(x)dz. Ponévadz

b

/f@MwZ%?dﬁD%

a
existuje takové déleni D!, ze

b

5
[ f@yds—st.0h < 5. (7.6)
Podobné, ponévadz
b
[ @) dr =t (1.0,
existuje takové délen{ D?, ze
b
5
S(.08) - [ fw)de < &

a

Necht D. je zjemnéni obou déleni D}, D2. Pro toto délenf dostdvame z (7.6),
(7.7) s ohledem na (7.4)

b

/f(x) dx — s(f,D.) <

a

)

DO ™

S@DQ—/ﬂ@M<%.

Sectenim téchto vztahu dostdvame (7.5).

b) Necht plati (7.5). Z nerovnosti

b

/f(x)dxﬁS(f,DE), /f(x)des(f,DE),

a

dostavdame odectenim

Og/f(x)dx—/f(:c)d:cgS(f,DE)—s(f,DE)<5.

a
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Riemaniv
integralni
soucet

Ponévadz ¢ je libovolné, plati

if(x) dx:/bf(x)dx:/f(x)dx.

a a

Graficky znazornéno:

O

Uvedeme si nyni ekvivalentni zpisob zavedeni Riemanova integrdlu. Napred
uved'me nékolik pojmi, které k tomu pouZijeme.

Nulova posloupnost déleni intervalu (a,b).
Necht {D,}°2, je posloupnost délen{ intervalu (a, b). Jestlize lim ||D,|| =0,

potom posloupnost {D,,}>2; nazveme nulovou posloupnosti déleni intervalu
(a,b).

Zaved'me si nyni ,, Reimantv integralni soucet“ a moznost jeho pouziti k al-
ternativnimu zpusobu zavedeni ur¢itého integralu.

Riemantv integralni soucet.

Necht f(z) je omezena funkce na intervalu (a,b), D,, déleni intervalu {(a,b)
na n ¢astecnych intervalu s délicimi body

=T <Ty < - <x; < < Ty < Tpyp =D

Oznac¢me déle Z(D,,) mnozinu vsech takovych usporadanych skupin n-cisel
"= (&,...,&), ze & € (x;,x41). Potom &islo

o(f;Dp,"€) =Y f(&) (@i —xi),  kde "€ € Z(D,),

nazyvame Riemanovym integralnim souctem funkce f prislusnym k déleni
D,, a skupiné ¢isel "€ € Z(D,,).

Na obr. 7.4 je znazornén Riemanuv integrélni soucet pro zvolené déleni D, a
zvolend cisla *¢ € Z(D,). Na obr. 7.4 je funkee f(x) > 0 pro « € {(a,b). Cislo
o(f, Dy,*€) aproximuje intuitivné chdpany plosny obsah rovinného obrazce
vytvoreného osou z, piimkami = = a, x = b a kiivkou y = f(x).

Lehce nahlédneme, zZe pro kazdé déleni D,, intervalu (a, b) plati

s(f, Dn) < o(f, Dn,"8) < S(f, Dn)



y = f(x)

a=x1 & o & x3 &3 x4 & x5=0

Obrazek 7.4: Riemanuv integralni soucet.

pro kazdou volbu skupiny ¢isel "€ = {&,&,...,&.} € Z(D,), to jest ta-
kovych ¢isel, ze x; < & < x;11. (Udélejte si nacrtek a tvrzeni zduvodnéte!)

Lze dokéazat nasledujici vétu.

Véta 7.2. Necht funkce f(x) je omezend na intervalu (a,b). Potom funkce
b
f(z) md na intervalu (a,b) Riemanuv integrdl [ f(z)dx roven A kdyz a

jenom kdyz pro kazdou nulovou posloupnost déleni {D,,}°% | a kazdou volbu
"¢ e Z(D,) je
lim o(f, D,,"€) = A.

n—oo

Dukaz: Bez dukazu. 0

b
Z véty vyplyvd, ze jestlize existuje [ f(z) dz, 1ze jej aproximovat Riema-

novym souctem. Predstava Riemanova integralniho souc¢tu nam pomuze
v ruznych aplikacich pouzit urcity integral.

Plati tedy nésledujici véta.

Necht funkce f(z) je integrovatelnd na uzavreném intervalu
{a,b). Necht {D,}>2, je libovolnd nulova posloupnost déleni
intervalu (a,b) a "€ € Z(D,), n=1,2,.... Potom

b
lim o(f, D,,"€) = /f(x) dx.
n—:oo
a
Dtkaz: Véta je bezprosttednim dusledkem véty 7.2. 0

Poznamka. Véta je vyuzitelna v ruznych aplikacich.
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dbefinice
f flz)dz

prob=a a
prob<a

Definice 7.3. (Rozsifeni pojmu Riemanova integralu.) -

b
Zatim jsme zavedli Riemanuv integral [ f(z)dx z omezené

a
funkce pro piipad a < b. Tuto definici rozsiiime. Necht a <

b. Polozme

b

j f(x)dz =0, / flaydo =~ [ f(o) s

a

pokud existuje integral na pravé straneé.

7.2 Vlastnosti Riemanova integr alu

Uved'me si nékolik uzitecnych vét. Véty 7.4—7.9 lehce pochopite nakreslenim
funkce f(z) na prislusnych intervalech a uvédomite-li si geometricky vyznam
urc¢itého integrélu.

Véta 7.4.

Necht funkce f je integrovatelnd na {a,b) a necht {a,(3) C
{(a,b). Potom je integrovatelna na («, [3).

Dukaz: Bez dukazu. O

c b
Necht existuji integrdly [ f(z)dz, [ f(z)dx. Potom exis-

b
tuje [ f(x)dx a plati

/bf(flf)df/cf(x)d:c+/bf(x)d:c.

Dukaz: Bez dukazu. 0




Necht funkce f(z) je integrovatelnd na ({(a,b) a necht {¢;}™,

jsou takové body z (a,b), Zze a = ¢ < ¢ < - <
Cit1

¢m-1 < ¢n = b Potom existuji integrdly [ f(z)dz,

Cq

1=1,2,...,m—1, a plati

b Ci+1

/f(x)da;:g/f(x)dx.

a

Dikaz: Véta je bezprostrednim dusledkem vét 7.4 a 7.5. 0

Necht f a g jsou integrovatelné funkce na {(a,b) a necht o, 3 € R. Potom
funkce af + (g je integrovatelnd na (a,b) a plati

b

/(af(x) + Bg(z)) dx = a/bf(a:) dr + ﬁ/bg(x) dx. (7.8)

a

Dukaz: Necht {D,}>2; je nulovd posloupnost déleni intervalu (a,b). Ke
kazdému déleni intervalu D,, utvoime Riemanovy integralni soucty

o(f, Dn,"8), 0(g, Dn,"8),  kde"§ € Z(Dn).

Ziejmé
o(af + B9, Dn,"8) = ao(f, Dn,"§) + Bo(g, Dn,"€) (7.9)

je integralni soucet funkce af () + Bg(x). Ponévadz

n—oo

b b
lim (a0(f, Dy, "€) + (g, Da,"€)) = / f(x)d + 8 / o(z) dz,

existuje téz

lim o(af + B9, Dn,"8),

takze plati (7.8). 0
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Necht funkce f je integrovatelnd na (a,b) a necht pro
vsechna x € (a,b) je f(x) > 0. Potom

b
/f(:z;) dx > 0.
a b

Geometrickym vyznamem [ f(x)dx je plosny obsah iitvaru

a
vytvoreného osou x, primkami x = a, v = b a grafem funkce
y = f(x), z € (a,b). Viz obr. 7.5 (itvar je vyznacen Sedeé).

Dikaz: Pro kazdé déleni D intervalu (a,b) je s(f, D) > 0, takze dostavame

s%p s(f,D) > 0, a proto fbf(x) dx > 0. 0
Y
y=f(x)
0 ! .
a p

b
Obrézek 7.5: Vyznam [ f(x)dz, f(x) >0, z € {(a,b).

Necht f a g jsou integrovatelné na (a,b) a necht f(x) < g(x) pro x €

(a,b). Potom plati
b b
/f(x) dxg/g(x) dx.

a

Dikaz: Podle predpokladu véty je

g(x) = f(z) 20  proz € (a,b)

a podle véty 7.7 je funkce g(z) — f(x) integrace schopna a plati

b

0< / (9(2) — F(2)) d = / ga)de— [ f(a)de

a
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Odtud

/bf(x) dr < /bg(l’) da. O

Uved'me si nyni vétu o stfedni hodnoté integralnfho poctu.

Véta 7.10. (Véta o stiedni hodnoté integr. poctu) I
Necht f je integrabilni v {(a,b). Necht

m = inf f(z), M = sup f(z).

z€(a,b) x€{a,b)

Potom existuje p € (m, M) tak, ze

b b
1
/f(:c) dx = p(b—a), neboli m/f(g;) dx = L.

Jestlize navic je funkce f(x) spojita na (a,b), existuje
¢ € (a,b) tak, ze

/ f(x) dz = F(€)(b - a),

coz lze zapsat jako

1
b—a

/bf(x) dx = f(&).

Dikaz: Uvedené tvrzeni vyplyva bezprostiedné ze vztahu
m < f(x) <M,  z€(ab)

a aplikaci véty 7.9. 0
b

Pozndmka. Cislo 7 [ f(t)dt, kde a < b, f(t) je integrovatelnd funkce na

a
(a,b), se nazyva stredni hodnota funkce f(¢) na intervalu (a, b). Jestlize napf.

“ees

7
t2_t1/f(t)dt

1

~res
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Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu (a,b). Potom
je i funkce | f| integrovatelna na {(a,b) a plati

b b

/f(x)dg: S/\f(a:)|dx.

a a

Dikaz: Bez dukazu. O
Véta 7.12. Necht g je funkce definovand na intervalu (a, b) a necht g(z) =0
pro x € (a,b) (x € (a,b)). Potom g(z) je na (a,b) integrovatelna a plati

b

/g(av) dx = 0.

a

Dikaz: Dukaz provedeme pro piipad, ze g(z) = 0 pro z € (a,b). Druhy
piipad je analogicky. Jestlize g(a) = 0, potom g(x) = 0 pro x € (a,b), takze
b
[ f(z)dz =0.
Necht tedy g(a) # 0, napi. necht g(a) > 0. Necht tedy D je déleni intervalu
(a,b) s délicimi body
a=T1 <xyg<: < Ty <Tpi1=D>
Potom
my = 0, M1 = g(a)
Je tedy
5<faD):O7 S(f,D):g<CL)(l’2—l’1)
Necht ¢ > 0 je libovolné ¢islo. Necht
€
Dl < —.
D < ==
Potom
0<5(9.D)<gla)—=¢e,  s(g, D)=
Odtud dostavame
S(gvD) _S<QJD) <E&.

b
Podle véty 7.1 existuje [ g(z)dz. Ponévadz sup s(g, D) = 0, je
a D

/bg(x) dx = 0. O



Véta 7.13. Necht funkce h je integrovatelna na (a,b) a necht f je takova
funkce na (a,b), ze h(z) = f(z) pro x € (a,b) (v € (a,b)). Potom existuje

{bf(x) dx a plati
/bf(x) dx:/bh(x) dx.

Dukaz: Dukaz vyplyva z predeslé véty, polozime-li g(x) = h(z) — f(z). [

Necht funkce h je integrovatelnd na {(a,b). Necht f je funkce, kterd se
od funkce h lisi jen v konecné mnoha bodech intervalu {(a,b). Potom
funkce f je integrovatelnd na {a,b) a plati

/bf(x) dm:/bh(x)dx.

Diikaz: Necht ¢;,i = 1,2,...,m,kdea =c¢; < ¢y < --+ < ¢, = b jsou takové
body z (a,b), ze pro x # ¢;, i = 1,...,m, je f(x) = h(z). Dostavdme

b Cit1

/h(x) dz :T:Z: / h(z) dz.

a

Uzitim véty 7.13 obdrzime

/b h(z)de = mgj 71h(x) dz = nij / f(z)de = /b f(2) dx. -

7.3 Existence Riemanova integr alu

Véta 7.15. (Véta I o existenci integrdlu.) Necht funkce f(x) je spojitd
na intervalu {a,b). Potom f(x) je na (a,b) integrovatelna.

Dikaz: K dukazu pouzijeme nésledujici vétu, kterou uvedeme bez dukazu.

Pomocnd véta. Necht funkce f(x) je spojitd na (a, b). Potom k libovolnému
¢islu € > 0 existuje takové § > 0, zavislé na e, ze pro vsechna z’, 2" € (a,b),
pro néz |z’ —2”"| < 0 je |f(2') — f(2")] < e.

Tato véta pripomind definici spojitosti funkce f(z) v daném bodé. Podstatny
rozdil je v tom, Ze 0, urcéené k ¢islu ¢, se vztahuje na cely interval (a, b).
Necht & > 0 je libovolné ¢islo. Ponévadz f(z) je spojitd na (a,b) existuje
§ > 0 tak, ze pro 2/, 2" € (a,b), |2’ — 2"| < & je |f(2') — f(«")] < $%=. Necht
D, je takové déleni (a,b), Ze ||D.|| < 6. Necht déleni D, je urceno délicimi

existence

b
[ f(@)dz, f(x)

spojitd na (a,b)
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ebxistence
[ f(z)dx, f(z)

po &astech
spojitd

body {z;}71]', pro néz je
a=T1 <xyg <+ <Xy <Tpip=>

Ponévadz funkce f(z) je spojitd na kazdém intervalu (x;,x;11), existuje

¢ € (x;,xip1) v némz funkce f nabyvd svého minima, oznaéme je m;,

a existuje ¢/ € (x;,x;11), v némz nabyva svého maxima, oznacme je M;.

Tedy m; = f(c}), M; = f(c}). Ponévadz || D.|| < 6, je |¢; — /| < & a tedy
<

() = f(¢) < 3%. Odtud
S(f, De) = s(f, Do) =Y (M; — mi)(wis1 — 1) < . f - S (@i —w) e

=1 i=1

Podle véty 7.1 je tedy funkce f(z) integrovatelna na intervalu (a,b).

Zaved'me si nyni pojem funkce po ¢dstech spojité na intervalu {(a, b).

Definice 7.4. (Po ¢astech spojita funkce.) -

Rekneme, ze funkce f(z) je na intervalu (a,b) po Gastech
spojita, je-li spojitda ve vSech jeho bodech s vyjimkou
konecného poétu bodu ci,¢s,...,¢, € (a,b) a v kazdém
vnitinim bodé z nich m&a konec¢nou limitu zprava i zleva;
pokud ¢; = a, ma v ném limitu zprava a pokud ¢, = b, ma
v ném limitu zleva.

Na obr. 7.6 je vyznacen graf po castech spojité funkce.

a=c Co c3 Cq b=cs5

Obrazek 7.6: Funkce po castech spojita.

Véta 7.16. (Véta II o existenci integralu.)

Kazda po ¢astech spojita funkce na intervalu {(a, b) je na ném
integrovatelna.

Duikaz: Necht f(z) je v intervalu {a, b) spojitd s pripadnou vyjimkou bodu

{ci}~, kde a = ¢; < ¢ < -+ < ¢, = b. Predpoklddejme, ze existuje
lim+f(ac) proi = 1,2,...,n — 1 a existuje lim f(z) pro i = 2,3... n.
T—C; T—cC.

k3

Definujme funkei f;(z) na intervalu (¢;, ¢;41) takto. Polozme



fi(ci) = lim_f(z), .fi(ci-‘rl) = lim f(), ﬁ(x) = f(z), pro z € (¢, ¢it1).

;z:—)CZ. I—>Ci+1

Funkce f;(z) je spojité na (¢;, cip1) a je tedy na (¢, ¢;o1) integrabilni. Je na
ném tedy i funkce f(z) integrabilni. Podle véty 7.5 je funkce f(z) integrabilni
na (a, b). O

Lze dokazat existenci integralu pro sirsi tf¥idu funkci. Plati tato véta:

Véta 7.17. (Véta III o existenci integralu.)
Necht funkce f(x) je omezend na intervalu {a,b) a je na
ném spojita s pripadnou vyjimkou konec¢ného poctu bodiu
nespojitosti. Potom je na (a,b) integrovatelna.

Dikaz: Necht funkce f(z) je spojitd ve vSech bodech x € (a,b) s piipadnou
vyjimkou bodu {¢;}!";, kde a = ¢; < 2 < -+ < ¢—1 < ¢, = b. Polozme
di = L(e;i + cis1), i = 1,2,...,n — 1. Uvazujme funkci f(z) na intervalech
(ciyd;), 1 =1,2,...,n— 1. Mohou nastat tyto pfipady:

() lim f(z) = f(c;). Potom f(z) je na intervalu (c¢;,d;) spojitd a tedy

intégrovatelné na (c;, d;).
(8) lim, f(z) existuje, ale je riznd od f(x;). Avsak funkce

T—C;

filz) =4 lim f(z) proz=c¢

—C.
LL‘CI

_ { f(z) pro = € (ci, d;)

je na intervalu (¢;, d;) spojita a tedy integrovatelnd. Podle véty 7.13 je
i funkce f(x) na intervalu (¢;, d;) integrovatelna.

(7) Neexistuje lim f(x). Zvolme libovolné € > 0 a ¢islo & € (¢, ¢ + 737),
kde M = sup |f(z)|. Funkce f je spojita na intervalu (¢;, d;) a tedy
z€{c;,d;)

i na intervalu (¢;,d;). Je tedy na ném integrovatelnd. Podle véty 7.1
existuje déleni D, intervalu (¢;,d;) tak, ze

S(faDa) _S(f7DE) <

O] ™

Délici body tohoto intervalu oznacme
Ci=To <3<+ <Xy < Ty =d;.

K tomuto déleni pridame délici bod z; = ¢;. Oznaéme D déleni inter-
valu (¢, d;) s délicimi body {z;}!"'. Oznacme

my= inf f(z), M= sup f(z).

z€(w1,22) z€(z1,m2)

podminky
existence

b
J f(z)dx
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Potom

S(f,D)=5S(f,De) + Mi(xy — 1),
s(f,D) = s(f, De) +my(ws — 1)

Odtud dostavame
S(f,D) - ‘S(faD) = S(fa De) - 5(f7 De) + (Ml - m1)(9€2 - $1)-
S ohledem na predeslé odhady plati

9 £ 19
— < — oo ) = = - — .
S(f, D) 5(?,D) B —|—21M (Cl Cl) B +21M M e

Podle véty 7.1 odtud plyne, ze funkce f(x) je na intervalu (¢;, d;) inte-

grovatelna pro: =1,2,...,n — 1.
Podobné lze dokazat, ze funkce f(x) je integrovatelna na kazdém intervalu
(diyciy1) proi =1,2,...,n— 1. Je tedy funkce f(z) integrovatelna na celém
intervalu (a, b). 0

Poznamka. Funkce po ¢astech spojitd na intervalu (a, b) je omezend na (a, b)
s pripadnou vyjimkou koneéného poc¢tu bodu nespojitosti.

Priklad 7.5. Funkce

2z cos:+sind proz e (—1,1),2 #0
f(z) = p : b _( ),z #
0 proz =0

je podle piikladu 6.1 v bodé 0 nespojitd. Je na intervalu (—1,1) omezend,
nebot

1
2x cos — + sin —| < 3.

T X

Je tedy na intervalu (—1, 1) integrace schopna.

7.4 Vypo Cet Riemanova integr alu

Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu {a,b). Necht
xo € {a,b). Potom funkce

F(z) = / £(t) dt,

je spojita na {(a,b) a v kazdém bodé x € (a,b), v némz je
f(t) spojita, ma funkce F(x) derivaci a plati

F'(x) = f(x). (7.10)




Duikaz: Ponévadz f je integrovatelnd na (a,b), integral [ f(¢)dt existuje

Z0o

podle véty 7.4 pro kazdé x € (a,b).

(@)

Dokazme, ze F(z) je spojitd na intervalu (a,b). Zvolme ¢ € (a,b) a
dokazme, ze F(z) je v bodé c spojitd zprava. Necht h > 0 je takové
¢islo, ze ¢ + h < b. Potom

c+h c+h
/f dt+/f t)dt = /f t)dt — /f
Tedy
c+h
F(c+h) — / f(t)
Oznacime-li M = sup |f(x)|, dostavame

z€{c,c+h)
\F(c+ h) — F(c)| < Mh.

Zvolme € > 0 a polozme ¢ = 7. Potom pro 0 < h <4 je
|F@+M—F@ﬂ§Mh<M%F%.

Je tedy F(x) spojitd zprava v bodé c¢. Podobné se ukéze, ze F(x) je
spojita zleva v kazdém bodé ¢ € (a,b). Je tedy F(z) spojita na (a,b).
Dokazme, ze je-li funkce f(t) spojitd v bodé = € (a,b), potom plati
F'(z) = f(z). (V bodé a se F'(x) chape jako derivace zprava a v bodé
b jako derivace zleva.)

Predpokladejme, ze funkce f(t) je v bodé ¢ € (a,b) spojita zprava.
Necht h > 0 je takové &islo, Ze ¢ + h < b. Potom plati

c+h ct+h

F@+2—ﬂ@_ﬂ@:%'/ﬂﬂﬁ—/f@ﬁ

Odtud

c+h

/|f (c)] dt. (7.11)

‘F@+M—F(
h

Zvolme libovolné ¢ > 0. Ponévadz funkce f(t) je spojitd v bodé c,
existuje 0 > 0 tak, ze pro t € (c,c+ 9) je |f(t) — f(c)] < e. Je-li
0 < h <6, dostavame

ct+h ct+h

1
/|f |dt<ﬁ/gdt:5,

(&
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takze z (7.11) plyne
F(c+h) — F(c)

" —flo) <e
Je tedy ( ) ©
~ F(c+h)—F(c
hlggl+ h = f(0),
to jest
F"(c) = f(c). 0

Pozndmka. Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b). Necht

xo € (a,b). Polozme
_ / oL

Necht G(z) je funkce spojitd na (a,b) a necht G'(x) = f(x) pro z € (a,b).
Potom existuje konstanta C tak, ze G(z) = F(z) + C.

Skutecné. Polozme

H(z) = G(z) — F(x).
Podle véty 7.18 a predpokladu této poznamky je
H'(z) = f(z) - f(z) =0 proa € (a,b)
takze existuje konstanta C' tak, ze
H(z)=C  proz € (a,b).
Ponévadz H(x) je spojita na (a,b), plati

lim H(z) =C, lim H(z)=C.

r—at z—b~

Je tedy H(z) = C pro = € {(a,b). Je tedy

t.

Plati tato véta:

Véta 7.19. Necht funkce f je integrovatelnd na (a,b). Necht dale
a, 3 € {(a,b). Oznacme

= /f(t) dt, xo € (a,b) je libovolné.
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B
Potom existuje [ f(z)dx a platf
«

B
/ f(z) dz = F(B) - F(a) = [F(@)]’.

Dikaz: Podle véty 7.5 plati

if(t)dt:7f(t)dt+if(t)dt:if(t)dt—]f(t)dt.

Je tedy

O
Pozniamka. Necht
a=c <Cy << Cp1<cp,=0.
Necht funkce f(x) je spojitd v kazdém intervalu (c;,cip1),i=1,2,...,n—1,
a necht v kazdém bodé ¢;, i = 2,3,...,n, existuje vlastni limita Ili_}n;+ f(x)
a v kazdém bodeé ¢;, 1 = 1,2,...,n — 1, existuje vlastni limita limjf(x).

(To znamend, ze funkce f(x) je na intervalu (a,b) po ¢dstech spojitd.) Necht
xo € (a,b). Potom podle véty 7.18 je funkce

F(z) = / £(t) dt (7.12)

spojitd na (a,b). Je spojitd i na kazdém intervalu (c;,c;41), i = 1,2,...,
n — 1. V kazdém vnitinim bodé & € (¢;, ¢i11), i = 1,2,...,n — 1, mé funkce
F(z) podle véty 7.18 derivaci F'(z) = f(z). Je tedy funkce F(z) spojitd
na intervalu (¢;, ¢i11), @ = 1,2,...,n — 1 a F'(x) = f(z) pro = € (¢;, ¢iy1),
i=1,2,...,n—1.Pro a, 3,29 € {(¢i,cix1), 1 =1,2,...,n — 1, plati

€T

i F(t)dt = / F(t)dt + i £(¢) dt. (7.13)

xo

jf(t)dt:jf(t)dt—]f(t) dt.

xo

Tedy
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Metoda vypoltu

b
| f(z)dx

Podle véty 7.19 je

B
/ F(t)dt = F(3) — F(a). (7.14)

Necht G(z) je libovolnd spojitd funkce na intervalu (c;, ¢;41), kterd je na inter-
valu (¢;, ¢;41) primitivni k funkei f(x). Potom podle vyse uvedené poznamky
existuje konstanta C' tak, ze

Je tedy )
/ ft)dt = G(B) — G(a). (7.15)
Jestlize tedy a € <ci,ci+1; B € (¢j,cjs1) proi < j, plati
] Ci1 i1 e ]
a/f(t) dt = a/ Ft) dt+k;1 / F(t) dt+cj/f(t) dt. (7.16)

Kazdy z integrélu na pravé strané (7.16) lze vypocist podle (7.15). (Neni
nutno pouzivat tutéz funkei G(t).)

Plati tedy

Véta 7.20. (Vypocet urcitého integralu) _

Necht a,b € R, a < b a necht ¢; € (a,b) jsou takova cisla,
ze

a=c1 <C<-<cCp<cCpi1 =0
Necht f(z) je funkce omezend na intervalu {(a,b) a necht
je spojitd v kazdém intervalu (c¢;, ci1),i = 1,...,n. Necht
funkce
Fi(x), i=1,2,...,n
je primitivni k funkci f(x) na intervalu (¢;, c;v1) a necht je
spojita na (c;, ¢;4+1). Potom

b n

[ f@yde = 3" (Ffeinn) - Fi(e).

1=1

a



Jestlize F(x) je funkce spojitda na {(a,b) a jestlize je pri-
mitivni k funkci f(x) na kazdém intervalu (c;,c;41), i =
1,...,n, potom

Specidlnim piipadem véty 7.19 je nésledujici véta. (Srovnejte s definici 7.1.)

Véta 7.21. Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu {(a,b) a F(z) je libo-
B

volnd primitivni funkce k funkei f(z) na (a,b). Potom [ f(z)dz, a, 8 € {(a,b)

existuje a plati B

f(z)dx = F(B) — F(a). (7.17)

Duikaz: Necht zo € (0,1). Oznacme G(z) = [ f(t)dt =. Podle véty 7.5 je
zo

/ﬁf(x)dx:7f(x)dx+/ﬂf(x)dx:/ﬂf(x)dx_/aﬂx)dx.

Podle véty (7.19) odtud plyne

B
/f(x) dx = G(0) — G(a). (7.18)

Ponévadz f(z) je spojitd na (a,b), je podle véty 7.18 G'(z) = f(z) pro
x € (a,b). Je tedy G(z) primitivni k funkci f(z) na intervalu (a, b). Existuje
tedy ¢ € R tak, ze G(r) = F(x) + ¢. Z (7.18) dostavame pak

B
[ H@)ds = F () - Fla). .

3
Piiklad 7.6. Vypocitejme [(3z? — 2z + 1) dz.
)

Reseni. Funkce
f(z)=32* 22 +1 (7.19)

je spojita na intervalu (2, 3). Funkce

Fr)=a2* -2+ (7.20)
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je primitivni k funkei (7.19) na intervalu (2, 3), takze podle véty 7.19 je

3
/(3‘””2—2“1)6&6:[xs—x2+x}§=<33—32+3>—<23—22+2>=15.
2

Piiklad 7.7. Necht

2¢+1 prox € (0,1),
flx)=1 2z pro z € (1,2),
4 pro z € (2,4).

3,5
Vypocitejte A = [ f(z)dz.

0,5
Reseni: Funkce f(x) je po ¢astech spojita.

Zpiisob 1. Urceme funkci F(x) = [ f(t)dt, napt. pro zg = 0, z € (0,4).
xo

Polozme
Fl(x):/(2t+1)dt:[t2+t}3:x2+x, z € (0,1)
0
1 T
Fz(:,;):/(2t+1)dt+/2tdt:2+[t2rf:2+x2—1:x2+1,
0 1
z e (1,2)
2 T
F3(x):/f(t)dt+/4dt:5+[4t}52”:5+4x—4-2:4x—3,
0 2
r € (2,4)
Tedy
2> +x proz € (0,1),
F(z) =< 2*+1 proz € (1,2),
dr —3 proz € (2,4).
Je tedy

3,5
A= /f(:,;) dr = [F(x)ﬁg =(4-35-3)—(0,5°+0,5) = 11 — 0,75 = 10,25.
0,5

242



3,5
Zpiisob 2. Integrdl A = [ f(t) dt napisme jako A = A; + Ay + A, kde
0,5

Je tedy A =1,25+ 3+ 6, takze A = 10,25.

7.4.1 Metoda per partes a metoda substitu  ¢ni pro vypo cet ur Citého
integr alu

Ukazme si nyni véty pro vypocet urcitého integralu odpovidajici metodé per
partes a metodam substituénim pro vypocet neurcitého integralu.

Véta 7.22. (Metoda per partes.)
Necht funkce u(x), v(x) maji na intervalu (a,b) spojité de-
rivace u'(z), v'(z). Potom plati

Dukaz: Derivovanim w(z)v(z) pro = € (a,b) dostavame
(w(x)v(x)) =o' (2)v(z) + u(x)v'(x).

Je tedy funkce w(v)v(x) primitivni k funkei /(z)v(z) + u(x)v'(z) na (a,b).
Je tedy podle véty 7.21

/ (' (@)o(x) + u()!(x)) dx = [u(z)o(x)]} (7.21)

Uzitim véty 7.7 lze levou stranu v (7.21) prepsat na tvar

/bu'(x)v(:c) d:U—I—/bu(x)v/(:U) dx. (7.22)

metoda
per partes
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Tedy z (7.21), (7.22) dostavéame
/u'(:c)v(x) dr = [u(z)v(z)]? — /u(:c)v'(x) dx. 0

Priklad 7.8. Vypocitejte hodnotu integrélu

zsinxdx.

o
NE]

Reseni. a) K vypoétu pouzijeme metodu per partes

W =sinz u=—cosx

rsinxdr =

v=2x v =1

o
e

= (—z oS z) — (=0-cos0) + [sinx]og = sing = 1.

b) Integrél lze Tesit téz tak, ze urcime napred [ zsinx dz. Pouzijeme me-
todu per partes. Dostavame

/:Usinxda: =

= —xcos:c+/coswdx:

v =sinz u=—cosz

V=21 v =1

= —xcosx +sinx + c.
Jako primitivni funkci k funkci x sin x zvolime
F(r) = —xcosx +sinzx.
Podle véty 7.21 pak dostavame

A=[-xcosx +sinx]§ =1.

Priklad 7.9. Urceme

pron=1,2...,20.
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Reseni. K vypoétu pouzijeme metodu per partes. Dostdvame

1

1 U n ul — nwn—l

I = g/x”ewdx: V=¢e" v=¢" -
0
1
= = | [z"e"]s — /nx"_lex dx
e
0
Tedy
[n =1- n[n,l.
I, 1ze vypocist, zname-li I,,_;. Vypocitejme tedy I;.
1 1
1 1 1
L = —/xexdx = — | [ze"]} — /ezdl’ =-.
e e e

0 0

Integral I, se tedy urci rekurentni formuli
1
IL,=1-—nl,_, L =-. (7.23)
e

Uvedme si hodnoty I, pro n = 1,2,...,20, obdrzené numerickou realizaci

rekurentni formule (7.23) na pocitaci pri vypoctech priblizné s 10 ciframi.
Obdrzime napt. Iy = 0,367879, I, = 0,264241,...,I,0 = —200,0. Ponévadz
integrand 2"e® > 0 pro vSechna n, je I, > 0. Je tedy Iy evidentné chybny.

Na tomto piikladé chci ukazat, ze ne kazdy vypoctovy po-
stup da pri numerickém vypoctu dobry vysledek, i kdyz
z matematického hlediska je postup spravny.

Véta 7.23. (I. véta o substituci.) _ ‘;YPOéet
J )@ () dt

Necht funkce x = ¢(t) méd na intervalu {«, ) spojitou de-
rivaci. Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu o({c, 3)).
Potom plati

(7.24)

|
—~—
kﬁ
&
&

B
/ Flo(t)(t) dt

Dukaz: Podle predpokladu je funkce f(p(t))¢'(t) spojita na {(«, ) a funkce
f(z) je spojitd na intervalu ¢({c, 3)). Tedy oba integraly v (7.24) existuji.

Necht funkce F(z) je primitivn{ funkef k funkei f(z) na intervalu ¢({(c, 3)).
Ponevadz [F(¢(1))]" = F'(¢())#'(t) = [(p(1))¢'(1), je funkee F(p(t)) primi-
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tivni k funkei f(o(t))¢'(t) na («, 5). Je tedy

/ £ — [F(e()} = F(p(8)) - F(p(a)  (7.25)
w(ﬁ

(7.26)
o(a)

Ze vztahu (7.25), (7.26) vyplyva rovnice (7.24).

O
Priklad 7.10. Vypocitejte
4
A

= /tQ\/t?’ + 24dt.

2

Zavedme substituci

r=¢(t), kde o(t)=1>+2.
Odtud ¢'(t) = 3t%. Je tedy

4 4
1
A = /tZ\/t3+2dt:—/\/t3 +2.3t%dt =

o 179 .76
/\/_dx— /\/_dm_§{§ 3}
99(2)
takze ) " 90
A= §(\/663 —V103), to jest A= 3\/6— — H\/E.
"gpoaet Véta 7.24. (I1. véta o substituci.) _
J T da Necht funkce x = ¢(t) md na intervalu (c, 3) spojitou de-
(substituce)

rivaci ¢'(t) a necht existuje inverzni funkce

~Y(z) na in-
tervalu o koncovych bodech a = ¢(«), b = go(ﬁ). Potom
plati

Dikaz: Dukaz je analogicky jako dukaz minulé véty. V této vété je dalsi
predpoklad — existence inverzni funkce t = p~!(z), takze ze vztahti a = ¢(a),
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b = ¢(b) lze uréit «, . 0
Priklad 7.11. Vypocitejte

2
A:/\/4—:U2dx.
0

Reseni. Zavedme substituci
x=¢(t), kde ¢(t)=2sint.
Prot € (0,5) je z = ¢(t) € (0,2).

s

Funkce z = ¢(t) md na intervalu (0, 7) spojitou derivaci ¢'(t) = 2cost.
K funkci x = ¢(t) existuje funkce inverzni t = ¢~'(z) = arcsin 2. Podle véty
7.24 plati

2 3
A = /\/4—x2dx:/\/4—4sin2t-2<:ostdt:
0 0

2cost-2costdt =

o\
NE]

s
2

1 Ot 1 3
= 4/(:05%0%24/“%0%:2{t+§sin2t} =
0

(S

0 0

— 2T 4 Lsimm—0- Lsino| =
= 5 251117?' 2&111 = T.

Je tedy
A=m.

Poznamka. Piiklady 7.10 a 7.11 lze pocitat i pouzitim véty 7.21

7.5 Nevlastni integr aly

Pii zavddeéni urcitého integralu z funkce f(x) jsme predpokladali, ze

1. a,b jsou redlna (konecnd) ¢isla,

2. f(x) je omezend na (a,b).
Zavedeme si nyni integraly pro pfipady, ze tyto predpoklady nebudou splné-

ny. To vede k zavedeni tzv. nevlastnich integrali.
Neni-li funkce omezena, mluvime o nevlastnim integralu vzhledem k funkci.

Jsou-li jedno nebo obé ¢isla a, b nevlastni, mluvime o nevlastnim integralu
vzhledem k intervalu.

Nevlastni integr aly vzhledem k intervalu nevlastni
integraly
Definujme integraly vzhledem
, k intervalu
o0

]of(x)dx, /f(x)dx, /f(x)dx

takto:
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Integral [ f(x)dx. Necht funkce f je integrabilni v kazdém inter-

valu (a, X), X € R. Potom [ f(z)dz nazyvdme nevlastnim integralem

vzhledem k intervalu. Tyto integraly délime do dvou skupin.
a) Jestlize existuje

X
)}go/f(x)dx, (7.27)

o0

nazyvdme [ f(z)dz konvergentnim a hodnotu limity (7.27) hodnotou

a
o0

nevlastniho integrilu [ f(z) dx.

a
o

b) Jestlize neexistuje limita (7.27), nazyvame [ f(x)dx divergentnim.

a
Divergentni integraly pak zafazujeme déle do téchto skupin.
a) Jestlize
X—o0

lim /Xf(x) dr = 00 (=00),

fikdme, ze [ f(x)dx diverguje k +o0 (—o0).
B3) Jestlize

X—o0

X
lim / f(z)dz

neexistuje a neni ani oo ani —oo, fikame, ze nevlastni integral

| f(z) dz osciluje.

Vyznam definice [ f(z)dz je patrny z obrdzku 7.7.

y = f(z)

a X — o0

Obrézek 7.7: Definice nevlastniho integralu [ f(z) dz.



Priklad 7.12. Vysetiete integral

o0

A:/ ar
r? 41

1

Pocitejme
X
I 9 _ i arctg ] — lim (arctg X — arctg 1) —
Nooe | 2241 xleMOET T I larce A mards L =

1

™
1 .

I

s
2

Tedy { ng je konvergentni a jeho hodnota je 5. Piseme

[ee]

dx oo
241 4

1

b
Integral | f(x)dx. Necht funkce f(z) je integrabilni v kazdém inter-

b
valu (X,b). Potom [ f(z)dz nazgvdme nevlastnim integrdlem vzhle-

dem k intervalu. Tyto integraly délime do dvou skupin.
a) Jestlize existuje

b
Xlim /f(x) dr, (7.28)
X
b
nazyvdme integrdl [ f(z)dxz konvergentnim a hodnotu limity (7.28)

b
hodnotou nevlastniho integrélu [ f(z) dx.

b
b) Jestlize neexistuje limita (7.28), nazyvéme [ f(z)dz diver-

gentnim. Divergentni integraly zafazujeme pak do dvou skupin.
a) Jestlize
b

Xlim f(z)dr = oo (—00),
X
b
iikdme, zZe f f(z) dzx diverguje k = oo (—00).

—00

3) Jestlize
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X——00

b
lim X/ f(z)dz

neexistuje a neni oo ani —oo, tikdme, ze nevlastni integral

b
[ f(x)dz osciluje.

Integral [ f(z)dz. Zvolme c € R. Rekneme, ze [ f(z)dz konver-

—0o0

guje kdyz a jenom kdyz konverguji oba integraly

/C f(z)d, 7f(x) dz.

Konverguji-li oba tyto nevlastni integraly, jejich soucet pak nazveme

oo
hodnotou integrdlu [ f(z)dz, to jest

/oof(:c)dzv = /f(x) d$+7f(x) dx.

[ee]
Hodnota [ f(z)dz nezévisi na volbé ¢fsla c.

Ostatni pojmy jsou analogické jako u [ f(z)dz.

Priiklad 7.13. VysSetiete integral

e}

/ T dx
2+ 1

—00

Zvolme ¢ = (. VySetieme tedy integraly

0 o)
/ T dx / T dx
241’ 2+ 1
—00 0

Ztejmé

) d ) d 1

I RS-
X

X——00 IZ 2 X——o0
—00

oo oo
Podobné [ 54 = co. Tedy [ %% diverguje.
0 —00
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Nevlastni integr aly vzhledem k funkci

Necht a,b € R, a < b. Necht funkce f(x) je definovand na (a,b) a necht
b

neni na ném omezena. Potom [ f(z)dz se nazyvd nevlastnim integralem
a
vzhledem k funkci.

Predpokladejme, ze f(x) neni omezena na (a,b), ale je omezena na
kazdém intervalu (a +¢,b), kde 0 < ¢ < b — a. VySetiujme

b
eli}r&/f(x)dx (7.29)
ate

Jestlize tato limita existuje a je vlastni, nazyvame ji hodnotou ne-
b

vlastnfho integrélu [ f(z)dz a piSeme

/f dr = lim [ fla)de.

e—0 +
a+te

Jestlize Jimita (7.29) neexistuje nebo je nevlastni, potom nazyvame
integral [ f(x)dx divergentnim. Rikdme téz, ze diverguje. Divergentni

integraly délime pak do dvou skupin.
a) Jestlize

b
tim [ fla)ds = o0 (-c0),

ate

tikdme, ze [ f(z)dz diverguje k = oo (—o0).
B) Jestliie limita (7.29) neexistuje ani jako nevlastni, fikame, ze in-

tegral ff ) dx osciluje.

Podobné se vySetiuje integral f f(x)dz, kde f(x) neni na (a,b) ome-

zena, ale je omezena v kazdém 1ntervalu (a,b—¢€), kde 0 < e < b—a.

Definujeme pak
b—e

/bf( dr = lim [ f(z)dz

€—>+
a

Priklad 7.14. Vysetiete konvergenci integralu

1
dx
pt

nevlastni
integraly
vzhledem
k funkci
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numericky
vypolet
uréitého
integralu

Reseni. Funkce 1 neni omezena na intervalu (0,1). Je vSak omezena na

kazdém intervalu (e, 1), kde 0 < ¢ < 1. Pocitejme

1
d

im [ < = lim [nz]! = lim (In1—1In¢) = co.

e—04 X e—04 e—04

Dany integral diverguje k oo.
Priklad 7.15. Vysetiete konvergenci integralu

1

dx
m'
0

1
1—x

(0,1 — €) pro kazdé ¢, pro néz 0 < ¢ < 1. Pocitejme

Funkce nen{ omezena na intervalu (0, 1). Je vsak omezena na intervalu

1—¢
dx
A= 1 .
tim [
0

Dostdvame

A=lim [-2V1—z], =-21lm (vVE—1) =2

e—04 e—04

1
Tedy f \/% = 2. Integral konverguje.
0

b
Pozndmka. Jiné nevlastn{ integrdly [ f(z)dx pfevddime na soucet nevlast-

a
nich integralu nahote uvedenych typu.

7.6 Numericky vypo Cet ur Citého integr alu

Uvedli jsme si tiidy funkeci integrace schopnych na daném intervalu. Pri-

mitivni funkce nékterych funkci, i kdyz jsou na prvni pohled jednoduché,
1

nelze vypocitat uzitim elementédrnich funkei. Jako pifklad uvedme [ % dx.
0

Nekdy je zapotiebi integrovat funkce, jejichz analytické vyjadieni nezname,
zname jen jejich funkéni hodnoty v urcitych bodech. Integraly z takovychto
funkei pocitame numericky. V dalsim textu si nastinime nékteré metody nu-
merického feSeni urcitého integralu.

b
Véta 7.3 nabiz{ ndhradu [ f(z) dx Riemanovym integralnim souctem. Jestlize

zname jenom hodnoty integrandu f(x) v bodech §; € (a,b), i = 1,2,... n,
zvolime body z;, t = 1,2,...,n, tak, ze

a=x1<T3< - <Tp<Tpy1=0b, &€ (xymip1), 1=12,...,n



Potom polozime

/ $(@)do 3 F(6) s — ). (7.30)

Tato aproximace [ f(z)dz nevypovidd nic o chybé aproximace. Chybu lze

a
odhadnout jen v pfipadé, ze mame dalsi informace o funkci f(z).

b
Obdélnikov & metoda vypo ¢tu [ f(x) dx.

Predpokladejme, ze zname analytické vyjadieni funkce f(x) na (a,b). Roz-
délme interval (a,b) na n ¢astecnych intervalu délky h = b’T“, kde n € N je
zvolené ¢islo. Polozme z; = a+(i—1)h, i = 1,2,...,n+1. Necht funkce f(x)
mé na intervalu (a, b) spojitou derivaci f'(z). Oznaéme M; = max |f'(z)| pro
x € (a,b). Oznacime-li f; = f(z;), 1 =1,2,...,n, plati

b
/f(x)dIZh(f1+f2+---+fn)+R, (7.31)
ab
/f(x) dv =h(fo+ fs+- -+ fap1) + R, (7.32)

kde R, R sice nezname, ale lze ukazat, ze

|R| < My(b—a)h,  |R| < My(b—a)h.

Zanedbdame-li v (7.31), resp. (7.32) hodnotu R, resp. R, dostévame pro

b
vypocet [ f(z)dx

b
/ F@)dz = h(fi + ot o+ f). (7.33)

resp.
b

/ (@) da ~ h(fa+ fo+ -+ fora). (7.34)

a

=

Vzorce (7.33), (7.34) nazgvdme obdélnikovou metodou vypoctu [ f(z)dz.

lynom stupné 0, tj. f(x) = konst., potom M; = 0, takze R = R = 0. Tedy
obdélnikové metody jsou presné pro polynomy stupne 0.
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b
Lichob éZnikov & metoda na vypo cet [ f(x) d.

Predpokladejme, Ze zname analytické vyjadieni funkce f(x) na (a,b). Rozdél-

me interval (a,b) na n castecnych intervali délky h = >-% kde n € N je
zvolené ¢islo. Polozme

rvi=a+(—1h, i=12,...,n+1

Necht funkce f(x) mé na (a,b) spojitou druhou derivaci f”(x). Oznacme
My = max |f"(z)| pro x € (a,b). Oznac¢ime-li f; = f(z;), 1 =1,2,...,n+ 1,
potom plati

b
[t =5(h+2pv2ft e 2t ) £ R (13)

kde R sice nezname, ale lze dokazat, ze

b—a

|R| < 5 Msh?. (7.36)

Zanedbéme-li v (7.35) hodnotu R, dostdvame

b

/f(:c)d:mg(f1+2f2+2f3+~--+2fn+fn+1). (7.37)

a

b
Tento vzorec nazyvame lichobéznikovou metodou vypoctu [ f(z)dz. Jejim

pouzitim se dopoustime chyby R, jejiz odhad je uveden v (7.36). V piipadé,
ze f(x) je polynom stupné < 1, t.j. jestlize f(x) = Ax+ B, kde A, B € R, je
f"(x) =0, takze My = 0. Ze vztahu (7.36) pak vyplyva, ze R = 0. Je tedy
lichobéznikovd metoda presnd pro polynomy 1. stupne.

b
Vzorec (7.37) obdrzime jako prumérnou hodnotu [ f(x) dx ze vztahu (7.31),

(7.32).

b
Simpsonova metoda na vypo cet [ f(x) dx.

Predpokladejme, ze zname analytické vyjadieni funkce f(x) na (a,b). Roz-
délme interval (a,b) na 2n (t.j. na sudy pocet) ¢astecnych intervalu délky
h = l’;—n“, kde n € N je zvolené cislo. Polozme

vi=a+(@—1)h, i=1,2,....2n+1.
Necht funkce f(z) md na (a,b) spojitou derivaci 4. fddu. Oznacme

M, = max | /@ (2)]



pro x € (a,b). Polozme opét f; = f(x;), i =1,2,...,2n + 1. Funkci f(z) na
(a,b) aproximujeme funkei f(z), definovanou takto

f(:lf) :P?f(x)a S <xi7xi+2>7 1= 173772n_17 (738)

kde Pi(x) je polynom stupné < 2, ktery je urcen témito podminkami (viz.
obr. 7.8) ' ' '
Py(z:) = fi, P3(iv1) = firr,  P3(Tig2) = firo. (7.39)

T Tit1 Ti+2
Obrézek 7.8: Aproximace f(x) polynomem Pi(x).
b

b .
Vypocet [ f(x)dx aproximujeme vypoctem [ f(z)dz. Plati pak

a

b
/f(x) dr = l)(r)a_—na(f1+4f2+2f3+4f4+2f5+ : '+2f2n71+4f2n+f2n+1)+37

(7.40)
kde R sice pfesné nezname, avsak lze dokazat, ze
Rl < 20 (7.41)
=180 '

b
Zanedbanim R dostdvame tzv. Simpsoniv vzorec pro vypocet [ f(x)dx

/bf(av)d:cz

b—a
6n

(fitdfot+2fs+4fa+2 s+ - +2fon_1+4fon+ font1)-

(7.42)

Jestlize f(z) je polynom stupné < 3, je f(¥(z) = 0, takze R, uréeno vztahem
(7.41), je rovno 0. Je tedy Simpsonova metoda presnd pro polynomy stupné
<3.
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Priiklad 7.16. Vypocitejte integral

2

sin x
dx
T

1

a)  lichobéznikovou metodou pro n = 4,
b)  Simpsonovou metodou pro 2n = 4.

Reseni. Interval (1,2) rozdélime na 4 édstecné intervaly délky h = &1 =
= 0,25. Polozme

r1=1;, x9=125; wx3=15; x,=1,75; x5=2.
Oznacme f(z) = 22£. Polozme

f(xl>:fla Z:L 27 37 47 5.

Dostédvame
w1 ] 195 | 15 | 175 | 2
F: 10,8415 [ 0,7592 | 0,6650 | 0,5623 | 0,4546
Je tedy
2 .
2) /bln$dx _
x
1

2
b) /smxdx _
T
1
1

= E(O78415 +4-0,7592 + 2 - 0,6650 + 4 - 0,5623 + 0,4546) = 0,6593.

7.7 Shrnuti, Glohy

Shrnuti kapitoly

b
V této kapitole se zavadi definici 7.2 urcity integral [ f(z)dz, kde a < b.

Vétu 7.2 by bylo mozno pouzit jako alternativu k zavedeni urcitého integralu
pomoci integralnich souctu. Déle se definici 7.3 rozsifuje definice integrélu

b
[ f(z)dz pro piipad @ = b, a > b. Ve vétach 7.7-7.11 se uvadeéji dulezité

b
vlastnosti urcitého integralu [ f(x) dx.

a



V podkapitole 7.3 se uvadeéji tridy funkei, které jsou integrace schopné. Véta
7.21 udava zpusob vypoctu urcitého integralu pro dostatecné Sirokou tiidu
funkci. Déle jsou uvedeny metody per partes a metoda substitucni pro vy-
pocet urcitého integralu.

Urcity integral je dale zobecnén na integraly nevlastni a to na nevlastni
integraly vzhledem k intervalu a na nevlastni integrdly vzhledem k funkci.

V kapitole jsou nastinény nékteré numerické metody na feSeni urcitého in-
tegralu.

Ulohy

b
1. Vysvétlete zavedeni urcitého integralu [ f(z) dx.

a

b
2. Vyslovte véty o existenci [ f(x) dx.

b
3. Vysvétlete vypocet f f(x) dz pomoci primitivnich funke.

Vysvétlete metodu per partes pro vypocet urcitého integralu.
Vyslovte vétu o vypoctu urcitého integralu substituci.
Co jsou to nevlastni integraly? Jak je délime a jak je pocitame?

Co vite o numerickém teseni urcitého integralu?

© N o g &

Vypocitejte hodnotu integralu
2

a) [(3z® =2z +5)dx [18]

b) £(3x3 —2?+1)dx %3]

c) of sin z dx [0]

d) fbe“" dx [e? — €]
(x+ 1) dx 2 +1n2]

(Vz + %)2 dx 2+ 1]

N
o o P — o ©

(Vr+1)*da (-5 + 8V4+ 2772

=
S—
—

(tgx — 2cotgx) dx [neexistuje]

ISE

9. Vypocitejte hodnotu integralu

a) of rsinzdz []
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2

b) of 22 cos x dx [47]
c) f2 rer dx [€?]

d) [(zlnz+ 3)dx [141n2 + 3]

r?arctgx dx (& — ¢+ +1n2]

OSHMS%H

)

10. Vypocitejte hodnotu integralu
2

a) [ In3 —1In2]
1

b) {1122211 dx [—%1n7—§arctg¥+%ln3+%\/§w]

c) fd% [—21In 2]
2

d) fl 5T 2In2 —In3]
0

e) jijﬁdw 2 +3In3—2In2]

f) f%medw [—g\/§+1]
0

g) 2f3 x(x;iil)Q [—% +1In3— %ln 2]

11. Vypocitejte hodnotu integrélu

a) Wfsin3:ccosxda: [=]

8
D
(3]
8
)
QU
S

=

8
2o

®

[

o
S~—
B g P O

8

* 3P
[
QU
S
TS
>
+
win
S

o,
~—

(2%) dw [—3 cos(m?) + 5 cos(57)]

12. Vypocitejte hodnotu integralu

0 [ 2]
b [ 3 Q
) [ 2]
D [ inv2
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o0

e) 1fx<§fil> [In 2]
13. Vypocitejte hodnotu integrélu, pokud existuje
) [ 2
b) fod—fz [diverguje k +o00]
o) [ % 2]
2
1
d) [Inzdx [—1]
0
e) 2f Az [diverguje]
1
dx . .
f) of s dr [diverguje k +o0]
: 8
g) 1f —— du 5]

14. Vypocitejte numericky integraly zadané v 10f) a v 11c) obdélnikovou
a Simpsonovou formuli a porovnejte obdrzenou hodnotu s presnym
vysledkem.
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Okoli bodu

Cil kapitoly

B Seznamit se s pojmy vnitini bod, hromadny bod, hrani¢ni bod a izolo-
vany bod mnoziny, zavést pojem oblasti a uzaviené oblasti.

B Seznamit se s pojmem limity a spojitosti funkce vice proménnych.

B Seznamit se s pojmem parcialnich derivaci funkei vice prommeénych.

Casov a zatéz
m 20 hodin

Zavedeni nékolika zakladnich pojmu

Uvazujme prostor E,. V postoru E, lze zavést metriku p rozmanitym zpu-
sobem. Omezime se zde na dvé metriky, oznacme je po, p3. Jestlize A =
lai,...,a,] € E,, B=1[b,...,b,] € E,, potom

p2(A,B) = /(b — a2 + - + (b — a)?, (8.1)
p3(AvB> = ?11

i=1,...,

Vétsinou budeme pracovat s metrikou definovanou vztahem (8.1) Tam, kde
neni tteba délat rozdilu mezi ps, p3 budeme vzdélenost oznacovat p.

Okoli bodu v E,

Zavedme si pojem okoli bodu A = [ay,...,a,] € E,.

Necht A € E,,, § > 0, p je metrika v E,. Potom mnozinu
Us={X €E,: p(A X)<d}

nazveme o0—okolim bodu A.

Na obrazku 8.1 je znazornéno d—okoli bodu A € E; pomoci metriky ps a na
obr. 8.2 je znazornéno d—okoli bodu A pomoci metriky ps.

€2

T

Obrazek 8.1: Okoli Us(A) = {X € Ey: pa(A, X) < d}.



)
as —|— (S
as
Alas, as]
ag — 1)
0 ar — 0 ai ay + 0 1

Obrazek 8.2: Okoli Us(A) = {X € Ey: p3(A, X) < 6}

Piipomenme, ze jsme zavedli mnozinu R* = R U {—o00, c0}. Definovali jsme
okoli Us(a) pro a € R vztahem Us(a) = {z € R: |z —a| < ¢}. Zde |z — a]
je vzdalenost bodu a, x, tedy p(a,z) = |xr — a|. Tato metrika p je totozna
s metrikou ps, resp. p3 pro n = 1. Déle jsme definovali Us(oco) a Us(—o0)
takto. Necht § € R. Potom Us(oo) = (§,00) a Us(—00) = (—00, ).

Vnitini bod, hromadny bod a hrani¢éni bod mnoziny M C E,

Necht M C E,. Bod A € E, nazveme vnitinim bodem mnoziny M,
jestlize existuje 0 > 0 tak, ze Us(A) C M.

Bod B € E,, nazveme vnéjsim bodem mnoziny M, jestlize existuje o > 0
tak, ze Us(B) N M = (), to jest, jestlize zddny bod tohoto okoli nepatif
do mnoziny M. Viz obr. 8.3.

Y

Obrézek 8.3: Vnitini, vnéjsi a hraniéni bod mnoziny.

vnit¥ni bod

vnéjsi bod
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hromadny bod Necht M C E,. Bod L € E, nazveme hromadnym bodem mnoziny M,
jestlize v kazdém jeho okoli lezi bod mnoziny M ruzny od L (viz obr.
8.4). Bod L muze, ale nemusi patfit do mnoziny M.

T2

Ol g
H
L

—+
11
13 2

;
: :
1 1 L1

Obréazek 8.4: Hromadny bod mnoziny.

Bod A € M C E, nazyvame izolovanym, jestlize existuje takové okoli Us(A),
ze Us(A)Nn M = {A}.

izolovany bod

hraniéni bod Necht M C E,. Bod H se nazyva hraniénim bodem mnoziny M, jestlize

v kazdém jeho okoli lezi body, které patii do mnoziny M a body které

nepatii do M. Mnozinu vSech hrani¢nich bodu mnoziny M nazyvame

hranici mnoziny M.

Mnozinu M C [E, nazyvame otevrenou, jestlize vSechny jeji body

jsou jejimi vnitinimi body. Obsahuje-li mnozina M C E,, vSechny své

hrani¢ni body, nazyva se uzavrenou.

Mnozinu M nazveme oblasti, jestlize je oteviend a jestlize ke kazdym

oblast dvéma bodum A, B € M existuji body Py, P, ..., B, tak, ze P, = A,
P,, = B a kazda z tisecek P;P;,4 lezi v M. Ptikladem oblasti je mnozina
{X €eE,: oA, X) <e}, kde A je dany bod a ¢ je dané kladné éislo.

otevfena
mnoZina

Poznamka 1. Kazdy hrani¢ni bod mnoziny M je jejim hromadnym bodem.
Opak vzdy neplati. Na obr. 8.3 je bod A hromadnym bodem mnoziny M,
ale neni jejim hrani¢nim bodem.

8.1 Limita a spojitost funkci vice prom  énnych

Pred zapocetim studia této podkapitoly si zopakujte pojmy limita funkce
jedné proménné v bodé, spojitost funkce jedné proménné v bodé, véty o
limitach souctu, rozdilu, soucinu a podilu dvou funkei a téz vétu o spojitosti
souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu dvou funkeci jedné proménné.

Pripomenme si pojem realné funkce n—proménnych.

Necht n € N, D C E,. Potom zobrazeni f mnoZiny D do E; nazyvime
redalnou funkci n-proménnych. Oznacime-li X = [v1,29,...,2,] € E,, lze
tuto funkci zapsat jako

z = f(x1, %9, 23,14), resp. z= f(X).

Nemuze-li dojit k omylu, budeme ¢asto v dalsi ¢asti textu misto terminu
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,realné funkce n-proménnych“ pouzivat jednoduse termin ,,funkce .

Poznamka. Proménné funkci n-proménnych budeme vétsinou oznacovat
X1, Ta,...,T,. Je-li téchto proménnych jen nékolik, nékdy pro jejich oznaceni
pouzijeme napi. oznaceni x,y, z,u,t nebo oznaceni obvyklé pfislusné apli-
kaci.

Poznamka. Je-li f funkce n-proménnych zadana predpisem bez uvedeni

definiéniho oboru, rozumime jejim defini¢cnim oborem mnozinu vsech bodu
[z1,...,2,) € E,, pro néz ma uvedeny predpis vyznam.

Priklad 8.1. Urcete definiéni obor funkce
z=4—22 =y’ +In(l —z —vy). (8.3)

Reseni. Ponévadz definiéni obor funkce (8.3) nenf uveden, rozumi se jim
mnozina vSech bodu [z, y], pro néz lze vyraz na pravé strané (8.3) vypocitat.
Ziejmé jsou to ty body [x,y], pro néz plati

4—a*—y*>0 A l—z—y>0. (8.4)
Odtud dostavame
P4yt <4 AN zty<l (8.5)

Rovnici 224+y? = 4 je definovand kruznice k se stfedem v pocatku o poloméru
2. Oznaéme A; C E, mnozinu téch bodu [z, y], které lezi uvnitt kruznice k
a Ay C E; mnozinu téch bodu, které lezi vné kruznice k. Ponévadz bod
[0,0] € A; vyhovuje nerovnici

2?4+ y? < 4, (8.6)

vechny body z A; vyhovujici rovnéz nerovnici (8.6) a vsechny body [z,y] €
As vyhovuji nerovnici

2% 412 > 4. (8.7)
Nerovnici

22 +y? <4
vyhovuji tedy vsechny body [z,y] € Ea, které lezi uvnit a na kruznici k.
Rovnici z + y = 1 je definovand piimka, kterd protind osu z v bodé [1,0]
a osu y v bodé [0,1]. Tato pfimka rozdéluje rovinu (Ozy) na dvé poloroviny
By, Bsy. Oznaceni volme tak, ze pocatek 0 = [0,0] € B;. Ponévadz bod [0, 0]
vyhovuje nerovnici

Tty <1, (8.8)

vyhovuji nerovnici (8.8) vsechny body [x,y] € B; a pro body [z,y| € B, plati
r+y>1

Je tedy definiénim oborem funkce (8.3) mnozina vsech bodu [z, y] € By, které
lezi uvnitt a na obvodu kruznice k. Viz obr. 8.5.

Poznamka. Uvazujme funkci jedné proménné

z=3x; + L. (8.9)
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Obrézek 8.5: Defini¢ni obor funkce (8.3)

Tuto funkci lze prepsat na tvar, obsahujici vice proménnych, napt. na funkci
z = 3wy + 0x9 + 0z3 + 1. (8.10)

Potom (8.10) a tedy i (8.9) lze chapat jako funkei tif proménnych 1, zg, x3.
Budeme ftikat, ze funkce (8.9) vznikla z (8.10) vypusténim nevyznamnych
proménnych xo,x3, resp. ze funkce (8.10) vznikla z (8.9) priddnim nevy-
znamnych proménnych s, x3.

Definice 8.1.
Necht

= f(x1,...,2,), pro [z1,...,2,) € D CE,,

z
2=g(T1,..., Tn,. .. Ty), PIO [T1,...,Tm] € D CE,,, m>n,
a nechf
f(xe, . w) = g(x1, ..o Ty @) PLO [21, ... 2] € D.

Potom fikame ze funkce f wvznikla vypusténim nevyznamnych
proménnych funkce g, resp., ze funkce g vznikla pridanim nevyznamnych
proménnych k proménnym funkce f.

Limita funkce

limita funkce Zavedme si nyni pojem limity realné funkce n proménnych.

Definice 8.2. (Limita funkce)

Necht n € N. Oznacme X = [x1,...,2,] € E,. Rekneme, 7e
funkce

z = f(x1,...,2,),
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md v bodé X" = [29,..., 2] € E, limitu A a pieme

Xh_)rr)l(of(X)—A, Aec R,
jestlize ke kazdému U.(A) existuje takové ¢&islo
0 >0, ze
1. funkce f(X) je definovana pro vsechna X € Us(XY),
X # X0,
2. pro tato X plati

f(X) € U(A).

Z obr. 8.6 je patrny vyznam definice
lim f(X)=A, kde Ae€E,.

X—X0
E1
bA+e

- f(X)
+4

U:(A)

TA—-¢

Obrazek 8.6: lim f(X)=A, A€R.

X—X0

Poznamka. V bodé X° funkce f muze, ale nemusi byt definovand. Je-li
v ném definovand, nemusi byt f(X°) rovno A.

Z obr. 8.7 je patrny vyznam definice

lim f(X)=o00
X—X0

a z obr. 8.8 je patrny vyznam definice

lim f(X) = —oc.

X—X0

Priiklad 8.2. Ukazme, ze

) 1
Iim —— = o0.
[z,9]—[0,0] 2 + y?

Reseni. d-okoli definujeme pomoci Euklidovy vzdélenosti. Zvolime ¢ > 0.
Polozme 6 = % Potom pro [z,y] € Us([0,0]), [z,y] # [0,0], je funkce z =
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Obrazek 8.7: Nevlastni limita th;l(o f(X) =00
|E1

f Ve
- f(X)

Obrazek 8.8: Nevlastni limita XhH)l( JS(X) =~

1
22 +y2

definovana a plati pro né
2?4y < 6%
to jest 22 4+ y* < 1. Prechodem k reciprokym hodnotdm dostévame

1
m > c.
Tedy ﬁ € U.(0), takze

) 1
llm @ — =
[z.y]—[0,0] 22 + 2

Priklad 8.3. Necht f(z,y) = /22 + y2. Definicnim oborem této funkce je

D = E,. Dokazme, ze
lim /2?2 +y?=05.

[z.y]—=[3,4]

Reseni. Skutecné, zvolme ¢ > 0. Polozme § = ¢. Necht [x,y] € Us([3,4]),
[z, y] # [3,4]. Zavedme pomocné proménné h, k vztahy:

r=3+h, y=4+k.
Je tedy (z —3)2+ (y —4)% = 2 + k%, p([3,4],[z,y]) = Vh? + k2 < §. Potom
2? +y? =32+ 4%+ 6h + 8k + h® + k* < 254 2|3h + 4k| + h* + k.
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Uzitim Cauchyovy nerovnice dostaneme

13h + 4k| < V32 4+ 42V 2 + k2.

Je tedy
2
22 +y? <52+ 2V25VR2 + k2 + hP + kK < (5+ h2—|—k:2) ‘

Upravou dostaneme

V2 +y2<5b4+d=5+c¢.
‘\/$2+ 2—5‘<8.
lim /2?2 +y% =05.

[z,y]—[34]

Odtud

Je tedy

Zaved'me si nyni pojem spojitosti funkce f(z) n—proménnych, n € N, v bodé

X0,

: . . jitost funk
Definice 8.3. (Spojitost v bodé) _ PPt Tuniee
Rekneme, ze funkce z = f(X) n-proménnych je spojita
v bodé X = [29,...,2Y], jestlize

m je v bodé XU definovani,
m mé v bodé X" limitu a plati

Jim f(X) = fF(XD).

Piiklad 8.4. Funkce f(x,y) = \/22 + y? je spojita v bodeé [3,4]. Skutecné.
V prikladé 8.3 jsme ukazali, ze

lim /22 +y%2=5= f(3,4).

[z.y]—[3,4]

Limita a spojitost funkce vzhledem k mnozin & rozsiteni ~ pojmd
limita, spojitost

Uvédomme si, ze tivahy o funkcich n—proménnych, kde n € N, zahrnuji v sobé
i ivahy o funkcich jedné proménné (pro n = 1). Nékteré uvahy, které jsme
uvedli pro funkce jedné proménné, zobecnime pro funkce vice proménnych.

Otevieny interval (a,b) lze chdpat jako oblast v prostoru E;. Koncové body
intervalu jsou jeho hrani¢nimi body. Hledejme nyni analogii limity zprava
(zleva) v levém (v pravém) koncovém bodé intervalu funkce definované na
uvazovaném intervalu.
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V prostoru E,, n € N, jsme nedefinovali limitu funkce v hrani¢nich bodech
jejiho definiéniho oboru. Definici 8.2 limity ve vnitinich bodech definiéniho
oboru nemuzeme aplikovat napt. na limitu funkce

1

= kd = —

z=f(z,y), kde f(z,y) o

v bodech na ose x, resp na ose y. Definicnim oborem této funkce je totiz
mnozina vsech bodu [z,y], kde 2 # 0 V y # 0. Body [z0, 0] a body [0, yo]
jsou hrani¢nimi body defini¢niho oboru funkce f(x,y) = I—ly Funkce f(z,v)
neni definovana v zadném okoli téchto bodu. Zobecnime tedy definici limity

funkce definované na mnoziné D C E,, pro vsechny hromadné body mnoziny
D.

Definice 8.4. (Limita funkce vzhledem k mnoziné) I
Necht n € N a necht D C E,, je definiéni obor funkce

2= f(x1,...,2n).

Necht XY = [29, ..., 2%] je hromadnym bodem mnoziny D.
Rekneme, ze funkce f(X), X = [x1,...,x,], m4 v bodé X°
limitu vzhledem k D rovnu A € R*, jestlize k libovolnému
okoli U.(X") existuje ¢&fslo § > 0 tak, Ze pro vsechny body
X € (Us(X%) —{X"H)ND je

f(X) € Uc(A).
Piseme pak

lim f(X) = A. (8.11)

X3>XO

Vyznam této definice je objasnén na obr. 8.9 pro n = 2. Funkce z = f(X)
je definovand na oblasti D. Jestlize X je vnitinim bodem oblasti D, potom
ziejmé

lim f(X)= lim f(X).

X—X0 X—X0
D

Jestlize H je hraniénim bodem oblasti D, potom lim x_, xo f(X) neexistuje ve
smyslu definice 8.2, nebot v kazdém d—okoli bodu H lezi body X # H, v nichz
funkce f(X) neni definovand. Avsak lim f(X) muzZe existovat, ponévadz

—
D

funkce f(X) je definovand na mnoziné
Ug(H) nD— {H}

vyznacené sedé na obr. 8.9.



T

Obréazek 8.9:

Poznamka 1. Dokazte si platnost tohoto tvrzeni: Necht X° je hromadnym
bodem mnoziny D. Potom plati

lim f(X)=A <= Prokazdou mnozinu M C D s hromadnym bodem
X=X .

X0 plati 1 X)=A.
D plati Xﬂl{{?{oﬂ )

Vzhledem k této vlastnosti muzeme vyslovit definici limity funkce f(X)
vzhledem k mnoziné, ktera je ekvivalentem definice 8.4.

Véta 8.1. (Ekvivalentni vyjadieni limity funkce) .
Necht n € N a necht D C E,, je defini¢ni obor funkce

2= f(x1,...,2,).
Necht X° = [29, ..., 29] je hromadnym bodem mnoZiny D.
Potom plati
T <— TQ,

kde Ty, Ty maji tento vyznam:

Ti: lim f(X)=A, AeR*

XX

Ty: Jestlize {X*}2 . X* £ X% je posloupnost bodii
z D, ktera konverguje k bodu X°, potom posloupnost
{f(X*)}22, konverguje k A.

Dikaz:
a) Necht plati T1. Dokazme, Ze pak plati Tp. Ponévadz lim f(X) = A,
X—-X
D

k libovolnému okoli U.(A) existuje § > 0 tak, ze pro X € Us(X°) N D,
X # X% je f(X) € U(A). Jestlize {X*}22,, X*¥ £ X0 je libovolnd
posloupnost bodi z D, ktera konverguje k X, potom k uvedenému
¢islu 0 existuje kg tak, ze pro k > kg je

p(XF X9 < 6.

Tedy body X* pro k > ko lezi v Us(X°) N D — {X°}. Plat{ tedy pro né
f(XF) € U.(A), takze {f(X*)}22, konverguje k A.
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() Necht plati Ty. Dokazme, ze pak plati T;. Dukaz provedeme sporem.
Predpokladejme, ze plati T, a neplati 77, to jest, ze funkce f(X) nema
v bodé X° limitu rovnu A. Pak existuje € > 0 tak, 7Ze pro kazdé § = %
lze urcit X* € D, X* £ XO tak, ze p(X*, X%) < = 1, aviak

FIXF) & U(A). (8.12)

Takto konstruovana posloupnost bodu { X}, konverguje k bodu X°
a tedy podle Ty posloupnost {f(X*}2°, konverguje k A. To je vsak ve
sporu s (8.12). 0

Véta 8.2. (Limita souctu, sou¢inu a podilu funkci)

Necht n € N a necht D C E,, je defini¢ni obor funkci f(X),
g(X). Necht X° je hromadny bod D. Necht existuji limity
vzhledem k D

lim f(X)=A, lim ¢g(X)=B, A BeR"

X?XO X?XO
Potom plati

lim (c1f(X) 4+ c29(X)) = 1A+ 2B, c1,c € R,

0
— X
wD

lim f(X)g(X)=A-B

XFXO
aje-li B # 0, je téz
fIX) A

lim 2/ — =

eox0 g(X) B’

pokud ma prava strana v téchto vzorcich vyznam.

Priklad 8.5. Urcete !
[z,9]—[0,0] |2y|

Ziejmé definicnim oborem funkce ﬁ je D =Ey — {[z,y] : xy = 0}. Zvolme
) (

€ > 0. Polozme § = NG Potom
Us([0,0]) =A{[z,y] : =6 <x <N = <y <}

Pro [z,y] € (Us([0,0]) N D) — {[0,0]} plati |2,y| = |z|ly] < == = 1.

Ve e
Tedy pro tyto body [z,y] plati % > e. Je tedy Ix_lyl € U.(o0) pro [z,y] €

xy|

(U5(]0,0]) N D) — {[0,0]}, takze

= OQ.

11m ——
[e.wl5[0.0] |2y
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Piiklad 8.6. Ukazme, ze funkce

2zy
Z:ma [z, y] # [0, 0],
neméd v bodé [0, 0] limitu.
Skute¢né. Oznacme f(z,y) = ziﬁ/g Defini¢ni obor D této funkce je Ey —

{[0,0]}. Bod [0,0] je hromadnym bodem mnoziny D. Necht a # 0. Zvolme
posloupnost bodiu X%, k=1,2,..., kde X¥ = Ziejme hm X*=10,0].

Dostavame

[ 8-

2L .« 200
FXF) = 12k = :
(})+(5) o1

Tato limita zavisi na zvoleném ¢isle «, takze ne-

Tedy kh_{n f(Xk) - 1+ 7.

2zy

existuje  lim
! [z,yHom“y

Zavedme si nyni pojem spojitosti funkce z = f(X), X € D C E,, v bodé
XY € D vzhledem k mnoziné D.

Definice 8.5. (Spojitost funkce v bodé vzhledem k mnoziné) l
Necht n € N a necht D C E,, je definiéni obor funkce

z=f(x1,...,2,).

Necht X9 = [29, ..., 2Y] je hromadnym bodem mnoZiny D.
Rekneme, ze funkce f(X), X = [x1,...,2,)], je v bodé X
spojita vzhledem k mnoziné D, jestlize
m je v bodé X" definovand a jestlize
istuje li X lati i X) = f(XY).
= existuje lim f( )apalX;r)l(of( ) = f(X7)

D

Z véty 8.1 a z definice 8.5 spojitosti funkce f(X) v hromadném bodé X° de-
finiéniho oboru D funkce f(X) vyplyva nésledujici véta 8.3, kterd umoznuje
definovat spojitost funkce v bodé jinym, ekvivalentnim zpusobem.

Véta 8.3.
Necht n € N a necht D C'V,, je defini¢ni obor funkce

2= f(x1,...,2,).

spojitost funkce
vzhledem
k mnoziné
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spojitost souttu,
soucinu a podilu
dvou funkci

Necht X° = [29, ... 2% je hromadnym bodem mnoziny D.
Potom funkce z = f(X), X = [x1,...,x,] je spojitd v bodé
XY vzhledem k D kdyz a jenom kdyz plati: Jestlize { X*}3°
je posloupnost bodit z D konvergujici k bodu X°, potom
posloupnost { f(X*)}%° | konverguje k f(X").

Necht n € N a necht D; C E,,. Necht funkce

z= f(x1,..., %),
je definovdina na D;. Zavedme nevyznamné proménné T,.i,...,Tm,
—0o<x; <00, it =n+1,...,m. Oznacme
D={[z1, .., Tn, Tps1,- -, T) = 21, .., 28] € Dy},
Polozme
z=g(x1,. . Tpy ooy m) = fa1, ..., 20)
pro vsechny body X = [z1,...,2p,..., 2] € D. Potom funkce g m-promeén-
nych je spojitd v bodé X% = [2% ... 2% ... 2] € D kdyz a jenom kdyz je
funkce f n-proménnych spojitd v bodé [29,...,2%] € D;.

Muzeme tedy funkci f(X), X = [z1,...,2,] € D; povazovat za funkci
m-proménnych, kde m > n. Misto oznaceni g lze dale i po pridani nevy-
znamnych proménnych oznacovat jako funkci f.

Elementarni funkce jedné proménné lIze tedy chapat jako
funkce n-proménnych v odpovidajicich bodech.

Uved'me si nyn{ souvislost mezi spojitosti funkei f(X), g(X) n-proménnych
v daném bodé X° a funkce, ktera z nich vznikne jejich souctem, soucinem a
podilem. Zopakujte si napted vétu 3.1.

veta 5.4, |

Necht n € N a necht D C E,, je definiéni obor funkci

z=f(x1,...,2n), 2=g(x1,...,2,)

spojitych vzhledem k D v hromadném bodé X° =
[29,...,2%] € D. Potom i funkce ¢ f(X) + c2g(X) pro Ii-
bovolné ci,c; € R a f(X) - g(X) jsou spojité v bodé X°
vzhledem k D. Je-li navic g(X°) # 0, je i funkce 1) spo-

9(X)
jitd v bodé X vzhledem k D.




Dikaz: Dukaz prenechame Ctenari. 0

Priklad 8.7. Funkce

Inx
Ty y?
je spojitd vzhledem k D v kazdém bodeé [z, y] € D, kde

D={[z,y]: 0<z A y€(—00,00)}.

Skutecéné. Funkci In x Ize povazovat za funkci dvou proménnych z,y. Je defi-
novand v D. Funkce 22+ je definovand v kazdém bodé [z, y] € Eq. V kazdém
bodé [z,y], [z,y] # [0,0], je 2% + y* # 0. Podle véty 8.4 je funkce z = zé‘jjﬂ
spojita v kazdém bodeé [z,y] € D, [z, y] # [0,0], vzhledem k D. (

SloZen & funkce a jeji spojitost spojitost sloZené

funkce
Drive, nez pristoupime ke studiu této ¢asti textu, zopakujte si pojem slozené
funkce jedné proménné, vétu o spojitosti a vétu o derivovani slozené funkce
jedné proménné.
Definice 8.6. (SloZena funkce n-proménnych) Necht slo¥ena funkce

z2=f(Y1,--,Ym)
je funkce definovand na mnoziné 2 C E,,. Necht funkce
Y1 =@1(T1, o Tn)s ey Y = Pm(T1, o, Tp)

jsou definované na mnoziné D C E,. Necht pro kazdy bod X = [xy,...,1,] €
D je [p1(X), ..., om(X)] € Q. Potom funkce

F(X) = f(@1(X),....om(X)),  XeD

se nazyva sloZenou funkci. Funkce z = f(y1,...,yn) se nazyva jeji vnéjsi
slozkou a funkce p1(X), ..., on(X) se nazyvaji jejimi vnitrnimi sloZkami.

Uved'me si nésledujici vétu o spojitosti sloZenych funke.

Véta 8.5. (Véta o spojitosti slozené funkce) -
Necht funkce

yl:ng(X)il:1?27'7m7 X:[‘CC:l?'?xn]EDgEn)

jsou spojité v bodé X' = [2Y,...,2%] € D vzhledem D.
Oznac¢me

YO:[y?a"'aygl]a kde ?JEZ%(XO), i=1,2,...,m.
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Necht na Q C E,, je ddna funkce
z=f(Y), YeQCE,.

Necht pro vsechna X € D je [p1(X),...,on(X)] € Q.
Jestlize funkce f(Y) je spojitd v bodé Y vzhledem k ,
je i slozena funkce

spojitd v bodé X° vzhledem D.

Diikaz: Necht {X*}2° je takové posloupnost bodii z D, ze X* % X% ¢ D.
Ponévadz ¢;(X), 1 = 1,2,...,m, jsou spojité v bodé X dostavame podle
véty 8.3, ze

0i(XF) L o0 = (X, i=1,2,...,m. (8.13)
Podle predpokladu véty lezi body

YE = [01(X5), ..o om(XH)]

v 2 az (8.13) vyplyva, ze
Yk L yo

Ponévadz f(Y) je spojitd v bodé Y vzhledem k €, plati
FOYR) 5 f(Y0),
to jest
F(X®) = fer(XP), o om(X7) 5 f(01(X0), 0 om(XD)) = F(XO).
Je tedy slozend funkce F'(X) spojita v bodé X° vzhledem k D. O

Priklad 8.8. Funkce z = /% + 3 je spojitd v bodé [0, 0].

Skutec¢né. Polozme
y=p(e,a),  kde p(rr,z2) = 2} + 3.

Funkce ¢ je definovand na mnoziné D = [E, a je spojitd v bodé [0, 0].
Oznacme 3° = ¢(0,0). Plati ¢(0,0) = 0. Polozme z = f(y), kde f(y) = \/y.
Funkce f(y) je na intervalu 2 = (0, c0) spojita vzhledem k €. Pro kazdy bod
(21, 22] € D je p(x1,12) € Q. Funkee f(y) je spojitd v bodé y° vzhledem k .
Podle véty 8.5 je tedy funkce z = /a2 + 22 spojita v bodé [0, 0].



8.2 Parcialni derivace

Zavedeni parcidlnich derivaci 1. fadu funkce dvou proménnych

Uvazujme funkci
z=f(z,y), [z,y]€QCE,. (8.14)

Dosadme do (8.14) za y pevnou hodnotu y = yo. Predpoklddejme, Ze dosta-
neme funkci jedné proménné x, totiz funkci

9(x) = f(z,y0), z€lCE, (8.15)

kde I je takovy interval, ze [z,yo] € Q pro x € I.

Jako pifklad uvedme funkci
z=12%7 [r,y] € E,. (8.16)
Zvolme y = 5 a dosadme tuto hodnotu do (8.16). Dostdvdme
z=x%-5% tojest z =251 1z € (—00,00), (8.17)

to jest funkci jedné proménné.

Uvazujme funkci g(x) urc¢enou vztahem (8.15). Predpoklddejme, ze tato
funkce mé v bodé xy € I derivaci ¢'(xo), potom

f(xo + h,yo) — f(xo, yo).

(8.18)
Tuto derivaci nazyvame parcilni (¢dstecnou) derivaci funkce f(x,y) podle =
v bodeé [xg, yol. Jestlize bod z je levym (pravym) koncovym bodem intervalu
I, nahradime limitu v (8.18) limitou zprava (zleva) v bodé h = 0. Bod [z, yo]
muze byt libovolny z €. Misto xg,yo piSme z,y. Parcidlni derivaci funkce
f(z,y) v bodé [z, y] budeme znacit jako

of (z,y)
or

/ T g(IO+h)_g<$U) . / T
g (xo) = lim - » e g(wo) = lim

nebo  fi(z,y) nebo  fi(x,y).

Ponévadz v (8.14) jsme oznacili funkei f(x,y) jako z, muzeme téz psat

0z ,

%, z, 2.

Chceme-li vyznacit, ze se jedna o parcidlni derivaci v bodé [z, yo], muzeme
pouzit napft. tyto zapisy

df(xo, 0
T <a_£)[] s, folooto) (o w0 (w010

(8.19)

V oznaceni parcidlni derivace je pouzit symbol 0. Tento symbol O neni pisme-

nem Zddné abecedy. Srovnejte si oznaceni derivace (5.22) funkce jedné pro-
of

ménné s oznacenim - pro parcidlni derivaci.

parcialni
derivace
funkce dvou
proménnych
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Parcidlni derivaci funkce z = f(x,y) v bodé [z, y] podle proménné = 1ze tedy

definovat jako

pokud tato limita existuje.

Analogicky zavadime parcidlni derivaci funkce z = f(z,y) podle y v bodé
(20, yo]. Dosadme do (8.14) za x pevnou hodnotu z = x. Predpoklddejme,
ze dostaneme funkci jedné proménné y, totiz funkeci

My) = f(wo,y), yE€J, (8.21)

kde J je takovy interval, ze [xq,y] € 2, y € J.
Uvazujme funkei h(y) urcenou vztahem (8.21). Muze se stat, ze tato funkce

ma v bodeé yy € J derivaci, to jest, ze existuje

lim h(yo + k) — h(yo)’ . lim f(xo,yo + k) — f(xo, Z/o).
k—0 k k—0 k

(8.22)

Tuto derivaci nazyvame parcialni (¢astecnou) derivaci funkce f(z,y) podle y
v bodé [z, yo]. Jestlize bod yy je levym (pravym) koncovym bodem intervalu
J, nahradime limitu v (8.22) limitou zprava (zleva) v bodé h = 0. Bod [z, yo|
muze byt libovolny bod z €. Misto ¢, yo piSme z,y. Parcidlni derivaci funkce
f(z,y) v bodé [z,y] podle y budeme znacit jako

%xy,y)y nebo f;(x,y) nebo f,(x,y).
Zapisy 5
2
6_y7 Z;: Zy

lze rovnéz pouzit pro parcidlni derivaci funkce z = f(x,y) podle y. Je tedy

ay k—0 ]{j

Y

pokud tato limita existuje.

Jestlize % (%Z”)) existuje pro [z,y] € @ C €, je ke kazdému bodu
[z,y] € O pritazeno ¢islo % (%ﬁlj)) Je tedy % (g—fj) funkce proménnych
z,y na Q. Symbolem (92), 4 ((%Z)[m,yo}) budeme znacit téz W
((‘92(10&0))
oy :
Piiklad 8.9. Necht
2z =223y — 3z + 20 — 3y + L. (8.23)
Abychom vypocitali g—;, povazujeme v (8.23) y za konstantu a derivujeme
(8.23) podle x. Dostavame
0] . 0 .
P20 3t 30 42, b —o = 6ayt — 35+ 2. (8.24)
Ox ox



Abychom vypocitali g—i, povazujeme v (8.23) x za konstantu a derivujeme
(8.23) podle y. Dostdvame

0
6—; = 8x%y® — 15zy* — 3. (8.25)

Funkce (8.24), (8.25) jsou definované v kazdém bodé [z,y] € Q. Napft.
02) a2yt — 3y 1 2y = 62231 — 3.3 4 2
g = [627y" —3y" + 2|3 =6-2°-3"—3-3"+2,
(2,3]

to jest

92\ o4 729 42— 1217,
or 2]

Podobné napft.
0z o
(8_9) [0,2] = (827" — 15ay” — 3ljo2) = —3.

Podivejme se nyni na geometricky vyznam parcialnich derivaci

&), (&)
Oz [%#}0]7 dy [z0,y0]

Sledujme obr. 8.10.

2¢

z = f(z0,y)

0

0o, Yo,

T

Obrazek 8.10: Geometricky vyznam parcidlnich derivaci.

Oznacili jsme
g(l‘) = f(xay())

a polozili jsme (%)[myo] = ¢'(zo). Rovnici

z=g(z), tj. z=f(x,y)
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parcialni derivace

funkce f(X)

je definovéna kiivka, oznacend na obrazku 8.10 jako 'C'. Rovnici

z=nh(y), tj. z= f(vo,y)

je definovdna kiivka, oznacens na obrazku 8.10 jako 2C'. Je tedy

oy (9f oy (9F
! (IO) N <%> [z0,%0] (h (yO) N (5_@/) [l‘o,yo]>

smérnice tecny 't (*t) ke kiivee 'C' (2C) v jejim bodé T

Zavedeni parcialnich derivaci funkci n—proménnych

Uvazujme nyni funkci n-proménnych
z= f(xy,29,...,2,), NEN, X=[r1,...,2,) € QCE,. (8.26)

Zvolme i € {1,2,...,n}. Dosadme za kazdou proménnou z;, j = 1,
2,...,n, j # i, v (8.26) pevnou hodnotu JU?. Dostali jsme tak funkci
jedné proménné x;, oznacme ji ‘g(z;). Dostavame

Zg(xl) = f(l’(l),..-,$?,1,Ii,l’?+1,...,l’2). (827)

Jestli tato funkce ma v &fsle 2 derivaci g/(2?), nazveme ji parcidlni deri-
vaci funkce (8.26) podle z; v bodé X = [2,... 20 |, 29,2} ,,...,20] €
Q). Znacime ji jednim ze symbolu

Af(X°) [ af 02(Xy) ([ 0z ) oo
8% ’ (8%’)){0’ a%’ ’ ((9%’))(07 a—%f(XU)y ZI'i(X )’ ZIi(XU).

(8.28)

Bod X° = [29,29,..., 2% muze byt libovolny bod z Q. Misto parcidlnich

n

derivaci v bodé X° je muzeme uvazovat v bodé X = [x1, 2o, ..., T,).
Parcialni derivace
0z ‘
1=1,2,...,n
ax . Y Y ) Y
K3

nazyvame parcidalnimi derivacemi prunitho rddu.
Priklad 8.10. Uvazujme funkci
= % (8.29)
3 +a3+1

Tato funkce je definovand v kazdém bodé X = [z1,29,23] € E3, X #
(1, x2,0]. Uréeme 86—;2. Derivujme (8.29) podle proménné z5. Proménné x4,

xr3 uvazujeme jako konstanty. Dostavame
L T2, (2 2 — in 2 .
0z @155 C08E (x5 + x5+ 1) — xy sin 2 - 21y

dxy (23 + 23 +1)2




Upravu prenechavam Ctenafi.

Zavedeni parci alnich derivaci vy $sich radu.

Predpokladejme, ze funkce

2= flxy, 29, iy ), X =[21,...,2...,2,] €EQCE, (8.30)

je definovana na 2 C E,, a ma parcialni derivace

0z

a—xi, ’1;21,2,...,77, (831)

v kazdém bodé X = [xy,x9,...,2,] € Q C Q. Muzeme se na né tedy

divat jako na funkce n-proménnych na ;. Jestlize parcialni derivace % ma
7
0 .0

c . ‘ e 0 L. .. 922(Xo)
parcidlni derivaci podle z; v bodé X = [z}, ), ..., 2}, oznacime ji e,

Uved'me si nékolik dalsich uzivanych oznaceni

5o

0 f(Xo)

IR = (X0). 2 (Xo). £ (Xo), fau (Xo). (8.32
o O, 2o, (X0), 2o, (Xo0), [fr,2,(Xo), foiz;(Xo). (8.32)

Nazyvame ji druhou parcialni derivaci funkce f podle z;, z; (v tomto poradi)

% YO N T 9%z ; 9%z " ;
v bodé X°. Jestlize i = j, piSeme vétsinou 07 misto 7=, resp. 22 misto
7 e . . ;s c 11 . PR, v ’~
2y .- Jestlize i # j, nazyvdme parcialni derivaci dr,0s, STisenou.

Piiklad 8.11. Necht

_ 9,243
z = 3x]Ty75.

Vypocitejte vSechny jeji parcialni derivace 2. fadu. Napted vypocitame par-
cialni derivace 1. radu. Dostavame

ﬁ = 6ryziad ﬁ = 12222323 ﬁ = Oziz51
Oy 1LoL3, 1243, 1X2L3-

a$2 a$3

Prikroéme k vypoctu vSech parcialnich derivaci 2. fadu. Dostavame

gi; = 6x§x§, % = 24x1x§x§, 5512523 = 18x1x§x§,
% = 2472573, gixg = 3623575, %@23 = 36237573,
% = 1877573, 822622 = 36237573, gié = 18x{x5us.
Poznamka. Vsimnéme si, ze v tomto prikladé je
&z &z —1,2,3, i+#].

Gxiaxj - 6%8@-’ b

Jinymi slovy, v tomto pripadé nezalezi na poradi derivivani.

parcialni
derivace vyssich
rada
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smiSené parcidln{

derivace

Podobné se definuji parcidlni derivace vyssich radu. Je-li dana napt. funkce

z=f(X), X=l[r1,29,...,2,], X €EQCE,, (8.33)
potom napfi. parcialni derivace 3. fadu 28 obdrzime takto. Vypocitame
ng. to znamena, ze x1,T3...,T, povazujeme za pevné hodnoty a derivu-

jeme (8.33) podle xo. Predpokladame, ze tato derivace existuje na jisté pod-
mmnoziné €2; C €. V dalsim kroku derivujeme funkc1 opet podle promeén-
né xy, tj. pocitejme 8—962(5{2). To znamend, ze xl,xg , xpn ve funkci %
povazujeme za pevné hodnoty a derivujeme ji podle xs. Predpokladame ze
tato derivace existuje na jisté podmmnoziné (22 C Q). Dostaneme tak na €2

funkei 2 5 2 V dalsim kroku derivujeme funkei 2 o 2, definovanou na {2, podle

promenne z1. To znamena 7€ To,XT3...,Tp povazujeme za pevné hodnoty a

derivujeme funkci 2 2 definovanou na Qg odle x,. Jestlize tato parcidlni
j e , P p

derivace existuje na Qg C €y, mame v kazdém bodé mnoziny €23 definovanou

23f
parcialni derivaci uZom

Je otazkoué co lze tici o vzajemném vztahu mazi parcialnimi derivacemi
&3 f &t 3B
530" Das 8w1 D3’ Bunomd Tyto parcialni derivace se lis{ poradim proménnych,

podle nichz jsme provadéli derivovani. Plati tato véta.

Necht funkce n-proménnych

z=f(X), X=l[r1,29,...,2,], X €Q

mé v jistém okoli Us(X"), X" € Q, spojité vSechny parci-
alni derivace radu k, potom nezalezi na poradi proménnych,
podle nichz derivujeme.

Tedy napi. ma-li funkce f(z1,22) v okoli bodu X = [z9, 29] spojité vSechny

2f  _ 92f
parcialni derivace 2. radu, potom Tades = Bugdar-

Poznamka. Véta 8.6 je vyslovena za ponékud silnéjsich predpokladu, nez je
nutno.

Piiklad 8.12. Necht

z = $3y2t4.
Potom plati
0z 0%z 0Pz
92 ap2,244 — 6x2yt! = 24z%yt>.
ar Y Gray T P Y Ggagar T Y
Podobné
0z 0%z 0Pz
b P I T, S P JpE = 24z2yt>.
T AT W T



Y . 3 3 s~ Y e -
Vidime, ze -22- = 22 K tomuto zavéru bychom piisli pifmo uzitim véty

0xdyot 0tdyox

8.6, nebot vsechny parcidlni derivace funkce z = z3y*t

jsou spojité ve Ej.
Parci alni derivace slozen é funkce

Pred zapocetim studia této problematiky si zopakujte vypocet derivace sloze-
né funkce jedné proménné.

~ . - P derivace slozené
Véta 8.7. (Derivace slozené funkce) _ funkee

Necht funkce p;j(X), X = [z1,...,2,] € By, i =1,2,...,m,

maji vSechny parcidlni derivace v bodé X° = [z9,..., 27].
Necht funkce z = f(Y), Y = [y1,...,ym], md spojité
Vsechny parcialni derivace 1. fadu v bodé Y = [y, ... 40 ],

kde Y = ¢;(X"), i = 1,2,...,m. Potom slozena funkce

z = F(X) = f([%ol(X)?:QOm(X)])

maé v bodé X° vsechny parcialni derivace 1. fddu a plati

OF(X°) _ zm: Of (V) dp;(Xo)

, 1=1,2,...,n.
8:@- - ayl 83)2 T
j=1
Dikaz: Bez dukazu. 0
Piiklad 8.13. Necht
z=+/14+(z+y)? [z,y] €E,. (8.34)

P 9%z
Vypocitejte Doy
Reseni. Funkce (8.34) je slozend funkce. Funkce z = f(u), kde f(u) = \/u,

je jejl vngjsi slozkou a u = ¢(z,y), kde p(x,y) = 1 + (x + y)?, je jeji vnitini
slozkou. Podle véty 8.7 dostavame

0z

1 1
Oz 2\/1+ (z +y)?

2(x + ).

Po tpravé dostavame
0z T+y

9t 1+ (x+y)? (53)

Parcidlni derivaci funkce = podle y dostavame

925 _1' 1+($+y) (x‘f‘y)%m( )
0xy (JTW) )
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Upravou dostaneme
02z B 1
00y (14 (z+y2) YT+ @+ 9P

TeCnarovina k plo Se z = f(X)

Zacneme se zavedenim pojmu tecny ke kiivce.

tetna ke kiivce Teéna ke kiivce. Necht
iEi:SOi(t), tEIQEl, i:1727"'7n7 (836)

jsou spojité funkce na intervalu 7. Rovnicemi (8.36) je vyjddiena kiivka,
ozna¢me ji ¢, v tak zvaném parametrickém vyjadieni. Necht ¢, € I. Polozme

) = i(ty), i=1,2,...,n.

7

Oznacme

T =1[2929,...,2°].

Necht M je bod na kiivce ¢ odpovidajici parametru to + h € I, kde h € E,.
Tedy
M = [901(t0 + h)a @2(t0 =+ h)a s JQpn(tO + h)]

Smérovym vektorem piimky urcené body 7', M je vektor
s = (s1(h),s2(h),...,s,(h)),

kde

i(to +h) — @i(t .
sy = TN Zpllo) gy

Jestlize existuji

sY =lims;j(h), i=1,2,...,n,
h—0

to jest, jestlize funkce
maji v bodeé ty derivace
sV =i(ty), i=1,2,...,n,
potom primku
=)+t i=1,2,...,n, t€(—00,00)

nazyvame tecnou ke ktivce ¢ v bodé T'. Na obr. 8.11 je znézornéno zavedeni
tecny ke kfivce pro n = 2.

Dospéli jsme k tomuto zaveéru.
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)

Mlpi(to + h), p2(to + h)]

Tp1(to), p2(to)]

T

Obréazek 8.11: Zavedeni tecny ke krivce.

Necht
I)Z‘ZZQOZ(t), tel CEy, 1=1,2,...,n,

jsou spojité funkce na intervalu I. Necht t, € I a necht
funkce @;(t) maji v bodé ty derivace ©.(ty), i = 1,2,...,n.
Potom primka

x; = @i(to) + M\gi(ty), 1=1,2,...,n, \€& (—00,00)
je tecnou ke krivce

v, =wi(t), tel, =12 ...,n,

v bodé T[g@l(to), ceey @n(to)]

Piiklad 8.14. Ke kiivce
x1 = 2cost, Ty = 2sint, w3 = 3t, t € (—00,00) (8.37)

napiste rovnici tecny v jejim bodé T' daném parametrem ¢ =

IR

Reseni. Dosazenfm ¢ = Z do (8.37) dostavame bod
T=[V2,V2, 32].
Ponévadz
(2cost) = —2sint, (2sint) =2cost, (3t) =3,

je smérovy vektor s tec¢ny v bodé T' roven

s =(—Vv2,v2,3).
Tedy tecna k zadané kiivce v jéjim bodé T' mé parametrické vyjadieni
I = \/7 — \/5)\7
To = \/5 + \/5/\,
7
T3 = 31 + 3)\,

kde A € (—o0, 0).
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te¢na rovina
k plose

Teéna rovina k plose. Necht
z=FX), X=lz1,...,2,) € DCE,

m4d v D spojité viechny parcidlni derivace 1. tadu. Necht Ty = [z9,. .., 2°]
DaT=1[29...,29 2% kde 2° = F(29,...,2%) je bod na ploge z = F(X).
Necht funkce

x=pt), tel, i=1,2,...,n,

maji derivace 1. fadu v bodé ty € I a necht
) = i(ty), i=1,2,...,n.

2

Oznacme c kiivku v E,,;; danou v parametrickém vyjadieni rovnicemi

r1=p1(t), .., Tn=alt), 2= Flpi(l),. .., pnlt)) (8.38)

lezici na plose z = F(x1,...,x,). Smérovy vektor tecny kiivky ¢ v jejim bodé
T je

5= <soa<to>,...,so;<to>, (5 ), s (50) sowo)) .

Vektor s je kolmy na vektor

_((2F ory
n = e To,..., 0z, TO, .

(Skalarni soucin téchto vektoru je roven nule.) Oznac¢me 7 rovinu

oF oF
TEz—F(TO):<a—$1> (xl—x?)—k---—k(ax) (2, — 22).
To n To

Tecna ke kiivce (8.38) v bodé T lezi v roviné 7. Tato rovina zdvisi pouze na
rovnici plochy z = F(X) a na bodé T. Nazyvame ji tecnou rovinou plochy
z=F(X) v bodeT.

Necht funkce z = F(x1, ..., z,) mé spojité vSechny parcidlni
derivace 1. fadu v bode Ty = [29,..., 2. Oznatme 2" =
Fb,....2%), T = [29,...,2% 2°] bod na plose z =
F(z1,...,x,). Potom rovina
oF oF
2= () @btk (50) -l
832‘1 T 8a:n T
je tecnou rovinou k plose z = F'(zy,...,x,) v bodé T.




Priklad 8.15. NapiSte rovnici teéné roviny k plose z = /22 + 42 v bodé
T = [4,3,7] na dané plose.

Reseni. Napred uréime z. Dostavame

20 = \/42+32:5.

Uréime parcidlni derivace 1. fadu funkce z = /x% 4+ y? v bodé Ty = [4, 3].
Dostavame

R S A (%) _ 4 <%> _3
O ey Oy \fa iy 0 )ugy 5 N0/ pgy 5

Tedy hledanou te¢nou rovinou je rovina

8.3 Totalni diferenci al a Taylorova v éta

Totalni diferencial funkce dvou proménnych

Totalni diferencial se v literatute zavadi obecnéji, nez jej zavedu v definici
8.7. Vede mne k tomu toto: Tento zpusob zavedeni je jednodussi a takto
zavedeny totalni diferencidl je zaveden pro dostatecné sirokou tiidu funkci.
Pred zapocetim studia této podkapitoly si prectéte podkapitolu kapitoly 5,
,Diferencial a Taylorova véta“, o diferencialu funkce jedné proménné.

totalnf

Definice 8.7. (Totdlni diferencidl funkce z = f(x,y)) I diferencis|

Necht z = f(z,y) je funkce definovand v daném d-okoli Us([a,b]) bodu
[a,b]. Necht funkce f(x,y) ma v bodé [a,b] spojité parcidlni derivace
9L 9L Potom funkei df v proménnych h, k, danou vztahem

oz’ oy
of of
df (a,b, h, k) = <—> h+ (—) k, (8.39)
9 / 14 Y / (o

nazyvame totdalnim diferencidlem funkce f(x,y) v bodé [a,b].

Pro takto zavedeny totdlni diferencial plati tato véta.

Véta 8.8. Necht funkce z = f(x,y) md v bodé [a,b] spojité parcidlni
derivace 1. fadu. Potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro h, k, pro
néz [a+ h,b+ k| € *Us([a,b]) V) plati

Flathb+k) = f(a,b) = (8) .0+ (%) k), (840

3 n(h7k) —
[h,k]lgfo,o] g = 0. (8.41)

1) 3U5([a,b]) je okoli bodu [a, b] uréené metrikou gs.
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Driive, nez prikroéime k dukazu této véty, zamysleme se trochu nad jejim
obsahem. Predevsim

Az(a,b,h, k) = fla+ h,b+ k) — f(a,b) (8.42)

je piirustek funkce pti prechodu z bodu [a,b] do bodu [a + h,b + k]. Vztah
(8.40) lze tedy zapsat takto

Az(a,b,h, k) =df (a,b, h, k) +n(h, k). (8.43)

Jestlize nahradime Az diferencidlem df, dopustime se chyby n(h, k).

S ohledem na (8.41) je tedy pfiblizné
Az(a,b,h, k) =~ df (a,b, h, k).

Tedy piirustek Az funkce z = f(z,y) pfi prechodu z bodu [a, b] do bodu
la + h,b+ k| je priblizné roven diferencialu

_ (9 of
df B (61')[(1,11] i (ay)[a,b] &

Dukaz: Ponévadz dle predpokladu jsou funkce g—;, g—; spojité v bodé [a, b],
existuje § > 0 tak, Ze pro [x,y] € 3Us([a,b]) existuji %, g—;. Necht h, k jsou

takova ¢isla, ze [a + h,b + k] € 3Us([a, b]). Potom plati

flath,b+k)=f(a,b) = (fla+h,b+k)—=f(a,b+k))+(f(a,b+Fk) —f(él, b)))-
8.44
Zaved me pomocné funkce

g(I) :f(:E?b"i_k)? h(y) :f(ayy)7 (8'45)

kde z € (a—9d,a+9),y € (b—0,b+6). Funkce g(x) je spojitd na uzavieném
intervalu o koncovych bodech a, a+h a ma v kazdém vnitinim bodé derivaci.
Podle véty 5.5 o stfedni hodnoté diferencidlniho poctu existuje ¢; mezi body
a, a + h tak, ze plati

gla+h) —g(a) = g'(c1)h. (8.46)

S ohledem na (8.45)dostavame

0
fla+h,b+Ek)— fla,b+ k) = (—f) h. (8.47)
O [c1,b+k]
Podobné dostavame, ze existuje cs mezi body b, b+ k tak, ze
0
fla,b+ k) — f(a,b) = (—f> k. (8.48)
ay la,e2]



Vztah (8.44) lze s ohledem na (8.47), (8.48) zapsat takto

athbtk)— flab) =L ht (2L k. 8.49
fla+h,b+k)— f(a,b) ( o8 ) i 3y - (8.49)

of of

Ponévadz podle piedpokladu jsou funkce 2%, 5 spojité v bodé [a, b], existuji

takové funkce vy (h, k), va(h, k), ze

(if) _ <a_f) (b k), (8.50)
dx [c1,b+k] Ox [a,b]
7).~ (%)
— = (= + o(h, k), (8.51)
<8y [a,c2] dy [a,b]
a
[h7kl]1ir%070] vi(h,k) =0, [h7kl]1£1%070] vo(h, k) = 0. (8.52)

Z (8.49) s ohledem na (8.50), (8.51) dostavame

fla+h,b+k)— f(a,b) = (g) h+ <g> k+h-vi(h,k)+k-vo(h, k).
[a,b] [a,]

ox oy
(8.53)
Oznacme
n(h, k) = hvi(h, k) + kve(h, k). (8.54)
Ponévadz
‘ " ‘ <1 ‘ ¢ ‘ <1
Al + [k~ A+ [k[] —
dostavame z (8.54) s ohledem na vztah (8.52)
li h,k) =0.
om0 k) =0
Plati tedy (8.40). a

Poznamka. V diferencidlu (8.39) se ¢asto misto h, k pise dz, dy. Dife-
rencidl df funkce f(x,y) v bodé [a, b] se pak zapisuje takto

df:<g> dx+<%> dy.
9T /04 Y / oy

Priklad 8.16. Napiste diferenciél funkce z = 23y* v bode [2, 3].

Reseni. Funkce z = 3y m4 spojité parcidlni derivace v kazdém bodé [z, ],
tedy i v bodé |2, 3]. Podle (8.39) dostdvame

dz = (32°y" )pyde + (42°y°) 5 dy,
£,
dz = 972 dx + 864 dy.
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Taylorova véta

Analogicky lze zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice 8.8.
Necht funkce z = f(X), X = [z1,...,2,], n € N, md
v oblasti €2 spojité parcialni derivace 1. fadu. Potom

_(9f of

nazyvame totalnim diferencidlem funkce z = f(X) v bodeé
X = [z1,...,2,] € Q. Je tedy df v bodé X funkei
proménnych dzq, ..., dz,.

Véta 8.9. Necht funkce z = f(X), X = [z1,...,7,] md v bodé X° =
[29,...,2%] spojité parcidlni derivace 1. fadu. Potom existuje § > 0 a funkce

n(dxy, ..., dz,) tak, Ze pro dwi,...,dz,, pro néz [29 + dxy, ..., 2% + dz,] €
Us(X°) plati

@+ dry, .. 2% +de,) — f(2,...,20) =

of of
= (== dey, ..., dz,),
<8w1)xo+ + <axn>Xo+”< 21, ..., day)

pri ¢cemZ limita % v bodé [0, ...,0] ma hodnotu 0.

Diikaz: Dukaz je analogicky jako dukaz specidlniho piipadu n = 2 uvedeném
ve vete 8.8. 0O

7 této véty vyplyva, ze

af) (87‘)

0 0 0 0

flay+day, ... xp+dey)—f(ay, .. an) = | 57— | dot+ -+ 7|  da,.
(x5 1 T ) —f (29 x,) < . T - T

Totéalni diferencial vyjadiuje prirustek na tecné roviné, prejdeme-li z bodu
X0 =[29,...,2% do bodu X = [29 + dxy,...,2° + dx,].

Taylorova véta

Diive, nez zacnete studovat nasledujici text, prectéte si pojednani o Taylorové
vété pro funkei jedné proménné v podkapitole ,,Diferencial a Taylorova véta
kapitoly“ 5.

Zacnéme s funkei dvou proménnych z = f(z,y) majici v jistém okoli bodu
la, b], oznacme je Us([a, b]), spojité vSechny parcidlni derivace az do tadu k+1



véetné, kde k € N. Oznac¢me Ty (z, y) nésledujici polynom v proménnych x, y

Ti(e.y) = fla.b) + ((g—fi)” wa+(5) - b>> v
+% <(%) . (x—a)*+2 (ggy) . (x —a)(y —b)+ (8.56)

T ) TR (R K AP )
(y [a,b] Y

Zapisem ((x—a)% + (y—b)(%)jf(a,b), 1 < j < k, rozumime symbo-

lické provedeni povyseni dvojclenu a vyndsobeni f(a,b). Napt. pro j = 2
dostavame postupné

<(:1: )y~ b)%)gf(a,w =

— (- @ g+ 2w =y = 0T+ P ) Flant) =
262f(a7 b)

0% f(a,b 0%f(a,b
= (z —a)? J;cz >+2(;c—a)(y—b) 6f:)§6y>+(y_b) oy? =

_(9*f 2 0% f O f 2
B <@> [a,b] (x - a> e <8$8y) [a,b] (:E - a)(y - b) - <a—y2> [a,b] (y - b) ‘

Pro j = 3 dostavame postupné

<(m - a)a% +(y— b)%)gf(a, b) =

. 03 03
_ N3 Y N2 AN
= ((:U a) 93 +3(x—a)*(y—0) 8m28y+

3 3
F3lo = a)ly — 0P gz + (0= 0 ) ) =
3 a 3 a
= (z _a>35 gi{; ) +3(x — a)*(y b)aaj;ga’yb) +
0°f(a,b 2 f(a,b
30— a)(y - 0P e 4y oL

DPf o, (O°f 3
+3 <8x8y2) . (@ —a)ly—1b)"+ (aTﬁ) - (y —0)”.

Podivame-li se blize na polynom T (z,y), vidime, Ze tento
polynom ma v bodé [a,b] stejnou funkéni hodnotu jako
funkce f(x,y) a v8echny odpovidajici si parcialni derivace

291




8. Funkce n—prom énnych

292

funkei f(x,y), Ti(x,y) fadu < k se v bodé [a, b] sobé rovnaji.
Polynom Ty (x, y) nazyvame Taylorovgm polynomem radu k
(stupné < k) piislusnym k funkci f(z,y) v bodé [a, b].

Lze ocekéavat, ze pro body [x,y] blizké bodu [a, b] 1ze funkci f(x,y) aproxi-
movat Taylorovym polynomem Ty (x,y). Pro k = 1 jde vlastné o aproximaci
funkce f(z,y) pomoci totalniho diferencidlu.

Pojednejme o chybé této aproximace. Polozme

f($7y) = Tk(xay) + Rk-l—la

kde Ry je chyba aproximace. Plati tato véta:

Véta 8.10. Necht funkce f(x,y) md v jistém d-okoli Us([a,b]) spojité
parcialni derivace az do radu k + 1 vcetné, kde k € N. Potom pro kazdy bod
2.9] € Us([a,b]) plati

f(x,y) = Tk(xay) + Rk-l—la

kde Ty(x,y) je Tayloruv polynom urceny vztahem (8.56) a Rj.1 je chyba
aproximace, kterou lze vyjadrit napr. vzorcem

1 o o k+1
R = gy (-0 + 050 ) flem),

kde [€,n] je bod na tsecce o koncovych bodech |a,b], [x,y].

Prejdéme nyni k aproximaci funkce n-proménnych, n € N, Taylorovym po-
lynomem.

Necht funkce z = f(X), X = [x1,72,...,2,] je funkce majici viechny par-
cidlni derivace az do tfddu k + 1, kde k € N, spojité v jistém okoli Us(X?),
X0 =[29,...,22]. Ozna¢me T;(X) polynom

rn

a J 0
| o)

(8.57)
Polynom T},(X) a funkce f(X) maji v bodé X° stejné funkéni hodnoty a
vechny odpovidajici parcidlni derivace polynomu 7 (X) a funkce f(X) az
do tadu k véetné se v bodé X sobé rovnaji. Lze tedy povazovat funkei Tj,(X)
za aproximaci funkce f(X) pro X € Us(X°). Pro tuto aproximaci plati tato
veta.

(o= et (o= )



Véta 8.11. (Aproximace funkce f(X) Taylorovym polynomem)

Necht funkce f(X) md v jistém d-okoli Us(X") bodu X°
spojité vsechny parcialni derivace az do fadu k + 1 vcetné,
k € N. Potom pro kazdy bod X € Us(X") plati

f(X) = Ti(X) + Riy1,

kde Ty (X) je Taylortv polynom dany vztahem (8.57) a R4
je chyba, kterou Ize vyjadrit napr. vzorcem

] 9 ) k+1

kde ¢ lezi na tseéce o koncovych bodech XV, X.

8.4 Extrémy funkci vice prom énnych

Lokalni extrémy lokdIni extrémy

Lokalni extrémy funkci n-proménnych zavadime analogicky jeko u funkci
jedné proménné.

Definice 8.9.
Necht f(X), X = [x1,29,...,2,)], je funkce n-proménnych
definovana na oblasti . Necht X = [29,29,... 2%] € Q.

Necht existuje 6 > 0 tak, ze Us(X") C Q a Ze pro vsechna
X € U(s(XO) plati

fX) < f(XY) (f(X) = F(XY).

Potom fikdme, Ze funkce f ma v bodé X° lokdini maxi-
mum (lokdln? minimum). Lokdlni maxima a lokalni minima
nazyvame spoleénym nazvem lokdlni extrémy.

Necht existuje § > 0 tak, ze Us(X?) C Q a Ze pro vSechna
X e Us(X%), X # X° plati

FX) < fXT) (X)) > F(XY).
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Potom fikdme, ze funkce f ma v bodé X" viastni lokdlni ma-
zimum (vlastni lokdln? minimum). Vlastni lokalni maxima a
vlastni lokalni minima nazyvame spole¢nym nazvem vlastni
lokalni extrémy.

Z této definice je patrno, ze jestlize funkce f(X) md v bodé X° lokéln{
maximum (minimum), potom maji i véechny funkce

Ei(t) = f(af,...,a)_, t,a) ... 20), i=1,2,...,n

rn
v bodé z;, i = 1,2,...,n, lokdlni maximum (minimum).

M4-li tedy funkce Fi(t), i =1,2,...,n, v bodé z¥ derivaci, je rovna 0. Podle
definice parcidln{ derivace funkce f je vsak derivace funkce F;(t) v bodé x)
rovna parcidlni derivaci funkce f(X) podle z; v bodé X°, takze

Fl(a)) = %(XO) =0, i=1,2,...,n.

Funkce f(X), X = [z1,...,x,], definovand na oblasti €2,
muze nabyvat lokalni extrém pouze v téch bodech, v nichz
ma vsechny parcialni derivace 1. fadu rovny 0, nebo v téch
bodech, v nichz nema nékterou parcialni derivaci. Bod X° €
), v némz ma funkce f vSechny parcialni derivace 1. radu
rovny nule, se nazyva stacionarnim bodem funkce f.

Priiklad 8.17. Urcete stacionarni body funkce

z =2+ — 3. (8.58)

Reseni. Vypocitejme parcidlni derivace 1. tadu. Dostavame

0z 0z
— =32 -3y, — =3y —3u.
Stacionarni body jsou ty body [z, y], pro néz plati
0 0
o, Eoo
ox oy
Z téchto podminek dostavame systém rovnic
32?2 — 3y =0, (8.59)
3y* — 37 = 0. (8.60)

Je to systém nelinearnich rovnic o dvou neznamych. 7 (8.59) vypocitame y.
Dostavame
y = 2’ (8.61)



Dosazenim (8.61) do (8.60) dostdvame

" —x=0.
Tuto rovnici lze pfepsat na tvar
z(r—1)(z°+x+1)=0. (8.62)
Z (8.62) dostavame x; = 0, x5 = 1. Dalsi dva kofeny dostdvame Fesenim
rovnice 72 + x + 1 = 0. Tyto koieny jsou komplexné sdruzené. Ponévadz
uvazujeme jenom reilné body, nebudeme je uvazovat. Dosadime-li x = 0 do

(8.61), dostavame y = 0. Dosadime-li x = 1 do (8.61), dostvame y = 1. M4
tedy funkce (8.58) dva stacionarni body

A[0’0]7 B[lﬁ]‘:l'
Funkce y = 2 + 3® — 3zy mé parcidlni derivace ve véech bodech. Na zakladé

dosavadnich uvah vyplyva, ze vySetfovana funkce muze mit lokalni extrémy
pouze v bodech A, B.

Uvazujme nyni opét funkci z = f(X), X = [z1,...,x,] n-proménnych, de-
finovanou na oblasti 2. Budeme vysetiovat, zda funkce f(X) ma ve sta-
cionarnich bodech extrém.

Zacneme s pripadem n = 2, tedy s funkcemi z = f(z,y) dvou proménnych na

oblasti Q. Necht bod [a, ] €  je staciondrnim bodem funkce f(z,y). Podle
Taylorovy véty pro k = 1 dostavame

(), (5).,"
0 / 1) Y / 0

2 2 2
mg[(39) rea(Z) we(3D) #] s
20 1\022 ) e 0xdy /¢ Y / (e

Bod [£, 7] je na usecce o koncovych bodech [a,b], [a + h,b+ k].

1

f(a+h,b+/<:):f(a,b)+F + Ry, (8.63)

kde

Ponévadz [a, b] je staciondrnim bodem funkce f, je (%)[a,b] =0, (g_g)[a,b] = 0.
Proto (8.63) lze zapsat jako

fla+h,b+k)— f(a,b) = Rs. (8.65)

Je-li tedy Ry > 0 (R2 < 0) pro vSechna dostatecné mala h, k,ma funkce f
v bodé [a, b] lokalni minimum (maximum).

Rozborem Rs se dokéaze tato véta.
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Véta 8.12.
Necht funkce f(x,y) md v jistém okoli Us([a,b]) bodu [a, b]
spojité vsechny parcialni derivace 2. fddu. Necht

@) (@
0 /(o Y / 10

Pro body [z,y] € Us([a,b]) polozme

T
0x2  Oxdy
A (.Z', y) = a?f an
dxdy  Oy*

Je-li A(a,b) > 0, ma funkce f(x,y) v bodé [a,b] lokalni
extrém. Je-li A(a,b) < 0, nemd funkce f(x,y) v bodé [a, b]
lokalni extrém. V pripadé, ze A(a,b) > 0 a (%)[avb] > 0
(< 0) méd funkce f(x,y) v bodé [a,b] vlastni lokdlni mini-
mum (maximum).

Priklad 8.18. Zjistili jsme, Ze funkce z = 2 + y* — 3zy ma dva stacionarn{
body A[0,0], B[1, 1]. Rozhodnéte, zda tato funkce ma v téchto bodech lokalni
extrémy.

Reseni. Funkce z = 2° 4+ y® — 32y mé spojité parcidlni derivace 2. fadu ve
v8ech bodech. Vypoctem dostavame

0%z 0?2 0%z 0?2
S— - = -3, = —¢y
ox? Oxdy  Oyox 0y?
Tedy
6r —3
Az,y) = = 36zy — 9.
-3 Oy
Ponévadz A(0,0) = —9 < 0, nemd vysetfovana funkce ve stacionarlnim bodé

[0,0] lokdlni extrém. Ponévadz A(1,1) = 36 — 9 = 27 > 0, mé vySetfovand
funkce ve stacionarnim bodeé [1, 1] lokalni extrém. Ponévadz

822’)
— = (61’)[171] =6>0,
<81’2 [1,1]

mé vysetfovana funkce v bodé [1, 1] lokdlni minimum.

Pro funkce n-proménnych plati analogicka véta.



Necht funkce f(X), X = [x1,%9,...,1,] je definovand na
oblasti Q0. Necht X = [29,29,...,2°] je jejim staciondrnim
bodem, tj. necht

ory _ afy  _
(8_561))(0 0, (8%))@ o

Necht v jistém okoli Us( X ") mé funkce f(X) spojité vsechny
parcialni derivace 2. radu. Oznacme

*f > f > f
dx? dx10xe " Ox10xy
2 f f O f
0901, Ox2 T OxoOxy,
D, = : ., k=1,2, N
0% f 0% f ﬂ
0xL0r, Oxrp0rs " s

Je-li
D1(X%) >0, Dy(X") >0,..., Dy(X% >0
(DI(XO) < 07 DQ(XO) > 07 SRR (_1)nDn(XO) > 0)7

mé funkce f v bodé X lokdlni minimum (maximum).

Priiklad 8.19. Urcete lokalni extrémy funkce

u:x2+y2—|—z2—|—xy—xz.

Reseni. Polozme parcialni derivace

u, =2xr+y— 2,
w, =2y + 1,
u,=2z—ux

rovny nule. ReSenim vzniklého systému rovnic urcime jediny stacionéarni bod
0,0, 0]. Pomoci matice

i i 1

Uy Uy Uy, 2 1 -1
" " " _

Uyy Uy Uy, | = 1 2 0
" 1 "

Uy Uy, Uy, -1 0 2
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zavedeni
nékolika
pot¥ebnych
pojmi

uréime
2 1 —1
2 1
D=2 Dy= , Dy3=| 1 2 0
1 2
-1 0 2

Protoze Dy > 0, Dy > 0, D3 > 0, m4 vySetfovana funkce v bodé [0, 0, 0] ostré
lokalni minimum.

Globalni etxrémy

Necht funkce f(X) je definovand na uzaviené oblasti Q (tj. na sjednoceni
oblasti s jeji hranici).

Rekneme, Ze funkce f(X) n-proménnych mé globalni (absolutni) maximum
v bodé XY € Q, jestlize pro vechny body X € Q plati f(X) < f(X9).
Podobné tekneme, ze funkce f(X) n—proménnych ma globalni (absolutni)
minimum v bodé X° € Q, jestlize pro viechny X € Q plati f(X) > f(X9).
Globalni maxima a globalni minima se nazyvaji spoleénym nazvem globalni
extrémy.

Plati tato véta.

Véta 8.14. Necht funkce n—proménych f(X) je spojitd na uzaviené oblasti
Q. Potom mé& na Q globalni maximum a globalni minimum. Je-Ili X° bod,
v némz funkce f nabyvd na Q globalni maximum (minimum), potom X°

je bud hraniénim bodem (), anebo funkce f md v ném lokdlni maximum
(minimum).

Jako piiklad nalezeni globdlniho minima funkce f(X) n—proménnych uved me
nasledujici priklad.

Reseni syst ému line arnich rovnic metodou nejmen  Sich &tvercl
Difve, nez prikroc¢ime k vykladu vlastniho tématu, uved'me si nékolik pojmii.
V dalsim vektorem z V,, budeme rozumeét sloupcovy vektor.

Ctvrecovou matici B fadu n nazyvame symetrickou, jestlize bij = bj; pro
i,j=1,2,...,n.

Symetrickou matici B fadu n nazveme pozitivné definitni (semidefinitni),
jestlize pro kazdy nenulovy vektor x € V,, je

x'Bx >0 (z'Bzx >0).

Symetrickou matici B tadu n nazveme negativné definitni (semidefinitni),
jestlize pro kazdy nenulovy vektor & € V,, je

x'Bx <0 (z'Bx <0).
Véta 8.15. (Pomocnd) Necht A je matice typu (m,n), kde m > n. Necht

hodnost matice A je h(A) = n. Potom matice B = A" A je pozitivné
definitni. Matice B je regularni.



Diikaz: Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze submatice A ma-
tice A vytvorena ze vSech sloupcu matice A a z jejich prvnich n radku
je reguldrni. Necht x je nenulovy vektor typu (n,1). Dokazme, Ze potom
vektor y = Ax je nenulovy. Skutecné, kdyby vektor y byl nulovy, byl by
nulovy i vektor y vytvofeny z prvnich n slozek vektoru y. Avsak systém
Az = 0 mé jediné fesSeni a to vektor & = 0. Tedy, je-li  # 0, je Ax # 0.
Necht  # 0. Oznaéme y = Azx. Potom y'y = (Az)"(Azx) = 2T A" Azx.
Ponévadz yTy = 2 +y2+---+y2 > 0,jex” AT Az > 0. Je tedy matice AT A
pozitivné definitni. Matice AT A je symetrickd, nebot (ATA)T = AAT.
Dokazme, 7e AT A je reguldrni. Kdyby nebyla reguldrni, existoval by ta-
kovy nenulovy vektor € V,,, ze AT Ax = 0. Potom by &7 AT Az = 0. To
je spor, nebot AT A je pozitivné definitni. 0

Zacnéme nyni s vykladem nahote uvedeného tématu. Vyjdeme z piikladu.

Uvazujme systém linearnich rovnic Ax = b, kde

3

o 5,1 o T
, b= 6.9 | w_<x2)'

9,1

ENGVEN LR
— =

Hodnost matice soustavy A je 2 a hodnost matice rozsitené (A|b) je 3. Tedy
systém rovnic Ax = b nema teseni. Oznacme r vektor urceny vztahem

r=Ax — b,
to jest
T 11 3
ro|l |2 1 NEAEE 9,1
3 a 3 1 ) 6,9
r4 4 1 9,1

Zvolme tii vektory 'z, 2z, "z takto:

(1Y o (2 o (201
w‘(1)’ w‘(1)’ = \100)

Oznaéime-li 'r = Az, ?r = A%z, r = A%z, dostavame

1 0 0,01
921 —0.1 0,08

1., ) 2. ) 0,, )

"l 29l "7 o1l "T| 013
41 —0,1 0,06

Potom

' || = 12 + 2,12 + 2,92 + 4,1% = 30,63,
[27||* = 0% 4+ 0,12 +0,1* + 0,17 = 0,03,
1%|* = 0,017 + 0,08 + 0,13* + 0,06 = 0,027.

motiva&ni pt¥iklad
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popis metody
nejmensich
Ctvrecl

Protoze ||°7||? < ||?r||* < ||*r||?, fekneme, Ze vektor *x z vektort ', *x, Oz

»nejlépe” vyhovuje systému rovnic Ax = b.

Lze ukdzat, ze Zddnému vektoru x neodpovida vektor 7, pro néjz by ||r||> <
|°7||2. Proto vektor %z nazveme zobecnénym Fesenim uvazovaného systému
rovinic Az = b.

Nyni prikroc¢me k zavedeni pojmu ,,zobecnéné“ feseni systému linearnich rov-
nic

Az = b. (8.66)

Necht A je matice typu (m,n), b je vektor typu (m,1) a x je nezndmy
vektor. Predpoklddejme, ze hodnost h(A) matice soustavy je n a hodnost
h(A|b) je > n. Potom systém rovnic nema teseni v klasickém slova smyslu.
Pro nékteré aplikace se jevi ticelnym zobecnit pojem feseni systému (8.66).
Zavedme vektor r vztahem

r=Ax —b. (8.67)

Nazveme jej vektorem rezidui. Kazdé usporadané n-tici redlnych ¢isel xq,
..., x, piitadme éislo z vztahem

z = ||Az — b|>, neboli =z =|r||* (8.68)

Je tedy z = ||Ax — b||? funkel n-proménnych xq,...,z,. Bod [29,...,29%],
v némz funkce (8.68) nabyva svého minima, nazveme zobecnénym feSenim

systému (8.66), resp. feSenim metodou nejmensich ¢tvercu.

Poznamka. Pojem ,metoda nejmensich ¢tvercu“ vyplyva z tvaru funkce

(8.68), tj.

zzrf+7“§+---+r,2n
a hleddnim bodu [z1, ..., z,], pro nejz je tento soucet minimalni.
Zabyvejme se tilohou nalézt bod [2¥,... 22|, v némz funkce (8.68) nybyva

svého minima. Funkci (8.68) lze urcit jako skaldrni soucin
z=(Ax —b,Ax —b), tojest (Ax —b) (Ax —b). (8.69)
Vypocétem tohoto soucinu dostavame postupné
z=(xTAT —b") . (Az —b) =2TATAx — 2T A"b — b" Ax + b b.

Lehce nahlédneme, ze x” A" a b Az jsou matice typu (1,1), takze
x” ATb = b" Ax Lze tedy (8.69) zapsat jako

z=x" AT Az — 22" ATb + b"b. (8.70)
Oznacime-li D = AT A, ¢ = A"b, lze funkci (8.70) piepsat na tvar

z=x"Dx —2x"c+b"b. (8.71)



Abychom nalezli bod, v némz tato funkce nabyva svého absolutniho minima,
hledejme stacionarni bod funkce (8.71) jako feseni systému rovnic

0z 0z

—=0,...,— =0. 8.72

a$1 8xn ( )
Vypocitejme tedy %, i=1,2,...,n derivaci (8.71) podle z;.

0z

((dﬂxl + digxz + -+ dn.fl + -+ dmxn) -+

ox; -
+(diiry + dywy + -+ dyi + -0+ dnzxn>) —2¢
Ponévadz d;; = dj; 1,5 = 1,2,...,n, dostavame
88; = 2(dpxr + -+ djixy + - - F dipxy) — 204 (8.73)
Systém rovnic (8.72) lze zapsat jako
dpnxi+ - +dpr, =c¢, 1=1,2,...,n. (8.74)

V maticové notaci lze tento systém zapsat jako
Dx =c, neboli A"Ax = A”b. (8.75)

Ponévadz D = AT A je podle véty 8.15 reguldrni matici, ma systém rovnic
(8.75) pravée jedno reseni x°, takze funkce (8.71) m4 pravé jeden staciondrni
bod X0 = [29,...,2Y].

Dokazme nyni, ze funkce (8.71) ma v tomto bodé lokdlni a tedy i absolutni

minimum. Vypocitejme %, i,j =1,2,...,n. Derivovanim (8.73) podle z;
iOTj

dostavame
2 _og. ij=1.2 (8.76)
= i, ,) =L, Z,...,N. .
(9@0% J J
Zvolme libovolné n cisel hq, hs, ..., h,, z nichz alespon jedno je nenulové.
Dokazeme, ze
(2 4+ by, 2+ ho, 2 4 hy) > 2(a 2, 20). (8.77)

Ozna¢me h = (hy, ..., h,)7T.
Uzitim Taylorovy véty dostavame

220+ hy, 2l + hay 2 4 hy) = 2(29, 29, 20) +

’n

"L 0z(29, ..., 20) 1/ 0 0 S 0
+Z—hi+§ —h1+---+a—xnhn z(xy,...,2,). (8.78)

i1 aﬁl a$1
Ponévadz %ﬁ = 0, dostdvame z (8.78) s ohledem na (8.76)

2204 hy, .20+ hy) = 2(2%, ... 2%) + T Dh.
Ponévadz D je pozitivné definitni, dostavame
2294+ hy, .2+ hy) — 2(29, ..., 2%) = K" Dh > 0.

M4 tedy funkce (8.72) v bodé [z9,...,2°] lokdlni minimum. Dospéli jsme
k tomuto zavéru.
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Necht v systému rovnic
Ax =0

je A matice typu (m,n), kde m > n. Necht jeji hodnost je
n. Necht b € V,, je nenulovy vektor. Oznac¢me

r=Ax — b.

Vektor r nazyvame vektorem rezidui. Existuje pravé jeden
vektor ', pro néjz je r? + r3 + .-+ + r2> minimdlni. Tento
vektor ¥ je feSenim tzv. systému normalnich rovnic

AT Ax = ATb.

O vektoru x° rikdme, Ze byl ziskan ze systému Ax = b
metodou nejmensich ¢tvercil.

Piiklad 8.20. Reste metodou nejmensich ¢tverci systém

Ax =0b
kde

1 1 1 6,10
4 2 1 12,80
9 3 1 24,12
16 4 1 39,30
25 5 1 57,60
36 6 1 81,20

A= 49 7 11’ b= 107,70
64 8 1 139,10
81 9 1 173,70
100 10 1 219,80
121 11 1 256,40
144 12 1 303,30

ResSeni: Dostdvame

60710 6084 650
ATA=| 6084 650 78 |,
650 78 12

1,2959538
ATb = | 0,1306446
0,0141512



Resenim systému

ATAzxz = A"b.
obrzime hledané feseni daného systému metodou nejmensich ¢tvercu

2,01002
2° = [ 0,90596
0,01415

Vypocitejte si vektor rezidui

r=Ax" —b.

Nékolik pozn amek k hled ani glob alnich extr éml funkci n-prom én-
nych na dan € mnoziné M C E,,.

Hledani absolutnich extrému funkce na dané mnoziné je velice dulezitou ma-
tematickou aplikaci. Jde napf. o minimalizaci rozvozu zbozi, o optimalizaci
vyroby, atd. Resenf takovych tiloh byva obtizné. Prvni problém je uz ve vy-
tvoreni matematického modelu. K feSeni je nutno pouzivat vypocetni tech-
niku.

Je vypracovana efektivni metoda na feseni velice casto se vyskytujicich tloh
nasledujiciho typu.

Obecna formulace tlohy linearniho programovani

Necht n € N. Naleznéte minumum funkce

2 =010 F Coxy -+ Cpp, (8.79)
kde ¢y, ¢a,. .., ¢, jsou dana ¢isla, na mnoziné M C E,, definované podminkami
> ayri=bi, =12,k (8.80)
j=1
Zaijxj S bi, ’i:k+1,...,m, (881)
j=1
kde a;;, b; jsou dand ¢isla, i = 1,2,...,m, j =1,2,...,n,
x; >0 pro nekterd j € {1,2,...,n}. (8.82)

Funkce (8.79) se nazyva tucelovou funkei. Podminky (8.80), (8.81), (8.82)
jsou takzvané omezujici podminky. Kazdy bod X = [z, ..., 2%], ktery témto

podminkam vyhovuje, se nazyva pripustnym reSenim.
Jako piiklad 1loh tohoto typu si uvedme tyto dvé tlohy.

Piiklad 8.21. 2 Formulujme tlohu, ktera konkretizuje tzv. ,dopravni
problém“: Ze tii mlynu jsou zasobovany moukou ctyfi pekarny. Kapacity

2) pievzato z [4]
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mlynt jsou 24, 18 a 8 t. Pozadavky pekaren jsou 10, 14, 16 a 10t. Vzdalenosti
od kazdého mlyna ke kazdé pekarné jsou dany v km v nasledujici tabulce.

Pekarny
1123 4
Mlyny 1|35 |85 |80 | 105

2120|3550 60
3140 |55 | 15| 40

Je tfeba stanovit dopravni program takovy, aby celkovy objem dopravy byl
minimalni. Jednotkou objemu dopravy budou tunokilometry.

Necht ;5 je dopravované mnozstvi v tunéch z i—tého mlyna do j—té pekdrny
(1=1,2,3, 7 =1,2,3,4). Protoze soucet kapacit je roven souc¢tu pozadavku
(50t), mohou byt podminky splnény pouze jako rovnice.

Matematicky model, odpovidajici formulovanému problému, je pak nasledu-
jici.

Hledame nezaporné hodnoty proménnych x11, 19, €13, T14, T21, T2, To3, To4,
T31, 32, T33, T34, VyhOVllijf podminkém

T+ T2+ T13+ T1g =24
To1 + Too + Loz + Toy =18

T31 + 32+ T33+ T34 = 8

T11 + 201 +x31 =10
T2 + T2 + x32 =14

13 + X3 + 33 =16

T4 + X2y + 234 =10

a minimalizujici kriterialni funkci
z = 3dx11 + 85x19 + 80x13 + 105214 + 20291 + 35299 +
+50$23 + 603324 + 403331 + 55%32 + 153333 + 403334.
Prvni tii rovnice omezujicich podminek vyjadiuji kapacity mlynu, posledni
ctyti vyjadiuji pozadavky pekaren.
Koeficienty kriteridlni funkce z ¢teme pritom z vyse uvedené tabulky.

Piiklad 8.22. ®) Sluzby zifzencii jsou na daném nadrazi osmihodinové s né-
stupem o pulnoci, ve ¢tyri hodiny, atd. vzdy po ¢tyfech hodinach. K tomu,
aby byl udrzen hladky provoz musi byt ve sluzbé minimélné tento pocet
zitzencu (viz tabulka).

Hodiny | Pocet ziizencu | Hodiny | Pocet ziizencu
0-4 3 12 - 16 8
4-8 8 16 — 20 14
812 10 20 — 24 5)

Kolik zrizenci méa nastoupit do sluzby v kazdou nastupni dobu, aby nutné
sluzby byly zajistény s celkové minimalnim poc¢tem osob?

3) pievzato z [4]
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K vyfteseni tohoto problému oznac¢me

x1 ... pocet ziizencu, ktefi nastoupi sluzbu v 0 hodin
To ... pocet ziizencu, ktefi nastoupi sluzbu ve 4 hodiny
x3 ... pocet ziizencu, ktefi nastoupi sluzbu v 6 hodin
Tg ... pocet ziizencu, ktefi nastoupi sluzbu ve 20 hodin

Napiiklad v hodindch 0 az 4 budou slouzit ziizenci, ktefi nastoupili ve 20
hodin, a zfizenci, ktefi nastoupili o pulnoci.

Hleddme tedy nezaporné celociselné hodnoty proménnych z; (i = 1,2,...,6),
vyhovujici podminkam

T + x5 > 3
1 + T2 > 8
To + X3 Z 10

T3 + X4 2 8

Ty + Ts Z 14

Ts + Xg > 5

a minimalizujici funkci

Z =121+ T2+ T3+ Ty + T5 + Ts.

Poznamka. Véta 8.13 se zdd byt jednoducha. Je srozumitelnd, avsak pti
reSeni konkrétnich uloh muzeme narazit na fadu obtizi. Hledame-li extrémy
funkce z = f(X) na mnoziné M C [E,, hleddme podle véty 8.13 napred
stacionarni body. Urceni stacionarnich bodu vede na feSeni systému n rov-
nic. To muze byt v konkrétnich ptipadech velice slozitd zalezitost. Namnoze
je zapotfebi pouzit numerickych metod. Navic absolutni extrém je casto
v hranicnim bodé mnoziny M, na niz absolutni extrém hledame.

Je tada metod, jak takovéto ulohy TesSit uzitim vypocetni techniky. Pred-
poklddejme, ze hleddme globdlni minimum funkce f(X) na mnoziné M.
Zvolime vychozi bod X° v M a v ném uréime funkéni hodnotu, ozna¢me
ji 2°. Ngjakym algoritmem (je zndma fada algoritmiu) se piejde k dalsimu
bodu X!, v némz funkce nabyva mensi hodnoty nez z°. Timto zptisobem
postupujeme, dokud uvedenym algoritmem jsme schopni nalézt bod, v némz
je hodnota funkce mensi nez v minulém kroku.

Pri slozitéjsi tloze vsak nemame jistotu, ze jsme skutecné dosahli absolutniho
minima. Nékdy se vsak musime spokojit, nalezneme-li bod, v némz je hodnota
funkce ,,dostatecné mala“.
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8.5 Shrnuti, tlohy

Shrnuti kapitoly

V kapitole se pojednava o redlnych funkcich n—proménnych. Uvadi se po-
jem limity funkce n—proménnych ve vnitinich bodech mnoziny i v jejich
hrani¢nich bodech. Zavadi se pojem parcialnich derivaci. Dale se zavadi po-
jem totalniho diferencidlu funkce n—promeénnych a Taylorova véta. Duraz je
polozen na hledani lokalnich a absolutnich extrému na dané mnoziné.

Ulohy
1. Vysvétlete pojem limity funkce n—proménnych (staci vlastnimi slovy).

2. Pojednejte o spojitosti funkce n—proménnych v daném bodé.

w

Osvétlete pojem parcidlnich derivaci funkei n—proménnych, vcéetné je-
jich geometrického vyznamu.

Jak nalezneme tecnu ke kiivce v daném bodé?

Jak se urcéi tecnd rovina k dané plose z = f(X) v jejim bodé?
Co je to lokalni diferencial funkce n—proménnych?

Vyslovte Taylorovu vétu.

Pojednejte o hledani extrému funkei n—proménnych.

© ® N o 0 bk

Pojednejte o metodeé feseni systému m linearnich rovnic o n neznamych
metodou nejmensich ¢tvercu.

10. Urcete definicni obor funkce

T +y
2=
vV—r?+z—1
[Dy = 0]
11. Urcete defini¢ni obor funkei
2) 2 = 22, 5, — {[0, 0]
b) z = L

[Vnéjsek kruhu se sttedem S = [1,0] o poloméru 2.]
¢) z=In2z+y—1)

[Mnozina bodiu [x,y], pro néz je 2z +y —1 > 0. 1 ; ]
=
d) 2 = G (gl 2 £~y £ 42}

12. Vypocitejte
a) [z,yl}iir[ll,u m [OO]



13.

14.

15.

16.
17.

; 3x+ty 9
b [x’yl]li)r[llg] 22492 [ﬁ}

Vypocitejte parcidlni derivace 1. a 2. fadu (ve vysledcich jsou uvedeny

v potadi 2, 2, 2., 21, Zy,)
8) 2=y [y = 0 =5 ]
b) z = 32" — Ta?y* + 3wy* — 2% + (1521 — 14zy® + 3y + 1,
— 1422y + 62y — 4y, 602 — 14y, —28zy + 6y, —142? + 6z — 4]
C) VAR L [ 2 y 3/29 2_1"[/3 29 2_3Z2yd 29 > (22:1j 73; g? 7:52(12;20342)’}
Vary?  H@y?)P (224y2)320 (22 4y2)0 20 (a2 4y?)P 20 (2P 4y?)P
d) = =In(z +y?) P S )

Vypoéitejte (bez pouziti kalkulacky) piiblizné hodnotu €% - sin 0,2 uzi-

tim totalniho diferencialu. [0,2]
Naleznéte lokalni extrémy funkci
a) z =12+ (y— 1) [v bodeé [0, 1], minimum]
b) z=a2*+ay+y*—4lnz —10lny [v bodé [1, 2], minimum]|
) u=a"4+y*+ 22+ 20 +4y — 6z [vbodé [-1,—2, 3], minimum]

Napiste tecnou rovinu k plose z = arctg £ v jejim bodé T1,1,7].

Napiste totdlni diferencial funkce u = 2% +y% + 22 + 22 +42 — 62 v bodé
1,2,3)].
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Rejst fik

D

derivace
definice, 97
parcialni, 277
fad, 100

diferencial, 165
totalni, 287, 290

E

Eulerovo ¢islo, 33
extrémy, 293

F

funkce
arccos x, 124
arccotg z, 125
arcsin x, 123
arctg x, 124
cosz, 119
cotg x, 119
log,, =, 116
sinx, 119
tgx, 119
a®, 116
e(l)
derivace, 113
z%, 118
cyklometrické, 123
extrém
absolutni, 131
lokalni, 130, 138, 139, 141
inflexni bod, 144
inverzni, 106
derivace, 108
spojitost, 108
monotonnost, 136
racionalni lomena, 196
slozena, 275
spojitost, 275
funkce vice proménnych
limita, 266
limita vzhledem k mnozing, 269
spojitost vzhledem k mnozing, 269

integral nevlastni, 247
integrace

racionalni funkce, 190
kiivka v E,,, 63
koten

vicenasobny, 193

N

neurcity integral
metoda per partes, 181
metoda substitucni, 183, 187
zavedeni pojmu, 177

Newtonlv integrél, 241

p

parcialni derivace, 277
polynom
kofen, 191
kofenovy €initel, 191
rozklad, 195
Taylorv, 292
posloupnost

aritmeticka, 17
definice, 16
divergentni, 22
rozdéleni, 24
funkci
konvergence, 36
geometricka, 20
konvergentni, 22
limita, 22
Ciselna, 24
primitivni funkce
zavedeni pojmu, 175
pfimkav E,,, 62

R

Rieman(v integral, 222
existence, 233, 234
vlastnosti, 228

Rieman(v integralni soucet, 226

~

R
fada
¢iselna, pojem, 38
alternujici
konvergence, 50
divergence, 38, 43
funkci, 50
harmonicka, 40
konvergence, 38, 43
absolutni, 49
kritérium, 45-47, 49
T

TaylorCv polynom, 292, 293
te¢néa rovina, 284

U

urcity integral
metoda per partes, 243
metoda substitucni, 245, 246
numericky vypocet, 252
zavedeni, 221

véta
fundamentalni, 193
o stfedni hodnoté, 135
Taylorova, 167
Weierstrassova, 132
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