P3 - Klasifikace stavii Markovova retézce
1. 8 Trvalé (nulové, nenulové a absorpéni stavy), prechodné stavy
Definice 6

0
Stav i Markovova fetézce se nazyva trvaly [recurrent state]', jestlize plati zfii(") =1
n=1

Tato podminka znamena, ze pokud se nékdy proces nachazi ve stavu i , pak se
aspon nékdy v budoucnu proces opét (s urcitosti) do stavu i opét dostane. Trvalé
stavy mohou byt jednak takové, ze navrat do vychoziho stavu mlze nastat
kdykoliv nebo az po koneéném nebo nekone¢ném poctu kroku.

Specialni pripadem trvalého stavu je tzv. absorpéni stav, ze kterého se nelze
dostat (po jakémkoliv poctu krok() do jiného stavu (tedy ani do jiného trvalého).

Definice 7
Stav i Markovova retézce se nazyva absorpc€ni [absorbing state], jestlize plati p; =1

Tato podminka znamena, ze pokud se nékdy sledovany proces dostane do stavu i,
pak jiz tento stav nikdy neopusti. Odpovida to situaci, kdy (jednokrokova)
pravdépodobnost prechodu ze stavu do i do stavu i je rovna 1.

Definice 8
Stav i Markovova retézce se nazyva prechodny [transient state], jestlize plati

%fﬁ(") <1 Tato podminka znamena, ze pokud se nékdy proces dostane do stavu i,
n=1

pak existuje kladna pravdépodobnost, ze se proces do tohoto stavu i jiz nikdy
v budoucnu nevrati. Tato pravdépodobnost je dana pravé hodnotou

(1.31) 1- >,
n=1

Obecné neni mozné vypocist pravdépodobnosti prvniho priichodniho stavu pro
vSechna n, takze neni vzdy zfejmé, zda urcity stav ma byt klasifikovan jako
rekurentni nebo prechodny.

Poznamka 1 Ackoliv vSechny stavy v pfikladé se zasobami kamer jsou trvalé, neni

nijak jednoduché dokazat, ze %o:fii(") =1
n=1

vawv s

ve smyslu Definice 5. Zavedeme tedy
Definice 9

Stav i Markovova fetézce se nazyva nulovy trvaly [null recurrent state], jestlize plati
Mijj =+ .

a nazyva se nenulovy trvaly [positive recurrent state], plati-li p;; < +oo .

" Anglické pojmenovani neni obsahem ekvivalentni éeskému, ale v Eestiné vyjadfuje pojem rekurentni jev obecngjsi
charakteristiku nez je jev ¢i stav trvaly.



1.9 Dosazitelnost, souslednost stavl. Rozlozitelné a nerozlozitelné retézce
Definice 10

Stav j Markovova retézce se nazyva dosazitelny [accesible] ze stavu i, jestlize plati
pij(") pro néjaké n>0 .

Poznamka 2 . Dosazitelnost neni symetricka vlastnost. Z okolnosti, ze stav i je
dosazitelny ze stavu j, neplyne, ze by ze stavu j byl naopak dosazitelny stav i.
Pfipomenme, ze pij(") je pravé podminéna pravdépodobnost toho, ze proces
vychazeje ze stavu i prejde po n krocich do stavu j. Lze snadno ukazat, Ze stav j
je dosazitelny ze stavu i pravé a jen tehdy, jestlize lze dospét do stavu j
vychazeje ze stavu i po néjakém kladném celociselném poctu krokd.

Poznamka 3 V prikladé se zasobami mame pij(z) >0 pro vSechna i,j, takze kazdy
stav je dosazitelny z kazdého jiného stavu.

Definice 11

Stavy i, j Markovova fetézce se nazyvaji sousledné [,to communicate“], jestlize stav
i je dosazitelny ze stavu j a souéasné, jestlize stav j je dosazitelny ze stavu i .
Zrejmé tedy postacujici podminkou pro to, aby byly vzajemné dosazitelné vSechny
stavy Markovova retézce?, je , aby existovala kladna hodnota n (nezavisla na i a j,
pro kterou by pij(“) >0 pro vSechna i , j a soucasné, aby existovala kladna

hodnota m, pro kterou platilo p ji("‘) >0 .

Jsou-li stavy sousledné, umoznuje to mj. v pfipadé rozlozitelného Markovova
retézce dekomponovat mnozinu trvalych stavi do vice podmnozin/skupin, pricemz
kazda skupina trvalych stavu bude obsahovat vzdy jen vzajemné sousledné stavy

V dusledku platnosti Chapman-Kolmogorovovych rovnic (1.21), tedy toho, ze plati

pi" = T pu'p® pro s+r=n anezapornosti kazdé p'"), mizeme vyvodit, ze
k=0

pik(n+m) = Eépir(n)Prk(m) 2 Pij(n)ij(m) >0

Obdobny argument Ize uplatnit pro opacny vztah souslednosti obou stavi.

* To je ovSem dosti neobvykla, i kdyz mozna situace.



Definice 12 Rekneme, Ze Markoviv fetézec je nerozlozitelny (ireducibilni)
lirreducible], jestlize relace ekvivalence indukuje pouze jedinou tfidu ekvivalentnich
stav.

Jinymi slovy, fetézec je ireducibilni, jestlize jsou vSechny stavy sousledné. Je-li
v fetézci takova trida jen jedna, pak tento retézec nazyvame nerozlozitelny
(ireducibilni). Tvofri-li vSechny stavy fetézce uzavienou tfidu a jsou-li tyto stavy
ergodické, pak se tento retézec nazyva regularni.

Jestlize pro jeden nebo i nékolik stavu plati p; =1 (tj. setrvani ve stavu i je jisty
jev) a do téchto stavu existuje vstup tzn. existuje stav j nepatfici do tohoto
podietézce a takovy, ze pji(")>0, pak o téchto stavech mluvime jako o
absorpénich. Ostatni stavy fetézce pak nutné musi byt transientni.

Retézce obsahujici absorpéni stavy nazyvame absorpéni fetézce.



1.10 Periodicita stavii Markovova fetézce

Jina klasifikace stav(i Markovova ietézce je zalozena na tom, po jakém poctu kroki
(pfechod) mize nastat opakovani urcitého stavu. Pljde o to, Ze realizace
nékterych stavil mize nastat pouze po néjakém nasobku krokd. V tomto smyslu
zavedeme definice

Definice 13A

Stav i Markovova retézce se nazyva periodicky [ periodic state] s periodou r, jestlize
plati p,™" >0 pro véechna h=12,3,.....

Periodou stavu i , nékdy znaenou r =d(i) rozumime nejvétsi spolecny délitel ze
vsech pfirozenych Cisel (vétSi nez 1) , pro ktery pii(") >0.3

Definice 13B

Stav i Markovova fetézce se nazyva neperiodicky [non-periodic state], jestlize
neexistuje zadna perioda r,r > 1, vuci niz by tento stav byl periodicky

Definovali jsme tedy periodu stavu i jako nejvétsi spoleény délitel vSech
pfirozenych cisel n=>1 pro které Pii(") >0 . [ Pokud pii("’ =0 pro vSechna n=>1,
definujeme d(i) =0 ]. Mame-li nahodnou prochazku, kde nepfipoustime setrvani ve
stavu (pfi jednom ,prechodu”), pak kazdy stav ma periodu 2. Pokud bychom
pfipustili moznost setrvani v daném stavu, pak by mél kazdy stav periodu 1, tj.byl
by neperiodicky. protoze bez ohledu na pocatecni stav j systému, mize systém
dosahnou stavu i, a zistat v ném jakoukoliv dobu pfed navratem do stavu j.
Tvrzeni 2. Jsou-li stavy i,j sousledné a jeden z nich i je periodicky s periodou dfi),
pak i druhy stav j je periodicky a ma shodnou periodu. Tedy

Jestlize i ~ j , potom plati d(i) = d(j)
Tvrzeni 3. Jestlize stav i ma periodu r=d(i), pak existuje pfirozené €islo N,
zavisejici na i, Ze pro véechna pfirozena n >N plati p;"" >0

Tvrzeni zaji$t'uje, Ze navrat do stavu i muze nastat ve vSech dostatecné velkych
nasobcich periody r = d(i) .

Disledek:  Jestlize p;™ >0 , potom p;™*" >0 pro vsechna pfirozena
dostatecné velka k.

> Znamena to tedy, ze periodicky stav ma nenulovou pravdépodobnost vyskytu po libovolném
poctu krokd, které jsou nasobkem ,,jeho* periody, V ostatnich ¢asovych okamzicich mize byt
pravdépodobnost jeho vyskytu kladna i nulova.



Definice 14

Stav i Markovova fetézce se nazyva ergodicky [ergodic state], jestlize je trvaly,
nenulovy a neperiodicky.

Priklad V koneéném Markovové fetézci s M stavy a matici pravdépodobnosti
prechodu

(0 1 0 ... 0)
0 0 1 ... 0
P=|.. .« « .. .. | ma kazdy stav periodu M.
0 00 ... 1
10 0 .. 0

Vétsina procesti typu Markovovych fetézcl, se kterymi se lze setkat, jsou
neperiodické. Nahodné prochazky jsou naopak typické periodickym chovanim.

* V nékterych textech se do pojmu ergodicity nezahrnuje neperiodiénost stavu.



1.11 DalSi prostredky klasifikace trvalych a pfechodnych stavu
Klasifikace stavi trvalé/pfechodné zavedena Definici 6 resp. Definici 8 a zalozena

(o]
na chovani nekoneéné rady Zfii(") , muze byt pfenesena na chovani tomuto procesu
n=1

odpovidajici nekone¢né rady Epii(") . Pfesnéji to vyslovuje nasledujici véta:
n=1

Véta3A: Stavi je trvaly pravé tehdy, jestlize plati >p,™ = +oo .
n=1
Diikaz (Karlin str.66): je zalozen na vyuziti Abelova lemmatu pro vytvorujici funkce
A) nutnost: Predpokladejme, ze stav i je trvaly, to znamena, ze %fﬁ(“) =1 (podle
n=1
definice). Potom Ize na zakladé prvniho tvrzeni Abelova lemmatu tvrdit, ze plati

limg_ 4 gfﬁ(")s" =lim  F;(s) =1. Takze ze vztahu (8.25B) plyne

n=0 so1-

limg_4_Py(s) =limg_ 4 gpii(") " =00, Odvolame-li se na druhé tvrzeni Abelova
n=0

00
lemmatu, dostaneme Zpii(n) =00 , coz dava dokazované tvrzeni.
n=0

B) postacitelnost: Predpokladejme, ze stav i je pfechodny, tzn. Plati Efii(") <1.
n=1

S vyuzitim prvniho tvrzeni Abelova lemmatu a s ohledem na platnost (8.25B),
vyvodime, Ze limg_4_P;(s) <c. Dale, s odvolanim na druhé tvrzeni Abelova

0
lemmatu dostavame vysledek, ze Zpii(") < 400, COZ je Ve ziejmém rozporu s nasim
n=1

predpokladem trvalosti stavu i, éimz je ovéfena postacitelnost.
Opaénou situaci popisuje tvrzeni

Véta 3B: Stav i je pfechodny praveé tehdy, kdyz %pii(n) <o,
n=1

Poznamka 7 Stfedni pocet navrati do stavu i, pfi daném X, =i je roven Epii(n) .
n=0

takze véta 3A rika, ze stav i je trvaly pravé tehdy, jestlize stiedni pocet navratu je
nekone¢ény.



Jak bylo vyse (Definici 9) uvedeno, veli¢ina p; = E:n.pii(") je nazyvana stredni
n=0
doba navratu (do stavu i). V zavislosti na ni rozliSujeme stavy
a) trvalé nulové, jestlize  p; = in.p“('“ = o0
n=0
b) trvalé nenulové, jestlize p; = Snp;™ < oo
n=0

Dasledek: Necht' i* je trvaly stav. Mames

-— (e} -_— n (e} 00
1=Fs) > =e _ > (1 +s+s?+s + ....,s“'1) — nf" opii
1-s n=1 1-s n=t n=1
S - 1_
Diukaz: Z rovnosti
1-s
1-s)P(s) = vyplyva
(1-s)P(s) 1—Fe yply
limg_,_(1-s)P(s) =— 1 1
snf M
n=1
Vime, Ze trvaly stav i je nulovy praveé tehdy, kdyz plati
(*) limg_,_(1-s)P(s)=0.
To je splnéno , kdykoliv plati
) lim, _ p™ =0 . 2

Slozitéjsi je dlikaz ekvivalentnosti (*) a (**)

00 00 00
S ProtozZe u trvalého stavu plati Zfi*i*(") = Zfi*i*(") =1, jinak obecné Zfi*i*(")s" =F(s) .
n=0 n=1 n=0
00 00 00
“limg_q- X fo" (1+s+s2 +s% +.... +s"'1)= limg_,_ >fes"™ o >nf. "
n=1 n=1 n=1

V obojim pfipadé vyuzivame platnosti fi*i*(o) =



Véta 4: Vsechny stavy dosazitelné ztrvalého stavu jsou rovnéz trvalé, a to
stejného typu: trvalé nulové/nenulové, periodické/neperiodické

Dikaz: Necht' je k néjaky stav dosazitelny z trvalého stavu i*. Musi tedy existovat
nejmensi r takové, ze plati Pi#i Pii, s Pi,_x >0 pro vhodnou posloupnost stavl

isi9nir_q. V této posloupnosti se nemize vyskytnout stav i*, protoze jinak by
cesta k nému byla kratsi. Mame pi*k(') =a >0 . Stav i* musi byt dosazitelny z k,
nebot’ kdyby nebyl, pak by opak mél za nasledek platnost nerovnosti

>f.M <1-2 a>0
n=1

Lze proto nalézt takové r, pro které p,"") =b>0. Pro n=1.2,..., pak plati
P 2 P oM i) = abpy "

P 2 pe o o =abp™
Odtud dostavame implikace

Tpi =0 o Fpu = e
n=0 n=0

Iims_’1_(1 _S) gopl*l*(n)sn = 0 <> Iims_’1_(1 _s) gopkk(n)sn = 0 .
n= n=

Vidime, ze k je trvaly stav,ktery je nulovy praveé tehdy, kdyz téz i * je nulovy stav.
O.

Pokud se chceme v dilkazu vyhnout operovani s mocninnymi fadami, Ize uplatnit velmi podobné
tvrzeni (prevzaté v textu S.Karlin-H.M.Taylor str.66)

Véta 4* Necht’ jsou stavy i a j sousledné. Pak jestlize je stav i trvaly, potom je
takeé stav j trvaly.

Dukaz Protoze jsou stavy i a j sousledné, existuji mn=1 takova, Ze p, M >0
jakoz i p;™ >0. Necht v>0.Zejmé plati p; ™™ =p;™ p;" p;™ .

Pokud tuto nerovnost ,,nasouctujeme, dostaneme

¥ pjj(m+n+v) >3 pji(m)'piin) _pij(v) =pji(m 'pij(n) Zpii(V) .
v=0 v=0 v=0

Odtud je zFejmé, 2e pokud Sp;(*) diverguje, potom také gpjj(") diverguje. o.
v=0 v=0

Dale uvedeme nékolik tvrzeni, které vypovidaji o tom, ze ne v kazdém Markovové
retézci musi, resp. mohou byt obsazeny stavy vSech dosud uvedenych typd. O
tom, ze v konecném Markovové retézci (v fetézci s koneénym poctem stavii M ) je
okruh pfipustnych stavi dosti omezen , vypovidaji nasledujici dvé tvrzeni:



Véta 5 V koneéném Markovové retézci nemohou byt pfitomny nulové trvalé stavy.
Dikaz: Méjme takovy retézec a predpokladejme, ze i* je jeho trvaly nulovy stav.
Pro kazdy stav k dosazitelny z i * plati dle diikazu Véty 1 pro vSechna n:

piee ™™ 2 piy ™ pye ™ =bpy.
Jestlize je k nedosazitelné z i*, pak pi*k(“) =0 pro n=0,1,2,.... Z(5) proto plyne
lim, _,_(1-5) Sps" =0, , kOl
n=0

Sectenim pro vSechny stavy k (Il dostavame:

M* o ©
0=lim,_,_(1-5) % Tpy"s" =lim,_,_(1-s)xs™ =17, k0Ol .
k=1n=0 n=0

Predpoklad o pfitomnosti nulovych stavi tedy vede ke sporu. O.

Kone¢ény Markoviv retézec muze tedy obsahovat pouze stavy trvalé nenulové a
stavy prechodné.

Véta 6 V koneéném Markovové retézci nemohou byt vSechny stavy prechodné.
Dikaz: Bude doplnén pozdéji o.

Dasledkem obou predchozich vét (5,6) je zavér, ze v Markovové retézci
s koneénym poctem stavi musi byt vzdy pfitomen aspon 1 stav trvaly nenulovy.

Tvrzeni 11 Jestlize jsou stavy i,j trvalé, avSak nalezejici do odliSnych tfid, potom
plati

(1.32) pij(“’ =0 pro véechna nd
Tvrzeni 12 Jestlize stav j je pfechodny, potom
(1.33) lim,_.,p;" =0 pro vSechna i?

Nasledujici véta ukaze, ze pokud je ,trvalost” vlastnost urcitého stavu, potom se
tento stav bude vyskytovat nekoneénékrat ¢asto s pravdépodobnosti 1:

7 Prvni z rovnosti plati v disledku toho, ze stav i* je trvaly nulovy.

* Plyne to pfimo z definice tfidy (jsou-li aspon 2).

’ Plyne to z toho, Zze pravdépodobnost vyskytu procesu v piechodném stavu po velkém poctu
prechodd sméruje k nule.



Véta7: Stav i je trvaly [reccurent] nebo prechodny [transient] podle toho, zda

plati Q;; =1 nebo Q; =0 (pozn.: jind moZnost se nemuZe vyskytnout, kde

Q;; definujeme jako pravdépodobnost

Q;, = Pr{¢astice vychazejici ze stavui se vrati nekonecné krat do stavui}
Ditkaz: Definujme veliéinu Q" predpisem

QM = Pr{ éastice vychazejici ze stavu ise vrati do stavu i aspoii N —krat}
M0zeme psat :
Q™ = Zf(k) Q™" =" kde f = Zf(k) .

Platnost tohoto vzorce je zalozena na rozkladu udalostl Qii(N) podle doby prvniho
navratu. Jestlize postupujeme rekurzivné, dostavame postupné

N ) _ +\3 _ « -1
Qii(N) =fi QiiN "= (fii )zQii(N 2 = (fii ) Qii(N V== (fii )1 Qii(1)'
Vime ale, Zze podle definice plati
Q" =f;" , z éehoz mame Q;) = (fii*r
Protoze ale limy_ ., Q;") =Q;;, mame Q; =1 nebo Q; =0 podle toho, zda f; =1
nebo fii* <1, resp.ekvivalentné, dle toho, zda stav i je trvaly nebo prechodny. 0.

Véta 8: Jestlize plati souslednost stavii i,j (i ~ j ) a pohybujeme se ve tfidé
trvalych stavu, pak plati

i = 36" =1,
n=1
Dale definujme veli¢inu
Q; = Pr{ castice vychazejici ze stavu i prejde do stavu jnekonecne éastokrét}

Jako pfimy dusledek véty 6 dostaneme
Dasledek Jestlize plati i — j a jsme ve tfidé trvalych stavi, pak plati

Q; =1
Dukaz: Je snadné ukazat, Ze plati Q; =fij*.ij a protoze j je rovnéz trvaly stav,
plati podle véty 8 fij* =1,z ¢ehoZ plyne Q; =1. O.
To fika, ze stav i je pfechodny pravé tehdy, jestlize (vychazeje ze stavu i) existuje
srezidualni“ pravdépodobnost 1- %fﬁ("’ >0, ze se systém do stavu i po jakkoliv

n=1
velkém kone¢ném poctu kroki jiz nevrati.
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Priklad 4

Méjme Markovuv proces s matici pravdépodobnosti pfechodu

stavy 0 1 2 3 4
(114 3/4 0 0 0)

12 1/2 0 0 o0

P=| 0 0 1 0 0

0 0 1/3 2/3 0

(1 0 0 0 0

Je zfejmé, Ze stav €. 2 je absorpcni (a tedy trvaly), nebot’ pokud jednou proces
vstoupi do stavu €.2 (treti Fadek matice), pak ho jiz nikdy neopusti. Stavy ¢. 3 a 4 jsou
prechodné stavy, protoze, pokud proces vstoupi do stavu 3,'° pak existuje kladna
pravdépodobnost, ze se do néj jiz nikdy nevrati.!" Tato pravdépodobnost je 1/3 ( ze
proces pfejde ze stavu 3 do stavu 2 po jednom kroku). Pokud proces opusti stav 4, nemuize
se jiz do ného nikdy pozdéji vratit (stav 4 je zfejmé prechodny). KdyZ proces vstoupi
do stavu 212, nadale jiZ v ném zUstane

Stavy 0 a 1 jsou trvalé stavy. Jak bylo konstatovano dfive, k tomu, abychom to

prokazali, postaéi ukazat, ze plati
%foo(") =1, resp.ze $f," =1
n=1 n=1

To je vSak obecné obtizné, a proto je zadouci vyvinout alternativni test:

Nutna a postacujici podminka, aby byl stav ; trvaly je, aby pravdépodobnost dana
souctem nekonecné rady

%Pii(n) <+ konvergovala.
n=1

Bohuzel, i toto kritérium je obtizné pouzit, takze bude nutno uplatnit jesté jiné
kritérium, které uvedeme pozdéji. VSimnéme si ale, ze matice pravdépodobnosti
prechodu po n krocich P™ pude mit pro tento pfipad vzdy podobu:

[(*k%  kkk 0 0 0
e wvk 0 0 0
P={0 0 1 0 0
0 0 e ser g
e e 0 0 o)

kde symbol *** oznacuje kladna ¢isla. Zde je intuitivné zfejmé, ze pokud je proces
ve stavu 0, vrati se jednou do stavu 0 (mozna projdouce stavem 1) po néjakém
poctu kroki. Podobny argument plati pro stav 1.

19 ZGstava v ném s pravdépodobnosti 1, prechod nikam jinam neni mozny
' Do stavu 4 se neda odnikud vstoupit, do stavu 3 pouze z ného samého a stavu 2.
> Po jednom kroku je to mozné pouze ze stavu 3, a to s pravdépodobnosti 1/3.
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