P4 Rozlozitelné a nerozlozitelné Markovovy retézce

1.12 Rozlozitelné Markovovy retézce

Skupinu vzajemné souslednych stavli nazyvame uzavienou tfidou = podretézcem.
Jestlize je vretézci takova tfida pouze jedna, nazyvame tento retézec
nerozlozitelny (ireducibilni) [irreducible chain] . Tvofi-li vSechny stavy fetézce
uzavienou tfidu a jsou-li tyto stavy ergodické, nazyvame tento retézec regularni
[regular chain].

Definice 14

Markovilv fetézec se nazyva rozlozitelny [reducible chain], jestlize v ném existuje
vice nez jedna mnozina (podretézec) takovychto souslednych stavd.

Je-li fetézec nerozlozitelny, znamena to, ze v matici pravdépodobnosti prechodu P
Ize nalézt dil¢i submatice s nulovymi prvky.

Casto se Ize u koneénych rozlozitelnych fetézc setkat s témi podobami matice P :

P, 0
(A) P= [01 p } , kde P,,P, jsou étvercové submatice
2

Oba podretézce jsou zde tvoreny oddélenymi skupinami stavi, kdy stavy jednoho
podietézce nejsou dosazitelné ze stavi druhého podretézce (a tedy ani nemohou
byt s nimi sousledné).!

Q 0
(B) P =[R S] ,kde Q,S jsou ¢tvercové submatice
Zde matice Q obsahuje trvalé stavy a matice S prechodné stavy. Matice R zde
predstavuje matici pravdépodobnosti prechodu ze stavi prechodnych do stavi
trvalych (opatna cesta neni pfirozené mozna, coz je indikovano nulovou matici
v pravém hornim poli).

Je-li matice P rozlozitelna na tvar

P

2

bude systém oscilovat po kazdém kroku mezi dvéma mnozinami stav( a prisluSna
matice P bude popisovat periodicky retézec.

0 P
(C) P= [ 01] ,kde obé ,,0“ jsou nulové étvercové submatice,

Neni-li matice P rozlozitelna, jedna se o regularni retézec, kde vSechny jeho stavy
tvofi uzavreny celek?.

! V maticich P1 a P2 mohou byt vedle trvalych stavi pfitomny rovnéz stavy prechodné.
* Kazdy stav retézce je dosazitelny z kazdého jiného stavu.



1.13 Regularni Markovovy retézce

Definice 15 Matici pravdépodobnosti pfechodu nazveme regularni, je-li P" pro
uréité kone¢né n bez nulovych prvki. Zaroven plati, ze matice P je regularni,
jestlize neni rozlozitelna na tvary (A), (B),(C).

Lze dokazat, ze matice P konverguje pfi n — co k limitni matici typu

(2, a; .. ay]|
A= a, a; .. ay |
(ap Ay ... ay]
jejiz fadky tvofi shodné Fadkové vektory a=(a, a, ... ay), které nazyvame

limitni stacionarni vektory

Véta9 Pro regularni matici P plati tyto zakladni vlastnosti:

1. Je-li P regularni, A je limitni matice a a je limitni vektor, pak s rostoucim n se
p.P" blizi k a, at' je vychozi vektor p jakykoliv: lim ,_.pP" =a.

2. vektor a jediny, pro ktery plati a.P =a; je tedy uréen jednoznaéné.

3. Plati,ze PP A=AP=A.

Limitni vektor a je mozné ur¢it nasledujicim zpiisobem:

Predpokladame-li, ze se v pfipadé regularnich rfetézcii mohou vSechny stavy
v budoucnosti stale vyskytovat, tj. plati 0<p; <1, existuje limitni rozdéleni

absolutnich pravdépodobnosti vektoru p(n) . Potom plati
(1.34) lim,_ . p(n)=lim,_,p(n—-1)=a,kde

vektor a=(a; a, ... ay) je limitni stacionarni vektor. Slozky vektoru a lze

interpretovat, jako podily (z celku 1) z celkové doby, kterou systém stravi ve
stavech 1,2,....,M v pribéhu dost dlouhého ¢asového obdobi.

Protoze plati

(1.35A) p(n) =p(n-1).P,
muzeme po limitnim pfechodu tento vztah psat ve tvaru
(1.35B) a=aP.

Rovnice této soustavy o M neznamych a; a, ... ay jsou linearné zavislé a

proto nelze bez dalSiho nalézt jediné reSeni. Nalézt jednoznacéné feSeni nicméné
umoznuje zavedeni dalSi pfirozené podminky, ktera plyne z toho, ze stacionarni

pravdépodobnosti stavii tvofi Uplnou soustavu jevi, tj. podminky %ai =1.
i=1



Vypocéty stacionarnich pravdépodobnosti a, a, ... ay ziskame tedy feSenim
soustavy rovnic
Poo Po1 - Pom

Pio P11 - Pm

(@ a -~ ay)=(a, a .. ay) » Fesp.

Pmo Pm1 -~ Pwmm

M
(1.35C) a; = _Zoajpji -
j=

s dodate¢nou podminkou %ai =1.
i=1

V prikladé se zasobami kamer? Ize ukazat, ze matice pravdépodobnosti prechodu
po 8 krocich P®) ma tvar:

(0,286 0,285 0,264 0,166]
0,286 0,285 0,264 0,166
0,286 0,285 0,264 0,166 (
10,286 0,285 0,264 0,166

P =p8 =p* p? =,

Zaznamenejme pozoruhodnou skutecnost, ze kazdy ze Etyi radkd ma identické
prvky. To znamena, ze pravdépodobnost toho, ze systém je po 8 tydnech ve stavu
j se zda byt nezavisla na pocatecnim stavu zasob ! Jinymi slovy, jevi se, ze
existuje néjaka limitni pravdépodobnost, ze systém bude ve stavu j po velkém
poctu prechodli a Zze takovato pravdépodobnost je nezavisla na pocatec¢nim
rozdéleni pravdépodobnosti stavi. Tento dulezity vysledek vztazeny
k dlouhodobému chovani Markovovych fetézcl s koneénym poctem stavi nyni
ukazeme:

Markovova fetézce a jsou rovna pirevracenym hodnotam stfednich dob navratu, tj.

(1.36) m; =i pro j=0,1,...,M.
Hj

Pojem stacionarni vtomto pfipadé znamena, ze pravdépodobnost toho, ze se
proces nachazi v ur¢itém stavu, feknéme j, po velkém poctu prechodli sméfuje

khodnoté m; , ktera je nezavisla na pocatecnim rozdeleni pravdépodobnosti

vyskytu stavi. Je dulezité dodat, ze stacionarni pravdépodobnost neznamena, ze
se proces usidli vjednom stavu. Naopak, proces pokracuje v uskuteénovani
piechodl ze stavu do stavu a v jakémkoliv kroku n je pravdépodobnost pfechodu
ze stavu do stavu stale p;;.

3V této Casti textu jsou stacionarni pravdépodobnosti vyse zavedené jako a j znaceny T;



Limitni m; mohou byt také interpretovany jako stacionarni pravdépodobnosti

(nezaménovat se stacionarnimi pravdépodobnostmi prechodu) . Jestlize poéate¢ni
absolutni pravdépodobnost toho, ze jsme ve stavu j je ; (t]. P{Xo = j} =1r; pro

vSechna j, pak absolutni pravdépodobnost vyskytu procesu ve stavu v ¢ase
n=1,2,... je také dana témito ; tj P{X, = j} =,

Zminme, ze stacionarni pravdépodobnosti sestavaji zM+2 rovnic pro M+1
neznamych. ProtozZe existuje jediné feSeni, pfinejmensim jedna rovnice musi byt
redundantni a muze tedy byt Skrtnuta. Nemuze to ale byt rovnice

M
Z.ITJ =1 ’
i=0

protoze feseni m; =0 by evidentne také vyhovovalo ostatnim M+1 rovnicim. Dale:

feSeni jinych M+1 stacionarnich rovnic je jednozna¢né az na multiplikativni
konstantu, a pravé diky zminéné posledni rovnici je toto reseni ,tlaceno* k tomu,
aby Slo o pravdépodobnostni rozdéleni.

V piikladé se zasobami kamer mohou byt rovnice stacionarniho stavu vyjadieny jako
Ty =ToPog +My-Pqgg + T3P +T3.P3
Ty =MoPog +MqPqq + WPy +T3.03
Ty =MPop +MyPg My Pyy + 303
M3 =MyPo3 +MyPq3 T P23 +M3.Pp33
1=1y + 1+, + 1,
Dosazeni hodnot za p;; do téchto péti rovnic vede ke vztahum
m, =(0,080)1, +(0,632), +(0,264)1r, +(0,080)7T,
m, =(0,184)1, +(0,368)1, +(0,368)™, +(0,184)™,
m, =(0,368)1, + +(0,368)1, +(0,368)1r,
m, =(0,368)m, + +(0,368)1r,
1=my+m +1, +1,
(Algebraické) feseni téchto ¢ty rovnic vede k simultannimu reSeni

m, =0,285 1w =0,285 1w,=0,264 1;=0,166

kteryzto vysledek je (téméf) shodny s vypoétem matice P®® . Takze po mnoha
tydnech se pravdépodobnosti vyskytu zadné, jedné, dvou a tfi kamer v prodejné
budou pfriblizovat k hodnotam 0,285, 0,285 0,264 a 0,166. Odpovidajici stredni
roby navratu [expected recurrence times] jsou :



1
=—=3,51 tydnl
Moo ™, y

ey = = 3,51 tydni
LLE

1
=—=3,79 tydnu
M22 , y

1
=— =6,02 tydnt
M33 = y



