P5 Absorpéni stavy
1.14 Absorpcni stavy

Definice 16 (Trvaly) Stav k je nazyvan absorpéni [absorbing state], jestlize plati
(1.36) Pk =1 5

cozZ znamena, ze pokud nékdy systém navstivi stav k, zlistane v ném jiz navzdy.
Jestlize k je absorpéni stav, potom pravdépodobnost prechodu [passage probability]
ze stavu i do stavu k je nazyvana pravdépodobnosti absorpce v k, pokud
vychazime z i.

Kdyz v retézci existuji dva nebo vice absorpénich stavi a kdyz je ziejmé, Ze proces
bude diive ¢i pozdéji absorbovan v jednom z téchto stavd, je zadouci nalézt tyto
pravdépodobnosti absorpce.Tyto pravdépodobnosti Ize nalézt reSenim soustavy
linedrnich rovnic.

Predpokladejme, ze Markoviv fetézec je takovy, ze se s urcitosti jednoho z jeho
absorpénich stavi dosahne. Jestlize stav kje absorpéni, potom mnozina
absorpénich pravdépodobnosti f;, vyhovuje soustaveé rovnic:

M
(1.37) fk = Zpific pro i=12...M
j=0

za podminek f =1, f, =0, jestlize stav i je trvaly a jestlize i Zk .

Absorpcni pravdépodobnosti jsou dulezit¢ mj. v ,nahodnych prochazkach®.
Nahodna prochazka je Markoviyv fetézec s vlastnosti, ze kdyz se systém ve stavu i,
potom v jednom piechodu systém bud’ zlistane v i nebo se premisti do jednoho ze
stav(, které jsou bezprostredné sousedici s i.

Priklad: Predpokladame dva hrace, kazdy majici 2 dolary, ktefi se domluvili na
odehrani hry a sazeji po 1 dolaru v kazdé hie do té doby, nez je jeden z nich bez
penéz. Penézni obnos, ktery ma hraé A po odehrani n partii hry vytvari Markoviv
fetézec s matici pravdépodobnosti prechodu
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Jestlize p predstavuje pravdépodobnost hrace A k vyhre v jedné partii, potom
pravdépodobnost absorpce ve stavu 0 (kdy hra¢ A prohraje vSechny své penize)



muze byt ziskana z predeslé soustavy rovnic. Muze byt ukazano, ze tyto rovnice
pak vyusti v alternativni vyrazy (obecnéjsi, nez je pro M = 4 jako v tomto prikladé).

Stanovme pravdépodobnosti pirechodu u jednotlivych stav:

Poo : Poo“) =1, poo(z) =1, vy Poo(n) =1, perioda dy =1 neperiodicky stav

fool) =1, £5,? =0 £, =0 pro n>2 , zfejmé - (pfijimame fyo'") =
Zfejmé plati - stav je tedy trvaly

Pss : Pss ) =1, Pss'2 =1, ..., Pss"" =1, perioda dy =1 neperiodicky stav
f55(1) =1, f55(2) =0 f55(n) =0 pron=2,zfejmé - (pfijimame f55(0) =0
Stavy 0 a 5 jsou ziejmé absorpéni, tedy trvalé nenulové .

P1y p11(1) =0, p11(2) =pq, p11(3) =0, p11(4) =2p2q2 - p11(5) =0,
f11(1) =0, f11(2) =pq , f11(3) =0, f11(4) =p2q2 f11(2k) =0 pro k2

wans

P22: Pzzm =0, Pzz(z) =pPq, 922(3) =0, p22(4) =p2q2...., p11(5) =0,
Shodné pro pfechodové pravdépodobnosti P33 , Pys

stavy 1,2,3,4 jsou stavy prechodné
Stavy 1,2,3,4: (nejvétsi spolecny délitel sudych Gisel je 2) perioda dg =2 periodicky stav.

p™ =p"q" =p"(1-p)"

i—1
zp" 1-p
(1.39) 1-fo =1=2— proi=12,..,M ,kde p =T

T p"
m=0

Pro pfipad M=4 a i=2 je pravdépodobnost kone¢né prohry hraée A dana
podilem

2 3
p* +p
1.40 fo =
( ) 20 1+p+p2+p3




1.15 Pravdépodobnosti prechodu do absorpénich stavu

Absorpénimi fetézci nazveme ty Markovské retézce, v nichz se vedle prechodnych
stavu vyskytuji absorpcni stavy, tj. takové , pro které je pravdépodobnost setrvani
v daném stavu rovna 1. Abychom vytvorili v matici pravdépodobnosti prechodu
absorpéniho retézce kompaktni bloky, precislujeme jednotlivé stavy tak, ze
vhodnym zpusobem zménime poiadi fadki a sloupct matice pravdépodobnosti
prechodu pfislusného absorpéniho retézce.

Dostaneme tak blokové vyjadienou MPP ve tvaru

1.41 T
(1 Iz o

Je-li celkovy stav pocet stavi r a pocet prechodnych stavii s, potom | je
jednotkova matice radu r—s . Q je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi
prechodnymi stavy o rozméru [s;s]| , 0 je nulova matice o rozmérech [(r-s;s] a
R je matice pravdépodobnosti prechodu mezi prechodnymi a absorpénimi stavy o
rozméru [s;(r —s)]|

Stiedni pocet prichodi prechodnymi stavy

U absorpénich fetézcl casto sledujeme charakteristiky, které Ize vyvodit pomoci
fundamentalni matice majici tvar

(1.42) N=(-Q)".

Inverzni matice existuje, konverguje-li maticova posloupnost Q" s neomezené
rostoucim n k nulové matici a Ize-li pro ni psat

(1.43) (1-Q)~' =1+Q+Q? +Q° +....= 3 Q¥

Prvky fundamentalni matice takto udavaji, kolikrat se proces v priméru ocitne
v pfechodnych stavech. Oznaéime-li jednotlivé prvky fundamentalni matice
N={nij } , pak n; bude vyjadfovat stfedni hodnotu poctu prichodu stavem j,

pokud proces na po¢atku vysel ze stavu i, kde i,j jsou oba prechodné stavy.
Budeme-li predpokladat, ze se pruchody prechodnymi stavy uskutecnuji
v jednotkovych ¢asovych intervalech, mizeme zkoumat primérné doby stravené

v jednotlivych pfechodnych stavech.! Tyto doby obecné zavisi na tom, z jakého
stavu proces na poc¢atku vysel.

Pokud proces vysel ze stavu absorpéniho, je tato doba ziejmé nulova.2

! Zde opét musime mit na mysli situaci do té doby, neZ proces vstoupi do nékterého z trvalych stavi.
? Formulace musi byt upravena takto: Pokud se proces nachazel na poéatku v absorpénim stavu, je
pravdépodobnost vstupu do pfechodného stavu nulové a tudiz stredni doba priichodu stavem je nulova.



Vyjde-li proces z i- této prechodného stavu, miizeme stredni dobu (stiedni pocet
pruchodil) stravenou v prechodnych stavech vyjadfit jako m;(t,), kde doba

t; =Xn; vyjadiuje pocet priichodi vSemi pfechodnymi stavy dosazitelnymi ze
j

stavu i. Soustavu veli€in m;(t;) pro rizna i Ize vyjadfit sloupcovym vektorem m(t)

Tento sloupcovy vektor je tvoren fadkovymi soucty prvki fundamentalni matice N
definované v (1.42). Vektor m(t) ziskame také vynasobenim fundamentalni matice

N zprava sloupcovym vektorem slozenym ze samych jedni¢ek Oznacime-li ho ,

pak Ize psat m(t)=N.{ nebo
Ny Npg e N \( 1
n Nyy  weees n 1
(1.44) mt)= " % A
Mpt Mgz e Nym )\ 1

Jednim zcili sledovani muaze byt uréeni pravdépodobnosti prechodu do
absorpénich stavi. Piechod zprechodnych do absorpénich stavi muze byt
uskute¢nén pfimo nebo muze probéhnout pies fadu prechodnych stavi.

Jako b; oznacime pravdépodobnost prechodu z prechodného stavu i do
absorpéniho stavu j . Mizeme ji vyjadrit jako

(1.45) b =pjj + X Pi-by, zde T oznacuje mnozinu pfechodnych stavi.
SkDT

kde pj znaci pfimy pfechod do absorpcniho stavu, druhy clen pak oznacuje

vSechny mozné pirechody nepfimé.

V maticové formé miizeme tyto pravdépodobnosti B ={ b; | vyjadfit vztahem
B=R+QB , resp. po Upravé

(1.46) B=(-Q)"'R=NR

Radkové souéty matice B, ktera vyjadiuje pravdépodobnosti prechodu ze stav(
pirechodnych do stavii absorpénich, jsou rovny jedné. Je to ziejmé z povahy
absorpénich stavd, ve kterych (resp. v jednom z nich) musi proces skongit.

V absorpénim fetézci nas mohou zajimat pravdépodobnosti (doCasného) setrvani
v systému prechodnych stavil. Pravdépodobnosti prechodu mezi prechodnymi
stavy muzeme v maticovém tvaru vyjadrit jako

(1.47) H=(N-IN"" , kde

H je matice pravdépodobnosti prechodu mezi prechodnymi stavy a N~ je inverzni
matice k fundamentalni matici, obsahujici pouze diagonalni prvky.



