P6 - Vytvorujici funkce
1.16 Pojem vytvorujici funkce

Vyznamnym analytickym prostfedkem pro feseni uloh spojenych s Markovovymi
retézci jsou vytvorujici funkce [moment generating functions].! Vytvorujici funkce jsou
jakousi diskrétni analogii Laplaceovy transformace, dosti ¢asto uzivané hlavné
v technickych aplikacich.

Pfi rozboru Markovovych fetézcli ¢asto pracujeme s mocninami P" matice

pravdépodobnosti prechodu, coz je prace pfi vétSim rozméru matice P dosti
tézkopadna. Lze se tomu vyhnout pravé zavedenim vytvorujicich funkci.

Aplikace vytvorujicich funkci spo€iva v uréeni prislusné transformace (obrazu)
k danému originalu (vzoru), ve vykonani pfislusnych operaci v oboru
transformované funkce a ve zpétné transformaci za ucelem ziskani reseni
v plvodnim oboru. Lze dokazat, Zze mezi ptvodni funkci a jejim obrazem existuje
jednoznaéna korespondence. V praktickych aplikacich usnadiuji vyuziti
vytvorujicich funkci slovniky transformaci (tabulky typickych funkci a jejich transformaci).

Definice 17 Mame funkci f(n), kde n >0 takto. Vytvofime k ni mocninnou fadu :

(1.51) F(z)= f(0)+ f(1)z+ f(2)22 + f(3)2° +...= > f(n)z" , kde 2| < 1.
n=0

O funkci f(n) mluvime jako o pavodni funkci, 7 (z) je k ni pfislusna vytvorujici

funkce (jako obraz funkce ptivodni).

Uvedme nékolik zakladnich poznatki o vztahu plvodnich funkci a knim

prislusnych vytvorujicich funkci.

(A)Je-li f(n)=1,pak F(z)= %, coz je vidét pfimo z definice (1.51)2.
-z

(B)Je-li f(n)=n,pak F(z)= %, coz je vidét z nasledujiciho.

(1-2)

(1.52) F(z)=0f(0)+1z+2z°+= gn.zn = gn.zn_l.z=z.i >z'= 5
n=0 n=0 dz n=0 (]—Z)

(C)Je-li f(n)=a",pak F(z)=1+az+a’z> +a’z° +..= Sa"z" =

Nékteré typické pfipady vytvorujicich funkci uvedeme v tabulce

' Variantnim nazvem jsou téz z-transformace
* Jde ziejmé o soucet ¢lenti nekoneéné geometrické posloupnosti s kvocientem z.



f(n) F(z)

1 1/(1-2)

n z/(1-z)?
an z/(1-az)
nan az/(1-az)?

Pro analyzu Markovovych fetézcu ma duilezity vyznam transformace vektoru a
matic. Pouzijeme-li uvedené transformace na kazdy prvek vektoru resp. matice,
provadime tim transformaci celého vektoru ¢i matice. Hovofime pak o vytvofujici
funkci vektoru nebo matice.

Vytvorujici funkci vektoru m(»n ) muzeme psat ve tvaru

(153) F(z)=m(0)+m(1)z+m(2)2> +m(3)2> + .= Sm(n)z"  kde |z|<1.
n=0

Vytvorujici funkci matice M(n) muzeme psat ve tvaru

(1.58) F(z)=M(0)+M(1)z+M(2)z>+M(3)z° +..= SM(n)z",
n=0

Z‘ <l].
Pro maticovou funkci M (n)= A", kde A je ¢tvercova matice, plati tento rozvoj
SA " =1+ Az + A2+ AP+ = (1 - 4z)!
n=0
Inverzni matice (7 — 4Az) je vyjadiena jako soucet nekoneéné geometrické fady
(jde o analogii se skalarni funkci «"). Pokud je matice (I — Az )regularni (tj. je-li
¢tvercova s linearné nezavislymi radky/sloupci), pak inverzni matice k matici
(I — Az ) existuje a je jednoznacné uréena.

Pro f(n)=n.A" plati transformace F(z)=z(1—-Az)"".A(I-Az)™!
Béhem reSeni uloh spojenych s Markovovymi retézci pomoci vytvorujicich funkci
se Casto setkavame se zlomky dvou typu:

l1-cz a cz
(1-az)(1-b2) (1-az)(1-b2)

Zlomek (1.55A) je mozné rozlozit pomoci metody neurcitych Ciniteli na soucet
dvou parcialnich zlomkd se jmenovateli / —az al—bz. Potom se uréi veliiny
A,B, které vyhovuiji rovnici

(1.55A,B)

I-cz 4 B
(1.56) (—a)i-0) U=az) (1-02)




Tuto rovnici je mozné fesit porovnanim koeficientti u absolutnich ¢lenti a u ¢lend
obsahujicich proménnou z. Po odstranéni zlomku v (1.56) mame

l—cz=A—-Abz+ B —Baz , zcehozobdrzime
(1.57) A+B=1 a Ab+Ba=c
Resenim této soustavy rovnic pro neznamé A,B dostaneme

(1.58) q=¢"4 p=b-c

b—a b-a
Obdobné, jako reSeni zlomku (1.55B) na zakladé obdobnych tivah dostaneme
(1.59) 4=— p=—°_ .

a—b a—b

Pouzijeme-li zminéné transformace na kazdy prvek vektoru resp. matice.
Provadime tim transformaci celého vektoru resp. matice.

Pfi rozboru chovani vektoru absolutnich pravdépodobnosti p(rn) vyjdeme
z vytvorujici funkce tohoto vektoru ve tvaru

(1.60) F(z)= % pn)z".
Pro vektor absolutnich pravdépodobnosti plati

p(n+1)=p(n)P, kde P je matice pravdépodobnosti
piechodu po 1 kroku. Vytvorujici funkci tedy mizeme vyjadrit ve tvaru

(1.61) Sz p(n+1)=3z2"p(n).P .

n=0 n=0

Levou stranu (1.61) muzeme také vyjadrit ve tvaru

o Ji © L
(1.62) g; p(n-+1)=—<{ %E% Jp(n-k[)—lﬂﬂ)}.
Vyraz %z"p(n +1) je rovnéz vytvorujici funkci f(z ). Plati tedy vztah
n+1=0
1
(1.63) ;.[F(z )= p(0)]=F(z).P

Odtud dostaneme pro F(z):

(1.64) F(z)=p(0)(1-zP)™", kde

I je jednotkova matice , (7 —zP)~! je inverzni k matici (7 - zP ). Ze vztahu (1.64)
je ziejmé, ze pouzitim vytvorujici funkce se vyhneme umocnovani matice P, coz
obvykle znamena usporu numerickych vykond. Na druhé strané zlstava urcitym
problémem hledani inverzni matice (/-zP)™’. Pfi hledani inverzni matice je
mozné vyjit z definice



A]] A12 cee A]
(1.65) gl LA A Ay,
47 .

A, A, .. A

kde A je algebraicky dopinék k prvku a;;, pro ktery plati 4, =(~1)"/ .M, kde
M ; je subdeterminant, ktery vznikne z determinantu A po vynechani i-tého fadku

a j-tého sloupce.

1.17 - llustrace pomoci Pfikladu 7 — vyrobni linka

Abychom mohli provést vypocet dle vztahu (1.64), je tfeba spogist inverzi matice
(1-2zP). Nejdrive vypocteme matici

10 112 1/2 1-0,5z -0,5z
(1.66) (I-2zP) = -z =

0 1 14 3/4 -0,25z 1-0,75z
K provedeni inverze vypoéteme dle vztahu (1.65) determinant matice (I-zP).
Dostaneme ||-zP|=[1-0,5z][1-0,75z] -1/82% =[1-z][1-0,25z] . Déle mame

A11 A12 1_ 0,752 0,52
'= . Tedy
1-0,75 0,5
(1.67) (1-zP)" = L . £ oz
(1-2).(1-0,25z) | 0,25z 1-0,5z

Jednotlivé prvky matice rozlozime pomoci metody neurcitych Ciniteli na soucet
dvou parcialnich zlomka.

Prvek B'" inverzni matice B =(1-zP)™ typu (1.55A) Ize rozlozit na
1-0752  _ A B
(1-2).(1-0,25z) 1-z 1-0,25z
Po odstranéni zlomk( dostaneme
(1-0,25z)A+(1-2)B=1-0,75z .

Porovnanim koeficienttl u absolutnich ¢lent a u ¢lend s proménnou z, dostaneme
soustavu rovnic

A+B=1
0,25A+B=0,75 ,
ktera mareseni A=1/3, B=2/3.



Prvek B'? inverzni matice (I-zP)™ je typu (1.55B). Po provedeném rozkladu na

dva zlomky pomoci metody neurcitych Ciniteld nebo pfimo dosazenim do (1.58)
dostaneme pro Citatele zlomki hodnoty A=2/3 a B=-2/3 .

Kdyz rozlozime na dva zlomky i zbyvajici dva prvky B?', B? inverzni matice
(1-zP)™", dostaneme
113 2/3 2/3 N -2/3

+
o1 -|1-2 1-025z 1-z 1-0,25z
(I-2P)" = 3, 113 213 13

1-z 1-0,25z 1-z 1-0,25z
Jde vlastné o soucet dvou matic, takze miizeme rozepsat

41 (13 213 1 2/3 -2/3

(1.68) (I-zP)"'=—— + :
1-z\1/3 2/3) 1-0,25z\ -1/3 1/3

Z tabulky z-transformaci najdeme zpétnou transformaci funkce F(z)=i
pavodni funkci. Odpovida ji funkce f(n)=1. Funkci F(z)=1_0252 odpovida
funkce f(n)=(0,25)" . Znamena to, Ze pro P" plati

13 2/3 2/3 -2/3
(1.69) P"=1", +0,25", :

113 213 -1/3  1/3

Matice P" se sklada ze dvou matic, které maji odli§né vlastnosti. Prvni matice je
konstantni a nezavisla na poétu krokl n. Tato matice se nazyva stacionarni matice.

Druha matice nasobena koeficientem 0,25" predstavuje prechodnou (transientni)
slozku procesu. Protoze obrazem funkce p(n) byla vytvofujici funkce

F(z) =p(0).(1-zP)~", miizeme psat

113 2/3 213 -2/3
(1.70) p(n) =p(0) 1". +0,25". .
113 2/3 —1/3  1/3

Druhy vyraz v zavorce konverguje pro n — o k nule. Mizeme tedy psat

113 213
=(1/3 2/3).
113 2/3

Nezavisle na tom, zda je vektor pocatecnich pravdépodobnosti p(0) = [1 0] nebo
p(0)=[0 1] jsme takto dostali pomoci vytvofujici funkce vektor limitnich
pravdépodobnosti a =(0,33333 0,66667) .

Poznamka | pro radu dalSich situaci plati, ze systém popsany pomoci vytvorujici
funkce ma slozku rovnovaznou (stacionarni) a slozku pfrechodnou (transientni).

lim, _ o, p(n) = p(O){



1.18 Vytvorujici funkce posloupnosti p;" , £

Definice 18: Vytvorujici funkce P;(s) posloupnosti p; (n) je definovana vztahem
(1.71) P;(s) = §opij‘"’s" pro |s|<17?

n=
Podobnym zpusobem definujeme vytvorujici funkci posloupnosti fij("’

(1.72) Fi(s) = f("’ " pro |s|<1

Pfipomeiime, Ze pro mocninné fady A(s) = kgoaksk , resp. B(s) = _%b s
plati konvolutorni vztah ) :
(1.73A) A(s) *B(s) = C(s) = gc,sr opét pro |s|<1, kde
(1.73B) c, =agb, +ab,_4+...+a,.b,

A(s)*B(s) = ( Zaks [ﬁ ] ag.by +(a;by +ag.by).s+(ayby +a.by +agb,).s?

neboli
(1 .73C) A(S) * B(S) = Esk.( iajbk—j) = Ecksk
k=0 \ j=0

k=0
Jestlize ztotoznime koeficienty a, s fii(k) a podobné koeficienty b, ztotoznime s

pii“), pak porovnanim dfive uvedeného vztahu (1.13)

(1.74)=(1.13) p; ™ = zf ®) p."*) pro 1 >1 s (1.73B) dostaneme
(1.75A) Fi(s)* ii(s) =Pi(s) -1 pro |s|</ , neboli
1
1.75B P.(s)=——— ro |s| <1/
( ) ||( ) 1_Fii(s) P ‘S‘

Odecteni konstanty 1 je nutné, protoze vztah (1.74) neplatipro n=0 .
ZpUsobem analogickym k tomu, ktery vedl k (1.74) dostaneme:

(1.76) py" = Zf"" pi", izjanzl.

kde f,j(k’ je pravdépodobnost,toho, ze prvni prechod ze stavu i do stavu j se

vyskytne pravé v k-tém prechodu. Opét dodefinujeme fij(o’ pro vSechna i a
vSechna j. Z (1.76) plyne, ze
(1.77) PU(S)=FU(S)*PH(S) prO ‘S‘<] .

’ Polomér konvergence je nutno takto omezit, aby mocninna fada konvergovala.



Na zakladé (1.75B) mlze byt také postavena zakladni klasifikace stavi:
A) Stav i je trvaly praveé tehdy, kdyz plati Zf ") = (Definice 6)

Sdéleni fika, ze stav i je trvaly pravé tehdy, jestlize (vychazeje pravé ze stavu i)
pravdépodobnost navratu do stavu i po néjaké urcitém poctu kroki je jedna.

V porovnani k tomuto jsme definovali
B) Stav i je pfechodny pravé tehdy, kdyz plati %fﬁ(“) <1 (Definice 8)
n=1

To fika, ze stav i je pfechodny praveé tehdy, jestlize (vychazeje ze stavu i) existuje

srezidualni“ pravdépodobnost 1-— %fﬁ(“’ >0, ze se systém do stavu i po jakkoliv
n=1

velkém kone¢ném poctu kroku jiz nevrati.
Tuto klasifikaci stav( Ize dale prenést i na chovani pravdépodobnosti piechodu po
n krocich p;™ , coz jsme ukazali ve V&té 3A konstatujici, ze

Stav i je trvaly prave tehdy, jestlize plati Epii(") =+oo a Véteé 3B sdélujici, ze
n=1

Stav i je prechodny pravé tehdy, kdyz $p,™ < oo.
n=1



