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1. Uvop

Casovéa fada: = soubor pozorovani nadhodnych veli¢in {x;,t € T},
kde t je zpravidla ¢as a T' C R.

1.1. UKAZKY CASOVYCH RAD.

Obr. 1.1:
Méfteni proudu prochéazejiciho odporem r v obvodu se stfida-
vym napétim,
v(t) = acos(vt 4+ ©), tj. x = % cos(vt + ©), kde a a © jsou
zatizeny ndhodnou chybou.

Obr. 1.2:
Rist populace v USA v létech 1790-1980 sledovany v deseti-
letych intervalech.

Obr. 1.3:
Pocet stavek v USA v 1étech 1951-1980.

Obr. 1.4:
Meésiény pocty tisict cestujicich v mezinarodni letecké do-
pravé v létech 1949-1960.

Obr. 1.5:
Pocty slunec¢nich skvrn v 1étech 1770-1869.

Obr. 1.6:
Pocet timrti pii nehodach v USA v létech 1973-1978.

1.2. OBLASTI UPLATNENI METOD ANALYZY CASO-
VYCH RAD.

fyzika, technika:
e seismicky zdznam v geofyzice.
e tada nejvyssich dennich teplot v meteorologii.
e pribéh vystupniho signalu urcitého elektrického piistroje.
e tenzometrické méfeni povrchového napéti v provozu na-
mahané strojni soucastky.
biologie, ekologie: sledovaniriznych parametrt znecisténi ovzdusi.
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medicina: zédznam EKG nebo EEG.
spolecenské védy: zmény v poctu a sloZeni obyvatelstva.
sociologie: vyvoj rozvodovosti.
ekonomie: teorie casovych fad = jedna z nejdulezitéjsich kvan-
titativnich metod pro analyzu ekonomickych dat, napf.:
e analyza poptavky po urcitém vyrobku
e analyza objemu zemédélské produkce
e analyza poctu cestujicich v letecké dopraveé
e analyza vyvoje kurzu akcii na burze
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Obr. 1.5

1.3. CIL ANALYZY.

Porozuméni mechanismu, jimz se generuji sledované udaje.
Znalost modelu tohoto mechanismu = znalost algoritmu, jimz ma-
zeme chovani tohoto mechanismu simulovat na pocita¢i = schopnost
popsat s jistou presnosti jeho chovani:
e mezi éasovymi okamziky méfeni (interpolace)
e v budoucnosti (extrapolace, prognéza)
e s cilem Fidit a optimalizovat ¢innost urcitého systému vhod-
nou volbou vstupnich a poéateénich podminek (regulace),
napf. regulace slozitych technologickych procesu.



2. ZAKLADNI POIMY

2.1. DEFINICE CASOVE RADY.

Definice 2.1. Nahodny (stochasticky) proces X je neprazdny
systém (T # @) ndhodnych veli¢in definovanych na stejném pravdg-
podobnostnim prostoru (2,4, P). PiSeme X := {X;|t € T} nebo
stru¢éné {X;}. Specidlni pripady:

T CR...proces se spojitym ¢asem nebo ndhodna funkce.

T C Z ...proces s diskrétnim €asem, ndhodna posloupnost
nebo ¢asova rada.

Poznamka 2.2. Indexova mnozina T je obvykle uspofadand a inter-
pretuje se jako spojity nebo diskrétni Casovy interval. Muze ale byt
také neusporddand, naptiklad soufadnice bodd v roviné (v meteoro-
logii) nebo v 3-D prostoru (geofyzika).

Definice 2.3. Pro kazdy ndhodny pripad w € 2 dostavame funkci
z : T — R jako vysledek ndhodného experimentu: z(t) := X¢(w). Tato
funkce se nazyva pozorovani (trajektorie, realizace) procesu X.

Pozndmka 2.4. Obréazky 1.1-1.6 ilustruji trajektorie riznych nahod-
nych procesu (¢asovych fad).

Priklad 2.5 (Piiklady ¢asovych fad).

(1) Sinusovka s ndhodnou amplitudou a fazi (Obr. 1.1).
(2) Binarni proces hazeni minci.

(3) Nahodna prochazka.

(4) Proces vétveni.

2.2. SYSTEM DISTRIBUCNICH FUNKCI.

Definice 2.6 (Konzistentni systém distribuénich funkei procesu X).

Oznaéme T := {t |t = [t1,t2,...,tn] €T", t; # t;j, proi # j, n € N}.

Pro kazdé t € T libovolné délky n € N nechf Fi(x) znad¢i adruze-

nou distribu¢ni funkci marginalniho ndhodného vektoru X; vybra-

ného ze stochastického procesu X = {X:}ter v Casovych okamzi-

cich t1,ta,. .., tn. Systém {F; }+cs Gplné popisuje stochastické chovani
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procesu X a nazyva se konzistentnim systémem distribuénich
funkci procesu X (viz nasledujici tvrzeni).

Véta 2.7. Systém distribucnich funkci {Ft}icr z definice 2.6 se na-
zjvd konzistentni protoze md pro kaidé & = [x1,x2,...,z.)T € R" a
n € N ndsledujici dvé vlastnosti konzistence:
(i) Fi,(xp) = Fi(x) pro kazdou permutaci p indexd {1,2,...,n}.
Zde znaci ty, resp. xp vektory t, resp. x se sloZkami permu-
tovanymi podle permutace p.
(i) limg, oo Fi(®) = Fe(T1, .., Tim1,00, Tit1y---,Tn) =:
=: Fyiy(x(2)) pro kazdéi € {1,2,...,n}, kde t(3), resp. (1))
znaci vektor t, resp. x s vynechanou i-tou slozkou.

Definice 2.8. Stochasticky proces se nazyva normalni nebo gaus-
sovsky, kdyz kazda distribu¢ni funkce F; jeho konzistentniho sys-
tému (¢t € T) je sdruzenou distribuéni funkci normalné rozlozeného
marginalniho ndhodného vektoru X;.

Definice 2.9. Jestlize X = {X,} je casova fada, kde v8echny na-
hodné veli¢iny X;, t € T jsou vzajemné nezavislé a stejné rozlo-
%ené se stiedni hodnotou p a rozptylem o2, budeme psét

X ~ IID(p, 0%)

2.3. MOMENTOVE CHARAKTERISTIKY.

Nyni zavedeme momentové funkce jako analogie stfedni hodnoty
a kovarian¢ni matice ndhodného vektoru, ktery mizeme pokladat za
specialni piipad kone¢né casové fady (T = {1,2,...,n}).

Definice 2.10. Jsou-li ddny stochastické procesy X = {X:}ter a
Y = {Y:}+er, oba definované na témz pravdépodobnostnim prostoru,
pak definujeme momentové funkce 1. a 2. fddu nasledovné:
(1) stfedni hodnota X: ux : T — R, kde
ux(t) := EX:, pokud stfedni hodnoty existuji pro vSechna
teT.



(2) autokovarian¢ni funkce X: vx : T x T — R, kde
vx (r, 8) := cov(X,, Xs), pokud kovariance existuji pro vSechna
r,seT.

(3) rozptyl X: 0% : T — RT, kde
0% (t) := var(X;) = cov(X;, X;) = vx(t,t), pokud rozptyly
existuji pro vSechna t € T.

(4) autokorelaéni funkce X: px : T x T — [—1,1], kde

vx(7,5) 0
px(r,8) i | VirtmyGem PP VX (Ve ) #
0 jinak,

pokud korelace existuji pro vSechna r,s € T
(5) vzdjemna (k¥izova) kovarianéni funkce X a Y:
vxy : T xT — R, kde vxy(r,s) := cov(X,,Ys), pokud
kovariance existuji pro vSechna r,s € T'.
(6) vzdjemna (kiizova) korelaéni funkce X a Y:
PXY : TxT — [—17 1], kde

Yxvy (r:s)
— Xy 0 4/ 7)1/ s, 8 0
pxy(rys) i= { Voxrovav s P Vx(rr)vav(s,s) #
0 jinak,
pokud korelace existuji pro vSechna r,s € T.

2.4. STRIKTNI A SLABA STACIONARITA.

Definice 2.11. Casova fada X := {X;|t € Z} se nazyvé striktn&
stacionarni, jestlize kazda distribu¢ni funkce jeho konzistentniho
systému {F}}ies, nezavisi na posunuti: Fi(-) = Fyyn(-) pro kazdé
teTahel.

Definice 2.12. Casov4 fada X := {X¢|t € Z} se nazyva (slabg)
stationarni, jestlize jsou splnény nasledujici podminky:
(1) X mé kone¢né druhé momenty: 0% (t) < oo pro kazdé ¢ € Z.
(2) vx(r,s) =vx(r+h,s+ h) kazdé r,s,h € Z.
(3) px(-) = ux je konstantni funkce.
Jestlize jsou splnény pouze podminky (1) a (2), pak X se nazyva
kovarian¢éné stacionarni.



Pozndmka 2.13.

(1) Ziejms ze (2) vyplyva ptir = s, Ze rozptyl stacionarni asové
fady je rovnéz konstantni funkce: 02(-) = 0%.

(2) Jestlize plati (3), pak z vx(r,s) = EX, X, — (EX;)(EX,) =

EX, Xs — u2 plyne, ze (2) je ekvivalentni (a mize tak byt
nahrazena) podminkou:
EX, X, =EX, {1 Xstn pro kazdé 7, s, h € Z. Celkem vidime,
ze vsechny prvni a druhé momenty staciondrni casové rady
jsou invariantni k posunuti. Proto je slaba stacionarita také
nékdy oznacovéana jako stacionarita druhého radu.

Pozndmka 2.14. Zfejmé podminka (2) z definice 2.12 muze byt také
ekvivalentné nahrazena modifikovanou podminkou:
(2’) vx(r, s) zavisi pouze na rozdilu svych argumentt r — s.

MizZeme proto autokovarianéni i autokorela¢ni funkci stacionarni ¢a-
sové Fady zavést jako funkci jen jedné proménné:
vx (h) == yx (t + h,t)
rx (t + h7 t) X (h)
h) = t+h,t) = = 2.1
px (h) == px( ) p—— < (0) (2.1)

O%( =X (t7 t) =X (0)7

kde t, h € Z jsou libovolné.

Véta 2.15. Kazdd striktné staciondrni ¢asovad tada s konecngmi dru-
hymi momenty je staciondrni.

Pozndmka 2.16.
Obecné stationarita nema za nasledek striktni stacionaritu.

Véta 2.17. KazZdd gaussovskd staciondrni casovd Tada je strikiné
staciondrny.

Definice 2.18. Casova fada X = {X:} se nazjva bily Sum se
stfedni hodnotou u a rozptylem o2, jestlize ux (t) = p a
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(r,5) o pror=s
r,8) = - .
™ 0 jinak
Piseme

X ~ WN(u,0°).

Stacionarni casova fada, ktera neni bilym Sumem, se nékdy také na-
zyvéa barevny Sum.

Poznamka 2.19. Je snadné ovérit nasledujici implikace:
X ~ IID(p,0%) = X~ WN(u,0°) = X je stacionarni.

Poznamenejme také, ze zaddnd z opadnych implikaci neplati. (viz téz
2.16).

2.5. LINEARNI TRANSFORMACE CASOVYCH RAD.

Definice 2.20. Rekneme, e ¢asova fada X := {X:} ma ohrani-
¢ené druhé momenty, jestlize existuje konstanta C' € R s vlastnosti
E|X:|> € C < oo pro kazdé t.

Véta 2.21. Casovd fada X := {X;} md ohranicené druhé momenty
pravé kdyzZ existuji redlné konstanty ux < oo a ox < oo takoveé,
Ze [ux ()| < px alox(t)] < ox pro kaZdé t, tj. pravé kdyz X md
ohranicenou stredni hodnotu i rozptyl.

Véta 2.22 (Hlavni véta o konvergenci). Jestlize ® := {®,} € {1 (4.
>ul®r| < 00) a U := {Us} je casovd fada s ohranicenymi druhyms
momenty, pak nekoneénd rada X 2 > @eUi—i konverguje podle
kvadratického stiedu' pro kaidé t a linedrné transformovand casovd
fada X := {X:} md rovnéZ ohranicené druhé momenty.

1tj4 Castecné soucty konverguji dle kvadratického stiedu:
E|X: — ZkN:_N Dy, Ut_k|2 — 0. Soucet v tomto smyslu oznacujeme symbolem
2
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Pozndmka 2.23. Linearni transformace s koeficienty ® := {®}, ktera
kazdou ¢asovou fadu s ohrani¢enymi druhymi momenty transformuje
opét na fadu s ohranienymi druhymi momenty se nazyvé stabilni.
Z ptredchozi véty tedy vyplyva, Ze postacujici podminkou pro stabilitu
linearni transformace je absolutni sumovatelnost posloupnosti ® jejich
koeficientt. Proto se tato podminka také nékdy nazyvd podminkou
stability.

Dausledek 2.24. Jestlize ® € {1 a U = {U:} je staciondrni se stredni
hodnotou py a autokovariancni funkci yu, pak plati
(1) X, 2 >k @rUi—i konverguje pro kazde t
(2) X := {X+} je staciondrni se stiedni hodnotou a autokovari-
anéni funkci:

Hx = pu Z ®; (2.2a)
yx(h) =Y qu(h—j+k), h>0. (2.2b)
J k

Dusledek 2.25.
ok =x(0) = qu(k—7) (2.3a)
ik

ok <ot (D |50)° (2.3b)

J

Definice 2.26. Casova fada X, ktera je linearni transformaci fady
U jako ve vété 2.22 se také nékdy nazyva ¢asovou fadou (linearné)
generovanou radou U. Jestlize je &, = 0 pro kazdé k < 0, pak X se
nazyva kauzélni (kauzalné generovanou), nebot jeji hodnoty X
nezévisi na budoucich hodnotach U-, T > t generujici fady (jsou pod-
minény jen hodnotami U-, 7 < t). V takovém p¥ipadé ¢astecné soucty
pri sumaci dle kvadratického stfedu nabudou tvaru ijzo OLUi_ a
samotnou fadu tak muzeme psat ve tvaru X, 2 Z;":O OLU; k.
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Pozndmka 2.27 (Operator zpétného posuvu).
Znacéime pro k € N:
BU; := U;_1, atd. rekurentné B*U; = B(B*U;) := U _s,
B7U,; := Uyy1, atd. rekurentné B~*U; := B~Y (B~ *~VU,) := U4,
BOU, := U,. Pak formalné misto X, 2 Y oreo PrUi—k piSeme struéné
X¢ = ®(B)Uy, kde &(B) := 35, &, B*, nebot

ookl = 302, @ B*U = (3272, @1 B¥)U: je operator zis-
kany formélnim dosazenim operdtoru B za proménnou v fadé (poly-
nomu) &(z) = 37° , @2, ktera(y) hraje roli pienosové charakteris-
tiky linedrni transformace (ta je totiz konvolu¢niho typu).

2.6. ODHADY MOMENTOVYCH FUNKCI.

Definice 2.28. Necht © = [z1,...,2y] je n pozorovani (z; = X¢(w)
pro t =1,...,n) staciondrni ¢asové fady se stfedni hodnotou p, roz-
ptylem o2, autokovarianéni funkei v(-) a autokorelaéni funkci p(-).
Pak jejich odhady spocteme takto:

= %Z?:l xj ... odhad y;

= L M@ — W) (@ — ), 0< h<n—1,

™ WD T
2

=7(—=h), =(n—1) <h <0 ... odhad vy(h);
:=7%(0) ... odhad rozptylu;
(h) := %, —(n—1) < h <n—1 (viz rovnici (2.1))

...odhad autokorela¢ni funkce v pfipadé 5(0) # 0, jinak p(h) := 0.

Véta 2.29. Necht X := [X4,...,X,] margindlni vektor v X kore-
spondujict s vektorem pozorovdni x. Potom jak matice

7(0) @) ... An-1)
fn _ [/’?(Z _ ])]1 ;= ﬁ(l) :7\(0) s W(TL - 2) ,
F(n—-1) F(n-2) 7(0)
kterd je odhadem wvariancéni matice varX, tak i matice R, = 5(’6),

ktera je odhadem korelacni matice p(X), jsou symetrické a pozitivné
semidefinitni.
12



White noise WN(0,1)
T T T

ol xHN \.Jm i x‘lhm \ HM MM ‘H‘ NHJ N‘MHII[I
U ]uw U 1('\”%
T Cotsovk by sum WNOL)

Autocorrelation function of white noise WN(O,1)
T e e

Autokorelaéni funkce gaussovského bilého sumu WN(0,1)

Poznamka 2.30.

(1) Odhad je spolehlivy pouze pro n > 50 a h < %.
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(2)

(4)

Odhad 7(h) je vychyleny (E5(h) # v(h)), protoze soucet po-
zorovani je délen n a nikoliv poctem stupni volnosti n—1—h.
Poznamenejme, ze véta 2.29 neplati pro nevychyleny odhad
(matice T, ztrati ocekavanou vlastnost pozitivni semidefinit-
nosti). V kazdém pfipadé je ale odhad 7(h) asymptoticky
nevychyleny v tom smyslu, ze EY(h) — ~(h) pro n — oo.
Navic je také konzistentni podle kvadratického stfedu
v tom smyslu, ze E[J(h) — v(h)|*> — 0 pro n — oo, kde kon-
vergence je dokonce rychlejsi nez v piipadé nevychyleného
odhadu.
Z algebraického hlediska 7(h) lze psit ve tvaru skalarniho
sou¢inu J(h) = X (xo,xn), kde
xp:=[0,...,0,z1 —,...,2n —1,0,...,0]. Vektor xo tak re-

—— ——

h n—1—h

prezentuje the pivodni vektor pozorovani (doplnény na konci
n — 1 nulami), zatimco xj, je jeho kopie posunuta (zpozdéna)
o h.
Ziejmé ||xo]|? = ||zn]|® = il — fi|?. Ze Schwarzovy ne-
rovnosti dostéavame |(zo, )| < ||xo||?, coz vede na [F(h)| <
Lllzo||® = (@0, xo) = 7(0). Odtud vidime, e odhad autoko-
rela¢ni funkce zachovava jeji pfirozenou vlastnost |p(h)| < 1.
Vzhledem ke (3) je mozno odhad p(h) interpretovat geomet-
ricky jako kosimus tthlu mezi puvodnim a posunutym vekto-
rem pozorovani &g a &, coz lze interpretovat jako miru jejich
linedrni zavislosti (podobnosti): nula znamena ortogonalitu
(Gplnou linedrni nezavislost=z4dn4 korelace mezi obéma vek-
tory), =1 odpovidé linedrni zavislosti (iplnd korelace: jeden
z nich je skaldrnim nasobkem druhého).
Trend je charakterizovan korelacemi na velkou vzdalenost,
coz se projevuje pomalym poklesem ~y(h) pfi h — oco. Perio-
dickéa slozka se projevi oscilatorickym chovanim 7(h) s domi-
nantni periodou této slozky, pfipadné smési takovych slozek.
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3. PREDIKCE V CASOVYCH RADACH

3.1. PRINCIP ORTOGONALNI PROJEKCE.

Definice 3.1 (Prostor L2(Q2, A, P)).

Ly := Ly(Q, A, P) definujeme jako mnozinu vSech (komplexnich) na-
hodnych veli¢in nad tymz pravdépodobnostnim prostorem (2, A, P),
které maji kone¢né druhé momenty (resp. rozptyly - viz dale 3.5), tj.
Ls(9, A, P) := {X | X nédhodna veli¢ina nad (2,4, P), E|X|? < co}.

Poznamenejme, Ze do tohoto prostoru zahrnujeme také vsechny kon-
stanty z C, které povazujeme za ndhodné veli¢iny s nulovym rozpty-
lem.

Véta 3.2. L2(Q, A, P) je Hilbertav prostor se skaldrnim soucinem
(X,Y) =EXY anormou ||X|]2 = /(X,X) = /E| X2

Dikaz. L2(Q2, A, P) je obdobou funkciondlniho prostoru L2 (J) tvore-
ného funkcemi absolutné integrovatelnymi v kvadratu na intervalu
J C R. Totiz E|X|* = [, |X(w)|? dP(w), takze namisto s Lebesgueo-
vym integralem pracujeme s obecnéjsim pojetim integralu, kde Lebe-
sgueova mira je nahrazena pravdépodobnostni mirou P:

e Skalarni soudin (X,Y’) existuje a je koneény pro kazdé X,Y €
Ly (2, A, P), jak snadno nahlédneme z nerovnosti

AXY| = (IX]+[YD)* = (IX] = [Y])* < (IX]+ [YD* + (IX] - [Y])* =
=2(1X° +|¥1%),
odkud uzitim |Y| = |Y| dostdvame
1
XTI < L0x P+ ),
takze

EXY| < [ [X@V@)dP) <

<3| [ix@eare + [ rerae)] <.
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Ly(Q, A, P) je vektorovym prostorem. Je uzavieny na nasobeni
skalary ¢ € C, nebot E|cX|? = |¢|*E|X|? < co. Uzavienost vzhledem
ke séitani plyne z:

X +Y[P < (X[+]Y])* = X]P +2XY[+]V]* =
E|X +Y|? <E|X|® + 2E|XY |+ E|Y]? < co.

e Ovéfeni, Ze L12(Q2, A, P) je Gplny, neboli Hilbertuv prostor, je

nalniho prostoru L2 (J). Podrobnosti lze nalézt naptiklad v monografii
[BDY3, §2.10]. O

Dusledek 3.3 (Schwarzova nerovnost).
EXY|, [EXY] < [IX[2]|Y ]2 = VEXEVEY], X,Y € Lao(Q, A, P).
Dusledek 3.4. X € Ly(Q,A,P) = EX existuje.

Dikaz.

[EX| = [E(L.X)| < VE[I] VEIX] = EIXF < oc.
——

1

Dusledek 3.5.
XY € L,(Q,A,P) = X—EX, Y —EY € L,(Q,A, P)

(X —EX, Y —EY) = E(X — EX)(Y — BY) = cov(X,Y)

ezistuje a splnuje Schwarzovu nerovnost

lcov(X,Y)| < v/E|X — EX[2\/E|Y —EY |2 = oxoy.
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Disledek 3.6.
cov(X,Y)

p(X,Y) = { oxoy PO 020y 70

0 pro o.,04=0
je tzv. korelaéni koeficient ndhodnych veli¢in X a Y, pro néjz
plati |p(X,Y)| <1 a specidlné —1 < p(X,Y) < 1 v pFipadé redlngjch
ndahodnych velicin X a Y.
Véta 3.7 (Véta o ortogondlni projekci: [BD93], §2.3).
Je-li L uzavieny linedrni podprostor Hilbertova prostoru H (naptiklad
H=1L;)ax€ H, pak
(i) emistuje jeding prvek T € L takovy, Ze
PN *
lz — 2l = inf |lz -y ™)
a
(ii) néjaky prvek md minimdlni vlastnost (*) prdve kdyz
x—Z L L, tjx—T Ly (neboli (x —Z,y) = 0) pro kazdé
y € L. Piseme T = Prx, kde P, je tzv. operator ortogo-
nalni projekce na podprostor L.

Definice 3.8.
Necht Xo:=1,X1,...,X, € Ly a L:= L(Xo,X1,...,Xn) je linedrni
podprostor v Lg generovany ndhodnymi velicinami Xo, X1,...,X,.

Je-li X € Lo néjaka dalsi ndhodnd veli¢ina, pak X =P, X se nazyva
nejlep$i? linearni predikce nahodné veli¢iny X pomoci nahodnjch
veli¢in Xo, Xl, e ,Xn.

Pozndmka 3.9. Operator Pp, je korektné definovan, nebot L mé ko-
neénou dimenzi (dim L < n + 1) a je tak automaticky uzav¥eny. Pro-
toze X € L(Xo, X1, ..., X,) existuje vektor B, := [Bo, B, ..., Ba]" €
R™*! takovy, Ze

X = Bo Xo +01+ -+ BnXn. (3.1a)
N

1

2rozumi se ve smyslu minimalni stfedni kvadratické chyby.
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I kdyz X je jediny, nemusi byt 8, obecné jednoznac¢né urcen. Je tomu
tak jen kdyz Xo, Xi,...,X, jsou linedrné nezavislé, tj. tvoii bazi
prostoru L.

Véta 3.10. Vektor B, ze vztahu (3.1a) se spocte jako teSeni nd-
sledugictho systému n + 1 linedrnich rovnic (tzv. normalni systém
rovnic), kde i =0,1,...,n:

(X0, Xi)Bo + (X1, X)B1 + -+ + (X0, Xi) Bn = (X, Xi)  (3.1b)
neboli dle véty 3.2
E(XoX:)fo + B(X1X:)B1 + - + B(Xp, X;) B0 = BE(XX,). (3.1¢)

Diikaz. Dle 3.7:

X=PX & X-X1YprokazdéY € L & X—X L X, pro
kazdéi=0,1,...,n < (X—X,X;) =0prokazdéi=0,1,...,n <
(X,Xi) = (X, X;) prokazdé i = 0,1,....n & (X7 8;X;,Xi) =
(X, X;) prokazdé i =0,1,...,n & 370, B;(X;, Xi) = (X, X;) pro
kazdé i = 0,1,...,n, coz je pravé (3.1b). a

Priklad 3.11 (n = 0). L = £L(Xo) = £(1) = R je linearni podprostor
vSech (redlnych) konstant v Lo. Pak (3.1b) se redukuje jen na jednu
rovnici:

E(Xo X =E(X Xo).

(Xo0Xo)Bo ( \ﬁ)
1 1

Odtud mame Gy = EX a tedy X = BoXo =EX.
Tedy EX je nejlepsi lineadrni predikce ndhodné veli¢iny X pomoci
konstanty. Dosazena minimalni stfedni kvadratickd chyba je
E(X — EX)? = varX.

Dausledek 3.12. Jestlize EX = EX; = ...EX,, = 0, pak X =
PLX = Prix,,...x,)X, Bo =0 a (3.1c) prejde v systém n rovnic, kde
i=1,...,n:

E(Xle)ﬁ1++E(Xn7Xz)ﬂn :E(XXZ) (31d)
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Polozime-li X := [X1,...,X,]7, mizeme jej prepsat do maticového
tvaru

(varX)8 = cov(X,X)”, (3.1e)
kde B :=[B1,..., 53] € R™

Diikaz. Prvni rovnice (¢ = 0) v (3.1c) bude tvaru:
E(l.l) ,30 + E(Xl.l) 51 + -+ E(Xn.l) Bn = E(Xl)
N—— —— —— ——

1 0 0 0
Odtud dostavame o = 0, takZze ve zbyvajicich rovnicich pro i =
1,...,n bude E(XoX1)Bo = 0, coz je pravé systém normaélnich rovnic
pro PL(Xl ..... X,L)X . |:|

Dusledek 3.13 (Nejlepsi lin. predikce pro stacionarni ¢asové rady).
Necht X := {X:} je staciondrni casovd fada s nulovou stredni hod-
notou ux = 0 a autokovarianéni funkci vx. Pro dané k € N necht
)?t(_’f_)k znaét nejlepsi (k-krokovou) linedrni predikci ndhodné veli¢iny
Xi4r pomoci n predchozich velicin X¢, Xi—1,...,Xi+1-n ve tvaru
X =0 0l X, Pak vektor & = [0, ..., )" na-
lezneme Tesenim tzv. Yule-Walkerova systému linearnich rov-
nic:

~(0) Y1) yn-1)] [0 ~(k)
(1) v0) A=) el | | Akt
1) -2 50 ] le®] ke
~ I“r 7 ——— —/_‘(k)
" E30 Yn
(3.2)

Duikaz. Plyne z 3.12 po zdménéach:

X~ Xk, Xj~ X1, B~ ‘PEZ) a tedy pak

varX = [cov(X; X;)] ~ [cov(Xeq1—i, Xet1-5)] =
[yt+1—i—(t+1-3)]=[y(—19)]=Tnapodobné
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cov(X, X)" ~ [E(Xpph, Xep1-5)] = - =t +k—(t+1—j))] =
Yk +5— 1)) = 7. O

Véta 3.14 (Stfedni kvadraticka chyba).
Strednt kvadratickd chyba o) = E(Xi4r— x® )2 nejlepst k-krokové

t+k
linedarnt predikce se spocte dle vztahu:
WD (0 = S Bk 4 - 1) = 1(0) - B (33)
j=1
Dikaz. v = B(Xisk — X0)% = | Xepr — X4 =

(Xegw — Xt+k7Xt+k*Xt(ik> (Xeyr — t+k7Xt+k>
<Xt+k—Xt(i)k,Xt(i)k> (Xitr, Xir) — (X t+k7Xt+k>

.

~~

0
Xkl = (20, @8 X1, Xops) =
Xkl = 37, <I>< )<Xt+1 jr Xegr) =
E(X?4) *Z? 1‘1’ DE(Xi 1 Xepk) =
7(0) =20, Wy (t+1—j— (t+k)) = 1(0)— X0, @)y (1—j—k) =
¥(0) = X0, By (k+ 5 - 1). O

Definice 3.15. Necht X,Y, X;,..., X, € L2 a XaV jsou nej-
lepsi linearni predikce nahodnych veli¢in X a Y pomoci Xi,...,X,.
Pak p(X,Y | X1,...,Xn) = p(X — )/(\',Y — 17) se nazyva parcialni
korela¢ni koeficient nahodnych veliéin X a Y pfi danych
D T, ¢

Interpretace: parcidlni korelace mezi X a'Y pri dangch X1,...,X, je
korelace mezi X a'Y ocisténd o tu svoji ¢dst, kterd je zprostredkovdina
nahodnymi velicinami X1,..., Xp.

Definice 3.16. Necht X = {X;|t € Z} je stacionarni éasova fada
s autokorela¢ni funkci px (-). Pak parcialni autokorelaéni funkci
20



(pacf) ax(-) ¢asové Fady X definujeme nasledovné:
(0} = (@) = 1,
ax(1) = px(1) = p(Xey1, X2)
(h) = P(Xt+h,Xt |Xt+1, . ,Xt+h—1) fOI‘ h 2 2.

Véta 3.17. Jestlize X = {X: |t € Z} je staciondrni ¢asovd Tada se
stredni hodnotou px = 0 a parcidlng autokorelacni funkei ax(-), pak

ax(n) = ®ppn pron > 1, kde @, = [<I>n,1,...7<1>n,n}T je fedenim
problému nejlepsi linedrni predikce.
Diikaz. See [BD93, §5.2]. O

ax(h) lze pocitat rekurzivné uzitim mezivyslednych vztahit (3.4Db)
déle uvedeného Durbin-Levinsonova algoritmu 3.19.

Jiny postup poécitd ®) z (3.2) pomoci Cramerova pravidla podle
nasledujiciho duasledku. Bohuzel tato metoda neni vypocetné prilis
efektivni pro velka n.

Dusledek 3.18. Je-li matice I'y, := [y (i — j)]i'j=1 reguldrni, pak
detI'),
detT,,’

kde Ty = [T(;,1),...,T(;,;n = 1),7,] ayn = [yx(1),...,vx(n)]*.

ax(n) =0ppn =
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3.2. DURBIN-LEVINSONUV A INOVACNI ALGORITMUS.

Véta 3.19 (Durbin-Levinsontiv algoritmus pro rekur. vypocet ®5).
Necht X = {X: |t € Z} je staciondrni ¢asovd Tada s nulovou stfedni
hodnotou px = 0 a autokovarianéni funkci yx(h) — 0 pro h — oo.
Jestlize )?n+1 = ®,1 X, + - + Pp X1 je nejlepsi linedrni pre-
dikce, pak pro koeficienty ®n,; a stredni kvadratickou chybu v, =
E|Xpnt1 — Xoi1|? plati ndsledujict rekurentni vatahy.

Pocéateéni krok pro n = 0:
vo = 7x(0). (3.4a)

Rekurentni krok pro n > 0:

=0 pro n=1
A

r ~
n—1

Opn = [1x(n) = D Bno1yx(n—§)]vly, (3.4b)
j=1

Un = 'Un—l(l - |(I>n,n 2)7 (34C)

D1 D11 ?n—l,n—l

q)n,Q ®n71,2 (I)n—l,n—Z

=1 . — S0 | . pron > 1.
q>n,n—1 @n—l,n—l 677,—1,1

(3.4d)
Diikaz. Viz [BD93, str. 162]. O

linedrni predikce. Jednd se o tzv inovaéni algoritmus (IA), ktery
miZze byt na rozdil od Durbin-Levinsonova algoritmu (DLA) apli-
kovan na libovolnou i nestacionarni ¢asovou fadu s nulovou stfedni
hodnotou px = 0. Tento algoritmus neni nic jiného nez souradnicovy
prepis Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu.
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Véta 3.20 (Inovaéni algoritmus pro rekurentni vypocet ®,,).

Necht X = {X,|t € Z} je casovd fada s nulovou stedni hodnotou
px = 0 s matici smiSengch momenti [K; ;|7 ;-1, kij = B(XiXj),
kterd je reguldrni pro kaZdé n. Pak jednokrokové mejlepsi linedrni
predikce )?TLH = )’57(121, n > 0, a jejich stredni kvadratickeé chyby

1 y . . o .
e spocteme rekurentné pomoci nasledujicich vztah:

—~ 0 =0
Knt1 = n S pro-m s (35&)
2 ie1 O (Xnp1j — Xngaj)  pron =1
uZitim
vo = k(1,1) (3.5b)
k-1
@n,n—k = U};l(/i(n +1, k+ 1) — Z @kvk_j@n,n,jvj) (350)
§=0
n—1
vy =k(n+1,n+1)— Z 0n ;. (3.5d)
j=0

postupné v poradi: vo; O1,1,v1; 022,02 1,v2; . ..

23



4. MODELOVANf A ODHAD PARAMETRU

4.1. PREDZPRACOVANTI.

4.1.1. Osetrent specifickych efektii.

a) Volba okamziku pozorovéani:

e jsou pfimo diskrétni svou povahou, napf. droda obili
za jednotlivé roky.

e vznikaji diskretizaci spojité €asové Fady, napt. tep-
lota v danou denni dobu na daném misté.

e vznikaji akumulaci (agregaci) hodnot za uréité ob-
dobi, napt. denni mnozstvi srazek, roéni vyroba zavodu.
Misto akumulace se nékdy provadi primérovani.

Je-li dana moznost volby, je tfeba ji vénovat pozornost:

e malo bodu = unikne charakteristicky rys fady.

e mnoho bodu = zvysi se vypocetni naro¢nost.

e ekvidistantni diskretizace zpravidla usnadni nume-
rické zpracovani, ale neumoznuje adaptivné ménit hus-
totu diskretizace v zavislosti na lokalnim charakteru fady.

e pri agregaci se mohou porusit vlastnosti pivodni rady.

b) Problémy s kalendafem:

ruzna délka kalendarnich mésicu.

e 4 nebo 5 vikendl v mésici.

e ruzny pocet pracovnich dnt v mésici.

e pohyblivé svatky: napt. svatek na zacatku mésice snizi
prodej potravin za tento mésic, ale zvysi jej za predchozi
v dusledku efektu predzésobeni.
Priklad ‘ocisténi’ casové Ffady napt. od promeénlivé délky

mésice:

zavedeme ‘standardni’ mésic o délce 30 dnii a pak udaj

tfebas o produkci za leden pfenasobime korekénim fak-
30

torem 37
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c) Problémy s nekompatibilitou jednotlivych méfeni:

Priklad: hodnota néjakého ukazatele se jeden rok tyka napr.
85 podniki, dalsi rok jen 82 apod.

d) Problémy s délkou &asovych Fad:

e zvétseni podtu méfeni (napf. pllenim ¢asovych intervall
mezi body) nemusi vzdy znamenat zvétSeni mnoZstvi
informace.

e nékdy se mohou objevit protichiidné tendence: metoda
zpracovani vyzaduje delsi fadu, ale na druhé strané rada
vznikla dlouhodobym sledovanim muze ménit charakte-
ristiky svého modelu v ¢ase = obtize s konstrukci mo-
delu.

4.1.2. Stabilizace rozptylu.
Vétsina bézné uzivanych modelt predpoklada alespon kovarianéné
stacionarni chovani analyzované fady X := {X:}, tj. zejména kon-
stantni rozptyl o% (tzv. homoskedasticita). Pokud je tato pod-
minka porusena (tzv. heteroskedasticita), je tfeba bud uzit vhodny
model a nebo fadu transformovat na fadu s konstantnim rozptylem.
Takové transformaci fikdme stabilizace rozptylu.
Obvykle pfedpokladame exponencialni model zavislosti smérodatné
odchylky na stfedni hodnoté: ox (t) = oopx (t)©. V praxi se nejéas-
téji vyskytuji 2 pripady:
e O = 0: fada je jiz homoskedasticka a neni tfeba ji transformovat;
e © = 1: smérodatnéd odchylka fady zavisi linedrné na stfedni hod-
noté.
Existuji postupy, které umoznuji odhadnout parametr © z pozoro-
vané fady. Heteroskedasticitu pak odstranime jednou z niZze uvede-
nych transformaci, kde zvolime parametr A =1 — O.
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Box-Coxova transformace pro radu X; > 0:

A
Vi Xt)\_l pro A #0
=
In(X;) pro A = 0 (linedrni nartst pii © = 1)

Mocninna transformace pro fadu X; > 0:

Vi X proA#0
b In(X;) pro A = 0 (linedrni néarast pii © = 1)

Pozndmka 4.1.

(1) Jestlize neni splnéna podminka X; > 0 nebo pozorované hod-
noty jsou blizké nule, nelze uvedené transformace pfimo po-
uzit. V takovém pfiipadé je mozno fadu vhodné posunout
do kladnych hodnot. Tento posuv vsak predstavuje natolik
umeély zasah do stochastického chovani origindlni fady, ze
miize vést k jejimu znehodnoceni a nevérohodnosti vysled-
ného modelovani.

(2) Mocninné transformace neni spojitd pro A — 0, takze je
nutno se vyhybat malym nenulovym hodnotdm parametru
A

(3) Postup odhadovani parametru O, resp. A 1ze nalézt napt. v [Cip86,
5.144-145].

4.1.3. Identifikace periodickych komponent.
Identifikace je zalozena na rozkladu T-periodické funkce z(t) do jeji

Fourierovy fady:

z(t) = Z cre T = % + ZA’“ cos(27;kt - k),
k=1

k=—o0
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kde se pak snazime identifikovat energeticky nejsilnéjsi harmonické
komponenty, tj. takové, které maji velkou hodnotu kvadratu své am-
plitudy A%, coz je veli¢ina Gmérna energii (nebo stfednimu vykonu)
této slozky na intervalu délky T

K tomu slouzi tzv. periodogram:

Periodogram = odhad energetické spektralni hustoty realné T-periodické

funkce z(t), kde za cx, k =1,...,m, m := [%], dosadime odhad
Cr spocteny pomoci DFT; (operator Diskrétni Fourierovy transfor-
mace — viz dale) po ekvidistantni diskretizaci jedné periody z(t):

T = NAt, z, =xz(nAt), n=0,1,...,N, ® := [zo,...,TN-1].

Periodogram je tedy posloupnost hodnot {I};,, kde

22
2
:NAt|Xk\ s k=1,...,m

(4.1)
a X := [X1,..., Xn] je transformaci vektoru  pomoci DFTy:

N-1 N

_;2mkt _;2mkt

Xi = E Tie N = E xie N,
t=0 t=1

Druhé rovnost je zde dusledkem N-periodicity xo = zn.

Z hlediska kvalitativnich zavéri nezalezi na multiplikativni konstanté,
proto bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat At = 1 a do-
stavame tak vysledny vztah pro hodnoty I, periodogramu ve
tvaru

1
Iy = I(wg) = 2T|E|> = 2N At ‘ka

2
Ik = I(wk) = N|Xk|2 = (4.2)
N 2 N 2
:% (thcos%rvm> +( a:tsin27]rvkt> ,k=1,...,m.
t=1 t=1
(4.3)
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Velkd hodnota [ indikuje velkou energii k-té harmonické kompo-

nenty, tj. silné zastoupeni slozky zx(t) = cre™*" + c_pe Wkt
Ap cos(wit — ¢r) v rozvoji z(t) do Fourierovy fady (wi := 22E).

Véta 4.2.

I, =2 Z ’y‘(h)efﬂwk prok =12 ..., {%] ,

kde 5(h) je odhad autokovariancni funkce vektoru © = (x1,...,2n)"
spocteny dle 1.46.

Dikaz.

2 2 — 2 al 2msk N 2tk
_ 4 2_7 _ 4 _j2ns _ j2mtk
]k = Nle| = NXka = N ( E Ts€ N ) <t2_1 Trie N ) .

Protoze plati

N N
Ze_ihTSk = Z PR pro k # 0(modN),
s=1 t=1

N
. sk : k
(xs )67127;\? ) (E (xt_ff)elz}r\f ) =
s=1 t=1

2 ZN:ZN: ) (o e he
= = )z — X)e N =
N

1ze psat

Iy,

I

=N
/\
1M =

|

8)

e
= - xtJrh - I CL’t —X)e .
N p

v

F(h)

28



4.1.4. Fisheruv test periodicity.

Polozme m = [%] a definujme statistiku

I
W= max Y., kde VY= —"

k=1,....m Z’;;llj'
Protoze I; > 0proj=1,2,...,m,je 0 <W < 1.

Necht Xy = P, + E:, E: ~ WN(O, 02) gaussovsky.
Plati-li nulova hypotéza Hy : X: = E, pak testova statistika W ma
na intervalu [0, 1] rozdéleni, pro né&jz plati

m

PW>z)= Y (-1)7" (’:’) (1—jz)™ ' 0o<z<l,

j=1
1-ja>0

pfitemz P(W > z) = m(1 —2)™ ! je dobra aproximace pro m < 50.

Necht gr(1 — «) znaéi (1 — «)-kvantil rozdéleni statistiky W (tabelo-
vano), tj.

P(W < gr(l — a)) =1 — a. Pak Hy zamitdme s rizikem «, pokud
W > gr(1 — ). Je-li v takovém piipadé I, = maxi—=1,.. m [r, pak
ko-tou harmonickou komponentu povazujeme za vyznamnou. Dalsi
vyznamnou harmonickou komponentu zjistime z periodogramu délky
m — 1, kde vynechdme I,, a tak pokracujeme dale, dokud neni hy-
potéza Hy prijata.

4.1.5. Siegeluv test periodicity.

Tento test je vhodnéjsi nez Fisheruv v pripadé vétsiho mnozstvi har-
monickych komponent. Siegelova statistika je tvaru
T\ = Z(Yk—kgp(l—a))+7 0 < A < 1 (doporucend hodnota je A = 0, 6).
k=1
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Hy zamitame s rizikem «, jestlize Th > tA(1 — «), kde £5(1 — ) je
(1 — a)-kvantil rozdéleni T (tabelovano).

Pozndmka 4.1 (Praktickd doporudeni).

(1)

Vzhledem k povaze nulové hypotézy ve vySe uvedenych tes-
tech by v v testovanych datech nemél byt obsazen trend.
Doporucuje se protom alesponi hrubé predbézné odstranéni
dlouhodobého trendu. Jeho piitomnost totiz snizuje citlivost
testu.

Vzhledem k povaze rozvoje do Fourierovy fady musi byt N
délitelné délkami period vSech harmonickych slozek, které se
snazime detekovat (obvykle staci, aby N bylo délitelné dél-
koou dominantni periody). V pfipadé potieby je proto tfeba
od zacatku fady ubrat co nejmensi pocéet pozorovani a snizit
tak celkovou délku n na N = n — r, které vyhovuje. Cinime
tak ovSem jen pro ucel identifikace periodickych komponent.
Pozadavek (2) je obtizné splnit, jestlize délka dominantni pe-
riody neni predem znama. V takovém piipadé postupné zkou-
$§ime r = 0,1,... a vybereme N = n — r, pro néjz jsou v
periodogramu nejvyssi a nejostiejsi $picky (lokdlni maxima),
z nichz je co nejvice viici sobé navzajem harmonickych (pe-
rioda jedné komponenty déli periodu jiné komponenty).

4.2. DEKOMPOZICNI MODEL.

Py

——
Aditivni model (AM): X, =Tr, + Sz, + C; +E,
N —

Dy
Py

/—/\—\
Multiplikativni model (MM): X; = Tr;. Sz,.C; .Ey,
—_—————

Dy

kde znaci
Try ...dlouhodoby trend
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Sz ...sezénni komponenta (perioda je pfedem znama)

Cy ...cyklickd komponenta (perioda neni pfedem zndma)

P ... celkova periodickd komponenta

Dy = px(t) ... deterministickd komponenta (stfedni hodnota

E, ...stacionarni ndhodna komponenta (obvykle bily Sum nebo IID):
pwe = 0 pro AM, resp. ug = 1 pro MM.

AM lze pouzit jen pro homoskedastickd data, nebot ox (t) = o(D: +
E.) = 0(E;) = o je konstantni vzhledem ke stacionarité E;.
Naopak MM lze pouZit jen pro linedrné heteroskedasticka data, nebot
ox(t) = o(D.Ey) = Dio(E:) = px(t)op zavisi linedrné na stiedni
hodnoté px(t). V takovém piipadé lze MM prevést na AM logarit-
mickou transformaci (srov. s 4.1.2).

4.2.1. Parametrizované modely.

Oznacent .
t = (t1,... ,tn)T, ti #tjproi #j ... vektor “Casu”,
X:i=Xe = (Xey,.o0, Xe,)T ... néahodny vektor populace vybrané
z Casové Tady,
T =z = (x1,..., xn)T, xz; = Xy, (w) ... pozorovani vektoru populace X.

A. Parametrické metody (P).

Tyto metody pouzivame v piipadé, Ze je znam analyticky tvar
D, = D(t; 41,-..,08p) v aditivnim modelu X; = Dy + F; (multipli-
kativni model pfevedeme na aditivni logaritmovénim) s nezndmymi
parametry 8 = (04, ..., Bp)T, které odhadneme minimalizaci vyrazu
N(Bi,...,B,) = |D(t; B, ..., 8y) —z||* ve vhodné normé || - ||. Zpra-
vidla se pouziva euklidovskd norma a klasickda metoda nejmensich
Ctvercu:

N(Brr- s Bp) = S 1Dt B By) — il
=1

31



Lokélni extrém hleddme fesenim systému rovnic
ON (B, - -, Bp)
0B,

s ovéfenim podminky pro lokdlni minimum (Hessova matice je pozi-
tivné definitni):

=0proj=1,...,p

— 62N(ﬁ1,-~~,ﬂp)
0B 0

Pokud D zavisi linedrné na f1, ..., Op, pak tento systém je systémem
p linearnich rovnic pro p neznamych (i, ..., 3, a dostavame klasicky
linearni regresni model.

V ptipadé nelinearni regrese pouzijeme pro minimalizaci N (1, . .., Gp)
vhodnou optimalizaéni metodu, napfiklad Optimization Toolbox
v prostiedi systému MATLAB.

J > 0.

0,3

Linedrni regresni model: D(t; B1,...,08p) = @1(t)B1 + -+ + ©p(t)Bp,
kde ¢; jsou dané.

X=DB+E, E=(E,,...,E,)" ~1ID(0,0%),
kde

D=[pr(®),. . 0n®)s 05 (8) = (95(t1), 05 ()"
je matice s plnou sloupcovou hodnosti p.
Pro vektor pozorovani prejde vyse uvedeny model v
x=DB+e, e=(e1...,en)", kde e; = E, (w).
Klasické dekompoziéni metody

e Metoda malého trendu piedpoklada v kazdé sezénni pe-
riodé priblizné konstantni trend, ktery se odhadne jako pri-
meér. Po jeho odec¢teni odhadneme sezdénni slozku sezénnim
prumeérovanim (viz [BD93, str. 21]).
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e Metoda sezénnich klouzavych pruméru vyuzivé pro od-
had trendu obycejnych klouzavych priméri s délkou rovnou
sezénni periodé. Déale postupujeme jako v predchozim piipadé
(viz [BD93, str. 22]).

e linearni regresni model (ozn. polfs), v némz trend je mo-
delovéan polynomem (pol) a periodicka slozka zkracenou Fou-
rierovou fadou (fs=Fourier Series) v goniometrickém tvaru
nazyvany téz metoda skrytych period, do niz zafadime
pouze vyznamné harmonické slozky s periodou 7} dle perio-

dogramu:
Try = 6t + Bth_l o+ Bpt1, 0<p (4.42)
q
27t . /2wt
Pt = ;a]‘ COS(Tj) +bj Sln(Tj)' (44b)

V modelu tedy odhadujeme (p+1)+2¢ nezndmych parametra
ﬁi,i: 1,2,,,.,p+1 aaj,bj,j: 1,2,...,q.

e regresni model (ozn. polper), v némz trend je op&t mode-
lovan polynomem (4.4a) a u periodické slozky P, (per) jsou
jeji hodnoty v jedné jeji zdkladni (sezénni) periodé pfimo od-
hadovanymi parametry: sx := Py prok=2,...,sa s1:= P
uré¢ime z dodatecné podminky %Z‘Z:l sk = 0: Celkem tedy
v modelu odhadujeme p+ 1+ s — 1 = p+ s parametri a pak
klademe P; = si, t = (j—1)s+k (tj., je-li P: k-tou hodnotou
v j-té zdkladni periodg).

4.2.2. Filtracnt techniky.
Za vhodnych predpokladt konstruujeme linedrni nebo nelinearni ope-
rator S (smoother = vyhlazovaé) takovy, ze

S({X:}) = {D:} = {D:}

je dobry odhad D; v tom smyslu, e {D;} — {D,} ve vhodné konver-
genci pii n — oo, tj. odhad je asymptoticky pfesny.
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Bézné vyhlazovaci techniky

e Metoda klouzavych pruméru (linearni konvoluéni filtr):

q q q
Y;g = Z wTXHT = Z ’LUTDz+7— Z w-,-Et+T,

T=—q T=—q T=—q
~ ~— RN -~

Dy:=5({D:}) By:=S({E:})

kde pozadujeme:

(1)

Co nejmensi zkresleni Dy, tj. D: ~ szq Wr Diyr.

Standardni pozadavek je, aby bez zkresleni byly filtrem
zachovany polynomy dostate¢né vysokého stupné. Je-li
D, po castech polynomického tvaru, bude pak aproxi-
mace l/jt velmi dobré. Odpovéd dava néasledujici véta:
Véta 4.2. Plati P, = EZ:ﬂ]
P, =co+cit+- -+ cpt® nejugse k-ho stupné prdvé kdyz
vahy splnuji ndsledujict 2 podminky

Piyr pro kazdy polynom

q

r=—q
. (4.5)
j{: T'w,=0pror=1,...,k

T=—q

Co nejvétsi redukci rozptylu ndhodné slozky E, tj.

0= 3_:7[1 IUTEH_T.

Mirou pro tento Gcel je tzv. redukéni intenzita klouza-
vych pramért definovana jako podil rozptylt o3 /0%
za predpokladu, ze E; ~ WN(0,0?).

Spoétéme nejprve rozptyl o3

0% = varE, = var( Z:ﬂ] wrFyyr) =
e, wivar(Eeyr) = 0° w? = o?||w]|?.

Odtud % /0% = varE;/varE, = o||w|?/c? = ||lw]|?.
Pozadujeme tedy ||w||®> < 1 co nejmensi. D4 se ukézat,
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ze z tohoto pohledu vyhovuji nejlépe obycejné klouzavé
prumeéry w, = ﬁ, kde
Jwl?=>1__, m = % = 3.1+ Ty vsak zase
nejsou pfili§ optimalni z hlediska pozadavku (1). Zacho-
vavaji totiz pouze polynomy nejvyse stupné 1, tj. (po
¢astech) linedrni prabéh D: a nehodi se tedy na fady s
vys$s$i dynamikou ve stfedni hodnoté.
Klasickou technikou hleddni vah je postupna polynomi-
alni regrese, kdy postupné zleva prokldaddme segmenty dat
délky 2q + 1 regresni polynom zvoleného stupné. Jsou-li data
ekvidistantni, pak takto ziskané vahy nezavisi na poloze seg-
mentu a jsou tedy korektné definovany.
Hledéani optimalnich vah zachovavajicich polynomy do za-
daného stupné pii co nejlepsi redukéni intenzité vedou na
tlohu kvadratického programovani (minimalizujeme |Jw|]* =
LI w?) pfi linearnich omezenich danych rovnicemi (4.5).
Prikladem kvalitné navrzenych vah jsou tzv. Spencerovy
15-ti bodové vahy:
[wo, ..., wr] = 535[74,67,46,21,3, -5, —6, —3], kde
w_r = w, pro |t| < 7. Tyto vahy zachovavaji polynomy
az do stupné 3 pfi redukéni intenzité 0.1926, coz je velmi
dobry vysledek ve srovnani s dolni mezi %5 = 0.0667 danou
obyc¢ejnymi klouzavymi praméry délky 15.
e Exponencialni vyrovnavani
e Jadrové vyhlazovani

¢ Waveletové vyhlazovani
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4.3. BOX-JENKINSOVY MODELY.

4.3.1. ARMA modely pro staciondrni ¢asové fady.

Definice 4.3 (ARMA proces).
Stochasticky proces X = {X;|t € Z} se nazyvda ARMA procesem
Fadu p,q (0 < p,q < 0), piseme X ~ ARMA(p, q), jestlize

Xe =P X414+ P2 Xt o0+ + P, Xy p+ 2 +6012i 1+ 022t o+ -+ Oy Zi_yg,

~~ ~~
Autoregresni ¢ast (AR) Cést klouzavych souéti (MA=Moving Average)

(4.6a)

kde Z := {Z;|t € Z} ~ WN(0,0°%) a &, # 0, O, # 0, o # 0.
PrepiSeme-li (4.6a) do ekvivalentniho tvaru

Xe =01 X4 1 —Po Xt 0 — - —Pp Xt p =24 +01Zi-1+ 02212+ -+ Oy Zi_q,
(4.6b)

1ze pouzit téz zkraceny zapis dle poznamky 2.27:
kde pfi @9 =09 =1 je

P(2)=1—-P1z —--- = 02", O(2) =14+0612z +---+ 0427, z€C.
Pozndmka 4.4. V predchozi definici bez Gjmy na obecnosti pfedpo-

kladdme ©9 = 1, nebof v opa¢ném pripadé staci nahradit bily Sum
{Z} ~ WN(0,0?) sumem {©0Z;} ~ WN(0, (6¢c)?).
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Pozndmka 4.5 (Specialni pfipady).

a) Autoregresni proces (AR proces):
X ~ AR(p) = ARMA(p,0) :
&(B)X, = Z;, nebot O(z) = 1.
Tedy

Xi=®1 X4 1+ P2 Xy 24+ P, Xsp + Zs. (4.6d)

V tomto pripadé pfipoustime i p = oo za predpokladu, ze
P = {(I’j};‘)il € l.

b) Proces klouzavych souéti (MA proces):
X ~ MA(q) = ARMA(0,q) :
Xt = O(B)Zs, nebot &(z) = 1.
Tedy

Xe =21 +01Z 14+ 02742+ +043Z;—4. (4.6¢)
V tomto pripadé pfipoustime i ¢ = oo za predpokladu, zZe
0 := {@J}]oil € (.
c) Bily Sum (jediny proces, ktery je sou¢asné AR i MA):
X ~ ARMA(0,0) = AR(0) = MA(0) = WN(0,6%): X; =
Zy.

d) Smiseny ARMA proces:
X ~ ARMA(p,q), 0 < p,q < oo: Netrividlni smés autore-
grese a klouzavych souctu.

Definice 4.6.

Bud X = {X;|t € Z}, X ~ ARMA(p,q). X se nazyva kauzalni

ARMA proces, jestlize existuje 1) = {1;}520, >272,[¥5] < oo (tj-
37



¥ € b)) tak, ze
Xe =Y ;%5 (zkrdcend X; = ¢(B)Z:), t € L. (4.7a)
=0

X se nazyvé invertibilni ARMA proces, jestlize existuje
m={m;}520, 22720l¥sl < oo (tj. € £1) tak, ze

> miXi—j =2 (zkrdcend 7(B)X; = Zi), t € Z. (4.7b)
=0

Pozndamka 4.7.

Tedy kauzalita znamend, ze ARMA proces X je kauzalnim lineér-
nim procesem, ktery lze generovat bilym Sumem {Z:}, neboli X ~
MA(0).

Podobné invertibilita znamena, ze bily sum {Z;} je kauzalnim li-
nearnim procesem, ktery je generovin ARMA procesem X, coz je
ekvivalentni s X ~ AR(00).

Véta 4.8. Necht {X:} ~ ARMA(p,q) : ¢(B)X: = O(B)Z; takovy,
Ze polynomy P(z) a O(z) nemagi spoleéné koteny. Pak plati

(1) {X¢} je kauzdlni prdvé kdyz P(z) # 0 pro vsechna z € C, |z| <

1 (vSechny kofeny ®(z) must byt vné uzavieného jednotkového

kruhu). V takovém piipadé ; jsou urceny Taylorovgm roz-

vojem raciondlni funkce lomené ¢(z) := géj)) =37 ;20
pricemz posloupnost i := {1} € £1 a je urdena jednoznacné.
(it) {X:} je invertibilni prdavé kdyz O(z) # 0 pro vSechna z € C,
|z] <1 (vSechny koteny O(z) musi byt vné uzavieného jed-
notkového kruhu). V takovém pripadé m; jsou urdeny Tay-

; i sondlng ¢ — 2(x) _
lorovgm rozvojem raciondlni funkce lomené w(z) := o) =
Yooz, pricemZ posloupnost T := {m;} € 1 a je urcena

jednoznacné.
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Véta 4.9 (Autokovarianéni funkce MA procesu).
{X:} ~ MA(q), ¢ < oo je staciondrni ndhodny proces s nulovou
stredni hodnotou ux = 0 a autokovariancni funkci

q
’yx(h) = 0’2 Zethk@k pro h 2 0. (4.8a)

k=0

Specidlné pro g < oo je

2 On kO 0<h<
vx(h) = 47 k=0 OnikOr pro0<h<a (4.8b)
0 pro h > q
a zejména vx(q) = 0204 # 0, nebot Oy = 1.
Dikaz. Vztahy jsou dtsledkem 2.24. O
Disledek 4.10.
q
2 2 2
ox =7x(0) =0 Z|ek‘ :
k=0 (4.9)
2 2 2 2 2
ox =0 (L4 (01" + 02" + -+ + +[Og[") pro ¢ < cc.
FE TN C
px(h) = 20 OniO s, (4.10)

z:o|®k|2

Véta 4.11 (Parcidlni autokorela¢ni funkce kauzalniho AR procesu).
Necht {X:} ~ AR(p), p < o0 je kauzdlni AR proces. Pak {X:} je sta-
ciondrni s nulovou stredni hodnotou pux = 0 a parcidlni autokorelacni
funkcei ax, pro niz ax(p) = ®p #0 a ax(h) =0 pro h > p.

Na obrazcich 2, 3 a 4 jsou typické priubéhy odhadnuté autokore-
la¢ni a parcialni autokorela¢ni funkce simulovanych procest po fadé
AR(2), MA(2) a ARMA(2,2). Carkovany pas udava interval spolehli-
vosti 95% pro nulovou hodnotu. Vidime, Ze v pfipadé procesu AR(2)
na obr. 2, resp. MA(2) na obr. 3 skute¢né ax (h) ~ 0, resp. px(h) = 0
pro h > 2 v souladu s vétami 4.11, resp. 4.9. V ostatnich pripadech
obéalka px (h), resp. ax (h) (v pfipadé ARMA(2,2) na obr. 4 dokonce
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obou) vykazuje exponencialné klesajici, pfipadné navic i oscilatoricky,
prubéh. D4 se totiz ukazat, ze px i ax jsou v téchto ptipadech line-
arni kombinaci klesajicich geometrickych posloupnosti a kosinusovek
s geometricky klesajici amplitudou.
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Pozorovani procesu, n = 500

l“ um MA Ml i i mllhm Mi
NUMRTK l H'w w i) H y

50 ioo iso Zo00 200 350 Soo

Autokorelaéni funkce

L IIIFTT oo$$$$£$ééoooo???¢¢o¢?oo¢¢o¢?¢o ooooooo @ o

Parcialni autokorela¢ni funkce

= Té?oéo é¢$®oéoo¢oo¢oofoo PP oTo,® cooeeao, T4

OBRAZEK 2. AR(2): ® =[0.5,0.2], 0 = 2.25.
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Pozorovani procesu, n = 500

RN ]n“[n‘nlhﬂl MM “H“m , HH‘H”MMM[ Mnhﬂm \“H‘MH
AL i it Gy

e

|
|
i

(5) 50 ioo iso Zo00 250 300 350 200 350

Autokorelaéni funkce

Soo

= 5 Ex= =5 == =5 == a5 =5 =
Parcialni autokorela¢ni funkce
2
oe |-
o |-
oa |
o= |-
°r ,ﬁf@,,,f’f’f’f’i,,,ééw?l‘i‘ifﬁfi,éfffffff’??&f”
oz
—0o.4 o E) 10 15 20 25 =20 35 a0 as

OBRAZEK 3. MA(2): © = [-0.5,-0.2], 0% = 2.25.
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10

Pozorovani procesu, n = 500

MM d “ M‘l\ WM“ \“1 HJI lwﬂl i \.MW

”M | \ i | l i

I T R

Al

el

Cal
7100 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Autokorelaéni funkce

12
1d |
s |- |
oo |- |
oa - 1
Tl TT |
O:T T ?°°¢¢$0¢ooo¢¢?¢ PP ooooo?é?ooooéoo éégé&éo’
—o.2 5 10 15 20 25 30 35 a0 as 50

Parcialni autokorela¢ni funkce

2
oe |- |
o |- |
oa | ]
oz | T ,
of 7T 414, ,,,,,, somTToorTonn ootoc??o T coum0uae =2 7=" ™
oz L |
—o-4 o E3 10 15 20 25 30 35 ao as 50

OBRAZEK 4. ARMA(2,2) : ® = [0.5,0.2], ® =
[-0.6,0.3], 0% = 2.25.
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4.3.2. (S)ARIMA modely pro kovariancné staciondrni casové tady.

Do popisu téchto modelt vstupuje operator diferencovani, ktery lze
také ekvivalentné vyjadrit pomoci operatoru zpétného posuvu B po-
psaném v poznamce 2.27:

Diferencovani ¢asové rfady na vzdalenost s € N:

}/t = ASXt = Xt_Xt—s = Xt—BSXt = (1—Bs)Xt, atd. rekurentné
pro libovolny rad diferencovani d € N:

Y; = AgXt = As(AgilXt) = (1 - BS)dXt.

Pro s > 1 se A? = (1 — B*)? také nazjvé operatorem sezénniho
diferencovani ¥adu d, nebot s hraje roli délky sezdnni periody.
Pro s = 1 zna¢ime A? := A¢ = (1 — B)? a operator nazjvame
operatorem nesezonniho diferencovani radu d.

Konstrukce model:
{Xt} ~ SARIMA(p,d,q, P, D, Q, s), jestlize pro V; := AP X, plati:

Vi=®1Vig+ ®oVigs + -+ PpVips +Ei+

~~
Sezénni autoregresni ¢ast

~ ~ ~ (4.11a)
+ elEtfs + 62Et72s + -+ eQEthav

~~
Sezénni ¢ast klouzavych soucti

kde {AYE;} ~ ARMA(p,q) s parametry jako v (4.11b), pfi¢emsz
P,Q,d,D >0 as>1jsouopét celd cislaa ®p # 0, O # 0.

{X:} ~ ARIMA(p,d,q) = SARIMA(p,d, q,0,0,0,1) neboli
X = Vi = E4, tj. pro Wy := AX; ~ ARMA(p, q) plati:
Wi =@21Wi1 +P2Wi o+ -+ @,Wi_p + Zi+

4.11b
+01Zt 14+ 027 o4+ 04724 ( )

Ve vSech vysSe uvedenych modelech navic predpokladame, Ze popi-
suji kauzalni ¢asovou fadu, neboli soudasné plati {X;} ~ MA(c0),
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pricemz posloupnost MA-koeficientii je absolutné sumovatelna a pti-
slusné fada konverguje dle kvadratického stredu.

Pouziti a interpretace modelu ARIMA:

Jestlize aplikujeme operédtor A na (alespori lokalné) polynomialni prii-
béh, dojde ke sniZzeni stupné polynomu (nejméné) o 1 (snadno se
ovéii). Tedy A? snizi stupeti nejméné o d. Model ARIMA(p,d, q) se
tedy hodi na stacinarné kovarianéni ¢asovou fadu X := {X}, kde
stacionarita je poruSena jen ve stfedni hodnoté px(t), kterd neni
konstantni a ma po ¢astech polynomialni charakter stupné nejvyse d.
Nesezénnim diferencovanim fadu d dosdhneme bud konstantni nebo
dokonce nulové stredni hodnoty u diferencované fady. Je-li takto zis-
kana fada stacionarni (v coz obvykle doufdme), pak lze pouzit model
ARIMA.

Pouziti a interpretace modelu SARIMA:

Zde predpokldadame, Zze viechny ¢asteéné mezisezénni fady {Xiirs}r
pro k=0,1,...,s— 1 se chovaji jako ARIMA(P, D, Q) s tymiz para-
metry ®; a ©; (tj. nezévisi na k).

Rezidualni fada {F:} ziskana z tohoto modelu je ov§em dekorelovana
jen mezisezénné a zatizena zbytkovym kolisdnim ve stfedni hodnoté
ue(t) a tudiz pfedpokldaddme pro ni opét model ARIMA, avsak s ji-
nymi fady p, d, q a jinymi parametry ®; a ©;.

Obvykle staci volit D = 1 (odstrani mezisezénné konstantni sezénni
slozku). Vyjimecéné volime D = 2, jestlize je tendence k mezisezén-
nimu linedrnimu naristu nebo poklesu. Pozorované mezisezénni rady
byvaji totiz vétsinou velmi kratké a tudiz takové chovani je z nich
obtizné ovétitelné.
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5. DEMONSTRACNI UKAZKY POMOCI KNIHOVNY TSA-M

V préaci [Ves00] lze nalézt podrobny popis knihovny funkci TSA-M
vytvorené autorem tohoto piispévku jako toolbox pro numerické vy-
pocetni prostfedi MATLAB. Nékteré moznosti knihovny jsou zde ilu-
strovany na realném datovém souboru zachycujicim mési¢ni pocty
amrti pfi automobilovych nehodach v USA v letech 1973-1978 pte-
vzatém z [BD93, Example 1.1.6] (viz Obr. 1.6 z odst. 1.1).

V ukédzkéich je modelovéna predikce o jednu sezénu (12 mésici) jed-
nak pomoci klasického linedrniho regresniho modelu a jednak uzitim
modelu SARIMA(0,1,1,0,1,1,12), ktery se po podrobnéjsi analyze
ukazal pro zvolena data jako optimalni.

Ukéazky soucasné nazorné demonstruji posloupnost systematickych
krokt nutnych pfi analyze casové fady:

Predzpracovani — Volba modelu — Identifikace modelu — Predbézny
odhad jeho parametri — Finélni odhad parametri — Verifikace mo-
delu.
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