P8 - Spojité Markovovy retézce
2. Markovovy fetézce se spojitym ¢asem
2.1 Obecné vlastnosti nahodnych procest se spojitym ¢asem

Predpokladame-li, ze se prechody mezi jednotlivymi stavy mohou uskute¢nit
v libovolné blizkych ¢asovych okamzicich, mGizeme vystihnout pfipady zmén ve
spojitém case. Mluvime potom o Markovové resp. markovském procesu se
spojitym ¢asem.

Nahodné proménné M) nabyvaji stejné jako u (diskrétnich) Markovovych Fetézc
hodnoty, které jsou pfifazeny uréitym stavim. V daném okamziku se muze
vyskytnout jeden ze stavii H,l,13,..lly . Okamziky T,y B3 ... se lisi o veliginu

X, ktera se blizi k nule!.

Dochazi-li ke zménam v okamzicich, které se lisi o LY, potom pro tento interval
musime sledovat i pravdépodobnosti pfechodu. Necht' existuji limity ménicich se
pravdépodobnosti, které znamenaji pravdépodobnosti prechodu v dobé T+Y ,
podminéné situaci, jaka nastala v dobé T ve tvaru

24) i _oPIR ™ =a)>0

V fadé situaci vystacime predpokladem, Ze tyto pravdépodobnosti prechodu &i(T)
jsou konstantni, tedy nezavislé na ( tedy aj Pravdépodobnost setrvani v daném j-
tém stavu [Jj{L1-+HDY) v limitné neomezené malé dobé by se oviem blizila k jedné.
Proto zavadime (v limité) jeji dopinék do 1, tedy

22 g DI =gt)>0

Limita (2.1) pfedstavuje intenzitu pravdépodobnosti pfechodu ze stavu i do stavu j),
limita (2.2) predstavuje intenzitu vystupu ze stravu j (kamkoliv jinam).

Matici pravdépodobnosti prechodu, zachycujici podminéné pravdépodobnosti
vyskytu uréitych stavi v dobé THLX podminéné vyskytem uréitych stavi v dobé T

lze psit ve tvaru?
ol 20E Bt .

(i ap(tt ...l

' Zapis B—*] ve svém dusledku znamena, Ze nahodny proces jsme schopni pozorovat v kterémkoliv
¢asovém okamziku z intervalu <u |>

* Tato matice ma - stejné jako MPP diskrétnich Markovovych fetézcl - jednickové radkové soucty.



Matici intenzit prechodu Ize psat ve tvaru

MEE R

anlt) awlt) ..... amit)

Protoze fadkové souéty v matici I jsou jednotkové , musi platit

23) -Qj(t)=.§4aj(t)

a tedy souéty prvka v Fadcich matice At)=ﬁj(t)1 jsou nulove.

V dusledku toho Ize Fadky matice AT)) nasobit libovolnym nenulovym &islem,

Matici Al) nazyvame matici intenzit pravdépodobnosti pfechodu a s matici

HULTHL) souvisi timto vztahem:
(2.5) HLt--A3)= A0 A

Pro absolutni pravdépodobnosti Ize psat

(24 A-) =AY HL-HY).

Vyjadfime-li absolutni pravdépodobnosti pomoci matice intenzit prechodu ML),
mUzeme zapsat
RAUHA)=X0) I HAY | . neboli po upravé

H)At
(2.6) A =t) At)
Prejdeme li k limitnimu vyjadfeni pro neomezené se zmensujici LY, dostaneme

(2.7) |Im_gE‘iﬂJ \ =[3(t) a odtud z
(28) PU=YAY.

Jestlize pribéh nahodného procesu nezavisi na dobé, ktera uplynula od pocatku
procesu, mluvime opét o homogennich Markovovych procesech, v opacném
pfipadé o nehomogennich Markovovych procesech.

Matici intenzit prechodu znacime v pfipadé_homogenniho procesu s konecnym
poétem stavii F\=ﬁj §, kde nyni jiz intenzity qj nezaviseji na ¢ase.

Pak muazeme vztah (2.8) vyjadrit ve tvaru

(2.9) PO A

Z formalné matematického hlediska predstavuje vztah (2.8) maticovou soustavu
diferencialnich rovnic pro veliginy J{U) , kterou Ize zapsat nésledovné



(2.9A) pt’=A , resp. logt =A

!
Jako feseni této soustavy dkc:stévéme:

IGY-AERC resp. [lt)=Ke? , kde za K muzeme jako
po&atecni podminku voli vektor [{U), takze mame zapis
(2.10) ﬂt)=qu‘“, ve kterém je exponencialni maticova

funkce A definovana jako mocninny rozvoj
2.11) e“=|.v|+fl\t+%é t2+i°‘; t34..0

Ukazuje se, e veli¢iny [[t) budou - az na vychozi vektor [{U) - dany urgitym
typem mocninné rady.

Existuje-li limitni (=stacionarni) rozdéleni pravdépodobnosti, pak plati

(2.4) IR t-HI)=AT) , takse z toho plyne
p(t)=U a tedy

Pro rozdéleni limitnich pravdépodobnosti Ize psat dle (2.9)

(210 PA=U .

Protoze plati — a7 na konstantu - A=, je limitni rozdéleni stejné jako
v pfipadé, ze pracujeme s procesy (fetézci) s nespojitym ¢asem:

Ze vztahu RIP-v=U plyne
(2.11) pP=E,

coz je stejny vztah jak ho zname z regularnich diskrétnich Markovovych retézc.

* Vyplyva to z Taylorova rozvoje exponencialni funkce pro maticovy argument



2.2 Vytvorujici funkce pro spojité Markovovy procesy
Analogii vytvorujici funkce F{§ bude pro spojity Markoviiv proces funkce

2.12) F(S)=IT(t).e‘~”’U.

Tento tvar vytvorujici funkce odpovida Laplaceové transformaci. Podobné jako u
vytvoiujici funkce u diskrétnich Markovovych fetézci (z-transformace) existuje i
zde jednoznaéna korespondence mezi pivodni funkei T(t) a jeji transformaci r{Q
U jednoduchych situaci obvykle vystaime pfi pouziti této transformace s tim, ze
uzijeme ,,slovniku® transformaci. Nejcastéji uzivané funkce obsahuje nasledujici

tabulka:
y H9
1 s
eal 1s+d
1

T 3 .
Pouzijeme-li k analyze systému vztah (2.10), tvofime Laplaceovu transformaci pro
pavodni funkci, jiz je vektor [l) Oznacme Laplaceovu transformaci tohoto

vektoru [[t) symbolem HS), pak méme

(2.13) F(S)=I>e'sﬁt)d .

UZijeme-li vztah (2.10), pak pro vektor R[t) plati

(2.14) H9=re$ﬁQeAHt=ﬂQIe‘5Md' .

Protoze pro maticové funkce Ize v radé pripadu vyuzit podobné vztahy jako pro
funkce skalarnich proménnych, miizeme provést analogicky vypocet integralu4:

oo o 4R S ke
Mazeme tedy pro funkci H{§ psat

(2.15) R9=0Isi—A* .

Matice I_Sin—A_l_1 je analogii matice I!M—ZH'1 , ktera byla pouzita pfi analyze

stacionarniho rozdéleni stavu diskrétniho Markovova retézce.

* K je v tomto pfipadé matice rozmérti MxM.



Priklad 2.1
Stanovte vektor absolutnich pravdépodobnosti L), ma-li matice intenzit prechodu

-5 5J
tvar 4 _4 :
FeSeni: sestrojime inverzni matici k matici Sfji—:
S s+ -5
-4 st4)
(Jeji determinant je (S+9)6+4)—20-8°+35+20-20-9519)). Proto
_ 1 [sH4 O
G A =41l 15
Dale uplatnime rozklad soucinu ve jmenovateli na parcialni zlomky se jmenovateli
T1Sa 1(SHY). Dostaneme
1T _A . B
g9 s 's9
AGHHES=], . (AHYSHIA=], odkud mame
AHE YA=1, s fesenim A=; B=—3

Dostavame tedy

1149 39), 1[99 Y
GiA=glas So)*siol 40 45
Transformované funkci }'S odpovida pavodni funkce rovna 1 a funkci 1{S+9)

odpovida pavodni funkce e,
Vektor [AU) I1ze tedy psat jako

49 39 39 959
=70} 49 391" %o 9.
Odtud je patrné, ze se analyzovany systém ustali ve stacionarni situaci (dané

vektorem =4 JY), piicemz rychlost sméfovani k tomuto ustalenému stavu
je imérna vyrazu X s

> Vyznam druhého ¢lenu postupné odezni, protoze ziejmé Ilm_,oe HB=0 pro matici B
s kone€éné velkymi prvky.



