P1- Zakladni pojmy z oblasti Markovovych fetézct

1.1 Zakladni pojmy — matice pravdépodobnosti prechodu

Markovovy fetézce jsou nejjednodussim typem procesii Markovova typu;
piedpoklada se u nich diskrétnost ¢asu i stavi. Uplatiuji se pfi popisu systémd,
které se mohou nachazet vjednom zkoneéného, popfipadé vjednom
z nekonecného, ale spocetného’ poctu stavd.

Predpokladame, ze mame celkem M stavu (poCet muze byt koneny nebo spocetny) a
ze diskrétni ¢as uvazujeme od okamziku ,,0“.

Chovani takového systému (v néjakém ¢asovém okamziku t =0,1,2,...) je uréeno
1. vektorem absolutnich tj. nepodminénych pravdépodobnosti v urCitém okamziku
P(t) = [p4(t),p (), pu(t)] pro t=012,..

2. matici pravdépodobnosti prechodu (z jednoho stavu do jiného, popf. pravdépodobnosti
setrvani v témze stavu)

P(t)={ p;(t) } pro t=042,..,i,j=12,.,M

Poznamka 1
Vzhledem k tomu, Ze se jedna o pravdépodobnosti, musi p;(t) spliiovat podminky
M
p;(t)=0 _Z1Pij(t) =1,
J:
Ccoz znamena, Zze matice pravdépodobnosti pfechodu P(t) ma nezaporné
prvky a jednickové Fadkové soudty?.

Prechod systému ve dvou po sobé nasledujicich okamzicich Ize popsat timto
zakladnim schématem:

p(t+1) =p(t)P ,
resp. mezi dvéma (poCatecnim a aktualnim) éasovymi okamaziky:
(1.1) p(t+1) =p(t)P =p(t-1).P? =..=p(0)P**",
Pro pfechod od prvniho (,,0) ke druhému (,,1“) éasovému okamziku to znamena
vyjadfeni
(1.2) p(1) =p(0).P ,
Pro jednotlivé stavy pro piechod mezi prvnimi dvéma obdobimi zfejmé plati podle (1.2) :

M
P;(1) =p1(0).p4j +P2(0)p2; +P3(0)p3; +.... + Py (0).py; = i§31Pj(0)-Pij 2,

! Spoéetnym poétem rozumime nekoneény pocet, jehoz velikost (mohutnost) je rovnocenna (ekvivalentni)
nekoneénému poctu pirozenych ¢isel. Pozn.: Mnozina racionalnich ¢isel je rovnéz spocetna, mnozina iracionalnich
nebo mnozina redlnych &isel jsou ,,0 mnoho vétsi“, tedy nespodetné.

2 Nepripousti se tedy neuréitost ve smyslu toho, Ze by nebylo uréeno, kam (resp.s jakou pravdépodobnosti) se
systém mize v nasledujicim ¢asovém okamziku dostat.



coz rozepsano po jednotlivych stavech dava tuto soustavu vztahu

M
P1(1) =P4(0).p11 +P2(0).p21 +P3(0).p34 +.... + Py (0).oyg = japj (0)-p;s

P2(1) =p1(0).p12 +P2(0).p2 +p3(0).p3; +.... +Py(0)-Py2 =§1Pj(0)-Pj2
Pm(1) =P1(0)-pm +P2(0)-Pom +P3(0)-P3y +-... + Py (0)-Pym =§1Pj(0)-PjM

Pro pfechod od t-tého k t+1-mu ¢asovému okamziku znamena obdobné vyjadreni
(1.1) soustavu n vztah( :

M
Pe(t+1) =ps(t)p1g +P2(t)p21 +P3(t)P3 +.o + Py (t)Py1 = j§1|o,-(t)-|0,-1

M
P2(t+1) =p4(t)psz +P2(t)py +P3(t)Psy .. +Py(t)Pyz = japj(t)-sz
M
Pu(t+1) =p1(t)pm +P2(t)poy +P3(t)Pay + .. + Py (t)-Pym = japj(t)'ij

Vhodnou souhrnnou reprezentaci vsech pravdépodobnosti prechodu po 1 kroku
Pj =pij(1) je maticova forma, pfi niz matici P zapiSeme jako
stav 0 1 ... M

(1.3) pro

Protoze p;; jsou pravdépodobnosti, musi byt spinény vlastnosti:

(1.4A) p; 20 pro vSechna i, j
M

(1.4B) Yp; =1 provsechna ij
j=0

S ohledem na platnost (1.4A), (1.4B), ma tedy matice P nezaporné prvky, pficemz
soucty prvki v kazdém jejim radku jsou rovny 1.4

.....

vSech moznych M stavll ) do stavu ,,j“ prejit.
* Pro soucty po sloupcich to neplati, protoze ne do kazdého stavu se musime do 1 kroku dostat.
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1.2 Definice Markovova retézce a souvisejicich pojmu

Predpoklady tykajici se sdruzeného rozdéleni M-rozmérnych nahodnych vektort
X0, X1, X5...... jsou nutné k tomu, abychom mohli ziskat uzitecné vysledky. Jeden

ze zakladnich predpokladu, ktery umoziuje rozvinout analytické nastroje, je ten, ze
stochasticky proces je markovsky, tzn., ze ma nasledujici kliCovou vlastnost:

Definice 1
Stochasticky proces {Xt} se nazyva markovsky [Markovian process], jestlize plati
tzv. markovska vlastnost

(1.3) P{Xt+1 =j‘xo =Ko, Xq =k, Xy =kp, Xiq =k Xy =i}=P{Xt+1 =j‘xt =i}
pro t=0,,2,... a pro kazdou posloupnost stavi i, j, kg, K¢,k ..., K¢

Markovska vlastnost je charakteristicka tim, ze podminéna pravdépodobnost
jakékoliv budouci udalosti za podminky, ze byly dany vSechny minulé udalosti a
soucasny stav, je nezavisla na vSech téchto minulych udalostech a zavisi pouze na
stavu procesu v soucasnosti.

Definice 2
Podminénou pravdépodobnost P{Xt+1 =j\Xt =i} nazveme pravdépodobnosti
prechodu [transition probability]

Definice 3
Jestlize plati P{X,,; =X, =i} =P{X, =X, =i} pro viechna t=02,.., pak

fikame, ze tyto jednokrokové pravdépodobnosti jsou stacionarni [stationary] pro
vSechna t=0,1,2,.... Takze pokud mame stacionarni pravdépodobnosti prechodu,

znamena to, Ze se tyto pravdépodobnosti v pribéhu ¢asu neméni.

Podminéné pravdépodobnosti sdélujici, ze ,,v ¢ase t+n je systém ve stavu j, jestlize
byl predtim v éase t ve stavu i“ jsou obvykle znaéeny pij(")5 a jsou nazyvany

pravdépodobnosti pfechodu po n krocich. Takze pij(") je pravé podminéna prst, ze

nahodna proménna X, vychazeje ze stavu i, bude po n krocich praveé ve stavu j (po
n ¢asovych jednotkach).

Protoze pij(“) jsou podminéné pravdépodobnosti, musi rovnéz splhovat podminky:

(1.4A) pij(") >0 provsechna i,j apron=0/2,....

M
(1.4B) Zpij(") =1 pro vechna i,j apro n=0,2,.....
j=0

> Tyto podminéné pravdépodobnosti jsou v pfipadé stacionarity procesu shodné s podminénymi
pravdépodobnostmi, ze ,,v ¢ase n je systém ve stavu j, jestlize byl predtim v ¢ase 0 ve stavu i



Vhodnou souhrnnou reprezentaci vsech pravdépodobnosti pfechodu po n krocich
je opét maticova forma — matice pravdépodobnosti prechodu po n krocich

stav 0 1 .. M
(
Poo(n) Po1(n) Pom(n) )
(n) (n) (n)
(1.5) pin =| P P P | bro n=041,2,.....
pMO(n) PM1(n) pMM(n)

Kazdy radek této matice vyjadfuje rozdéleni pravdépodobnosti stavi, kam se da ze
stavu vyjadreného timto fadkem po n krocich dostat.

Kazdy sloupec této matice vyjadfuje rozdéleni pravdépodobnosti stavi, odkud se
da do stavu vyjadfeného timto sloupcem po n krocich dostat.

S ohledem na platnost (1.4A), (1.4B), ma matice P nezaporné prvky, pricemz
dale soucty prvka v kazdém jejim fadku jsou rovny 1.6

Definice 4
Stochasticky proces {Xt}, t=0,1,2,. se nazyva konecny Markoviiv retézec (=
retézec s kone¢nym poctem stavi), jestlize ma nasleduijici viastnosti:

1. Pocet stavl (M) je konecny.
2. Nahodny proces ma markovskou vlastnost (1.3)
3. Jsou definovany stacionarni pravdépodobnosti p;(t,t +1) ve smyslu definice 3

4. Je dan vektor pocatecnich pravdépodobnosti P{Xo = i} pro vSechna i.

Tvrzeni tato definice 4 Markovova retézce (ne nutné stacionarniho)

pj(t,t+1) =I:"'{Xt+1 = jIX, =i}
a stav systému v ¢ase 0 X, (resp. rozdéleni pravdépodobnosti v tomto stavu) uplnym
zpUsobem popisuji trajektorii Markovova procesu:
ovéreni:
Oznaéme p; = Pr{Xo = i} . K dilkazu bude postacujici ukazat, jak spocist pomoci
matice p;(t,t+1) avektoru P{X, =i} vechny veliginy
(1.6) Pr{X, =ig, Xy =iy, X5 =Xy =it}
tzn. ukazat, jak mohou byt za predpokladii Definice 4 ziskany libovolné
pravdépodobnosti obsahujici posloupnosti stavi Xj X5 J1<Ja <w<]J na
zakladé axiomu pro rozklad celkové pravdépodobnosti.

¢ Pro soucty po sloupcich to neplati, protoze ne do kazdého stavu se musime do n krocich
dostat - viz dale podrobnéji pfi zavedeni klasifikaci stavd.



Podle definice podminéné pravdépodobnosti mame pro (1.6) vyjadreni
Pr{X, =i¢[Xg =g, Xy =ig,Xp ZigpeX g Zigog)

(1.7) ) . : .
Pr{Xo =ig,Xq =ig, Xy =g yenXi =|t_1}.

Nyni podle definice Markovskeé vlastnosti (1.3) procesu
Pr{X, =iXg =g, Xy =iy, Xy ZigpeX g Sigeg). =

(1.8) , .
P"{Xt = 't‘xt—1 = 't—1} =P,

t-1olt
Substituujeme-li (1.8) do (1.7), dostaneme

Pr{Xo =ig,X; =iy, Xz =igpX¢ =it} =P i, PH{Xo =0, Xq =1, Xg ZigpenX g Zipog}

t-1 1t
Druhy élen pravé strany vyjadiuje pravdépodobnost sdruzeného jevu
{Xo =09, Xy =iy, X5 =ipyuX(q =it_1}. Postupujeme-li dale indukci stejné jako pro
pravdépodobnost jevu {X, =iy,X; =ij,X; =i,,...X; =i}, dostaneme

(1.9)  Pr{X, =ig,X; =iy, X, =iy, X =it} =P, i P P

t=11g " Tg—p Vg " i3 %t

1.3 Priklady - prostorové homogenni Markovovy retézce

Necht' ¢ oznacuje diskrétni nahodnou veli€inu, jejiz mozné hodnoty jsou cela
0

nezaporna éisla. Oznaéme Pr{§=i}=a,, pficemz a, =0 a Xa =1. Necht
i=1

nahodné vektory §,,8,,...,§;,.... reprezentuji nezavisla pozorovani veliiny §.

PopiSeme nyni dva rizné Markovovy ietézce, které maji souvislost s posloupnosti

Veli€in §4,89 &g yenen

Piiklad 1A Uvazujme proces X;,t =0,1,2,....., definovany jako X, =¢, , s poCatecni
pfedepsanou hodnotou X, =§,. Jeho markovska matice pravdépodobnosti
prechodu po 1 kroku ma tvar

aQ a; a
a, a, a
p=|%0 @ &
aQ a1 a

Kazdy radek (které jsou navzajem stejné) zde prosté vyjadruje skute¢nost, ze nahodna
veliéina X,, je nezavisla na nahodna veli¢iné X,

Priklad 1B Jina dulezita tfida Markovovych fetézcl pochazi z ivah o postupnych
diléich souctech n, sestavenych z veli€in ¢, , neboli o veli¢inach

(1.10) N =& +8 +ont8  t=12,..,

s dodefinovanim pocatku ny, =0.



Na proces X; =n; muzeme nahlizet jako na Markovilv fetézec. MiZzeme snadno
spocist jeho matici pravdépodobnosti pfechodu

Pr{X.s = jiXq =if=

Pr{§1 +8 +83 +..8p = j‘§1 +8) +§3 +...8 = i}= Pr{§t+1 =] ‘i}
=aj; pro j=i
=0 pro j<i,

Zde jsme vyuzili predpokladanou nezavislost jednotlivych ¢&,. Schématicky
vyjadieno pomoci matice pravdépodobnosti pfechodu souctu n; :

Q@ a1 A
0 a a
p= 0 1
0 0 a,

Piiklad 1C Kdybychom pfipustili, ze hodnoty ndahodné proménné ¢, mohou byt jak
kladna, tak zaporna cela Cisla, pak mozné hodnoty n, pro kazdé t budou obsazeny

v ramci mnoziny vSech celych cisel. Misto konvenéniho o€islovani stavii pomoci
pfirozenych ¢isl, je zde vyhodnéjSi ztotoznit stavovy prostor s mnozinou vSech
celych Gisel, protoze matice pravdépodobnosti prechodu se vyjadri
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