P10 — Spojité MP — Procesy mnozeni a zaniku
2.5 Procesy mnozeni a zaniku [ birth-and-death processes ]
Znaéné mnozstvi problémi (mj. feSenych v modelech hromadné obsluhy) Ize
efektivné analyzovat pomoci procest mnozeni a zaniku. Narozeni je

piedstavovano napi. pfichodem zakaznikdi do obchodu, zanik/amrti jeho opusténi
poté, co nakoupil zbozi.

Zavedeme néktera oznaceni a vychozi predpoklady. Narozeni a zanik/amrti
v populaci jsou nezavislé jevy. Pravdépodobnost, ze v k-Elenné populaci dojde

béhem intervalu (L1+LY) je AL-+HALY), tj.
P {1 narozeni b&hem doby (LU-HLY), pokud populace ma k dleni} = ALX-+HAL)

Dale:

P {0 narozeni béhem doby (LU-HLY),pokud populace ma k dlent} = THL+CL)
P {1 zaniku béhem doby (LT-HLY), pokud populace ma k clent} = pkLIHRL)

P {0 zaniku béhem doby (L1-HLY),pokud populace ma k clent} = THkLIHQL).

Je ziejmé, ze v populaci, ktera ma 0 ¢lenu, nemize dojit k umrti, takze polozime
Lb=U, nad druhé strané ale predpokladame, ze v nulové populaci mize dojit ke
zrozeni, takze MA)2U. Jak je bezprostfedné patrné z predchoziho, jsou

pravdépodobnosti narozeni a umrti vice jedincu populace béhem intervalu
(LU-+HLY) pii LX—3X) zanedbatelné, protoze jsou rovny Q1Y) .

Oznaéme [k(l) nepodminénou pravdépodobnost, ze populace ma v okamziku t
pravé k élentt K=U14J. . Je ziejmé, ze plati vztah @ﬁ)=1 :

Pfi odvozeni vztahi pro [{T-HX) budeme vychazet z nasleduijicich avah:

Populace bude mit v okamziku THLX velikost KKZ1 pravé tehdy, kdyz nastane pravé jen
z téchto disjunktnich jevu:

a) populace ma v okamziku T velikost K a bshem L nedojde k zadné zméné.

b) populace ma v okamziku T velikost K a bshem LY dojde k jednomu narozeni a jednomu
zaniku.

c) populace ma v okamziku T velikost K—1a bshem LY dojde k jednomu narozeni a zadnému
zaniku.

d) populace ma v okamziku T velikost K41 a bshem LY nedojde k zddnému narozeni a
jednomu zaniku.

Pro pripad K=l budeme uvazovat (jen) dvé moznosti:
a) populace ma v okamziku T velikost Ua bshem LY nedojde k Zzadnému narozeni.

b) populace ma v okamziku T velikost 1a béhem LX nedojde k Zadnému narozeni ale dojde
k jednomu zaniku.



Matice intenzit prechodu A:
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Matice pravdépodobnosti prechodu I takto bude mit tvar

Cislovani stavi:
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Za téchto predpokladi muzeme vyjadfit hodnoty Q(U+LY) a [(t+4Y) ve formé
souctl pravdépodobnosti prislusnych jevi takto:

(2.42AB)
Rt HAL—HhLR(Y-HAAL R A AL Rl pro K2
R LAY -HUEPHY pro K=U.

Po upravéch (pfevedeni [k(l) na pravou stranu a vydéleni LX ) dostaneme:

asn) PR = (- D)kl 400

Jak patmo, leva strana v limité pro LX—}) dava derivaci Pk(U):

448)  RO= AR Rl HAAY Rl

Podobné mame v pripadé nultého stavu:

(2.43B) p)(t-l-ﬂ—p)(t) =N R(t)-HAPIE) neboli v limits
(2.44B) Po(t=-"al{y)-H4P(Y




Soustava téchto rovnic predstavuje popis dynamiky procesu mnozeni a zaniku
z pravdépodobnostni stranky. Pro tento proces je mozné nalézt téz limitni reseni.

Budeme-li predpokladat, Ze [IMLydd({l)=k , kde K=U14.., pak derivace

pk(t) po dostateéné dlouhém Ease t jsou nulové a soustava prechazi v soustavu
diferenénich rovnic pro n(

(2.45A) U=WAcHAOR Hkat R 1R
(2.45B) U=--H4P

Veliéinu n( muzZeme interpretovat jako pravdépodobnost, Zze v nahodné zvoleném

okamziku (dostate¢né vzdaleném od poCatku procesu) ma uvazovana populace pravé
K ¢lend.

Soustavu (2.45AB) mlzeme upravit do vhodnéjsiho vypocetniho tvaru:

(2.46A) P _A(“_(_l-:k .n(—a:: g pro K21, resp.

(2.46B) Pr =%’ $ pro K=U

Soustavu rovnic (2.46A) mizeme reSit postupné: Z (2.46A) pii k=0 dostavame:

(2.47) Pz—'\ﬁ“'n mm—’\'ﬁ”‘ ﬁm—’l}z’m—gﬁm

Pro k=2 dostavame vztah

Metodou upIné indukce dospéjeme k obecnému tvaru

Kromeé vztahu (2.48) pak musi pro stacionarni pravdépodobnosti n( platit vztah

(2.49) @ﬂ 4. 1=mth§hﬁ“hjwﬁm‘MJ .

Pravdépodobnost n) muzeme tedy vyjadrit jako

' Vyuzili jsme piitom i vztah (2.46B).



