P11 - Kolmogorovovy rovnice
2.6 — Chapman-Kolmogorovovy rovnice pro spojité MP

Rozdéleni pravdépodobnosti spojitétho Markovova procesu je uréeno pocate€nim
rozdélenim a pravdépodobnostmi prechodu. ZapiSme pro mnozinu €asovych

okamzikii <l <I3<..<lq4 < a konecnou mnozinu stavi K,lo,13,.. kg &
R =X, ... %, =) =3 =) A% =1%=)
RX, %=} %, =H)..... % =)=

OB OtRy, tta)Ryis(tata)- By (e t)=

R (t) Ruj (tt) Rai (t2!t3)"nn—1jn (tratn)

kde jsme oznaéili vektor absolutnich pravdépodobnosti [Q(t)=HX =)

Tvrzeni1 Chapman-Kolmogorovovy rovnice pro pravdépodobnosti pfechodu

(2.52A) pk(r,t)=§q,-(r,spk(st) LKd pro USI<S<t<ot
=5k =X =k =i}
SO =% =Rk =X =X =) =hrsdst

Zapiseme-li matici pravdépodobnosti pfechodu jako

ovéreni:

HSY=RKSY i
mlzeme Chapman-Kolmogorovovy rovnice psat ve tvaru
(2.52B) HL)=HL9HSY USr<SsI<x

Dale pfijméme nasledujici predpoklady:
Predpoklad A. Vztah mezi pravdépodobnostmi a intenzitami prechodu:

Funkce [3(ST)L) & jsou spojitymi funkcemi §T,USSI<OC Plati
(2.53A) |ir|tp_;;,,1_ni T’H'r’=q(t) =] (intenzita setrvani )

(2.53B) ||m_g.|.n—k“ﬁ-—l-r, =Qk(t) LKellZK (intenzita prechodu )

lokalné stejnomérné v T€ 4og.



Predpoklad B Plati

(2.54) %hk(t)=q(t) 1dt>U

Platnost (2.54) znamena moznost zamény limity a sumace v rovnosti

(2.55) %M!ﬁir, _1—Pi(rtit+|1 =

a je proto vzdy spinéno, pokud | je koneéna mnozina.

Poznamky:
a) Pro Poissonuv proces s konstantni intenzitou { mame

A)=CLi(=0 GY=U KetkeA-+1

b) Pro ustfednu s nekoneénym pocétem linek mame

QO=CH, Q=41 Cialy=0), QY= pokud [k—>1
(k je pocet obsazenych linek, q je konstanta udavajici intenzitu pfichodu nového hovoru,

r je konstanta udavajici intenzitu ukonéeni hovoru) .

Z predpokladu lokalni stejnomérné konvergence v (2.51),(2.52) vzhledem k ¢ plyne
rovnéz soustava ,levostrannych derivaci*

(2.56A) |im_g+mﬁtj =q(t) 14,
(2.56B) ||m_g|_Ml;Lt) =qk(t) LKE17K ,lokalné stejnomérné viE g,



2.7 - Kolmogorovovy diferencialni rovnice pro spojité MP
Tvrzeni1 Kolmogorovova retrospektivni soustava rovnic
Za predpokladi A a B plati pro véechna K9 :

e PY=q(9nst-3pORMSY 1t
(2.578)  |AKEY=Ck 1 USTI<x

Ovéreni: Pouzijeme Tvrzeni 1 Chapman-Kolmogorovovu rovnice: podle (2.51A)

nk(s—ht)=12pj(5—h%k(3t), U, z néhoz dostaneme:
(2.58)

hfads-ht--ndst = pis-h9-Indst+rizhis-hanust

Dale mame podle definice intenzit

(259 |im—0+&.(—s_hnj =09 1

Tento limitni prechod Ize v provést za sumaénim znaménkem, nebot pro N2l
mame pro | nekonec¢né velké odhad

Oﬁ%nj(S—hs)Hk(St)ﬁF%nj(S-hS)=h4(1—pi(s-hs)_ %nj(s—hs)

Prava strana pfi neomezené se zmensujicim h konverguje k vyrazu

(2.60) CI(S)—%CH(S) -

Z predpokladu B plyne, ze posledni vyraz Ize uéinit libovolné malym, volime-li n
dost velké. Limitnim prechodem pro dostavame nalevo v (2.58) derivaci

_&? a celkem vztah (2.57), nebot’ spojita derivace zleva je oboustrannou derivaci.

Podminka (2.57B) je zfejma. O.
K vyvozeni druhé soustavy Kolmogorovovych rovnic potfebujeme dalsi podminku:

Predpoklad C
Pii pevném K je limitni prechod v (2.53B) stejnomérny vzhledem k 1l .



Tvrzeni 2 Kolmogorovova prospektivni soustava rovnic
Za predpokladti A, B a C plati pro véechna 1€l :

(2.60) Qés—t)}nk(st)q((t)%pj(st)qk(t) K, U<S<t< .

Dukaz:

Z rovnosti

Pk(St+n=¥hj(Sthk(tt+ﬂ, > plyne
hdst-H-prshndstiripat -4 Hrishystint i+

Limitni prechod pro kM Ize s ohledem na Predpoklad C provést za znamenim
sumace. Z (53A) a (53B) tak dostavame (60). O.

Pouzijeme-li  notace Qt)#\qk(t)\lmqk(t) s intenzitami  pfechodu  a

pfipomeneme-li, Ze klademe CJj(l}=—¢€|(t), muzeme Kolmogorovovy diferenciélni
rovnice psat v maticovém zapisu:

prospektivni soustava rovnic

eoy  ISU=-CYRSY st KLy

retrospektivni soustava rovnic

(2.62) %ﬁ—t)ﬂst)m) SST, HS9)=, kde | je jednotkova matice .

Homogenni Markovovy procesy maji konstantni prechodové intenzity, protoze
jejich pravdépodobnosti prechodu zaviseji pouze na rozdilu ¢asovych argumentl.

Gt =L=10kpg
Kolmogorovovy rovnice pro Ht)J=HSSH) jsou

(2.63A,8) %K?ﬂt) %?ﬂt)ﬂ HY=

Poznamka: K vysvétleni zmény znaménka v prvé soustavé — (2.61)- je tfeba si

uvédomit, ze zde mame HST=HI-9.



